Kapitola 1

Shodnost

V této kapitole zavedeme dalsi axiomaticky pojem — shodnost tsecek. Tento pojem
je zaveden axiomy shodnosti a jeho uzitim dale definujeme shodnost thl{, shodnost
trojuhelniki i pojem shodného zobrazeni v roviné a v prostoru. Shodné zobrazeni, pak
umozni definovat pojem shodnych geometrickych atvart.

1.1 Shodnost tsecek a axiomy shodnosti

Jak jiz bylo feceno, zavadéji axiomy shodnosti do geometrie vztah shodnosti tsecek.
Jsou-li AB, C'D tusecky, budeme jejich shodnost zapisovat AB = CD.

S1: Je-li AB = CD, je A # B a (C # D. Pro kazdé dva rizné body A, B plati
AB = BA.

S2: Necht AB je tisecka, CD polopfimka. Pak existuje jediny bod E poloptimky CD,
pro ktery plati AB = CFE.

S3: Je-li AB=CD aCD = EF, pak je AB= EF.

S4: Lezi-li bod C mezi body A, B, bod C’ mezi body A’, B’ a plati-li AC = A'C"
BC = B'CY, pak plati AB = A'B'.

Ss: Necht A, B, C' a A’, B’, K jsou dvé trojice bodu nelezicich v pfimce a necht
AB = A'B’. Pak existuje jediny bod C poloroviny A’B’K, pro ktery plati AC' =
A'C"a BC = B'C".

Se: Necht A, B, C a A', B’, (' jsou dvé trojice bodu nelezicich v pfimce a necht
plati AB= A'B’, BC =2 B'C" a CA= C'A’. Lezi-li bod P mezi body A, B, bod
P’' mezi body A’, B’ a plati-li, ze AP = AP’ je CP = (C'P'.

Axiom 5] vyjadfuje, ze shodnost se tyka jen dvojic rtiznych bodi. Pro tplnost nasich
uvah zavedme jesté tzv. nulovou usecku, coz bude tusecka, jejiz krajni body splyvaji.
Tato tsecka vyhovuje definici ?? v pripadé, ze A = B. Kazdé dvé nulové usecky
budeme také povazovat za shodné.
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Uzitim axiomt shodnosti se da vcelku snadno dokazat, ze relace shodnost dvou
usecek je reflexivni a symetrickd v mnoziné vSech tsecek. ProtoZze z axiomu S3 je
ziejma tranzitivnost tohoto vztahu, je relace shodnost dvou tsecek relaci ekvivalence
na mnoziné vsech tusecek.

Axiomu Sy vyuzivame pfi nanaseni tsecky na danou polopfimku. Axiom Sy je vy-
chodiskem k zavedené pojmi graficky soucet a graficky rozdil isecek a nasobek tisecky.
Jednoznacnost pfeneseni trojihelnika k dané poloptimce do dané poloroviny vyjadiuje
axiom Sy a axiom Sg pak vyjadiuje zakladni vlastnost preneseného trojihelnika.

1.2 Porovnavani usecek, graficky soucet a rozdil
dvou usecek, nasobek tusecky

Axiomy shodnosti ndm umoznuji zavést porovnavani usecek a pojmy graficky soucet,
graficky rozdil a graficky nasobek tsecky. Tyto pojmy patii mezi zakladni pojmy ele-
mentarni geometrie a jsou téz zarazeny do uciva matematiky na 1. stupni zakladni
skoly.

Porovnavani usecek

Pii porovnavani tsecek AB a C'D postupujeme takto: Na polopfimce C'D sestrojime
bod FE tak, ze CE = AB. Lezi-li bod E mezi body C, D, fikdme, Ze Usecka AB je
mensi nez tsecka C'D a pisSeme AB < C'D (viz obr. 1.1a).

Je-li E =D, je AB= CD (viz obr. 1.1b) a lezi-li bod D mezi body C, E, fikadme,
ze tseCka AB je vétsi nez tsecka C'D a pisSeme AB > C'D (viz obr. 1.1c).

A B A B A B
- % % e —
C FE D C D=F C D FE
a) b) c)

Obr. 1.1

Graficky soucet usecek

Necht jsou dany tsecky AB a C'D. Zvolme polopfimku K L a sestrojme na ni bod F
tak, ze AB = K FE. Pak sestrojime bod F' na polopfimce opac¢né k polopiimce F K tak,
aby EF = CD. Usec¢ka K F se nazyva graficky soucet tisecek AB a CD (viz obr. 1.2).
Zapisujeme: AB +CD = KF.
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Obr. 1.2

Graficky rozdil usecek

Usecku C'D nazyvame graficky rozdil tseéek K F a AB pravé tehdy, kdyz tsecka K F
je grafickym souc¢tem tsecek AB a C'D (viz obr. 1.2).
Zapisujeme: CD = KF — AB.

Graficky nasobek usecky

Plati-li, ze KL = AB + AB, nazyva se usecka KL dvojnasobkem tsecky AB, coz
zapisujeme KL = 2AB. Daéle lze urcit soucet tseéek 2AB + AB = P(), kde tsecku
PQ nazyvame trojnasobkem usecky AB. Je tedy:

AB+ AB =2AB,
2AB + AB = 3AB,
3AB + AB = 4AB atd.
n-nasobek tusecky AB se pak pro kazdé n € N, n > 1 definuje jako graficky soucet
n — 1 nasobku tsecky AB a tsecky AB. pritom jednonasobkem tsecky AB je usecka

AB, tj. 1AB = AB.
Poznamka 1.1 Zavedeny pojem grafického souc¢tu dvou tsecek lze snadno rozsifit na
graficky soucet vice nez dvou tsecek. Napft. na obrazku 1.3 je tsecka AE = AB +
BC + CD + DE. Pak lze napt. pétinasobek tsecky AB vyjadiit takto: 5AB = AB +
AB + AB + AB + AB, coz odpovida nasi nazorné predstave.

A B C D E

Obr. 1.3

1.3 Shodnost thla

Uzitim shodnosti tise¢ek budeme nyni definovat shodnost thlu.
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Definice 1.1 Konvexni tthel AV B je shodny s konvexnim thlem CUD pravé tehdy,
kdyZ na polopfimkach UC, UD existuji takové body A’, B’, Ze plati

UA'~VA UB ~VBaADB = AB.

Obr. 1.4

Pro tplnost je tfeba jesté dokazat, ze shodnost konvexnich tthla AV B a C'UD ne-
zavisi na volbé bodu A, B na ramenech <AV B. Tento dikaz vSsak nebudeme provadét.

7 definice 1.1 a vlastnosti vztahu shodnosti usecek vyplyva, ze kazdé dva pfimé,
kazdé dva plné a kazdé dva nulové thly jsou shodné.

Definice 1.2 Nekonvexni tthel AV B je shodny s nekonvexnim thlem CUD praveé
tehdy, jsou-li shodné konvexni tthly AV B a CUD.

Cvideni:

B 1.1 Zduvodnéte, pro¢ nelze v definici 1.1 vynechat ptivlastek konvexni u thla AV B
a CDU.

B 1.2 Uvazujte o binarni relaci shodnost wuhli v mnoziné vSech thli a urcete jeji
vlastnosti.

1.4 Porovnavani dvou thla, graficky soucet a rozdil
dvou uhla
Mame-li zaveden pojem shodnych ihli, mizeme definovat porovnavani, graficky soucet

a graficky rozdil dvou thli. Tyto pojmy patii také k zakladnim pojmim elementarni
geometrie a jsou zafazeny do geometrie 5. ro¢niku zékladni skoly jako rozsitujici ucivo.
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Pii porovnavani dvou thlid a pfi urceni thlu, ktery je grafickjm souctem nebo
rozdilem dvou uhld, je zékladem tloha prenést dany tihel k dané poloptimce do dané
poloroviny. Pritom jde o nésledujici konstrukci tthlu shodného s danym konvexnim
thlem:

Necht je ddan <AV B a polorovina K LM . Na polopiimce K L sestrojime bod A’ tak,
7e KA' =2 VA. V poloroviné K LM sestrojime bod B’ tak, 7e KB' =2 VBa AB = A'B’
(viz obr. 1.5).

Obr. 1.5

Podle definice shodnosti dvou konvexnich thla je <A'K B’ = <AV B. Sestrojeni
<A’ K B’ nazyvame prenesenim <AV B k polopiimce K L do poloroviny K LM . Ptitom,
je-li thel AV B pfimy, splyva <A’K B’ s polorovinou K LM (viz obr. 1.6).

Obr. 1.6

Uvedena konstrukce nam umoznuje téz preneseni nekonvexniho tthlu. Na obrazku 1.5
je & A'K B" =z AV B. Konstrukce nekonvexniho tthlu A’K B’ je shodné s konstrukei
konvexniho tthlu A’ K B’. Pfenasime-li v8ak nekonvexni tihel, je tfeba formulovat tilohu
napi. takto: Pfenést dany thel k dané poloptimce K L tak, aby obé jeho ramena pat-
fila dané poloroviné K L M. Tato formulace tlohy vyhovuje i pro pfenaseni konvexnich
uhld. Pritom je vSak tfeba mit na zfeteli, Ze thel dany a preneseny museji byt shodné.
Prenést dany tihel tedy predevsim znamenéa sestrojit tthel shodny s danym tihlem.

Porovnavani uhla

Pti porovnavani dvou uhli vyuzivame prenaseni thli. Postupujeme pii tom takto:
Necht jsou dény dva thly <AV B a <CU D, které nejsou shodné. Je-li mozné prenést
dany thel CUD tak, ze rameno U’'C’ pfeneseného thlu C'U’D’ splyva s ramenem
VA thlu AV B a prinikem tohoto preneseného tihlu s danym thlem AV B je tento
preneseny thel, je dany thel CUD mensi nez dany thel AV B (viz obr. 1.7). Je-li
mozné thel CUD prenést tak, Ze rameno U'C’ thlu C'U’'D’ splyvéa s ramenem V A
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uhlu AV B tak, ze <AVB N <C'U'D" je <AV B, je tthel CUD vétsi nez dany thel
AV B.

Obr. 1.7

Graficky soucet dvou konvexnich ahlua

Necht jsou dany dva konvexni tthly <AV B a <CU D, z nichZ zadny neni plny. Sestro-
jime tthel <C'V D' =2 <CUD tak, ze <AV B a <C'V D' jsou thly sty¢né. Uhel, ktery
je sjednocenim téchto dvou styénych uhli nazyvame graficky soucet uhli <AV B a

<CUD.

D/ £

Obr. 1.8
V obréazku 1.8 je thel <AV D’ grafickym souétem <AV B a <CU D. Zapisujeme:
<JAVD' = <AVB+ <CUD.

Poznamka 1.2 Uvédomme si, Ze pii sestrojeni <C'V' D’ jde o pfeneseni <CUD k
poloptimce V' B do poloroviny opac¢né k poloroviné, v niz lezi <AV B.

Jsou-li oba thly <AV B, <CUD piimé, je jejich grafickym souctem thel plny. V
obrazku 1.9 je sou¢tem danych pfimych uhlt <AV B, <CUD plny thel <AV D'.
Je zfejmé, ze grafickym souctem dvou konvexnich thlid nemusi byt konvexni thel.
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Obr. 1.9

Graficky rozdil dvou konvexnich thla

Uhel <DUE nazyvame grafickiym rozdilem konvexnich whli 3, a pravé tehdy, kdyz
a+<DUE = 5.
Zapisujeme: <DUFE = 8 — a (viz obr. 1.10).

<CUD = «
<CUE =4
o <DUD = f - a

Obr. 1.10

Poznamka 1.3 Plati-li, Ze a + o = 3, nazyvame thel 5 dvojnasobkem thlu «, coz
zapisujeme 5 = 2a. Analogicky jako pifi nasobku tsecky definujeme trojnasobek thlu
a jako graficky soucet dvojnasobku thlu « a thlu a, tj. 3a = 2a + « atd.

Je zfejmé, Ze existence n-nasobku daného thlu neni zarucena ani pron = 2, n € N.

Cviceni:
B 1.3 Uvazujte o operaci grafické s¢itani dvou thlt v mnoziné vsech konvexnich tthli
a urcete jeji vlastnosti.

B 1.4 Uvazujte o operaci grafické s¢itani dvou thli v mnoziné vSech thli a urcete
zde jeji vlastnosti. Jak se budou lisit vzhledem k vlastnostem operace ze cviceni 7
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1.5 Shodnost trojahelniki

Shodnost tsecek umoznuje téz definovat shodnost trojuhelniki.

Definice 1.3 Trojuhelniky ABC, A’B’C’ se nazyvaji shodné (v tomto poradi vr-
chol), jestlize plati AB = A'B', BC' = B'C', CA=(C'A’.

Shodnost trojihelnikia ABC, A'B'C" zapisujeme AABC = AA'B’'C’. Dvojice vrcholu
A, A'; B, B'; C, C" nazyvame vrcholy k sobé prislusné. Termin k sobé prislusné pou-
zivame téz pro strany, vnitini thly, pricky atd. obou trojuhelnikii. Definice shodnosti
dvou trojuhelnikt vyzaduje shodnost vsech dvojic k sobé prislusnych stran.

7 definice 1.1 shodnosti konvexnich thld plyne, ze také dvojice k sobé prislusnych
vnitfnich thli obou trojihelniki jsou dvojice shodnych uhla, tj. <ABC = <A'B'C’,
IBCA = qB'C'A" a <BAC = qB'A'C".

V ucebnicich elementarni geometrie se nékdy v definici shodnjch trojuhelniki po-
zaduje shodnost vSech k sobé prislusnych stran i vnitinich thli. Pii nasem postupu
vSak je zfejmé, Ze by Slo o nadbytecnou definici.

Strany a vnitini ahly trojihelnika (pfipadné jejich velikosti) nazyvame zdkladni
pruky trojuhelnika. Ze stfedni skoly vime, Ze pro zjisténi shodnosti trojuhelniki staci
zjistit shodnost jen nékterych zakladnich prvka téchto trojihelniki. Tyto postacujici
podminky pro shodnost dvou trojuhelnikd vyjadiuji véty, které nazyvame véty o
shodnosti trojuhelnika. Stru¢né se oznacuji sss, sus, usu, Ssu, pricemz véta sss je
vlastné definici 1.3. V ramci cviceni 1.5 si vSechny véty disledné zopakujte.

Véty o shodnosti trojihelniki se v elementarni geometrii velmi casto vyuzivaji k
dikaztim a jsou zdkladem pro vétsinu metrickych vztaht elementarni geometrie (viz
napt. dikazy vét 1.1, 7?7, 77?).

1.6 Osa thlu, pravy uhel, stfed a osa usecky

Uzitim shodnosti tisecek a thli budeme nyni definovat dalsi geometrické pojmy: osu
uhlu, pravy thel, kolmost pfimek a rovin, stfed a osu tsecky. I kdyz nejsou tyto pojmy
pro absolventa stfedni skoly nové, jde o to, abychom vyslovili a osvojili si jejich presné
definice. Tyto definice jsou také ukazkou systematického budovani novych pojmi v
geometrii uzitim pojmu drive zavedenych.

Definice 1.4 Necht AV B je thel, ktery neni plny ani nulovy. Pak osou dhlu AV B
nazyvame primku V X pravé tehdy, kdyz bod X lezi v téze roviné jako ithel AV B a
plati, Ze konvexni ihel AV X je shodny s konvexnim tthlem BV X (viz obr. 1.11a). Osou
plného nebo nulového thlu AV B rozumime piimku V A, resp. V B (viz obr. 1.11b).
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Definice 1.5 (1.4*) Necht AV B je thel, ktery neni plny ani nulovy. Pak osou dhlu
AV B nazyvame polopiimku VX pravé tehdy, kdyz bod X je bodem thlu AV B a
plati, Ze konvexni thel AV X je shodny s konvexnim tthlem BV X. Osou nulového thlu
AV B je pak polo pfimka V' A, resp. V B, osou plného thlu je polopfimka opa¢né k
poloptimce V' A, resp. VB (viz obr. 1.11b).

Obr. 1.11

Poznamka 1.4 Piimka V X v definici 1.4 je osou jak konvexniho, tak i nekonvexniho
uhlu AV B.

Osy konvexniho a nekonvexniho thlu AV B jsou dle 1.5 navzajem opac¢né polo-
primky.

Definice 1.6 Uhel, ktery je shodny s tthlem k nému vedlejsim, nazjvame pravy dhel.

Uvédomme si, Ze k definici pravého tihlu neni tieba uzit jeho velikost. Je-li prfimka V' X
osou primého thlu AV B, jsou thly AV X a XV B shodné vedlejsi tihly a tedy jsou oba
pravé (viz obr. 1.12). Tato skute¢nost byva ¢asto vyjadfovana takto: Osa primého
uhlu déli tento uhel na dva uhly pravé.

Definice 1.7 Dvé riznobézné piimky AP a BP nazyvame kolmé pravé tehdy, kdyz
thel APB je pravy (viz obr. 1.13).

O dvou kolmych rtiznobéznych primkach rikame, Ze sviraji pravy thel. Vztah kol-
mosti je definovan i pro mimobézné primky.
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J(X B+
A v B P A
Obr. 1.12 Obr. 1.13

Definice 1.8 Mimobéznée primky a, b jsou kolmé pravé tehdy, kdyz existuje takova
pfimka d', a’' || a, Ze pfimky o, b jsou kolmé riznobézky.

Jsou-li a, b kolmé ptrimky, fikdme téz, ze primka a je kolma k primce b nebo ze piimka
b je kolma k piimce a. Jde o symetricky vztah, coz je patrno i z obvyklého vyjadreni:
primky a, b jsou k sobé kolmé nebo navzajem kolmeé.

Definice 1.9 Strredem S usecky AB nazyvame takovy bod tsecky AB, pro ktery
plati AS = SB.

Definice 1.10 Pfimku o nazyvame osa dsecky AB(A # B) pravé tehdy, kdyz jsou
piimky AB a o navzajem kolmé a pfimka o prochazi stifedem tsecky AB.
Symbolicky:

o je osa tGsecky AB < A# BNolABANoNAB={S} \NSA= BS.

Z definice 1.10 je zfejmé, ze osa usecky je definovana jen pro nenulové tsecky. (Zdu-
vodnéte pro¢!) V definici 1.9 stiedu tsecky toto omezeni neni. Ktery bod je stfedem
nulové tsecky?

Definicemi 1.7 a 1.8 jsme zavedli kolmost dvou piimek. Tento pojem je vychodiskem i
k zavedeni pojmu kolmost primky a roviny.

Definice 1.11 Primka p a rovina p se nazyvaji navzajem kolmé, jestlize je pfimka
p kolma ke vSem piimkam roviny p.

Termin navzajem kolmé znamenad, ze primka p je kolma k roviné p a také, ze rovina
p je kolma k pfimce p. Pii zjistovani kolmosti pfimky p a roviny p nelze prakticky
provérit kolmost primky p ke vSem primkam roviny p. Ke zjisténi kolmosti primky p
a roviny p, pripadné k urceni roviny kolmé k primce p, uzivame kritérium kolmosti
primky a roviny uvedené ve vété 1.1.
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Véta 1.1 (Kriterium kolmosti primky a roviny)
Je-li primka p kolmd ke dvéma riznobézkam a, b roviny p, pak je kolmd k roviné p.

Dukaz: Oznacme P priasecik primky p s rovinou p. Bodem P vedme primky o' || a,
b || b. Primky o', b zrejmé lezi v roviné p a pLa’, p LV . Zvolme ddle libovolnou primku
r C p a ukaZme, Ze pLr. Sestrojime primku r' tak, Ze P € v’ a r' || r a necht r' # o,
r’ £ b (viz obr. 1.14). Na primce p zvolme body C, D tak, Ze P je stred CD. Na primce
a’ zvolme bod A, na primce V' bod B tak, aby body A, B byly oddéleny primkou r'.
Oznacme R € ABNr'.

Plati: CB= DB, CA= AD = NCBA = ADBA podle véty sss. Ze shodnosti téchto

Obr. 1.14

trojuhelniki plyne shodnost jejich pricek RD, RC, tj. RD = RC'. Vzhledem k tomu, Ze
CP=DP, RD=RC a RP= RP, je APDR = ANPCR podle véty sss. Ze shodnosti
téchto trojuhelniki plyne, Ze <CPR = <DPR. ProtoZe se jednd o vedlejsi uhly, jsou
oba pravé. Z toho plyne, Ze primka p je kolma k primce ', a tedy také k primce r. O

Uzitim vztahu kolmosti pfimky a roviny je mozné téz definovat kolmost dvou rovin.

Definice 1.12 Dvé roviny jsou k sob€ kolmé pravé tehdy, kdyz v jedné z téchto
dvou rovin existuje piimka, ktera je kolméa ke druhé z téchto rovin.

Cviceni:
B 1.5 Zopakujte si véty o shodnosti trojuhelniki, disledné je sformulujte a pokuste

se je symbolicky zapsat.

B 1.6 Uvazujte relaci primka x je kolma k primce y v mnoziné vsech pfimek a urcete
vlastnosti této relace.

B 1.7 Nad stranami ostrotthlého trojihelniku ABC' jsou setrojeny rovnostranné troj-
uhelniky ABH a ACK. Dokozte shodnost tsecek CH a BK.
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B 1.8 Je dan trojuhelnik ABC. Nad jeho stranami AB, AC' jsou vné setrojeny ¢tverce
ABGF a ACDE. Dokozte shodnost tisecek EB a C'F'.

B 1.9 Uvnitf trojahelniku ABC' zvolte bod S. Dokazte, ze soucet tsecek SA, SB,
SC' je vétsi nez polovicni soucet stran daného trojuhelniku, tj. ze

SA+SB+ 5C > %(AB+BC+CA).

B 1.10 Dakazte, Ze soucet tisecek, které spojuji vnitini bod P trojuhelniku s krajnimi
body jedné jeho strany, je mensi nez soucet zbyvajicich dvou stran daného trojuhelniku.

B 1.11 Piimka o je osou usecky AB. Bod X je libovolny vnitini bod poloroviny oA.
Dokazte, ze plati: AX < BX.

B 1.12 Bod U je vnitinim bodem trojihelniku ABC.
Dokazte, ze plati: <AUB > <ACB, <BUC > <BAC a <AUC > <ABC.
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