Kapitola 1

Délka tsecky, velikost tihlu

1.1 Délka tsecky a axiomy spojitosti

V predchézejici kapitole jsme zavedli pojem shodnosti tiseCek a seznamili jsme se s
tim, Ze tento pojem ndm umoznuje porovnavat tsecky, definonovat graficky soucet
a rozdil usecek a nasobek tusecky. Tyto pojmy jsou vychodiskem pro meéreni tsecky.
Cilem meéfeni tsecky je urceni jeji délky, tj. stanoveni ¢isla, které vyjadiuje, kolikrat
je dand tsecka vétsi (nebo mensi) nez jistd, pevné zvolend, tzv. jednotkovd usecka.
Délkou jednotkové isecky pritom rozumime ¢islo 1. P¥i méfeni usecky tedy zjistujeme,
jakym nasobkem jednotkové tsecky je dana tsecka. Je zfejmé, ze tento nasobek nemusi
byt celociselny.

P1i mérené tsecky v praxi postupujeme zpravidla tak, ze na méfenou tisecku na-
nasime postupné od jednoho jejiho krajniho bodu tsecku jednotkovou. Miuze se stat,
Ze mérend usecka je celociselnym nasobkem jednotkové tisecky.

Na obr. 1.1 je délka tsecky AB = 5cm pri jednotkové tsecce o délce lem.
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Obr. 1.1

Neni-li mérena tsecka celo¢iselnym nasobkem tsecky jednotkové, mtzeme jeji délku
vyjadiit bud p¥iblizné nebo postupovat dal tak, abychom jeji délku uréili pfesné nebo
alespon presnéji. Ozna¢me délu tisecky AB symbolem |AB|.! Pak pro tisecku AB na
obr. 1.2 plati: 5 < |AB| < 6¢m. Délka 5cm se nazyva dolni mez, délka 6cm se nazyva
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Obr. 1.2

horni mez délky usecky AB. Délku usecky AB na obr. 1.2 mizeme vyjadfit priblizné
takto |AB| = 5em.

Ve stargf literatufe se uziva pro oznaceni délky tsecky zépis d(AB).
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Chceme-li délku tsecky vyjadrit presnéji, uzijeme misto jednotkové tsecky lcm
1

tsecku o délce rovné 15 ptivodni jednotkové usecky, tj. lmm. Zjistime naptiklad, ze
|AB| = 5,3 nebo 5,3 < |AB| < 5, 4cm.

Nastane-li druhy piipad, miizeme opét pouzit tisecku o délce rovné % jednotkové
usecky 1mm, tj. 0, 1mm a cely postup opakovat. Teoreticky je mozné tento postup dale
opakovat ve snaze docilit toho, aby bod B splynul presné s nékterym koncovym bodem
nanasené jednotkové tusecky. Podafi-li se to, pak je tsecka AB urcitym r-nasobkem
jednotkové tisecky, pricemz r je racionalni ¢islo.

Jak vime, nemusi byt délka tsecky AB vyjadiena pii dané jednotkové tisecce ra-
cionalnim ¢islem. Naptiklad uhlopiicka ¢tverce s jednotkovou délkou lem ma délku
V2em. V takovém piipadé nelze pii urcovani délky tsecky AB docilit toho, aby bod
B splynul pii nanaseni libovolné malého dilu jednotkové tsecky s nékterym jejim kon-
covym bodem. Rikdme, ze tisecku AB nelze beze zbytku pokrgt nanisenim jednotkové
usecky a jejich diléi. V téchto ptipadech je délka tisecky vyjadiena ¢islem iracionalnim.

Je-li délka tisecky AB vyjadiena pii dané jednotkové tisecce racionalnim ¢islem, fi-
kame, Ze usecka AB a dana jednotkova tsecka jsou soumeéritelné. Neni-li délka tsecky
AB vyjadrena racionalnim cislem, nazyvame tyto dvé tsecky nesouméritelné. Z hle-
diska matematické teorie je dtilezitd odpoveéd na otazku, zda je mozno p¥i pevné zvolené
jednotkové tsecce priradit kazdé tisecce jisté nezaporné cislo, které vyjadiuje jeji délku
presné, a naopak, zda je kazdé nezaporné realné ¢islo délkou nékteré tsecky. Odpoved
na tuto otazku je kladna. K ditkazu tohoto tvrzeni je vsSak tieba zavést dalsi skupinu
axiomu axiomy spojitosti. Axiomy spojitosti jsou dva, prvni se nazyva Archimediv
axiom a druhy Cantoriv axiom.

A: (Archimeduv axiom:) Necht jsou dany dvé tsetky AB, C'D. Na polo-
primce AB sestrojime navzajem ruzné body P, P, Ps, ... tak, ze AP =
PP = PP~ ... = (CD. Potom existuje takové prirozené ¢éislo n, Ze
bod P, uz nepatri tseéce AB. Obr. 1.3.
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Obr. 1.3

Dtive nez uvedeme druhy axiom spojitosti, je tfeba se seznamit s pojmem po-
sloupnost usecek do sebe zarazenych, ktery se v tomto axiomu vyskytuje.

Posloupnost tsecek P,Q, (n =1,2,3,...), z nichz kazda nasledujici je ¢asti pred-
chézejici, se nazyva posloupnost isecek do sebe zarazenych.

Na obr. 1.4 je znazornéna posloupnost ¢ty takovy tsecek P1Q1, PoQa, P3Q3, PyQy.
Plati P4Q4 C P3Q3 C PQQQ C PlQl‘

C: (Cantoruv axiom:) Prunik posloupnosti tsecek do sebe zafazenych je
neprazdny.
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Obr. 1.4

Uzitim Archimédova axiomu se da dokazat, ze kazdé tisecce se da pii dané jednotkové
usecce priradit jisté nezaporné realné ¢islo jako jeji délka. A uzitim Cantorova axiomu
lze dokazat, ze kazdé nezaporné realné cislo je pii dané jednotkové tsecce délkou
nékteré usecky. Dukazy téchto tvrzeni pro svoji rozsahlost presahuji ramec tohoto textu
a nebudeme je zde uvadét, budeme vsak dale pocitat s jejich platnosti. Zvolime-li tedy
pevné jednotkovou tisecku a kazdé tiseCce prifadime jisté nezaporné ¢islo jako jeji délku,
je toto pritazeni zobrazenim mmnoZiny vsech usecek na mmnozZinu vsech nezdpornych
redalngch cisel. Toto zobrazeni je funkci a nazyva se mira usecky. Oborem funkce
mira Gsecky je mnozina vSech tsecek, oborem hodnot této funkce je mnozina vsech
nezapornych realnych cisel.

Ozna¢me M mnozinu vSech tsecek a f funkci mira tsecky. Tato funkce ma nasle-
dujici vlastnosti:

1. Pro kazdou usecku z € M je f(z) > 0.
2. Jsou-li z,y € M shodné usecky, je f(z) = f(y).
3. Je-li z 4 y graficky soucet usecek z, y, kde z,y € M, je F(x+y) = f(x) + f(y).

Funkéni hodnoty uvedené funkce nazyvame délky nebo téz velikosti jednotlivych tsecek
a jak jiz bylo uvedeno misto f(AB) piSeme |AB| pro oznaceni délky usecky AB.
1.2 Vzdalenost bodu, primek a rovin

Délka tisecky nam umoznuje definovat vzdalenost dvou bodii.

Definice 1.1 Vzdalenosti dvou bodu X, Y nazyvame délku (velikost) tsecky XY

Vzdalenost dvou bodii je zakladem pro urceni vzdalenosti libovolnych dvou geometric-
kych atvart. Nasledujici definici zavedeme pojem vzdéalenosti bodu od pfimky, pojem
vzdalenosti bodu od roviny, vzdalenosti dvou primek, vzdalenosti piimky a roviny a
vzdalenosti dvou rovin. V definici 1.2 je zahrnuta j vzdalenost dvou bodi.

Definice 1.2 Vzdalenosti geometrickych utvard Uy, Uy € M rozumime délku
(velikost) nejmensi usecky XY, kde X € U; a Y € Us. Znacime |U,Us|.

7 definice 1.2 je ziejmé, ze vzdéalenost dvou utvart Uy, Us € M, které maji neprazdny
prinik, je rovna 0.



