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2. FUNKCE

Privodce studiem

Kapitola Funkce je rozdélena do deviti menSich celkd a ty jsou jesté¢ dale rozdéleny na
mens$i oddily. V kazdém oddile je nejdiive vysvétlena teorie, jsou zavedeny nové pojmy a
vzorce. Pak nasleduji Resené uilohy. V Ulohdch k samostatnému esSeni si provéfite ziskané
védomosti. K témto ulohdm jsou na konci kapitoly uvedeny vysledky a pro ty, ktefi by si
s tlohami nevédéli rady, také ndpovéda. Na samy zavér se otestujete, jak jste zvladli tuto

kapitolu.Grafy v textu byly vytvofeny pomoci programu Matematika. Hodn¢ zdaru pfi studiu.

Cile

Seznamite se s elementarnimi funkcemi, poznate jejich defini¢ni obory a obory hodnot,
budete umét nakreslit jejich grafy. Budete umét urcit vlastnosti funkci. Grafy

elementarnich funkci, s nimiz budete pracovat, jsou vykresleny na ivodnim obrazku.

Predpokladané znalosti

Umite feSit nerovnice metodou nulovych bodt, kterou si miiZzete zopakovat v 3. kapitole,

a také umite pracovat s kartézskou soustavou soufadnic Oxy v roving.

y=e”
y:

2 y=Inx

y=CcosXx
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2.1. Funkce

Vyklad

Funkce f/ namnoziné¢ 4 c R je ptedpis, ktery kazdému ¢islu z mnoziny A4 pftiradi pravé

jedno realné Cislo. Mnozina 4 se nazyva defini¢ni obor funkce.

Oznaceni D(f), D,.

Obor hodnot funkce f je mnozina vSech y € R, ke kterym existuje aspoil jedno x

z defini¢niho oboru funkce f tak, ze y = f'(x).

Oznaceni H(f),Hf.

y = f(x) je funkéni pFedpis vyjadfujici zavislost y na x.

x je nezavisle proménnd, nebo také pouzivame oznaceni argument, vybirame ji z D( f ) .
y je zavisle proménnd, y € H(f).

Hodnotu funkce f v bod¢ x, oznacime f (xo) =y, anazyva se funk¢éni hodnota funkce f

v oX,.

Resené ulohy
Priklad 2.1.1. Zapiste funkci, kterd vyjadiuje zavislost
a) obvodu rovnoramenného pravouhlého trojuhelniku na délce a jeho odvésny,
b) obvodu rovnoramenného pravothlého trojahelniku na délce ¢ jeho ptepony.
ReSeni:
a) prepona ¢ = a2 ,
obvod trojihelniku 0=2a+c=2a+a2 = a2+ \/5) ,
0:(2+\/5)a, ae(0,0).

b) c:czx/§:>a:L 0:2a+c:2i+c=c(\6+l),

V2' V2
0:(\/5+l)c, ce(0,0).

i
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Vyklad

Graf funkce f've zvolené soustavé soufadnic Oxy je mnoZina vSech bodii X[x, f(x)], kde x

patii do defini¢niho oboru funkce /. Ve skute¢nosti nakreslime (nacrtneme) jen ¢ast grafu na

zvoleném intervalu I < D(f).

Resené ulohy
Priklad 2.1.2. Rozhodnéte, kterd z mnozin bodii na uvedeném obrdzku je grafem funkce.

Sva tvrzeni zdivodnéte

a) y

ResSeni: Toto je graf funkce, kazdému x pfiislusi jediné y . Kazd4 ptimka rovnobézna

s osou y danou mnozinu bodd protne nejvyse v jednom bode¢.

b)

Reseni: V tomto piipadé se o graf funkce nejedna, pro x = 1,5 nachazime dv¢ hodnoty.
Tato situace je stejnd pro vSechna x e (— 3, 3), kazda ptimka rovnobézna s osou y

protne danou mnozinu bodl ve dvou riiznych bodech.

i




Zaklady matematiky Funkce

2.2. Zakladni vlastnosti

2.2.1. Ohranic¢ena a neohrani¢ena funkce

Vyklad

Funkce f'se nazyva ohrani¢ena shora na mnoziné¢ M, existuje-li takové ¢islo 4, ze pro

vSechna xe M je f(x)<h.

Funkce f'se nazyva ohranifena zdola na mnoziné M, existuje-li takové ¢islo d, ze pro

vSechna xe M je f(x)>d.
Funkce fje ohrani¢ena na mnozin€ M, je-li v ni ohranicené shora i zdola.

V opacném piipadé se funkce f nazyva neohranifena na mnoziné M.

Geometricky vyznam ohranicenosti funkce.

Je-li funkce y = f(x) na mnozin¢ M < D(f)ohrani¢end shora, lezi jeji graf pro kazdé
¢islo x e M stéle pod pifimkou y = /4 nebo na ni.

Je-li funkce y = f(x) na mnozin¢ M < D(f)ohrani¢ena zdola, leZi jeji graf pro kazdé
¢islo x € M stale nad ptimkou y =d nebo na ni.

Je-li funkce y = f(x) na mnozin¢ M < D(f)ohraniCend, lezi jeji graf pro kazdé Cislo

x € M stile mezi ptimkami y =/ a y =d nebo na nich.

Véta 2.2.1. Funkce fje na mnozin€¢ M < R ohranicena, praveé kdyz existuje takova konstanta

K >0, ze pro Vx € M plati |f(x)|£K.

Resena uloha

Priklad 2.2.1. Dokazte, ze funkce y = (1 al je pro vSechna x € R ohranicena.

x?)

ReSeni: ProtoZe pro Vx € R plati nerovnost (x £1)> >0 neboli x> +1> 2|x

5

2
dostavame odtud x_+1 >0 = |x|
|x| x*+1

X

x2+1

<

1
SE.Plati tedy pro Vx e R : %

. , o 1
Podle véty 2.2.1. je dana funkce ohrani¢ena, K = 5

i
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2.2.2. Monoténnost funkce, funkce rostouci a klesajici

Vyklad

Je déna funkce f ainterval 7, ktery je ¢asti jejiho defini¢niho oboru (] c D( f ))
Funkce f'se nazyva rostouci na intervalu / , pravé kdyz pro vSechna x,,x, € I plati:
Je-lix, <x,, pak f(x)< f(x,).

Funkce f'se nazyva klesajici na intervalu 7, pravé kdyZz pro vSechna x,,x, € I plati:
Je-li x, <x,, pak f(x,)> f(x,).

Funkce f'se nazyva neklesajici na intervalu | , pravé kdyZ pro vSechna x,,x, € I plati:
Je-lix, <x,, pak f(x,)< f(x,).

Funkce f'se nazyva nerostouci na intervalu | , pravé kdyz pro vSechna x,,x, €I plati:

Je-lix, <x,, pak f(x,)=> f(x,).

Tyto funkce na [ se souhrnné nazyvaji monoténni funkce na / — D(f), rostouci a klesajici
funkce na / se souhrnné nazyvaji ryze monoténni funkce na 7/ < D(f).

Z definice je ziejmé, Zze kazda rostouci funkce je zaroven neklesajici na / a kazda klesajici
funkce je zaroven nerostouci na /.

Resené ulohy

Priklad 2.2.1. Z grafu rozhodnéte, kde je funkce rostouci a kde klesajici.

ReSeni: Funkce je rostouci na intervalech (—oo, —2) a (—2,0) , ha intervalech (0,2) a (2,00)

klesa.

i

%




Zaklady matematiky Funkce

Priklad 2.2.2. Ktera z funkci f, f, je rostouci a ktera klesajici na D(f)?

2
y:x3 -

ReSeni:

Defini¢ni obor obou funkei D(f)=R.
Z grafii téchto funkeci 1ze vycist, Ze rostou-1i hodnoty proménné x , rostou hodnoty

funkce f, aklesaji hodnoty funkce f, . Pro libovolna x,, x, € R, pro ktera plati
x; < x, dostaneme:
x13—2<x23—2, —x13—2>—x23—2,
S1(x) < f1(x7), Fr(x) > fr(x;).

Pro ilustraci zvolime ¢isla x; =—1, x, =1 a dosadime do nerovnic funk¢énich hodnot
-3<-1 1>-3

Funkce f, je pfikladem rostouci funkce a f, je piikladem klesajici funkce na R.

-35-
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2.2.3. Prosta funkce

Vyklad %ﬂ

Funkce se nazyva prosta, pravé kdyz pro vSechna x,,x, € D( f ) plati:

Je-li x, # x,, pak f(x,)= f(x,).

17
Resené ulohy *

Priklad 2.2.3. Z grafu rozhodnéte, zda je funkce prosta.

Y=XSINX+X

-12 -9 -6 -3 3 6 9 X

ReSeni: Funkce neni prosté, pro riznd x existuji stejné funkéni hodnoty.

Priklad 2.2.4. Z grafu rozhodnéte, zda je funkce prosta.

Yy
y=arctgx
1
3 2 1 1 2 3 X
-1
ReSeni: Funkce je prosta, plati podle definice, ze pro x; # x, je f(x;)# f(x,).
Funkce rostouci nebo klesajici na celém definicnim oboru je prosta. é

i
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Funkce

2.2.4. Suda a licha funkce

Vyklad

Funkce f'se nazyva suda, pravé kdyz zaroven plati:

1. Pro kazdé x € D(f) je také —x e D(f).

2. Prokazdé x € D(f) je f(—x)zf(x).

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y .

Funkce f'se nazyva licha, pravé kdyz zaroven plati:

1. Pro kazdé x € D(f) je také —x e D(f).

2. Prokazdé x € D(f) je f(—x):—f(x).

Graf liché funkce je soumérny podle pocatku soustavy soutfadnic Oxy .

Neni-li splnéna ani jedna z uvedenych podminek, neni funkce ani sudé ani licha.

Resené ulohy

Priklad 2.2.5. Z grafu urcete, zda je funkce licha nebo suda na intervalu (-5, 5).

)
y=sin X+Cosx

Reseni: Funkce je suda, jeji graf je soumérny podle osy y .

i
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Funkce

Priklad 2.2.6. Z casti grafu uréete, zda je funkce licha nebo suda na D(f) = R —{0}.

y
4
3
2
_sin®*x+cosx
1 Y= X
-4 3 1 2 3 4 x
Reseni: Funkce je na D( f') lich4, jeji graf je soumérny podle pocatku.

Priklad 2.2.7. Z grafu urcete, zda je v intervalu (-6, 6) funkce lich4 nebo suda.

y=sSinXx+Ccos2x

1 2 3 4 5 6 X

Reseni: Funkce neni ani suda ani licha.

4 —
Piiklad 2.2.8. Rozhodnéte, zda je funkce suda & lich4: y = 3x> — > - >

X
Re3eni: 1. D(f) = R—1{0}, Vx € D(f) = (=x) € D(f) .

4 4
2. f(=x)=3(-x)" - (’6)—25 —3x2 - x—25 = f(%)
(—x) X

4

Funkce y =3x? -2 —

2
X

je suda.

Ef o e
* *
..’ *i

- *
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2.2.5. Periodicka funkce

%ﬂ Vyklad %ﬂ

Funkce se nazyva periodicka, pravé kdyz existuje takové ¢islo p >0, ze pro kazdé k € Z

plati nésledujici podminky:
Je-li x e D(f), pak x+kpeD(f) a plati f(x+kp)=f(x).

Cislo p se nazyva perioda funkce f .

Pokud v mnozinég ¢isel p existuje nejmensi kladné cislo, pak tuto periodu p >0 nazyvame
zéakladni (primitivni) periodou funkce f.

Graf periodické funkce se pravidelné (periodicky) opakuje po intervalech, jejichz délka je

rovna zékladni period¢ p.

Nejvyznamnéjsi periodické funkce jsou goniometrické funkce (kap. 2.11.)

17 17
‘v Resené ulohy *

Priklad 2.2.9. Z grafu periodické funkce odhadnéte jeji primitivni periodu.

1 y=Ccosx+sin2x /\
\ \ \

5 -4 3 2 1 0 1 2 3 a2 Na__/6 7 9 X
1

ResSeni: Primitivni perioda je ziejmé p =2x.

i
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2.2.6. Inverzni funkce

Vyklad

Inverzni funkce k prosté funkci f(x) je /' , kterd kazdému y € H(f) ptifadi pravé to

x € D(f), pro které je f(x):y.

Oznaceni proménnych muzeme volit libovolng, a protoze je obvyklé znalit zavisle

proménnou x a nezavisle proménnou y, zaménujeme oznaceni promeénnych. Diisledkem toho
je,ze D(f ") =H(f)(a H(f™")=D(f)). Proto grafy obou funkci jsou soumérné podle osy

I. a III. kvadrantu y = x.

Plati také, Ze inverzni funkce k rostouci funkci je také rostouci a inverzni funkce ke klesajici

funkci je klesajici.

Resené ulohy
Priklad 2.2.10. Dokazte, ze funkce f:y=2x+1, x € R, je rostouci ( a tedy prosta).

Uréete funkci k ni inverzni .

ReSeni: Je zfejmé, ze oborem hodnot H(f) =R
Funkce fje rostouci, nebot’ pro Vx,,x, € R plati:
je-li x; <x,,pakje 2x, +1<2x, +1, takze f(x;)< f(x,).
Funkce je rostouci, tedy prosta, a proto k ni existuje funkce inverzni f~', ktera je

také rostouct. Jeji funkéni predpis uréime tak, ze z rovnice y = 2x+1 vyjadiime x :

x:ly—l,yeR

2 2 v
a po zamé&né proménnych mame y=2x+ 12
funkéni predpis pro funkci inverzni / y=X
32 1 1 2 3 x
[y = sa DU = HOD = R. Ty=txt

i
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Funkce

Priklad 2.2.11. DokaZte, Ze funkce f:y = Vx+2,xe<0, ), je rostouci ( a tedy prosta).

ReSeni:

Uréete funkci k ni inverzni .

Je ziejmé, Ze oborem hodnot H( f) =< 2, )

Funkce fje rostouci, nebot’ pro Vx,;,x, € R plati:

je-li x; <x,, pak je \/x71+2<\/g+2,tak2e f(x) < f(x,).

Funkce je rostouci, tedy prosta, a proto k ni existuje funkce inverzni f~', ktera je

také rostouct. Jeji funkéni predpis uréime tak, ze z rovnice y =+/x +2 vyjadiime x :

x:(y_z)za ye<2a°°)-

Po zdméné proménnych mame funkéni predpis pro inverzni funkci

fry=(x=2)°, D(f")=<2,0), H(f ) =<0, ).

4 Y= /x+2
3
2 2
. y=(x-2)
y=X
-2 1 1 2 3 4 5 6 7 x

Ulohy k samostatnému feseni

1. Rozhodnéte, zda je funkce suda ¢i licha:

a) y=3x" -

x—2

d) y=xIn2",

g) y=x"+2x-5.

x'+2x-5

, b) y=

3
x—5x

2
X

-41 -

b

¢) y=x(cosx—xsinx),

f) y:x(x3 -x° sinx),

N
PALN
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2.3. Defini€ni obory

Vyklad

Funkci f povazujeme za definovanou, je-li zndmo pravidlo, kterym je kazdému cislu
x € D pftitfazena pfislusnd jedind hodnota f(x)e H, tj. je-li dan ptedpis, kterym je toto
piifazeni jednoznacné urceno. Tento pifedpis muze byt vyjadien tabelarné (ptislusnou
tabulkou), graficky nebo analyticky..

Tabelarni zplsob definovani funkce se vyskytuje v technickych védach velmi casto,
zvlasté hledame-li experimentalné funkéni zavislost mezi dvéma uvazovanymi veli¢inami.
Vyhodou tohoto vyjadieni je to, Ze znc¢ho mizeme vycist hodnoty funkce v tabelovanych
hodnotach argumentu. Jeho velkou nevyhodou vsak je , Ze obvykle neobsahuje hodnoty
funkce ve vSech potfebnych hodnotach argumentu. Dal§im nedostatkem tabelarniho vyjadieni
je 1 to, ze si pfi ném nemizeme ucinit blizsi predstavu o povaze funk¢ni zavislosti mezi
argumentem a zavisle proménnou. Proto se obvykle snazime vyjadfit tuto zavislost graficky
nebo (pfibliznym) analytickym vzorcem.

Vyhodou grafického zpiisobu zadani funkce je nazornost, nebot’ podle grafu funkce si
obvykle udélame jasnou piedstavu o povaze funkcéni zévislosti. Jeho nevyhodou je, ze
vyjadiuje funkéni hodnoty jen pfiblizné a nedovoluje vySetfovat vlastnosti funkci metodami
matematické analyzy.

Analyticky zpisob definovani funkce (funkénim pfedpisem) je nejvyznamnéj$im
zpisobem vyjadreni funkce. Jeho pfednosti je, Ze pouZitim metod matematické analyzy
muzeme zkoumat vlastnosti uvazované funkce. UrCitym nedostatkem analytického vyjadieni
je, ze postradd ndzornost grafického vyjadieni. Proto casto pouzivame k snadnéjSimu a
nazornéjSimu vykladu vlastnosti uvazované funkce i1 jejiho grafického, popft. tabelarniho
vyjadreni.

Je-1i funkce zadand funkénim piedpisem y = f(x) a neni-li zaroven uveden defini¢ni

vvvvv

Ve funkénim ptfedpisu nds budou zajimat nasledujici moznosti:

e Je-li ve funkénim predpisu zlomek, jmenovatel musi byt rizny od nuly.

e Je-li ve funkénim pfedpisu odmocnina se sudym odmocnitelem, vyraz pod odmocninou

musi byt vétsi nebo roven nule (nezaporny).

e Je-li ve funkénim predpisu logaritmus, jeho argument musi byt vétsi nez nula (kladny).

i
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: e sin x S
e Je-li ve funkénim predpisu tangens, [tgx = j, musi byt jmenovatel, tedy cosx,

COS X

nenulovy.

: oy g COS X i
e Je-li ve funkénim predpisu kotangens, (cotgx: : j, musi byt jmenovatel, tedy
sin x

sin x , nenulovy.

17 17
‘v Resené ulohy *

x—1
x> -4

Priklad 2.3.1. Urcete defini¢ni obor funkce y =

ReSeni:
=420 = (x-2)x+2)#20 > x#2x#-2.

D(f) = (~0,-2)U(~2,2)U(2,) nebo zapis D(f) =R —{-2,2}.

. +1
Priklad 2.3.2. Urcete defini¢ni obor funkce y = x2 (2)
X
ReSeni:
X105 oA druh4 podminka plati vzdy a také x° dy plati
x2+2_0/\x + 2 # 0 druha podminka plati vzdy a take x° + 2 > 0 vzdy plati.

Staci tedy vyftesit nerovnici x +10>0 = x> -10.

D(f)=(-10,).
Priklad 2.3.3. Urcete defini¢ni obor funkce y =log(3x —5).

ResSeni:

3x-5>0 :x>§ = D(f):(g,ooj.

i
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Priklad 2.3.4. Urcete defini¢ni obor funkce y =tg(2x —%).
Redeni: cos(2x—2)#0 = 2x-2 2% 1jr |+Z
3 3 2 3
Sx . Sr V4
2x#—+kr |:2, takze x¢1—+k5,ke Z
D(f):R—{S—”+k£} proVke Z.
12 2
Priklad 2.3.5. Urcete defini¢ni obor funkce y = cotg(g—%) .
Refeni: sin(>-2)20 = ~—Zzhr |+2
2 4 2 4 4
Ry -2, takze x# o okr.
2 4 2
zxf)=R—4%+2km}mn VkeZ.
Ulohy k samostatnému feseni
2. Urcete defini¢ni obor funkce:
2—x 9—x’
a) y=In ,b) y=Inlnx, c) y=4% ,
2+x 2+Xx
2+x
d) y=cotg3x, e) y=2%", ) y=In(x*-2x).

2.4. Konstantni funkce

Vyklad

1%
PN

Konstantni funkce je kazda funkce na mnoziné R, ktera je dana predpisem y =c.

Defini¢nim oborem jsou vSechna realna ¢isla, obor hodnot je roven konstant¢ c.

Grafem je piimka rovnobézna s osou x prochazejici bodem [0, c¢], funkce neni prosta.

i
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2.5. Linearni funkce

E:H Vyklad %T—I

Linearni funkce je kazda funkce na mnoziné R, ktera je dana predpisem y=ax+b, a#0,
a,b e R, a,b konstanty.

Defini¢nim oborem a oborem hodnot jsou v§echna realna ¢isla.

Grafem linearni funkce je pfimka riznobézna s osou y . Kazda ptimka, kterd neni rovnob&zna
s osami x, y je grafem néjaké linearni funkce. K sestrojeni grafu nadm tedy staci 2 rizné body.

e a>0 funkce je rostouci na R, je prosta
o a<0 funkce je klesajici na R, je prosta

e b=0, y=ax piimad amérnost — graf funkce prochazi pocatkem soustavy soutadnic

Priklad uziti linearni funkce ve fyzice:
Piimé timérnost mezi zrychlenim @ hmotného bodu o konstantni hmotnosti m a velikosti

pusobici sily F, F =ma.

17 17
'v Resena uloha *

Priklad 2.5.1. Nakreslete graf funkce y = :x -1.

ReSeni: Nejprve najdeme dva riizné body grafu funkce: y

Vsimnéte si, v zadani funkce je b=—1,

tzn. graf protina osu y v bod¢[0,—1].

Dalsi bod grafu zjistime dosazenim x =3, t y:%x_
pak y=3.
1 0 1 2 3 X
Body [0,—1] a [3, 3] spojime
a vyslednd pfimka je grafem dané funkce. /
N \.ll
AR Ulohy k samostatnému feseni AR

3. Nakreslete graf linearni funkce: a) y=ax+2 pro a = 1,—1,2,—2,%,—%,

b) y=2x+b pro b= 1,—3,4,—2,%,—1 .

i
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2.6. Kvadratické funkce

Vyklad

Kvadratickou funkci rozumime kazdou funkci na mnoziné R , kterd je dana

piedpisem y = ax® +bx+c, kde a e R —{0};b,c e R..

Defini¢nim oborem jsou vSechna realna ¢isla. Obor hodnot se li$i podle zadéni.

Grafem kvadratické funkce je parabola, jejiZ osa je rovnobéZzna s osou y.

Resené ulohy

Piiklad 2.6.1. Nakreslete graf funkce y = x?.

ReSeni: Vrchol paraboly je bod V[0,0], osa paraboly je v ose y a vrcholova te¢na

paraboly je osa x. Dalsi body si mizeme urcit tabulkou.

10

—2
6 y=X

Vyklad
Vsechny paraboly, které maji a =1, maji stejny tvar, 1iSi se pouze umisténim vzhledem
k soufadnicovym osam.

Grafy funkci a) y=x”+c¢, b) y=(x—k)* se nakresli na zakladé posunuti grafu funkce
y = x* (vychozi parabola) ve sméru

a) osy y tak, ze vrchol V[0, 0] ptejde do vrcholu V[0, c],

b) osy x tak, ze vrchol V][0, 0] ptejde do vrcholu V'[k, 0].

i
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Podivejme se nyni na grafy funkci, které¢ maji rizné hodnoty a.

2 y=x, b y=-3x, 0o y=-x°, d) yz—ixz,

1 1
e) y=2x7, e) y=>5x2, =—x%, h) y=—x2.
)y )y gy 5 )y 0
Pokud je a>0, je parabola ,,oteviena” ve sméru kladné poloosy y, pokud je a<0, je

parabola ,,oteviena* ve sméru zdporné poloosy y. Je-li |a|>1, pak se parabola ,,z0zi*

vzhledem k parabole y =x>. Je-li |a| <1, pak se parabola ,,rozsifi“. Tyto skute¢nosti miizeme

pozorovat na nasledujicim ilustracnim obrazku

Funkce y =ax? +bx +cneni prosta na svém definiénim oboru D(f)=R. Je-li a>0, pak
funkce na intervalu (—oo,x, ) klesd a na (x,,0) roste. Ve vrcholu V[x,,y,] ma funkce
minimum. Je-li @ <0, pak funkce na intervalu (—oo,x, ) roste a na (x,,o0) klesa. Ve vrcholu

V[x,,y,] ma funkce maximum.

Pfi kresleni grafi kvadratickych funkci miZeme nejprve upravit vyraz ax’ +bx+c
doplnénim na druhou mocninu dvojélenu a ptepsat funkéni piedpis do tvaru
y= a(x_xo)2 + V-

Z tohoto zapisu kvadratické funkce ur¢ime snadno soutadnice vrcholu V[x,, y,].

Ef o o
* *
..’ ‘*
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17 17
‘v Resené ulohy *

P¥iklad 2.6.2. Nakreslete graf funkce y=x° —1.

ReSeni:
Ze zapisu funkce vycteme soutradnice vrcholu V[O,—l]. Protoze je a =1,
posuneme graf funkce y=x> o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy y .

o v ~ror : 2
Priseciky grafu s osou x vypocitdme z rovnice x° —1=0=>x=1,x=-1.

10

6 y=x*-1

-6 -4 -2 0 / 2 4 X

Priklad 2.6.3. Nakreslete graf funkce y = x° +4x.

ReSeni:

Pomoci prusecikt s osou x

Vyfesime tedy rovnici 0 = x* + 4x. Kofeny jsou x, =0,x, =—4.

Protoze parabola je soumérnd podle své osy, kterd je kolma k ose x, jsou body
x, =0,x, =—4 také podle této osy soumérné a osa paraboly je osa Usecky x,x,. Jeji
rovnice je x =—2. Vrchol paraboly na této ose lezi a jeho prvni soufadnice je tedy
X, ==2. Druhou soufadnici vypolteme dosazenim x, =—2 do rovnice

paraboly y = x* +4x, y, =—4. Vrchol méa soufadnice V[— 2,—4]. Protoze a=1,

posuneme graf paraboly y=x’ tak, aby na ose x prochazel body x, =0,x, =—4 a

mél vrchol v bods V[-2,-4].

i
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Doplnénim na druhou mocninu dvojélenu ziskame soufadnice vrcholu paraboly.

Funkéni predpis pfevedeme natvary = x> +4x+4—-4= y=(x+2)’ -4,
soutfadnice vrcholu jsou V[— 2,—4] . Protoze je a =1, posuneme graf funkce y = x’
0 4 jednotky ve sméru zaporné poloosy y a o 2 jednotky ve sméru zaporné

poloosy x .

6 y=x?+4x

P¥iklad 2.6.4. Nakreslete graf funkce y =2x" —4x—6.

Reseni:
Zapis funkce upravime na tvar y=2(x* =2x+1-1)-6 = y=2(x-1)>-2-6,
ze zéapisu kvadratické funkce  y = 2(x—1)* —8 uréime soufadnice vrcholu, V[l,—8].
Priise¢iky s osou x zjistime vyfeSenim rovnice0 = 2x”> —4x—6, jeji kofeny jsou
x, =3,x, =—1. Prisecik s osou y je [0, —6].
Protoze je a =2, posuneme graf funkce y =2x" o 8 jednotek ve sméru zaporné

poloosy y ao 1 jednotku ve sméru kladné poloosy x .

® <

[

y=2x2—4x—6

N

N

12 456 7 8 910 x

Ef o "
* *
..’ *i
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Funkce

P¥iklad 2.6.5. Nakreslete graf funkce y =—x" +3x.

ResSeni:

Zapis kvadratické funkce upravime na tvar

9 9 3 9
=—(x*-3x+—-)=>y=—(x-2) +=,
y==( 2 4) y=—( 2) 2

vrchol V[E, 2].
2 4

ProtoZe je a = —1, posuneme graf funkce y = —x> o 2,25 jednotek ve sméru kladné

poloosy y ao L5 jednotky ve sméru kladné poloosy x .

Vyiesenim rovnice 0 = —x”* + 3x zjistime priseciky s osou x, kofeny jsou

x, =3,x,=0.

4 5 6 7 8 x

y=—x2+3x
-6
-8
-10
Ulohy k samostatnému feseni
4. Nakreslete graf funkce.
a) y=x"—4x+3, b) y=x"-2x+2,
5. Nakreslete graf funkce.
a) y=%x2+2x, b) y=3x>-6x-4.
6. Nakreslete graf funkce.
a) y=—x"—x+2, b) y=-2x>+8x-9.

-850 -
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y=x"+6x+9.
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Funkce

2.7. Linearni lomena funkce

Vyklad

Diive, nez se zacneme zabyvat linearni lomenou funkci v obecném tvaru, zminime se

kratce o funkci, ktera je jejim specialnim pfipadem — nepiimou imérnosti.
2.7.1. Nepiima iumérnost

Vyklad

G s L oy . k
Nepriima umérnost je kazda funkce na mnoziné¢ R — {O} dana ve tvaru y =—,
X

kde k € R —{0}.

Podivame se podrobn¢ na graf neptimé imérnosti pro k= 1.

X 1 2 0,5 4 0,1 -1 -2 -0,5 -4 -0,1
1
y== 1 0,5 2 0,25 10 -1 -0,5 -2 |-025| —10
X

Grafem je rovnoosa hyperbola o stiedu S[0, 0], osy soufadnicového systému jsou jeji

asymptoty (hyperbola se k témto pfimkam ptiblizuje, ale neprotne je ani se jich nedotkne).

Graf nepfimé umeérnosti je soumérny podle pocatku souradnicového systému a funkce je tedy

licha.

i
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Jak se méni prabeh grafu funkce v zavislosti na konstanté 4, je zachycen na nasledujicim
obrazku. Zvolime pro k postupné hodnoty: -1, -2, 3, % a odpovidajici grafy nakreslime do

jednoho soufadnicového systému.

Je-li k>0, pak funkce na intervalu (—o0,0) klesa a klesa také na intervalu (0,00). Vétve

hyperboly se nachéazeji v I. a I1I. kvadrantu.

Je-li k<0, pak funkce na intervalu (—o0,0) roste a roste také na intervalu (0,00). Vétve
hyperboly se nachéazeji v II. a IV. kvadrantu.

Nemuzeme vSak fici, ze funkce je rostouci nebo klesajici na celém definicnim oboru!

Funkce je prosta. Existuje k ni funkce inverzni, kterd ma stejny zapis.

Ik y=§, D(f™) = (=0, 0) U (0, ) = H(f)

Priklad uziti neprimé umeérnosti v matematice a ve fyzice:

1. Délka y je nepfimo imérna Sifce x obdélnika pfi konstantnim obsahu S.

S
y=—.
x

2. Zakon Boyliv-Marriottlv pro izometricky déj s idedlnim plynem
p= %, kde c je konstanta,

tlak p idedlniho plynu je nepiimo umérny jeho objemu V" pfi konstantni teploté 7.

Ef o o
* *
..’ *i
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Funkce

2.7.2. Linearni lomena funkce

Vyklad

e . R e d w1
Linearni lomena funkce je kazd4 funkce na mnozin¢ R — {— — ¢, dand predpisem
c

_ax+b

, kde a,b,deR;ceR—{O}a ad —bc#0.
cx+d

N
LN

Grafem kazd¢ linearni lomené funkce je rovnoosa hyperbola, kterou ziskdme z grafu funkce

k . . . e . y
y =— pomoci posunuti tak, Ze nejprve funkcni predpis linedrni lomené funkce f prevedeme
X

natvar f: y=

. +y,, bod [0, 0] se posune do bodu[x,, y,],
0

asymptoty prochéazeji sttedem S[x,, y,] rovnobézné se soufadnicovymi osami.

Resena uloha

Priklad 2.7.1. Nakreslete graf funkce y = 2x +11 .
X+
ReSeni: D(f) = R —{-1}. y
7
Zadanou funkci upravime 6
na pozadovany tvar vydélenim 5
2x+
Citatele jmenovatelem, Y="r 4
-1 3
dostaneme y = +2. . y=2

Stfed ma soufadnice S [— 1, 2] , /

. . -5 -4 -3 -2 -1/ 0 1 2 3 4 5
rovnice asymptot jsou x = -1, y =2 1
ak=-1I. X

Ulohy k samostatnému feseni

7. Nakreslete graf funkce:

i

%

N
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2.8. Mocninné funkce

Vyklad

Mocninné funkce jsou definovany piedpisem y=x",neN a y = Ln, n € N . Jiny zapis pro
X

druhou variantu y = x",n € Z~ . (Z~ znaci cela zaporna Cisla).

y=x",neN, n sudé n liché
y
6
5
4 y:)(
3
2 y:X‘
1 y:x3
3 2 0| 1 2 3x
-1
1- 2
Defini¢ni obor: R R
Obor hodnot: <O, ) R
Funkce suda licha
Klesajici na (— 00, O> -----
Rostouci na <O, oo) R
Minimum: [0,0] nema
Maximum: nema nema

Uvedené grafy vyuzijte k naértku grafii: a) y=x" -1, b) y=x*+3, ¢) y=(x-1)".
V uloze a) se graf funkce y = x’ posune o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy ,
b) graf funkce y = x* se posune o 3 jednotky ve sméru kladné poloosy y,

¢) graf funkce y = x° se posune o 1 jednotku ve sméru kladné poloosy x.

Ef o o
* *
" ‘*
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1 .
y=—,neN, nsudé n liché
X

Defini¢ni obor: R- {O} R- {O}

Obor hodnot: (0,0) R- {0}
Funkce suda licha

Klesajici na (0, oo) (— o0, O) , (O, oo)
Rostouci na (— 00, O) —-
Minimum: nema nema
Maximum: nema nema

Uvedené grafy vyuZijte k nacrtku grafii téchto funkei:

a) y=xL3—1, b) y=(x—2)’2, c) y=(x+1)’3.

V uloze a) graf funkce y = % se posune o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy y.
X

b) graf funkce y = Lz se posune o 2 jednotky ve sméru kladné poloosy x.
X

c) graf funkce y = % se posune o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy x.

X

Poznamka

Obecne se definuji mocninné funkce predpisem y = x" pro re R —{0}.

i3]
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2.9. Exponencialni funkce

Vyklad

Exponencialni funkce o zakladu a je funkce na mnozin¢ R dana ptredpisem y =a", kde

a>0,a=1.

Exponencialni funkce o zékladu a = e je velmi dilezitou funkci matematické analyzy.
Grafem exponencialni funkce je tzv. exponencialni kfivka ( kratce exponencidla).

Kazdy graf exponencialni funkce o libovolném zékladé prochazi bodem [0, 1], protoze plati

pro viechna a#0: a” =1, osa x je asymptotou.

et . 1 v . ., :
Exponencialni kfivky y=a”, y =— pro totéz a jsou soumérné sdruzen¢ podle osy y, viz
P

nasledujici obrazky.

a>1 O<axl

— X
3 y=2
2
3 2 a1 o 1 2 X 5

D(f)=R,H(f)=R"
Je zdola ohrani¢ena, shora neni ohrani¢ena.
Nema v zadném bod¢ ani maximum ani minimum.
Funkéni hodnota v bodé 0 je rovna 1.

Funkce je rostouci, tedy prosta. Funkece je klesajici, tedy prosta.

i
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Funkce

Je-li zakladem exponencidlni funkce Eulerovo ¢islo e = 2,718281828 ..., mluvime o

prirozené exponencialni funkci, y =e”.

Reseni: a)

Y-
4
y=e”
3
2
-3 - -1 0 2 X
Resené tlohy
Priklad 2.9.1. Nakreslete graf exponencialni funkce:
a) y=e, b) y=e", c) y=3e",
d) y=e", e) y=e'-1, f) y=e -1
b)
Y-
4 4
y=e*
3 3
2 2
-3 -2 -1 o] 1 2 3 2 1 0 1 2 X
-1
c) d)
: y
4 4
o y=3e* 3
2 2
— A X2
1 e 1
-3 2 a1 o 1 > 4 3 2 a1 0 1 x
-1

-57 -
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e) f)

<

-3 -2 -1 0 1 2 X

oy=e”-1

Na ilustratnim obrazku mate pro srovnani priabeh vSech funkci z ulohy.VSimnéte si

X

posunuti zakladnich graft funkci y =e*, y=¢~

N

7|.|\ Ulohy k samostatnému feseni

8. Nakreslete graf funkce:

a) y=10", b) y=5", C) yz(lJ.

Ef o o
* *
..’ ‘*
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2.10.Logaritmicka funkce

Vyklad

Logaritmicka funkce o zakladu a je funkce inverzni k exponencialni funkci y=a", kde a je

libovolné kladné &islo riizné od jedné, a e R —{l} a x € R resp. D(f)=R.
Logaritmus ¢isla X pFi zakladu a je takové Cislo y , pro které plati a” = x, tedy

y=log, x& x=a".

Nejcastéji pouzivame funkce:
o zékladu a =10, pak se logaritmus nazyva dekadicky a znaci se y =logx,

o zakladu a =e, pak se logaritmus nazyva prirozeny a zna¢ise y=Inx.

Pravidla pro pocitani s logaritmy:

loga(xy): loga x+10ga y b
X

log, — =log, x—log, y,
y

log, x" =n.log, x,

log,a=1, logl0=1, Ine=1,

log,1=0, logl =0, In1=0.

Resené ulohy

Priklad 2.10.1. Nakreslete graf funkce:
a) y=log,x, b) y=logx, c) y=Inx,
d) y=log,,x, e) y=log,, x.

Reseni: Graf sestrojime soumérné podle osy 1. a III. kvadrantu ke grafu funkce y =a*.

i
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Funkce

a)
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Funkce

Vyklad

Srovname prabéhy funkci y =log, x, proriznd aeR"™ — {1}, xeR".

O<ax<l

Yy

D(f)=(0,0), H(f)=R

Je zdola 1 shora neohrani¢ena.

Nema v zadném bodé ani maximum ani minimum.

Funk¢éni hodnota v bodé€ 1 je rovna 0.

Funkce je rostouct, tedy prosta.

Resené ulohy

Priklad 2.10.2. Nakreslete graf funkce:

a) y=In(x+1),

b) y=log2x,

c) y=3log, x,

Funkce je klesajici, tedy prosta.

2

d) y=log, x—-2.

ReSeni:  a) Argument logaritmické funkce musi byt kladny, protox > —1 a D(f) = (-1, »0).

Posuneme graf funkce y =1Inx o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy x.

i

Y,

2

1

y=In(x+1)

-61 -
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V ostatnich ptikladech budeme postupovat obdobn¢:
b) dvojnasobny argument ,,zrychli* pritbéh funkce

x 0,5 1 2 4
log x -0,301 0 0,301 0,602
log2x 0 0,301 0,602 0,903
y
2
1 y=10g2x
y=logx

c¢) funk¢ni hodnota se ztrojnasobi

d) graf funkce y =log,, x se posune 0 2 jednotky ve sméru zaporne poloosy y.

-62 -
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2.11. Goniometrické funkce

Vyklad

Goniometrické funkce ostrého thlu jste poznali jiz na zakladni Skole, zavedli jste je jako
poméry stran v pravouhlém trojuhelniku. Nésledujici definice jsou specidlnimi piipady

obecné definice téchto funkei.

M¢jme tedy pravouhly trojihelnik s odvésnami a,b a pteponou c. Pak definujeme:

Sinus o je pomér délky odvésny protilehlé k tthlu « a délky piepony pravothlého

trojthelniku.

. a
Smo =—.
C

Kosinus o je pomér délky odvésny prilehlé k uhlu o a délky pfepony pravouhlého

trojahelniku.
b
cosa =—.
c

Tangens « je pomér délek odvésny protilehlé k thlu & a odvésny pftilehlé k uhlu o

pravouhlého trojiihelniku.
tea=2
o

Kotangens o je pomér délek odvésny piilehlé k thlu & a odvésny protilehlé k tthlu

pravouhlého trojuhelniku

b
cotgar =—.
a
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2.11.1. Velikost uhlu — obloukova a stupnova mira

Stredoskolska definice goniometrickych funkci se opira predevsim o pojem velikost
uhlu, kterou uddvame bud’ v mite obloukové, nebo v mife stupiiové.
M¢jme libovolny orientovany uhel AVB , ktery umistime do kartézské soustavy souradnic tak,
ze vrchol V umistime do jejiho pocatku O, pocatecni rameno 4V do osy x.
Sestrojme jednotkovou kruznici k& se sttedem V, tj. kruznici o poloméru 1. Délka této
kruznice je 2z . Obloukovou miru thlu AVB definujeme jako délku oblouku jednotkové
kruznice mezi priseciky ramen VA, VB a jednotkové kruznice. Pokud délka tohoto oblouku
ma velikost 1, je velikost thlu AVB rovna 1 rad (radian).

Na stfedni skole se vétSinou davala piednost vyjadieni velikosti thlu ve stupniové mifte.

., o 1 o y
Jednotka stupfiové miry zvana thlovy stupenl je uhel rovnajici se % pravého uhlu. Kromé

jednotky 1 stupen, zna¢ime 1°, pouzivame i mens$i jednotky: 1 minuta (zna¢ime 1') pro
Sedesatinu stupné a 1 vtefina ( zna¢ime 1'") pro jednu Sedesatinu minuty. Protoze celé

kruznici odpovida thel 360°, ptislusi oblouku délky 27 uhel velikosti 360°, takze jednomu

0

=57°17'45" .

radianu prislusi thel 5
T

Ptevodni vztah mezi stupni a radidny dostaneme z pfimé umérnosti

27 rad....oooiiii 360 stupiti
xrad........ooooeenennn a stupit
_an 180 x
180° T

2.11.2. Funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens

Goniometrické funkce redlné proménné x definujeme pomoci jednotkové kruznice.
V kartézské soustavé souradnic sestrojime kruznici se stfedem v pocatku a o poloméru jedna.
Kazdému realnému c¢islu mizeme prifadit orientovany uhel velikosti x ( v obloukové mife),
jehoz pocatecni rameno je kladna poloosa x a vrchol je v pocatku soustavy soufadnic.
Priise¢ik koncového ramene s kruznici oznaéme M|x,,,y,, |.
Neptehlédnéme podstatny fakt, Zze definiénim oborem kazdé z goniometrickych funkci je

podmnozina realnych ¢isel; ani jednou nebude fe¢ o stupnich!!

i



Zaklady matematiky

Funkce

Funkce sinus, kosinus, tangens a kotangens definujeme takto:

<

M[XMryM]
. X
sinx=y,,, tg :Cosx,cosx;tO
Yu
x .
& 1 COSX =X/, cotgx=——, sinx #0
M X S x
y =sinx y =cosx

Defini¢ni obor R R

Obor hodnot <_ 1,1> <_ 1,1>

Funkce licha suda

Zakladni perioda | 27 2r

Rostouci v kazdém intervalu v kazdém intervalu
<— % + 2k7z,§ + 2k7z> (m+2km,27 + 2kr)

Klesajici v kazdém intervalu v kazdém intervalu
<% + 21{72,377z + 2k7z> <O +2kr, 7w+ 2k7r>
shora i zdola ohrani¢ena shora i zdola ohrani¢ena

Maximum v kazdém bodé v kazdém bodé
xX= %+ 2k x=2kr

Minimum v kazdém bodé v kazdém bodé

x=—£+2k7z
2

x=x+2krx

Pismeno £ v tabulce oznacuje libovolné celé Cislo.
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Funkce

y=COSX
/\_?’n /} /F\
: 2 o n ;
5S¢ T2n ° b 3n 2n g
2 2 2
-1
2
y=1tgx y =cotgx

¥i

6

5

4

3

2

1

5 5
-7 _n T X /1 X

1

2

3

-4

Defini¢ni obor

mnozina vSech

xeR—{(2k+1)§}proVkeZ

mnozina vSech

xeR—-{kr}proVkeZ

Obor hodnot R R
Funkce licha licha
Zakladni perioda | 7 3
Rostouci v kazdém intervalu
(_f + kﬂ,z + kﬁj
2 2
Klesajici v kazdém intervalu
(0+kz, 7w +kx)
shora i zdola neohrani¢ena shora i zdola neohrani¢ena
Maximum neexistuje neexistuje
Minimum neexistuje neexistuje
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Zaklady matematiky

Funkce

y=tgx

_On T
2 2
= _‘SJ T T T
2 2
-1
2
3
-4
5
Y]
5
4
. y=cotgx
2
\_ﬁ _3n T 3n
2 2 -1 2 2
_2 T
Znaménko funkce I. kvadrant II. kvadrant II1. kvadrant IV. kvadrant
sinx + + - -
COSx + - - +
tgx + - + -
cotg x + - + -
Monotoénnost I. kvadrant II. kvadrant II1. kvadrant IV. kvadrant
sinx roste klesa klesa roste
COSX klesa klesa roste roste
tgx roste roste roste roste
cotg x klesa klesa klesa klesa
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Zaklady matematiky Funkce
Goniometrické funkce jsou periodické.
Plati:  Prokazdé k € Z apro kazdé x € R je cos(x + k2x) =cosx
sin(x+ k2x) =sinx.
Pro kazdé k € Z a pro kazdé x e R — {(21( + 1)%} je tg(x+kr)=tgx.
Pro kazdé k € Z a pro kazdé x e R— {kﬂ'} je cotg(x+km)=cotgx.
Funkce sinus je lichd, plati tedy pro Vx € R sin(—x) =—sinx.
Funkce kosinus je suda, plati tedy pro Vx € R cos(—x) =cosx.
Funkce tangens je lich4, plati tedy pro Vx € R tg(—x)=—tgx.
Funkce kotangens je lichd, plati tedy proVx e R cotg(—x) =—cotgx.
rad 0 z z z z V2 2” 2r

¥ 6 4 3 2 2

1
sinx 0 - Q ﬁ 1 0 -1 0

2 2 2

1

coSx 1 ﬁ Q — 0 -1 0 1

2 2 2
tgx 0 ? 1 J3 nedef. 0 nedef. 0
cotgx nedef. 3 1 ? 0 nedef. 0 nedef.

nedef. v tabulce znaci, Ze hodnota neni definovana, bod nepatii definicnimu oboru.

Pro kteroukoliv goniometrickou funkci f* plati rovnost:

[f @) =[f(x=x)|=|f(z+x)|=|f@r-x).
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Funkce

Resené tlohy

Piklad 2.11.1. Urcete hodnoty goniometrickych funkei f(x) pro x = %z :

ResSeni:

5
6

x:—ﬁe(%,ﬁj tj. II. kvadrant. Vyjadiime si tedy x:%ﬂ ve tvaru 7 —x,, kde

x,=2e 0,Z . Znaménka hodnot goniometrickych funkei ur¢ime podle tabulky.
6 2

Znaménko funkce

II. kvadrant

sinx

+

COSX

tgx

cotg x

.5 . ( 7[) . 1

Sm—7=sm| 7—— |=SIN—=—
6 6

COSgﬂ'=COS ﬂ—g =—COS—=——

t éﬁ—t (ﬂ—zj_—t z___S
g6 g 6 g

Priklad 2.11.2. Nakreslete graf funkce y =cos (% + xj .

ReSeni:

poloosy x.

. v olx , T v . .
Graf funkce y = cos x, jehoz prubéh zname, posuneme o o ve smeru zaporné

*ﬂ“i‘ - 69 -

y=cos (% + X)
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Zaklady matematiky

Funkce
Priklad 2.11.3. Nakreslete graf funkce y =sin2x.

ReSeni:

Budeme postupovat od jednodussiho grafu. Tim je graf funkce y =sinx.

Nyni sestrojime graf funkce y =sin2x.

i i r
X 0 6 3 5 T
V3 V3
y 0 5 5 0 0

Pribéh grafu se dvakrat ,,zrychli, perioda se zkrati na polovinu.

Priklad 2.11.4. Nakreslete graf funkce y =sinx—1.
Reseni:

Graf funkce y =sinx se posune o 1 jednotku ve sméru zaporné poloosy y.

Ef ... o
* *
..’ ‘*

- £



Zaklady matematiky

Funkce

Priklad 2.11.5. Nakreslete graf funkce y =2cosx.

Reseni: Graf funkce y =cosx je vychozim grafem pro sestrojeni grafu funkce y =2cosx .

Funk¢ni hodnoty se zvétsi dvakrat.

z z 7
X 0 6 3 2 T
y 0 V3 1 0 2
y=2Ccosx

Pii sestrojovani grafi goniometrickych funkci vzdy vychazime ze zakladniho grafu.

Jestlize se jedna o nasobek funkce, tj. y = kf(x), funkéni hodnoty se nasobi. Je-li

k >1 grafse ,,zvétsuje”, je-li k € (0,1) graf se ,,smrstuje* vzhledem k ose x.

Priklad 2.11.6. Nakreslete graf funkce y = cos (%+ x} +1.

SR ¥ sz T ¥ , ;
ReSeni: Opét zaCiname od grafu funkce y = cos x, ten posuneme o i ve sméeru zaporné

poloosy x a sestrojime tak graf funkce y = cos(% + xj , ten pak posuneme o

1 jednotku ve sméru kladné poloosy .

yzcos(%+x)+l

y=cos (% +X)
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Zaklady matematiky Funkce

Priklad 2.11.7. Nakreslete graf funkce y =3 sin(x —%j .

2 v, . , T v
ReSeni: Budeme postupovat od grafu funkce y =sin x, ktery posuneme o " ve sméru

kladné poloosy x, mame graf funkce y=sin(x—%j a nyni funkéni hodnoty

vynasobime 3.

Priklad 2.11.8. Nakreslete graf funkce y =tg(x +%) .

< .. e « o V2 V4
ReSeni: Nejdiive ur¢ime defini¢ni obor funkce: cos(x + Z) # 0, odtud x # n +kr.
T x , B
Graf funkce y =tgx posuneme o n ve sméru zaporné poloosy x,

pfimky x = % + kz jsou asymptoty grafu funkce.

y=tgx 3 y=tg (X+%

-b‘l;?o
o
NS
S
\ N
a
INKS
x

Ef o o
* *
'l’ ‘*

- £
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Zaklady matematiky

Ulohy k samostatnému feseni

9. Postupné zakreslete do téze soustavy soufadnic grafy téchto funkci

a) y=sinx, y:sin(x—%zj, y:0,7sin(x—37ﬁj, y:0,7sin(x—37ﬂj+l,

b) y=cosx, y=cos0,5x, y:cos(0,5x+%} y:2cos(0,5x+%)

10. Nakreslete graf funkce y =-0,5tg(x+ %) .

2.11.3. Goniometrické vzorce

Vyklad

N
AN

Pro kazdé x € D(f) plati:  sin® x+cos’ x =1,
Souctové vzorce:

sin(x + y) = sin x cos y + cos xsin y

cos(x + y) =COSXCOS )y —sinxsin y

tgx+tgy
tg(x+y)=—2-2L
g( y) I-tgxtgy
cotg(x+y) _ cotg xcotg y—1

cotg y +cotg x

Vzorce pro dvojnasobny argument:

sin 2x = 2sin xcos x

cos2x = cos’ x —sin? x

Vzorce pro polovi¢ni argument:

tgx-cotgx =1.

sin(x — ) = sin x cos y — cos xsin y

cos(x - y) =CO0SXCOS Y +sinxsin y

tgx—t
tg(x— ): g gy
I+tgxtgy
cotg(x—y) _ cotgxcotg y+1
cotg y —cotgx
tg2x = Ztgf
I-tg”x
2
-1
cotg2x = cotg x
2cotgx
X I+ cosx
COS— =1/—
2 2

,x l+cosx
cos” —=
2 2

Goniometrické vzorce pouzivdme k upravam vyrazii, k dikaziim platnosti rovnic a

k feseni goniometrickych rovnic (viz kap. 3.7.).

i




Zaklady matematiky Funkce

Priklad 2.11.9. Urcete pro kterd x € R maji dané vyrazy smysl a pak vyrazy zjednoduste:

a)  (sinx+cosx)® —sin2x,

2
b) tgx-cos” x

1—cos® x
¢) 1-sin’x+cotg’ x-sin’ x.
ResSeni:
a) Pii tpravé pouzijeme dva vzorce: sin® x+cos” x =1, sin2x =2sinxcosx.

) . 2 .
sin“ x+2sinxcosx+cos” x—sin2x=1, xeR.

v y " sinx .
b) PiiGpravé pouZijeme vztahy: tgx = , sin’ x=1-cos’ x.

COS X
sin x 2
$e0s X SINXCOSX COSX s
cos X > =—— =——=cotgx, xzk—, keZ.
s’ x sin” x sin x 2

. y L. CoS X ) . 2
c) Pfi Gpravé pouzijeme vztahy: cotgx = ,c08" x=1-sin" x.

sin x

x .
: sinx=2cos’x, x#km, ke Z.
sin” x

) cos
cos” x +

Priklad 2.11.10. Dokazte: a) cos(x+ %7[) + cos(x + %7[) =0,

b) sin(x+ %) —sin(x — %) =2c0SX.

ReSeni: a) K dikazu potiebujeme souctové vzorce,

2 o 5 .. 5
L= COSXCOS§7Z'—Sll’lxsu'l—ﬂ'+COSXCOS—7Z'—SII’1XS1H—7Z' =

3. 1 3.
=——CcoSxX——sinx+ —cosx+—sinx=0=P.
2 2 2 2

b) L=smxcos;+cosxsmz—smxcosg+cosxsm—=

=0+cosx—0+cosx=2cosx=P.

Ef o o
* *
..’ *i

- *



Zaklady matematiky Funkce

AN

Ulohy k samostatnému feseni

11. Dokazte: a) cosx+ cos(x+ %ﬂ') + cos(x + ;72’) =0,
b) sin(x+7)+sin(x —z) =—-2sinx,

c) 2c032§—1 =CoSX,

X X
d) 1+sinx = (sin=+ cos=)>.
) ( 5 2)

Vysledky uloh k samostatnému feseni

1. a) ani suda, ani licha; b) licha; c) licha; d) suda; e) licha; f) suda; g) ani suda, ani licha.
2. a) xe(-22), b) xe(l,®), ¢) xe(-w,-3)U(-2,3),d) x ¢%”,k €7, e) x#£3;

f) x € (—0, 0)U (2, ).

N

AN

Kli¢ k feSeni uloh

1.a) D(f)=R-{2},¢islo —2 patii D(f), neni splnéna 1.podminka , proto funkce

neni ANI SUDA, ANI LICHA.

b) D(f)=R—{0}, pro Vx € D(f) je (=x) € D(f),

—x=5(-x)° —Xx+5x x-5x° ,
(_ng ) =- = = 2 =—f(x) LICHA

f=x) =~

¢) D(f)= R, pro Vx e D(f) je (=x) € D(f),
£(=x)=—x(cos(~ x) - (— x)sin(- x)) = —x(cos x + x(—sin x)) =

= —x(cosx — xsinx)=—£(x) LICHA.

i




Zaklady matematiky Funkce

d) D(f)=R,pro Vx e D(f) je(-x) e D(f),

f(—x)=—xln2‘x =xIn2" =f(x) SUDA

e) D(f)=R,pro Vxe D(f) je (-x) € D(f),

f) D(f) =R, pro Vx € D(f) je (=x) € D(f),

f(=x)= —x((—x)3 —(=x) sin(—x)): —x(— x’ +x’sin x): x(x3 —x’sin x): f(x) SUDA

g) D(f) =R, pro Vx € D(f) je (=x) € D(f),

f(=x)=(-x)" +2(=x)-5=x>—2x—5  ANISUDA ANI LICHA

27X 0 A 24+4x20, xe(-2.2) | ‘

2. 2)
2+x -2 2

b) nx>0Ax>0, Inx>0=>x>1= xe(l,oo).

2
c) o-x 20 A 24+4x#0, + L M y
2+x -3 2 3
xe(—oo,—3>u(—2,3>
cos3x . km
d) cotg3x=— ,sin3x#0=3x#kr = x+—,keZ.
sin 3x 3

e) 3—-x#0 = x#3, D(f)=R-{3}.

) ¥ -2x>0=>x(x-2)>0

D(f) = (=, 0) W (2, )
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Zaklady matematiky Funkce

3. a) Jedna se o riznobézky prochazejici bodem 2 na ose y.

b) Jedna se o rovnob&zky, které vytinaji na ose y sek b.

y=2>77

-5 -4 3 2 -1 0 4 X
/2x+4//7
4. a) y=(x-2)"-1, V[2,-1], b) y=(x-1)°>+1, V[1,1]
pruseciky s osami jsou [0, 3], [1, 0], [3, 0] prasecik s osou y [0, 2]

5 y:x2—4x+3

y:x2—2x+2

4 -3 -2-10 1 2 3 45 6 7 x

Ef ... o
* *
..’ ‘*

- £



Zaklady matematiky Funkce

c) y=(x+ 3)2 , V[-3,0], prisecik s osou y [0, 9]

<

y:x2+6x+9

o

»

w

N

[

5. 9) y=2(v+2) -2, V[-2-2), b) »=3Cr—1) =7, V7],
praseciky [0, 0], [—4, 0] prasecik s osou y [0,—4]
3 N
l 2 6 -:1\0 1 2 3 4 5 6 X
y:ix +2X 5 1
4
3
y:3x2—6x—4
2 -4
' -5
7 6 -5 -3 2 1 1 x &
At
-7
6. a) y= —(x+lj2 +2 V[—l 2] b) y=-2(x-2)" -1, V[2,-1]
° y 2 4 9 2 B 4 9 y ) ) )
pruseciky [0, 2],[1, 0], [-2, 0] prusecik s osou y [0,-9]
Y|
3 Y|
y:—Xz—X+2 a0 12 3 4 s 6 «x
' -1 y:—2x2+8x—9
3 2 -1 O 2 3 4 5x -2

Ef o o
* *
..’ *i

- *



Zaklady matematiky Funkce

7.
a)
Y 2x  2x-242 2x-2 2 2
. x—1 x—1 x-1 x-1 x—1
2
y=2 . Yot
1
4 3 2 1 O L 2 3 4 5 x
-1
, S[1,2], k=2, prisecik [0, 0]
x=1
3
b)
Y X x+1-1 x+1 1 1
5 y: = = —_ :1_
A x+1  x+1  x+1 x+1 x+1
: y:_—1+1
2 x+1
S y:l
4 3 2 L 1 2 3 4 X
(1
x=-1/, S[-11],k=-1, prasetik [0, 0]
-3

c)
1
X
=1
4 3 2 0 1 2 3 4 X
-1
S[O,l], k =1, prisecik s osou x [—1, 0]
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Zaklady matematiky Funkce

d)

S[Z, 0], k =3, prusecik s osou y [0, —%]

8.
a) b) C)
Yy y y
’ 10*% ’
y= - 1
2 | y=5" y=(;)"
2 2
J / 1¥
2 1 (0] 1 2 X -2 -1 0 1 X 2 1 o] 1 2 X
1 -1
-1
9.
a)

y=0, 7sin(x——)+1

y=sinx
y—sm(x—— y=0, 7S|n(x——

Ef o o
* *
..’ Q*

- £



Zaklady matematiky Funkce

b)

y=cos(0, 5X+Z)

y=2cos(0, 5x+%)

10. Uré¢ime defini¢ni obor: cos(x +%) #0 odtud x=# %-‘r kr. Pak x= % + k7 jsou rovnice

asymptot grafu (Vk e Z). Budeme postupovat opét od nejjednodussiho grafu, jako

v predchozich ptikladech s funkcemi sinus a kosinus.

y=tgx

Vs 7 . .
y = tg(x +€) Graf y =tgx posuneme o o ve sméru zaporné poloosy x.
y=-0,5tg(x+ %) Funk¢ni hodnoty vyndsobime — 0,5 .

<

=tg(xf¢)

ol
|

y=1tgx 6

NE

x

wla
Nja

Ef o o
* *
..’ ‘*
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Zaklady matematiky Funkce

2 . .2 4 . . 4
11. a) L:cosx+cosxcos§7z—smxsm§7z+cosxcos§7z—smxsmgﬂ:

=COSX+COSX —l —sinx£+cosx —l —sinx —ﬁ =0=P,
2 2 2 2

b) L =sinxcosz+cosxsinz+sinxcosz —cosxsinz =
=—sinx+0-sinx—0=-2sinx=P,

1+cosx

c) L=2 —1l=cosx=P,

d) P=sin®>+2sin>cos> +cos’ > =1+sinx=L.
2 2 2 2

Kontrolni otazky

1. Jak je definovana funkce?

Jak poznate, Ze je funkce suda nebo lichd, znate-li jeji funkéni predpis?
Jak poznate, zZe je funkce suda nebo licha, znate-li jeji graf?

Kdy je funkce rostouci nebo klesajici na definicnim oboru funkce?
Jakou funkci nazyvame prostou?

Jak poznate periodickou funkeci, znate-li jeji funkéni predpis?

N kR WD

Na co vSechno musite brat ohled, urcujete-li defini¢ni obor funkce?

8. Jak poznate linearni funkci? Jaky je jeji defini¢ni obor, obor hodnot, vlastnosti a graf?

9. Jak poznate kvadratickou funkci, jaky je jeji definicni obor, obor hodnot,vlastnosti a graf?

10. Jak poznate linearni lomenou funkeci, jaky je jeji defini¢ni obor, obor hodnot a vlastnosti ?
Nacrtnéte graf.

11. Jak poznate mocninnou funkci, jaky je jeji defini¢ni obor, obor hodnot a vlastnosti?
Nacrtnéte graf.

12. Jak poznate exponencialni funkci, jaky je jeji defini¢ni obor, obor hodnot a vlastnosti?
Nacrtnéte graf.

13. Jak poznate logaritmickou funkci, jaky je jeji defini€ni obor, obor hodnot a vlastnosti?
Nacrtnéte graf.

14. Jaké goniometrické funkce znate? Jaky je jejich defini¢ni obor, obor hodnot a jaké maji

vlastnosti ? Nacrtnéte jejich grafy.

Odpovédi najdete v textu.

i




Zaklady matematiky Funkce

Kontrolni test
1. Najdéte defini¢ni obor funkce y = ln(x + 4) :

a) (0,:), b) (—4,), ) (—4,0), d) (—o,—4).

2. Najdéte defini¢ni obor funkce y =~/16—4x" :

a) (-2,2), b) (-4,4), ) (-2,2), d) (—4.4).
3. Najdéte defini¢ni obor funkce y = al +: :
—
a) (5,%), b) (—0,5)u(50), ¢ (—0,-5)u(5»),d) (-55).

4. Najdéte definicni obor funkce y =tg3x:

a) x¢%+k§, b) R, c) x¢%+kﬂ', d (-3.3).

5. Najdéte definiéni obor funkce y =<3/x” —4x+3:

a) (—o,1)U(3,0), b) (1,3), c) R, d) (1,3).
6. Najdéte defini¢ni obor funkce y = cotg [2x —%j :
a) x#kr, b) x¢%+k§, c) R, d) x¢%+k7z.

7. Poznejte, kterd funkce je suda.

a) y=x"+3x-7, b) y=x’-cosx, c¢) y=x——, d) y=x-—sin3x.

8. Poznejte, kterd funkce je licha.:

a) y=x"—-cosx, b) y=x’+3x-7, ¢) y=x-sindx, d) y=x——.

Vysledky testu

1.b),2.¢),3.b),4.2),5.¢), 6. b), 7.b), 8.¢)id).

i
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