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Uvod

Tato skripta jsou vytvarena jako podpora prednések i cviceni do predmeétu Zaklady
matematiky (MA-0001) na PdF MU Brno. Prvni zdkladni véci zde probiranou jsou
principy logického usuzovani a metody prokazovani platnosti matematickych
tvrzeni — v textu Ctendf najde tuto problematiku v prvnich tfech kapitolach a ve
¢trnécti typech dukazu. Tyto dukazy pak hraji roli pii potvrzeni platnosti asi sedmnécti
matematickych vét v textu uvedenych a jsou piikladem prace s matematickou preciznosti,
kdy uzivatel matematiky nejen zjisti, ze plati urcité vzorce a zdkonitosti, ale také by
mel moznost se presvédéit, pro¢ plati, a to na zakladé znamych pojmu a matematickych
tvrzeni dokazanych jiz diive.

Druhou zékladni véci tohoto predmétu nékteré zminky o mnozinach a mnozinovych
operacich; dale nékolik vét o délitelnosti celych cisel a charakteristické vlast-
nosti ¢isel racionalnich. Tém budou vénovany tydny 4 a 5.

vvvvvv

Studenti prozkoumaji nékteré vlastnosti znamych relaci <, C, relace délitelnosti |, a
pak se seznami s faktem, ze pfi matematicky pfesném popisu jsou na pojmu binarni
relace zalozeny pojmy ekvivalence, usporadani, zobrazeni, posloupnost, funkce a binarni
operace. Vystavbé téchto pojmu a jejich vlastnostem budou vénovany tydny 6 az 9.

Ctvrtym tématem tohoto predmétu budou zakladni redlné funkce jedné proménné
a jejich vlastnosti — probirdno v tydnech 10 az 13. S urcovanim vlastnosti funkci
souvisi dovednost i nakreslit jejich graf, kterda bude u téchto zakladnich funkci pro-
cvicovana s nejvétsim durazem, protoze poskytuje jakysi , geometricky” ¢i graficky obraz
o predpisech funkeci, které matematika dodava dalsim oborum lidského badani a podnikani.

Patou zakladni véci, ktera prostupuje celym textem, je kol naucit se rozumét
matematickému zkracenému (symbolickému) zapisu - jedna se vlastné o jakysi
symbolicky jazyk matematiky, ktery je hojné vyuzivan v jakychkoli matematickych
metodach a popisech. Dovednost spocivajici ve ¢teni a psani (pouzivani) tohoto struéného
matematického zapisu bude také v predmétu zkousena, a rozvijena dale v predmétech
Algebra 1 a Algebra 2.

Tento text vznikl v roce 2017-2020. V roce 2023 se s rostouci zkuSenosti z vyuky text
jevi nedostatec¢nym a je prepracovavan za pochodu v prubéhu podzimniho semestru 2023,
tam kde néco zbyva doplnit, bude napsano DOPLNIT.

Bretislav Fajmon, Brno, tijen 2023
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1 Logické spojky, univerzalni vyroky, dukaz vyctem
pravdivostnich hodnot

1.1 Prednaska

Zamé&imeé se nejprve na nésledujici odpovéd na otdzku o vyznamu a roli matematiky:
podstatou matematiky je presné a logické odvozovani.

Recké slovo mathéma = nauka (véda) ¢ poucka, platné & pravdivé tvrzeni — tj.
matematika je védou zalozenou na presném vyjadiovani, védou o pravdach, jejichz
platnost byla prokazana. Zajimaji ji vyroky s pravdivostni hodnotou ,pravdivy® — ty
nazyvd matematickymi vétami (teorémami)®

Definice 01: Vyrok je pisemné zaznamenatelné tvrzeni, kterému lze v danych sou-
vislostech jednoznacné pritadit pravdivostni hodnotu — vyroky jsou tedy takova tvrzeni,
kterd lze oznacit bud za pravdivd (= s pravdivostni hodnotou 1), nebo za nepravdivd (=
s pravdivostni hodnotou 0).

A) Zdakony logiky a filosofie.

Podstatou pfesného ¢i spravného vyjadfovani jsou tii zakony, na kterych stoji nejen
matematika, ale i filosofie:

e Zakon: NemiiZe souéasné platit vyrok i jeho negace?®. Jinymi slovy, pokud pii
logickém usuzovani dospéjeme k tomu, ze plati soucasné vyrok i jeho negace, iikdme,
ze nastal spor = kontradikce (protifeceni, protimluv), a to znamend, ze néktery z
predpokladu naseho usuzovani ma nespravnou pravdivostni hodnotu.

e Zakon vylouéeni tfetiho (= princip pravdivostni dvouhodnotovosti): Bud
plati vyrok, nebo jeho negace, ale je vylouc¢ena tieti moznost. Znate néjakou
situaci, kde nastanou vice nez uvedené dvé moznosti? V zivoté nékdy mame vice nez
dvé tTeseni, jak se zachovat, a pii vybéru jedné varianty jednani tim padem vSechny
ostatni vylucujeme — ovSem tento vybér z vice nez dvou moznosti je néco jiného nez
fakt, ze pfi popisu reality pouzivame dvouhodnotovou logiku pravda/nepravda; pro
kazdou z vice nez dvou moznosti se totiz rozhodujeme ,dvouhodnotové®: bud si ji
zvolime, nebo ne.

e Zikon negace negace: Negaci negace dostdvame zase ptuivodni vyrok?®.

&f\ Piiklad 1.1. Vsechny tii zdkony presného vyjadtovani plati u nasledujicich dvou vyroki:
vyrok A : 242 = 4; jeho negace je =A: 242 # 4. Negaci negace dostaneme zase puvodni
vyrok A. TaktéZ nemuze platit soucasné A i —=A. A plati bud A, nebo —A a je

vyloucena tieti moznost.

1Slovo theérd (= vidim, zifm) je té7 z fectiny, tj. teoréma = néco, co se nahlédlo a piijalo jako pravda
.. ovSem nikoli subjektivni pravda, ale objektivni, kterd nezavisi na nahliziteli.

2Negaci vyroku definujeme jako vyrok, ktery popira platnost pivodniho vyroku.

3Respektive: Negaci negace dostaneme vyrok ekvivalentni ptivodnimu vyroku.
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vyrok B : Berlin lezi v Evropé; jeho negace —B: Berlin nelezi v Evropé. Negaci negace
dostaneme zase puvodni vyrok B. Taktéz nemuZe platit soucasné B i —B. Plati bud
B, nebo - B a je vyloucena tieti moznost. x

V dalsim budeme pod vyroky a matematickymi tvrzenimi vzdy rozumét ta, ktera
spliuji uvedené tii zakonitosti.

Definice 02: Velka pismena napi. A, B budeme nazyvat vyrokové proménné, protoze
jimi 1ze oznacovat ruzné vyroky.

B) Logické spojky

Vyroky, nebo i jejich schematické znazornéni pomoci vyrokovych proménnych, lze spo-
jovat do slozenych struktur pomoci tzv. (definice 03) logickych spojek — tyto logické
spojky lze vyjadrit slovné, nebo i symboly: Uved'me nyni zdkladni piehled téchto logickych
spojek:

e vyrok —A nazveme negaci’ (definice 04) vyroku A, jestlize pro diléi pravdivostni
hodnoty vyroku A a jeho negace = A plati:

p(4) | p(=A4)
1 0
0 1

Symbol — tedy predstavuje negaci ve zkraceném symbolickém zéapisu, slovné lze
tuto negaci vyjadrit napiiklad zménou slovesa v jednoduchém vyroku (rovna se ...
nerovnd se, lezi ... nelezi — viz predchozi piiklad), nebo uvedenim slovniho spojeni
yneni pravda, ze“ pred vyrok, ktery negujeme.

e vyrok A A B nazveme (definice 05) konjunkei (spojenim) vyroku A, B, jestlize pro
diléi pravdivostni hodnoty vyroku A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot jejich
konjunkce vzhledem k pravdivostnim hodnotam jednotlivych vyroku

p(A) p(B) | p(AA B)
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Symbol A tedy predstavuje konjunkci ve zkraceném symbolickém zapisu, slovné lze
konjunkci vyjadrit spojkou ,a“, ,a soucasné”, ,a pritom“, atd.

e vyrok AV B nazveme (definice 06) disjunkci vyroku A, B, jestlize pro diléi prav-
divostni hodnoty vyroku A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot jejich disjunkce
vzhledem k pravdivostnim hodnotam jednotlivych vyroku

p(A) p(B) | p(AV B)
T 1 1
10 1
0 1 1
0 0 0

4V nékterych uéebnicich je negace vyroku A oznacovana i symbolem A nebo A’.
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Symbol V tedy predstavuje disjunkci ve zkraceném symbolickém zapisu, slovné lze
disjunkci vyjadrit spojkou ,nebo“ — tato spojka je ovSsem uvedena ve vyznamu ne-
vyluéovacim (disjunkce je pravdivé, pokud je pravdivy aspon jeden z diléich vyroku,
tedy mohou byt pravdivé soucasné oba diléi vyroky):

Piiklad 1.2. Pozor na rozdil u spojky ,nebo“ mezi béznym vyznamem v cestiné
a vyznamem matematickym®: Uvazujme nasledujici tii vyroky:

(a) Zitra bud pojedu do Prahy, nebo nepojedu.
(b) Dnes vecer pujdu do kina nebo do divadla.

(c) Za desté nebo mlhy ztustanu doma.

Vyrok (a) vyjadiuje, Ze nastane pravé jedna ze dvou moznosti. Vyrok (b) bude
pravdivy, kdyz nestane jedna nebo obé z danych moznosti (kino nebo divadlo). Vyrok
(c) znamena, Ze pii vyskytu aspoii jedné z moznosti (dést nebo mlha) zustanu doma,
ale zustanu doma také pii vyskytu obou moznosti soucasné (takzvané ,nevylucovaci
nebo®). Vyrok (c) je ve vyznamu disjunkce, vyrok (a) ve vyznamu ostré disjunkce
— viz nize. Vyrok (b) je sporny: pokud jim nékdo mysli, Ze nemuze najednou jit do
kina i do divadla, tak zapomnél uvést carku, protoze obé situace jsou ve vyznamu
vylucovacim a nemohou nastat soucasné (tj. ostré nebo, viz nize). Pokud jim nékdo
mysli vyznam nevylucovaci (tj. byl by ochoten stihnout kino i divadlo), véta je
gramaticky spravné a je ve vyznamu disjunkce jako véta (c).

vyrok AV B nazveme (definice 07) ostrou disjunkci vyroku A, B, jestlize pro dilci
pravdivostni hodnoty vyroku A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot

p(A) p(B) | p(AVB)
1 1 0
1 0 1
0 1 1
0 0 0

Ad Priiklad 1.2. Vyroky (a) v predchozim piikladu je vyrok ostré disjunkce. A
pokud ve vyroku (b) napiseme ¢arku, tj. minime jej ve vyznamu vyluc¢ovacim, jednd
se také o ostrou disjunkci.

vyrok A = B nazveme (definice 08) implikaci utvorenou z vyroku A, B, jestlize
pro diléi pravdivostni hodnoty vyroku A, B plati tabulka pravdivostnich hodnot z
nich vytvorené implikace vzhledem k pravdivostnim hodnotam jednotlivych vyroki

p(A) p(B) | p(A= B)
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

5[2], str.31-32.
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Symbol = tedy ptredstavuje implikaci ve zkraceném symbolickém zapisu, slovné lze
implikaci vyjadrit: ,,Pokud plati A, tak z toho plyne, ze B*;  kdyz A, tak B*; apod.

V piipadé platnosti implikace A = B se vyrok A (definice 08 pokracovani) nazyva
dostatecnd podminka pro platnost vyroku B (protoze platnost vyroku A dostacuje,
postacuje, aby bylo zaruceno, ze plati vyrok B —implikaci 1ze tedy slovné formulovat
,Platnost podminky A je dostatecnd pro to, aby platilo B“) a vyrok B se nazyva
(definice 08 pokracovani) nutnd podminka, kterd nutné vyplyva z platnosti
vyroku A (slovni formulace: ,pokud plati A, z toho nutné plyne, ze plati i B*).

Piiklad 1.3. Piiklady implikace: a) Kdyz pujde Ondra na ten veéirek, pujdu i j&;
b) Kdyz bude prset, vezmu si destnik; ¢) Kdyz je pfirozené ¢islo délitelné Sesti, tak
je toto ¢islo délitelné i tfemi.

vyrok A < B nazveme (definice 9) ekvivalenci utvotrenou z vyroku A, B, jestlize
pro diléi pravdivostni hodnoty vyroku A, B je tabulka ekvivalence vzhledem k prav-
divostnim hodnotam jednotlivych vyroku

p(A) p(B) | p(A & B)
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Symbol < tedy predstavuje ekvivalenci ve zkraceném symbolickém zapisu, slovné
lze spojku ekvivalence vyjadrit: ,,A plati pravé tehdy, kdyz plati B“; ,A tehdy a jen
tehdy, kdyz B“; a podobné.

Priklad 1.4. Priiklad ekvivalence: Ptirozené cislo je délitelné Sesti pravé tehdy,
kdyz je délitelné dvéma i tfemi soucasné.

C) Struény matematicky zapis.

Budeme postupné (opakovat a) ucit se fadé symbolu struéného matematického zépisu —

vystizné a presné se vyjadrovat je jednim z cili matematiky ,na trovni B2“, pokud bychom
si vypujcili na popis vysokoskolské irovné matematiky oznaceni zazité z evropského refe-
ren¢niho rdamce vyuky cizich jazyku.

e oznaceni 00: N = {1,2,3,...} ... mnozina prirozenych ¢isel; nékdy také Ny =

{0,1,2,3,...} ... mnozina pfirozenych ¢isel véetné nuly;

e oznaceni 01: Z ={...,—2,—1,0,1,2,3,...} ... mnozina celych ¢isel;

e oznaceni 02: mnozina raciondlnich ¢isel

Q:{m :mEZ,nEN}
n
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e oznaceni 03: [ ... mnozina iraciondlnich ¢isel, tj. R = Q U I;
e oznaceni 04: R ... mnozina redlnych ¢isel;

e oznaceni 05: C ... mnozina komplexnich cisel;

e oznaceni 06: —A ... negace vyroku A;

e oznaceni 07: A A B ... konjunkce vyroku A, B;

e oznaceni 08: AV B ... disjunkce vyroku A, B;

e oznaceni 09: A = B ... implikace utvorend z vyroki A, B — s vyznamem ,Kdyz
plati A, tak plati i B¢;

e oznaceni 10: A & B ... ekvivalence utvotena z vyroku A, B — s vyznamem , A plati
praveé tehdy, kdyz plati B*;

D) Z&akladni kategorie pii vystavbé matematiky

Matematika je véda o pfesném vyjadfovani, a my se nyni tento jazyk budeme ucit —
jinymi slovy, budeme se ucit a) presné formulovat pojmy, b) pfesné formulovat, ze kterych
jednoduchych a platnych faktiu vychazime, c¢) dokazovat platnost novych faktu na zaklade
faktu samozrenych nebo dokazanych uz diive.

Definice 10: (matematickd) definice je presné vymezeni pojmu, z néhoz je patrno,
které objekty toto vymezeni spliuji a které ne (napf. bod, isecka, primka, kruznice, tihel,
rovnobézka ... to vSe jsou pojmy, které musime jednoznacné definovat v tzv. Eukleidovské
geometrii).

Definice 11: (matematicky) axiom je tvrzeni o vlastnostech pojmu ¢i o vztazich
mezi pojmy, které se nedokazuje, nybrz vseobecné piijima jako pravdivé (napf. axiomy
Euklidovské geometrie).

Definice 12: (matematickd) véta je tvrzeni o vlastnostech pojmu ¢ vztazich mezi
pojmy, které musime dokdzat pomoci axiomi, definic a vét dokdzanych jiz difve®.

6Napi.: stfed kruznice trojihelniku vepsané lezi na prise¢iku os jeho whli ... platnost tohoto tvrzeni
plyne ze vztahu mezi definici kruznice (= mnozina boda, které maji stejnou vzdélenost od svého stiedu)
a definic{ osy dhlu (= mnozina boda, které maji stejnou vzdélenost od obou ramen dhlu). Z téchto dvou
definic plyne, Ze osy uhlu trojihelnika se protinaji v jednom bodé, a navic v tomto bodé musi lezet i stied
hledané kruznice. Podrobnéji dokazovat nebudeme, dana skutecnost slouzi jen jako ptriklad matematické
véty, kterd nemusi byt kazdému zcela ziejmé a jejiz platnost je dobré podrobnéji zduvodnit na zakladé
definic a axiomu.
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E) Dikaz vyctem pravdivostnich hodnot.

Definice 13: Vyrokovd forma’ je vyraz sloZeny z vyrokovych proménnych a logickych
spojek vyjadienych symboly. Napiiklad implikace A = B nebo ekvivalence A < B jsou
vyrokové formy.

Pokud nyni budeme mluvit o pravdivosti vyrokovych forem, ucime se takto principy
spravného logického usuzovéni, aniz bychom znali konkrétni vyroky dosazené za vyrokové
proménné A a B.

Typ diikazu ¢islo 1: Dikaz ekvivalence vyrokovych forem.
Sestavime tabulku vyslednych pravdivostnich hodnot obou vyrokovych
forem. Pokud na kazdém fadku tabulky (jeden fiadek = jedna kombi-
nace dil¢ich pravdivostnich hodnot) maji obé formy stejné pravdivostni
hodnoty, jsou ekvivalentni.

Zajimava pravidla logického usuzovani dostavame pii kombinaci nékolika logickych
spojek, jak je vidét ze dvou nasledujicich matematickych vét:

(véta 01) Vyrokova forma —(A A B) je ekvivalentni s vyrokovou formou (=A) V (=B).

Dikaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (dukaz typu 1): sestavime pravdivostni
hodnoty slozenych vyrokovych forem pro vSechny moznosti pravdivosti diléich vyroku a
porovname je:

p(A) p(B) | p(=(AA B)) p(A) p(B) | p(~AV -B)
1 1 0 1 1 0
-(AAB): 1 0 1 ;dale ~AV-B): 1 0 1
0 1 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1

Vidime, ze pravdivostni hodnoty vyrokovych forem jsou stejné na kazdém radku (=
pro tytéz hodnoty diléich vyroku), tj. obé vyrokové formy jsou logicky ekvivalentni. Jednu
formu lze ekvivalentné zaménit tou druhou a naopak. O

Priklad 1.5. Vyrok A A B zni: Vezmu si klobouk a vezmu si i boty.

Jeho negaci lze provést velmi pragmaticky uvedenim zaporky ,Neni pravda, ze“, tj.
dostaneme vyrok typu —(A A B): Neni pravda, ze si vezmu klobouk i boty.

Matematik ovSem chce pracovat precizné a vyzkouset i dalsi moznosti — mimo jiné
proto, ze casto je v jeho zdjmu odstranit zavorky ve slozenych vyrokovych forméch
(podobné jako nékdy pomuze odstranit zavorky pii pocetnich tpravach s proménnymi
vyrazy). Vyuzije véty 1 a vyslovi negaci ve tvaru —A V = B): Nevezmu si klobouk nebo si
nevezmu boty (v matematickém smyslu vétsinou nepiSeme ¢arku, abychom vyjadrili, ze
se jedna o zakladni matematické ,nebo“, které je nevylucovaci — muze tedy nastat, ze si
nevezmu an i klobouk, ani boty).

"Vice matematickych uéebnic v &estiné uvadi: Vyrokova formule. Autor tohoto textu si slovo ,for-
mule“ vyhrazuje pro logické odvozovaci formule, ikdyz v této verzi textu zatim nejsou odvozovaci formule
Zpracovany.
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(véta 02) Vyrokova forma =(AV B) je ekvivalentni s vyrokovou formou (—A) A (—B).
Diikaz: provedeme pomoci tabulky pravdivostnich hodnot (dikaz typu 1). Velmi po-
dobny vété 1, vhodny pro cviceni. O

Piiklad 1.6. Vyrok AV B zni: Cislo 20 je délitelné dvéma nebo tiemi. Je to mimocho-
dem vyrok pravdivy.

Jeho negaci bychom mohli provést pomoci zaporky ,neni pravda, ze“ — ovSem tuto
moznost budeme mit na provérce nejspis zakazanou, aby vyucujici zjistil, zda dokazeme
odstranit zavorky ve vyrokové formé. Pokusime se sestavit vyrok typu —A A —B: Cislo 20
neni délitelné dvéma, a soucasné toto Cislo neni délitelné tfemi. To je vyrok nepravdivy
(coz se dalo ¢ekat, protoze negace pravdivého vyroku je nepravdiva), ale jednd se o spravné
vytvorenou negaci puvodniho vyroku.

O principu vyloucen{ tfettho (bud plati vyrok, nebo jeho negace, a je vyloucena tret{
moznost) uz byla fe¢. Princip vylouc¢eni tiettho je formulovan ve vété 03:

(véta 03) (princip vylouceni tietiho zapsany jako vyrokova forma) Pro kazdy vyrok
A plati
AV —A.

Dukaz: Pomoci tabulky pravdivostnich hodnot lze ukazat, ze dand vyrokova forma
mé vzdy pravdivostni hodnotu 1, tedy plati vzdy, af je vyrok A jakykoli. Je to tedy
tautologie, vyrok vzdy pravdivy pii jakékoli varianté pravdivosti dil¢ich vyroku. O

V réamci cviceni lze dokazat ekvivalence nékterych vyrokovych forem, které nam
pomohou pii sestavovani negace implikace a negace ekvivalence — podrobnéjsi negace
téchto dvou vyrokovych forem totiz pravé vyuziva formy jim ekvivalentni.

(véta 04) Forma A = B je ekvivalentni s formou (—A) V B.

Dukaz: Dukaz provedeme pomoci tabulky logickych hodnot, stejné jako dukazy veét
1,2,3. O

(véta 04 - disledek) Forma —(A = B) je ekvivalentni s formou A A (=B).

Dukaz: Mohli bychom dikaz provést pomoci tabulky logickych pravdivostnich hodnot,
ale lze také uzit vétu 04 a vétu 02: podle véty 04 je implikace ekvivalentni s formou
(=A)V B, takze negace implikace musi byt ekvivalentni s formou, kterou ziskdme z (—A)V B
vyuzitim vety 02 (kterd 11k, ze negaci disjunkce dil¢ich vyroku je konjunkce jejich diléich
negaci):

~(A=>B) & ~(-AvB) ¥ An-B. O

Priklad 1.7. Uvazujme implikaci ,Kdyz bude prset, vezmu si destnik.“ Jeji negace je:
Bude prset a nevezmu si destnik.
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(véta 05) Forma —(A < B) je ekvivalentni s formou
(AN=B)V (BA-A).
Dukaz: Mohli bychom provést napiiklad pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.

Piiklad 1.8. Uvazujme ekvivalenci ,Cislo n je délitelné Sesti tehdy a jen tehdy, kdyz
je delitelné dvéma i tfemi.“ Negace tohoto vyroku (mimochodem nepravdiva, protoze
puvodni vyrok je pravdivy) je podle véty 05 celd dlouhd véta:

(Cislo n je délitelné Sesti a soucasné neni délitelné dvéma i tfemi) nebo (éfslo
n je délitelné dvéma i tfemi a soucasné neni délitelné Sesti).

F) Univerzalni vyroky a existen¢ni vyroky.

Matematika se snazi o vytvéreni tzv. univerzdlnich vyroka (definice 14, ¢ast
prvni), které plati pro vice hodnot z jisté mnoziny, napiiklad pro vSechna pfirozend ¢isla,
apod. Jsou to tedy jakési vyroky typu ,vice v jednom“ nebo ,nekone¢no v jednom®,
jinymi slovy pomoci proménnych vyjadiime vyrok, ktery plati pro vice hodnot nebo
nekonec¢né mnoho hodnot.

(definice 15) Vyrokova funkce je vyraz, ktery sdm neni vyrokem, protoze neni
specifikovano, jaké hodnoty nabyva proménna z, kterou obsahuje, takze neni mozné
stanovit pravdivostni hodnotu.

Az préave kvantifikator (definice 16) je ta cast vyroku, kterd vymezuje, jakych hodnot
muze proménnd ve vyrokové funkci nabyvat.

Piiklad 1.9. Zde je piiklad na vyrokovou funkci a kvantifikétor: a) Vyraz
x>0

neni vyrok, protoze neni stanoveno, ¢emu se rovna proménnd x — je to ovSem vyrokova
funkce.

b) Vyraz
Vre N: >0

je pravdivy vyrok, protoze podminku z > 0 spliuji vSechna piirozend ¢isla. Cést Vo € N
je prave kvantifikator — ¥ika se mu obecny kvantifikator, protoze uptesnuje, ze vyrokova
funkce bude platit pro kazdy prvek uvedené mnoziny (= plati obecné pro viechny prvky
dané mnoziny).

¢) Vyraz
VreR: x>0
je nepravdivy vyrok, protoze existuji realna ¢isla, pro ktera dand nerovnost neplati. Mohli

bychom jej pozménit do tvaru
dreR: x>0,
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ktery uz plati. Cdst 3z € R je opét kvantifikdtor — k4 se mu existenéni kvantifikdtor,
a dosazenim pred vyrokovou funkci tvrdi, Ze existuje aspon jedno realné ¢islo, pro které
plati x > 0.

Symbol 3 tedy znamen4 ,existuje aspon jeden“ (prvek z dané mnoziny). Vyroky, které
obsahuji tento existencéni kvantifikdtor, se nazyvaji existenéni vyroky (definice 14,
¢ast druhd) a vyjadiuji, ze v dané mnoziné se vyskytuje aspon jeden prvek s vlastnosti,
ktera je ve vyroku obsazena.

G) Dalsi symboly stru¢ného matematického zapisu

e oznaceni 11: V(x) ... vyrokova funkce s proménnou z;
e oznaceni 12:V ... pro kazdé, pro kazdou;

e oznaceni 13: 3 ... existuje; 3! ... existuje pravé jedno, prave jeden; A ... neexistuje,
neexistuji;

e oznaceni 14: : (dvojtecka) ... tak, ze; plati
e oznaceni 15: € ... patii do, je prvkem;
e oznaceni 16: N ... prunik mnozin;

e oznaceni 17: U ... sjednoceni mnozin;

1.2 Cviceni

Navrh obsahu cviceni 1:
1. Vyrok a jeho negace

e Co je to vyrok?

e Negace vyroku typu: aspon tii, pravé dva, nejvyse devét, oznaceni mnoziny,
zaddny uceny z nebe nespadl:

&f\ Priklad 1.10. Negujte vyroky:

- a) Cislo 19 m4 aspoi tii délitele.

b) Rovnice 2*> — 5z + 6 mé pravé dva redlné kofeny.

c) Pravidelny Sestiihelnik mé nejvyse devét thlopiicek.

d) Mnozina A = {z € Z : |z| < 4} ma nejvyse sedm prvki.

e Existencni a univerzalni vyrok, existenc¢ni a univerzalni kvantifikator.

e Negace vyroku typu 3, V.

&f‘:\ Piiklad 1.11. Negujte vyrok: Vo € R: /x> 0.



1.2 CVICENI 13

4

Piiklad 1.12. Negujte vyrok: 3o € R: 2? < 0. Pozndmka: Zde existuji dva
zpusoby negace, jeden je velmi pohodlny, a sice namisto 4 bude A a vse ostatni
bude stejné. Tato negace, stejné jako negace stylem ,neni pravda, ze ...“, je
vyjadiena negativné a nas by spiSe v matematice zajimalo, co bude platit pro
vsechny prvky mnoZiny pozitivné, tj. preferujeme negaci zptsobem?®

Vee R: 22>0.

2. Oznaceni spojek a ¢teni spojek

e zopakujte oznaceni a ¢teni logickych spojek z prednasky;

e u implikace A = B (jestlize A, tak B) dopln i dalsi moznd vyjadieni v ¢estineé:

pokud A, (tak) B. Pro studenty je zejména matouci, kdyz v ¢estiné vyjadiime
obé ¢ésti souveti v opaéném poradi: B, pokud A; B (tehdy), kdyz A; B, jestlize
A.

U ekvivalence dopln dalsi mozné ¢teni v c¢estiné, kromé ,pravé tehdy, kdyz*“
nebo ,prave kdyz“ je to ,jen tehdy, kdyz“ nebo ,jen kdyz*“.

Piiklad 1.13. Ogznacme: Z vyrok ,bude zima“, S vyrok ,bude snézit, D
vyrok ,zustanu doma®. Prelozte do ceské véty

a) (ZNS)= D,
b) (ZVv S)= D,
c) (D= 2).

Priklad 1.14. °

Oznacme Z vyrok ,dam si zmrzlinu®“, C' vyrok ,dam si ¢okoladu“. Vyjadrete
naopak ceské véty symbolickym matematickym zapisem vyroki:

a) Dam si zmrzlinu nebo ¢okoladu.

b) Neddm si zmrzlinu ani ¢okoladu.

c) Jestli si ddm zmrzlinu, neddm si ¢okoladu.

d) Zmrzlinu si ddm, pokud si neddm ¢okolddu.

e) Zmrzlinu si ddm, pravé kdyz (nebo: jen kdyz) si neddm c¢okoladu.

Priklad 1.15. Oznacme: A vyrok ,pfijde Adam®, F' vyrok ,ptijde Filip*, K
vyrok ,prijde Katka“. Vyjadiete nasledujici ¢eské véty symbolickym matema-
tickym zapisem vyroku:

a) Prijde Adam, ale Filip ne.

b) Ze sourozencu Adam, Filip piijde aspon jeden.
¢) Ze sourozencu Adam, Filip pfijde nejvyse jeden.
d) Z trojice A F,K neptijde nikdo.

3. Pravdivostni hodnoty slozeného vyroku

8Tedy zménime kvantifikator 3 na V a negujeme podminku, kterd byla ve vyroku uvedena za dvojteckou.
97a tento a nésledujici piiklad vdééim kolegyni Pandcové, skripta pro budouci ugitele prvniho stupné.
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e Vyjdiete pravdivostni hodnotu slozenych vyroku A = B, =B = A, B = A,
—A V B pro vsechny pravdivostni hodnoty diléich vyroku (v tabulce pravdi-
vostnich hodnot). Vsimnéte si, ze nékteré tyto slozené vyroky jsou si navzajem
logicky ekvivalentni, nékteré nejsou.

e Co je to tautologie?

e Ohodnotte pravdivostni hodnotu slozeného vyroku Z V (S = D) pro vSechny
mozné pravdivostni hodnoty dilé¢ich vyroku.

e Dokazte ekvivalenci vyroku A < B s vyrokem (A = B) A (B = A).

4. Negace slozenych vyroku: Negujte slozené vyroky ANB, AV B, A= B, A< B:
nejprve na prikladu, a pokuste se pak tuto negaci vyjadiit symbolickym zapisem.

e Vcera jsem Sel nakoupit a také jsem byl béhat.

e Zitra pujdu na vychazku nebo se podivam na film.

Kdyz bude prset, zustanu doma.

Prirozené cislo n je délitelné tfemi praveé tehdy, kdyz jeho ciferny soucet je
délitelny tremi.

Navrh domaciho tikolu v ramci piipravy na prvni provérku:

Cviceni 1.1. Dokazte véty 2,3,4,5 z prednasky 1, ale také véty 6,7 z nasledujici
prednasky 2 pomoci tabulky pravdivostnich hodnot.

Cviceni 1.2. Negujte vyroky 1épe nez jen dodanim zaporky ,neni pravda, ze“:
a) Kazdé prirozené ¢islo n je rovno souctu svych délitelu.
b) Dnes bude prset a budeme psat pisemku z matematiky.
c) Z4dny uceny z nebe nespadl.
d) Existuji aspon tii pfirozend ¢isla, kterd jsou rovna souctu vsech svych délitelu.
e) Existuji nejvyse ¢tyfi prvocisla.
f) Mozn4d, ze dnes vecer pujdu do kina nebo si prec¢tu néjakou zajimavou knihu.
g) Existuji prave dve celd ¢isla, kterd se rovnaji své druhé mocniné.

Cviceni 1.3. Zapiste nasledujici vyroky symbolickym matematickym zdpisem, ve
kterém nepouzijete ani jedno slovo z bézné cestiny:

a) Pro kazdé prirozené cislo existuje prirozené ¢islo, které je vétsi nez dvojndsobek toho
prvniho ¢isla zvétseny o jednicku.

b) Pro kazdé celé ¢islo existuje celé ¢islo, které kdyz zmensime o jednicku, stéle je vysledek
mensi nez treti mocnina toho prvniho ¢isla.

Cviceni 1.4. Negujte nasledujici vyroky:
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a) Pujdu na ten vecirek prave tehdy, kdyz tam pujde Ondra.
b) Pokud pfijde Honza, feknu mu o tom.

Cviceni 1.5. Zjednoduste symbolicky zapis, aby ve vysledku nebyl symbol negace pred
zadnou zavorkou, pouze u dil¢ich vyrokovych proménnych:

a) ~(A= B)AC) &
b) ~(A= (BV(C)) <
¢) ~((AVB)AC) &

Cviceni 1.6. Zapiste nasledujici vyroky symbolickym matematickym zapisem, ve

vvvvvv

a) Existuje pfirozené cislo, které kdyz zvétsime o 5, vysledek bude vétsi nez 10.
b) Prirozené ¢islo je délitelné Sesti prave tehdy, kdyz je soucasné délitelné dvéma i tfemi.

Cviceni 1.7. Negujte vyroky ze cviceni 1.6 (symbolicky zapsané) pouze pomoci
symbolického zapisu (bez ¢eskych slov).

Cviceni 1.8. Studenti by méli umét utvorit negaci logické ekvivalence bez pouziti
ostré disjunkce (véta 05).

Cviceni 1.9. Podivejme se na nékolik 1loh ze soutéze matematicky klokan, kategorie
Benjamin (6.-7. tiida ZS), které souvisf s logikou. Tyto tilohy minimalné predstavuji, do
jaké miry se v dnesni dobé uéf logice déti na ZS, i kdyz se jednd jen o nepovinnou soutéz.
Odpovézte na nésledujici ¢tyfi ulohy — kazd4 tloha mé pravé jednu spravnou odpoveéd.
Na vyfeSeni mate cca 25 minut.

Logicky diusledek. Adam, Bedfich a Cyril chodi denné na prochazku. Jestlize Adam
NEMA Cepici, potom Bediich MA ¢epici. Jestlize Bediich NEMA c¢epici, potom
Cyril MA ¢epici. Bedfich dnes nema c¢epici — kdo dnes mé cepici?

(A) Adam a Cyril (B) jen Adam  (C) jen Cyril
(D) ani Adam, ani Cyril (E) nelze ur¢it

Logicky rozpor. Robert uc¢inil pét prohlaseni, znichz pravé jedno je lez — které?
(A) Muj syn Petr ma 3 sestry. (B) Moje dcera Anna ma 2 bratry.
(C) Moje dcera Anna ma 2 sestry. (D) Muj syn Petr ma 2 bratry.
(E) Mém 5 déti.
Pravdomluvci a lhafi. Kolem kulatého stolu sedi 14 osob. Kazdn4 z nich je bud lhaF,
nebo mluvi pravdu. Kazda tvrdi: Oba moji sousedé jsou lhafi. Zjistéte nejvetsi mozny

pocet lharu.

(A)7 (B)8 (C)9 (D)10 (E)14
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Pravdomluvci a lhari I1. Za jednémi ze tii dveri je klokan a na kazdych dvefi je jeden
napis:

Dvere ¢. 1: Klokan neni za témito dvefmi.

Dvere ¢. 2: Klokan je za témito dvermi.

Dvere ¢. 3: Soucet 2 + 3 se rovna 5.

O danych napisech vime, ze pouze jediny je pravdivy. Za kterymi dveimi je klokan?

(A) Za dvefmi ¢. 1. (B) Za dvefmi ¢. 2. (C) Za dvefmi ¢. 3.
(D) Muze byt za kazdymi dvermi. (E) Muze byt za dveimi ¢. 11 ¢. 2.

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.1.
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2 Dikaz implikace (pfimy a nepiimy), dukaz retézcem
ekvivalenci (typ 04) a dikaz ekvivalence (typ 05)

Plan prednasky a cviceni 2: ve druhém tydnu vyuky se budeme zabyvat hlavné logickym
zduvodnovanim vyroki, na zakladé terminologie predstavené v prvnim tydnu. Vétsina
matematickych vyroku, které budou zduvodnovany jako pravdivé, se tyka délitelnosti
prirozenych cisel.

V prvnim tydnu jsme se zabyvali dokazovanim (zduvodnovanim typu 1, na zékladé
tabulky pravdivostnich hodnot. V tomto tydnu se budeme vénovat dukazum implikace
A = B, a sice dukazu piimému (typ 02) a nepiimému (typ 03), a dvéma piistupum
vyuzivajici ekvivalenci: dukazu vyroku A pomoci fetézce ekvivalenci (typ 04) a rozdéleni
dukazu ekvivalence A < B na dvé implikace (typ 05).

2.1 Prednaska

Typ dikazu éislo 2: Pfimy dikaz implikace A = B.
Pii prfimém dikazu implikace A = B vyjdeme z toho, ze plati vyrok A;
na zakladé A a dfive dokazanych matematickych vét provedeme logicky
korektni isudek U;; na zakladé A, U; a diive dokazanych vét provedeme lo-
gicky korektni tisudek U,; atd. az po k krocich logicky korektné usoudime,
ze plati B, a to na zakladé platnosti A, Uy, ..., Us.

Priklad 2.1. Pro celd cisla a, b, ¢ plati:

a) alb A alc = al(b+ ¢);
b) alb A alc = a|(b— ¢)

(tedy pokud a déli dvé cela ¢isla, déli i jejich soucet, a déli také jejich rozdil).

DOPLNIT dukaz ... viz prednaska.
(véta 03) Vyrokové formy A = B a =B = —A jsou ekvivalentni.

Dukaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot dil¢ich vyroku bylo provedeno v ramci
cviceni 1.0

Na vété 03 je zalozen typ dukazu 03:
Typ dikazu cislo 3: NEpiimy dikaz implikace A = B.

Pii NEprimém dikazu implikace A = B vlastné dokazujeme platnost
logicky s ni ekvivalentni formy —B = —A.

Definice 17: Forma =B = —A se nazyva obména implikace A = B'Y. Pozor, neplést

00bmeéna implikace je tedy vyrok s touto implikaci logicky ekvivalentni, tj. neptimy dikaz implikace
= piimy dikaz jeji obmény.
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s obriacenim B = A, to totiz neni logicky ekvivalentni s puvodni implikaci.

a—b

a+b’ pak

€ Piiklad 2.2. Pro vSechna piirozend ¢isla a, b plati: kdyz nelze zkratit zlomek

= nelze zkratit ani §.

DOPLNIT dikaz ... viz prednaska.
Nyni uvedeme dva typy dukazu, které souvisi s logickou ekvivalenci vyroku.

Typ dikazu ¢islo 4: Dikaz vyroku A pomoci retézce ekvivalenci.
Vyrok A vyjadrime ekvivalentné pomoci ekvivalentniho tsudku U;, ten
zase pomoci ekvivalentniho dsudku U,, atd. az dojdeme k ekvivaletnimu
dsudku Uy, jehoz platnost je uz evidentni ¢i snadno zdivodnitelna. A
protoze vSechny tusudky byly vykonany s logicky stejnou vahou, je tim
dokazana i platnost puvodniho vyroku A.

€ Piiklad 2.3. Dokazte, ze plati vyrok A:

Ya,b € R :a®+b* > 2ab.

Dukaz: odec¢tenim 2ab od obou stran nerovnice dostaneme ekvivalentni tisudek
Up: a®> — 2ab+ b* > 0.

To Ize ekvivalentné vyjadiit pomoci tsudku Us: 4 (a — b)? > 0. O pravdivosti tohoto
vyroku se lze snadno presvédéit (druhd mocnina vyrazu v zavorce je nezaporna pro kazdé
redlné x). A protoze nase tsudky byly logicky ekvivalentni s puvodnim vyrokem A, je
dokazan i on.

S dukazy ¢i odvozovanim typu 4 se setkdvame pravé pii ekvivalentnich tpravach
rovnic a nerovnic — to jsou takové upravy, které nemeéni obor pravdivosti vyroku, tj.
mnozinu FeSeni. Rovnici ¢ nerovnici ekvivalentné upravujeme do takového tvaru, ze
kterého uz lze obor pravdivosti snadno urcit. O

(véta 04) Vyrokové formy A < B a (A= B) A (B = A) jsou ekvivalentni.

Dukaz: pomoci tabulky pravdivostnich hodnot obou vyrokovych forem pro vsechny
mozné kombinace pravdivostnich hodnot diléich vyroku A, B byl proveden ve cviceni 1,
respektive studenti tento dikaz maji na samostatné procviceni. O

Na véte 04 je zalozen typ dukazu 05:

Typ dikazu cislo 5: dikaz ekvivalence A < B.

Pii dikazu ekvivalence A < B vlastné musime dokazat, ze plati obé z
implikaci A = B a B = A.
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Definice 18: Forma B => A se nazyvéa obraceni implikace A = B.!L.

Piiklad 2.4. Dokazte nasledujici ekvivalenci: Pro kazdé ptirozené cislo n plati
2ln* < 2n.

Dukaz DOPLNIT ... viz prednaska. Rozdélime na dvé implikace a kazdou dokazeme
zvlast. O

2.2 Cviceni

Cviceni 2.1. (na hodiné) Napiste Nasledujici vyroky symbolicky bez ¢eskych slov a pro-
vedte jejich negaci:

a) Kazdé prirozené ¢islo je sudé.
b) Existuje aspoii jedno redlné ¢islo, pro které plati: 2% — 4z + 7 > 0.

c) Pro kazdé prirozené cislo plati: Jestlize jeho druhd mocnina je délitelnd dvéma, tak i
ono samo je délitelné dvéma.

Cviceni 2.2. (na hodiné) U vyroku
Vne N: 6ln=3n

proved'te jeho a) obrdceni, b) obménu, ¢) negaci. Které z téchto ¢yf vyroku (véetné
zadaného) jsou logicky ekvivalentni?

Cviceni 2.3. (na hodiné) Jestlize stale nevérite tomu, jak se sestavi negace implikace,
budete si muset dokdzat vétu 04 a jeji dusledek (véta 04 — dusledek) pomoci tabulky
pravdivostnich hodnot.

Cviceni 2.4. (na hodiné) Dokazte dukazem piimym (typ 02): Jestlize s je
prirozené ¢éislo, které vznikne jako soucet tii po sobé jdoucich mocnin ¢isla 2 (tedy
s = 2" 4 2"t 4 972 tak s je délitelné sedmi.

Cviceni 2.5. (na hodin¢) Dokazte dukazem pifmym (typ 02): Jestlize je pfirozené
¢islo liché, tak jeho druha mocnina zmensena o ¢islo 1 je délitelna osmi.

Cviceni 2.6. (na hodiné) Dokazte diukazem piimym (typ 02): Jestlize a, b jsou licha
prirozend ¢isla, pak rozdil jejich druhych mocin je délitelny osmi.

Cviceni 2.7 (domdci kol neboli HW) Dokazte dukazem piimym (typ 02): Jestlize
a, b, ¢ jsou prirozena cisla bezprostiredné po sobé jdouci a a, ¢ jsou licha, tak soucet
(a+ b+ c) je delitelny Sesti.

HTedy pii dikazu ekvivalence musime dokazat, ze soucasné plati pifslusnd implikace i jeji obréceni.
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Cviceni 2.8 (na hodiné) Dokazte dukazem nepiimym (typ 03): Pro kazdé celé éislo z
plati: Jestlize 7z — 8 je sudé, tak také z je sudé.

Cviceni 2.9 (HW) Dokazte dukazem nepiimym (typ 03): Pro kazdé celé ¢islo z plati:
Jestlize (2% + 4) nen{ délitelné péti, tak plati, ze ani (z — 1), ani (z + 1) neni délitelné péti.

Cviceni 2.10 (na hodiné) Dokazte Fetézcem ekvivalenci (typ 04): Pro kazdé redlné x
plati: 2% + 1 > 222

Cviceni 2.11 (na hodiné) Dokazte dukazem typu 05: Pro kazdé pfirozené ¢islo plati:
3n* & 3n.

Cviceni 2.12 (HW) Dokazte dikazem typu 05: Pro kazdé prirozené ¢islo plati (pozor,
tento dukaz je chytak, logicka ekvivalence neplati — jednu implikaci snadno dokazete, ale
druhou implikaci vyvrétite protipiikladem):

4n* & A4|n.

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.2.
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3 Dukaz dedukci, indukci, sporem, protiprikladem a
konstrukci

Plan tretiho tydne:

Typ dikazu 06: Dikaz univerzélniho vyroku (napf. Vn € N : V(n)) deduktivnim
rozborem dil¢ich pripad.

Typ dukazu 07: Dukaz univerzdlniho vyroku (napt. Vn € N : V(n)) Gplnou mate-
matickou indukeci.

Typ dukazu 08: Diukaz vyroku A sporem.
Typ dukazu 09: Vyvraceni univerzalniho vyroku (Vn € N : V(n)) protiptikladem.

Typ dikazu 10: Dukaz existenéniho vyroku (napi. 3n € N : V(n)) nalezenim
prikladu ¢i konstrukei.

3.1 Prednaska

V typech dukazu 06 a 07 se budeme zabyvat zduvodnénim univerzalniho vyroku, tj.
platnosti vyroky pro vsechny objekty dané mnoziny objektu, zpravidla (ikdyz ne vzdy)
pro vsechna ¢isla z néjaké ¢iselné mnoziny.

Typ dikazu ¢islo 6: Deduktivni diikaz pomoci rozdéleni na dil¢i pripady.
Objekty (¢isla) zpravidla rozdélime do nékolika skupin a vyrok dokazeme
pro danou skupinu zvlast, s vyuzitim dalsiho faktu, ktery pro tuto sku-
pinu objektt plati..

Oznaceni 18: | ... déli beze zbytku = je délitelem. Napiiklad 2|6 (dvojka déli sestku),
2|8 (dvojka deli osmicku), 3|21 (¢islo 3 je délitelem cisla 21).
Priklad 3.1. Dokazte, ze
Vne N: 9/(n*+ (n+1)°+ (n+2)%)

(slovné: dokazte, ze ¢islo 9 je délitelem vyrazu v zdvorce, kde n je libovolné ptirozené
¢islo)

Dukaz: provedeme typem 06, tedy rozdélenim na tii ruzné situace podle toho, zda ¢islo
n je délitelné ttemi (n = 3k), zbytek po déleni éisla n tfemi je roven jedné (n = 3k + 1)

nebo zbytek po déleni ¢isla n tfemi je roven dvéma (n = 3k + 2):

n = 3k: Dosadime do zkoumaného vyrazu v nasem vyroku a dostaneme:

(n® + (n+1)° + (n+2)*) = zbytek viz prednaska...
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n = 3k 4+ 1: Dosadime do zkoumaného vyrazu v nasem vyroku a dostaneme:

(n® + (n+1)° + (n+2)*) = zbytek viz prednaska...

n = 3k 4+ 2: Dosadime do zkoumaného vyrazu v nasem vyroku a dostaneme:

(n® + (n+1)° + (n+2)*) = zbytek viz piednaska...

Priiklad 3.2. Prozkoumejte deduktivné, cemu se rovna soucet 1+2+ 3+ ---+n prvnich
n prirozenych cisel.

Typ diikazu ¢islo 7: Dikaz matematickou indukci.
Pi#i matematické indukci dokazujeme tzv. univerzalni vyrok, ktery plati
vétSinou pro vSechna prirozena cisla, ktera jsou vétsi nebo rovna
prirozenému cislu ng, tj. vyroky typu

Vn > ng: V(n).
Platnost tohoto univerzalniho vyroku dokazujeme ve dvou krocich:
a) Dokazeme platnost vyroku V(ny).
b) Dokazeme platnost implikace V(n) = V(n+1).

Pokud plati obé tyto véci, ,,dosdhne* platnost V' (n) na jakékoli prirozené
c¢islo n.

Definice 19: Indukéni predpoklad se nazyva predpoklad V(n) v implikaci

V(n)=V(n+1)
v podmince (b), kterou dokazujeme pii indukei.

Poznamka: dikaz indukci vyplyva ze struktury mnoziny N:
ad a) jednicka je nejmensi ptirozené ¢islo;

ad b) kazdé dalsi pfirozené ¢islo ruzné od jednicky ziskdme zvysenim pfedchoziho
prirozeného ¢isla o jednicku.

Tedy nekoneénym opakovanim kromu (b) projdeme vsechna ptirozena ¢isla — viz [2], str.
121: ,pravdivost tohoto vyroku se dédi od ¢isla k ¢islu“. My ovSsem pii dukazu tohoto tzv.
indukéntho kroku = é&sti (b) projdeme tento proces jen jednou — dokazeme, ze jakékoli
prirozené ¢islo vétsi nez ng danou vlastnost ,,dédi“ od ¢isla o jednicku mensiho.

Ad priklad 3.1: dokazme vyrok z piikladu 3.1 Uplnou matematickou induket:

VneN: 9n*+n+1)7°+(n+2)°).

Dukaz: dukaz iplnou matemat. indukei spociva ve dvou krocich:
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krok a) Ukazme, ze rovnost plati pro no = 1:

9|(1+ 2% +3%) =27... to plati.

krok b) Dokazmeé platnost implikace V(n) = V(n + 1), kterd ma v nasem piipadé tvar

P>+ n+1)*+(n+2)?°) = IY((n+1)P+m+1+1)>+n+1+2)%.

V(n) V(n+1)

Piedpokladejme, ze plati indukéni predpoklad V (n), tedy ¢islo (n®+(n—+1)3+(n+2)?)
je délitelné deviti.

Usudek Us: Vyjadieme si nas predpoklad pomoci definice délitelnosti'?: existuje
néjaké prirozené cislo k, ze
(n® + (n+ 1) + (n +2)*) = 9.

Usudek Uy: Upravujme éslo ((n+1)3 + (n+ 14 1) + (n + 1 4 2)?) a snazme se jej
vyjadrit jako nasobek ¢isla 9 — pokud se nam to podari, budeme védét, ze je délitelné
deviti a dikaz bude u konce. Tak tedy:

(n+1)*+(n+2)>+(n+3)*) = (n + 1)* + (n + 2)* + n® +3n>-3+3n-94+27 = 9-(k+n’+3n+3).
k

Pouzili jsme pouze vzorec (a+b)? = a®+3a®b+ 3ab®+b® a oznaceni ¢isla k z rovnosti
predpokladu. Jsme hotovi — skutecné se dalo ¢islo 9 vytknout z celého vyrazu, tj.
(n+1)-ni élen posloupnosti zadané nasim vzorcem ,zdédi“ délitelnost deviti od élenu
predchoziho. Protoze jsme v predpokladu vysli od libovolného prirozeného n, plati
tato vlastnost pro vsechna pfirozena c¢isla. O

Ad priklad 3.2. Dokazte uplnou matematickou indukci, Ze pro kazdé prirozené cislo
n plati rovnice

. 1
1+2+3+~--+n:”(7”;+).
Zdavodnéni (= dakaz):
i) n =1 dosadime do obou stran rovnosti: 1 = % ... plati;
n = 2 dosadime do obou stran: 1 + 2 = 73 ... plati.

ii) Predpokladdme platnost indukéniho predpokladu: Vzorec plati pro n, tj.

n-(n+1)‘

1424+ +n—1)+n= 5

A odtud nyni dokdzeme platnost vztahu (= chceme dokazat) pro (n + 1):

1+2+-4n+(n+1)= (n+1)é<"+2).

12Kterou jsme sice jesté neprobrali, ale feknéme si ji za étrnact dnf a intuitivné ze stiedn{ skoly chapeme,
o co se jednd
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Zkusme upravit levou stranu dokazované rovnosti s vyuzitim pravé strany indukéniho
predpokladu (a poté prevedeme na spolecného jmenovatele a vytkneme ¢len (n + 1)

v citateli):

n-(n+1)+2-(n+1) (n+1)-(n+2)

+(n+1) = = )

B 2 2

L+2+4---+n+(ntl)

n(n+1)
2

A to jsme chtéli dokéazat, dukaz je hotov. S vyuzitim platnosti vztahu pro n jsme jej
dokézali pro (n + 1).

Dalsim velmi castym typem dokazovani a zduvodnovani vyroku v matematice je dukaz

sporem:

Typ dikazu cislo 8: Dikaz sporem.
Predpokladame platnost negace daného tvrzeni a logicky spravné z této
negace odvozujeme dalsi tisudky, dokud nedojdeme k nesmyslu, ktery ne-
plati. Protoze jsme pracovali logicky naprosto spravné, tak koten rozporu
je ve startovacim predpokladu — nyni vime, ze predpoklad —A neplati, a
tedy plati vyrok A.

Priklad 3.3. Dokazte, ze log, 3 neni racionalni ¢islo.

Dikaz: budeme predpokladat negaci zadaného vyroku, tj. ze log, 3 je racionélni ¢islo,
tj. 1ze tuto hodnotu vyjadrit zlomkem:

log, 3 = o
n

pro m € Z an € N. Nyni budeme vyvozovat néjaké dusledky a tsudky a vyuzijeme
pritom definice logaritmu, tj. faktu £3: Pro log, x = y plati 2¥ = x.

Usudek Uy: Z rovnosti, jejiz platnost predpokladame, a faktu F; plyne

a na obou strandch této rovnosti se pritom vyskytuji prirozena cisla.

Usudek Uy: Protoze ¢islo 2 je délitelem &fsla 2™ a platf 2™ = 3", musi byt &fslo 2 také
délitelem cisla 3™ — ale to je spor se znamym faktem, ze ¢islo 2 neni délitelem zadného
lichého ¢isla (a ¢islo 3" jako ndsobek n lichych ¢isel je liché).

Naprosto korektnimi tdvahami jsme pfisli k nesmyslu, tj. nespravny byl nas vychozi
predpoklad — a tedy plati jeho negace, neboli skutecnost, ze log, 3 neni raciondlni ¢islo. O
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Typ dikazu é&islo 09: Vyvraceni univerzalniho vyroku (tedy vyroku typu:
Ve e M : V(zx)) protipfikladem.
Tvrzeni, ze néco existuje ¢i plati v kazdém pripadé (napf. pro vSechna
prirozend ¢isla) jednoduSe vyvratime tim, ze sestavime aspon jeden pro-
tipriklad, kdy dand skute¢nost neplati (napf. najdeme jedno piirozené
¢islo, které zadanou vlastnost nesplinuje).

Piiklad 3.4. Vyvratfte nasledujici tvrzeni pomoci protipifkladu: Kazdé pfirozené &fslo
n > 1 lze ,zaplatit® sumou pouze dvoukorunovych a pétikorunovych minci predanych v
jisté obalce nebo kontejneru.

Reseni je jednoduché — kromé jednicky existuje jesté jedno piirozené éislo, které nelze
vycislit se¢itanim kladnych nasobku dvojky a pétky — najdete ho?

Upravou dostaneme pravdivé tvrzeni, které lze dokazat deduktivné, rozdélenim na
dva ptipady: Kazdé ptirozené cislo n > 3 lze ,zaplatit® sumou pouze dvoukorunovych a
pétikorunovych minci predanych v jisté obalce nebo kontejneru.

Typ dukazu éislo 10: Dukaz existenéniho vyroku (tedy vyroku typu
dxg € M : neplati V(z)) nalezenim-sestrojenim ptikladu.
Skutecnost, ze jista struktura existuje, zdivodnime prosté tak, ze ji na-
lezneme ¢i sestrojime (popiSeme jeji konstrukci).

Piiklad 3.5. Dokazte nasledujici existencni vyroky pomoci obrazku:
a) Ctyfi rovnostranné trojihelniky lze sestavit pomoci 12 zapalek stejné délky.
b) Ctyii rovnostranné trojihelniky lze sestavit pomoci 9 zdpalek stejné délky.

c) Ctyfi rovnostranné trojihelniky lze sestavit pomoci 6 zapalek stejné délky.

3.2 Cviceni
Cviceni 3.1. (na hodiné) Uvazujme vyrok
Vne N: 3|(n®+2n).
Dokazte jej
a) deduktivnim rozdélenim na diléi piipady;
b) tplnou matematickou indukei.
Cviceni 3.2. (HW) Uvazujme vyrok
VneN: 72 +5).

Dokazte jej a) deduktivnim rozdélenim na diléf pripady; b) dplnou matematickou indukei.
Cviceni 3.3. (HW) Uvazujme vyrok

Vne N: 4|(n*—n?).

Dokazte jej a) deduktivnim rozdélenim na diléi pripady; b) uplnou matematickou indukei.
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Cviceni 3.4. Dokazte indukei:
a) (nahoding) Vne N: 12422 +...4+n? = %;
b) (HW)Vne N: 1+4+3+5+...+(2n—1)=n>%

Cviéeni 3.5. (na hodiné) Dokazte sporem, Ze v/3 nenf racionélni ¢islo.
Cvicéeni 3.6. (na hodiné) Dokazte sporem, ze Vn € N : 2|n? = 2|n.

Cviceni 3.7. (na hodiné) Vyvratte ndsledujici univerzalni vyroky:
a) Yne N: 4n?> = 4jn
b) Va,be N: 6la-b = 6|aV6]b.

Cviceni 3.8. (na hodin¢) Dokazte nebo vyvratte: Vn € N : 6|n* = 6|n.

Cviceni 3.8. (na hoding, ale mozna se stihne az ve étvrtém cviceni) Dokazte nésledujici
existencni vyroky:

a) Ja,be R: (a+0b)?*=a®+b%
b) 3 feSenf rovnice z° + 2z — 5 = 0 na intervalu (1;2).

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.3.



27

4 Operace s mnozinami, dukaz uzitim Vennovych di-
agramu, kartézsky soucin

Warm-up: Po tématu logiky v tydnech 1-3 se budeme v tydnech 4-5 zabyvat druhym
zakladnim pilifem matematiky, a sice ¢iselnymi mnozinami. To je téma studentim znéamé,
proto jen néco malo o operacich s mnozinami v této kapitole a o délitelnosti zejména
prirozenych a celych ¢isel v kapitole nasledujici.

Navrh planu prednasky:

e Operace AU B, AN B, A: definice jednak Vennovymi diagramy, jednak logickym
symbolickym zapisem.

e Neékteré vlastnosti téchto operaci: de Morganova pravidla, distributivni zakon sjed-
noceni a pruniku mnozin ... dokazujeme nejlépe Vennovymi diagramy, typ dukazu ¢.
11.

e Typ 12 dukazu rovnosti mnozin: Pomoci univerzalniho prvku a fetézce ekvivalenci.
e Typ 13 dukazu rovnosti mnozin: Pomoci univerzalniho prvku a dvou inkluzi.

e Operace \, + X ... definice Vennovymi diagramy, kartézskym grafem, a symbolickym
logickym zapisem.

e X ... vlastné se nejednd o operaci, protoze vysledkem je struktura jiného charakteru,
s jinymi objekty jako prvky (prvky kartézského souc¢inu mnozin jsou tzv. usporadané

dvojice).
e Prozkoumejte nékteré vlastnosti operaci \, +: asociativitu operace =+, vztah (A \
B)yNnC=...,vztah (A\B)+~C=....

e Obrazek tif mnozin v obecné poloze, obrazek ¢ty mnozin v obecné poloze — u ¢tyr
mnozin délici kiivky rozdéli rovinu na Sestnact oblasti u tiif mnozin na osm oblasti
(pravdépodobné jen obrazek, piiklady se stihnou na cviceni).

4.1 Prednaska

V kapitole 4 se budeme zabyvat péti druhy mnozinovych operaci, a sice sjednocenim,
prinikem, rozdilem, doplikem a symetrickym rozdilem. Sestym typem ,operace® je
kartézsky soucin mnozin'?, ale jednd se o postup trochu jiné kategorie, protoze vysledkem
kartézského soucinu je mnozina prvku jiného typu nez jsou prvky sjednoceni, pruniku,
doplnku, rozdilu ¢ symetrického rozdilu.

Mnozinou M (definice 20) rozumime soubor navzdjem rozlisitelnych'* prvki, o
kterych 1ze jednozna¢né rozhodnout, ze do néj patii.

13Pojem operace bude piesné definovén v definice 54 kapitoly 6, ale kartézsky soucin vytvaii mnoziny
objektu jiného typu, nez jsou vstupni mnoziny, a proto kartézsky sou¢in mnozin neni povazovan za binarni
operaci (jako jsou sjednoceni, prunik, rozdil, symetrickd diference) nebo unérni operaci (jako je doplnék
mnoziny).

147j. jeden objekt nemiize byt dvakrat prvkem téze mnoziny: {6,6} = {6}.
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Prvky mnoziny budeme vypisovat do slozenych zavorek:
e oznaceni 19: Leva zavorka { a pravéd zévorka } oznacuji mnozinu.

Napiiklad N = {1,2,3,...} oznacuje mnozinu prirozenych ¢isel, ¢isla 1, 2, 3 jsou prvky
mnoziny N.

A) Zadavani mnoziny.

Mnoziny lze zaddvat bud vyétem prvku jako v pfedchozim piifkladé, nebo charakte-
ristickou vlastnosti, jez splnuji jeji prvky.

Priiklad 4.1. Zadani mnoziny charakteristickou vlastnosti:
A={zeR:0<2 <2}

(¢teme: A je mnozina takovych redlnych ¢isel z, ze 0 < x < 2)'® — charakteristickd
vlastnost mnoziny nasleduje v tomto zapisu za dvojteckou.

Jiny piiklad: N; = {7,14,21,28,...} je mnozina ndsobku pfirozeného ¢isla 7, | témeér
vyctem vSech prvku, protoze prvku je nekoneéné mnoho.

Jiny piiklad: Deg = {d € N : d|28} je zaddni mnoziny charakteristickou vlastnosti,
Dog = {1,2,4,7,14,28} je pak zadani téze mnoziny vyctem prvku.

B) Zakladni mnozinova oznaceni a definice

Oznaceni operaci pruniku a sjednoceni ¢tendi zné (ozna¢. 16 a 17 na str. 13) — v
nasledujici definici pripomeneme definici disjunktnich mnozin, univerzalni mnoziny a
doplitkku mnoziny:

Mnoziny A, B se nazyvaji disjunktni (definice 21), kdyz jejich prunikem je prazdna
mnozina (AN B = ().

Univerzdlni mnozina!'® (definice 22a) je takovd mnoZina, kterd obsahuje vsechny
prvky, které ma smysl uvazovat. Doplikem mnoziny A vzhledem k univerzalni mnoziné
(definice 22b) je mnozina téch prvku univerzalni mnoziny, které nelezi v mnoziné A.

Priklad 4.2. Pokud U ={...,—2,-1,0,1,2,3,...} je univerzalni mnozina a
A={..,-2,—-1-0,1,2},
tak doplikem mnoziny A vzhledem k univerzalni mnoziné U je mnozina

A=1{3,4,5,...).

15Vsimnéte si, ze dvojtecku nyni ¢teme ,takovych, ze“ nebo ,tak, ze“.
16Cesky: vSeobecnd, vieobsahujici.
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Sjednoceni mnozin A, B (definice 23a) je mnozina A U B takovych prvku, které
jsou prvky mnoziny A nebo B (nebo ve vyznamu nevylucovacim). Prunik mnozin A, B
(definice 23b) je mnozina AN B takovych prvku, které jsou prvky mnoziny A a soucasné
prvky mnoziny B.

Oznaceni pruniku a sjednoceni ... viz oznaceni 16 a 17 v kapitole prvni. Dalsi oznaceni,
ktera ctenar musi zvladnout, jsou tedy tato:

e oznaceni 20: A ... doplnék mnoziny A (vzhledem k univerzalni mnozine U);

e oznaceni 21: ;=% ... defini¢ni, prifazovaci rovnitko, které znamenda ,se definuje
jako ...“; naptiklad Ize definovat doplnék mnoziny A takto:

A={zeU:x¢ A}

(¢teme: doplnék mmnoziny A se definuje jako mnozina (¢i oznacuje mnozinu) téch
prvku x z mnoziny U, které nepatii do A)

e oznaceni 22: () ... prazdnd mnozina;
e oznaceni 23: C ... je podmnozinou;

e oznaceni 24: C ... je vlastni podmnozinou, tj. je podmnozinou, ale nerovna se dané
mnoziné; v matematickych symbolech A C B tehdy, kdyz

ACB AN A#B.

C) Vennovy diagramy a dikazy rovnosti mnozin.

Vennovy diagramy (definice 24) jsou diagramy, které schematicky reprezentuji
mnoziny pomoci ¢asti roviny — ¢ast roviny oznacena jako M reprezentuje vSechny prvky
mnoziny M.

DOPLNIT ... ptedchozi operace sjednoceni, pruniku a dopliku lze dobte definovat
pomoci Vennovych diagramu graficky.

Priklad 4.3. Na obrazku vidite Vennovy diagramy nésledujicich mnozin'": a) AU B, b)
ANB,c) AnNB,d) AUB,e) AUB, f) ANB.

" Tento piiklad viz [4], str. 795. Vétsina této kapitoly je zpracovana podle [4], str. 791-800.
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Typ dikazu ¢islo 11: Rovnost mnozin Vennovymi diagramy.
Rovnost, ve které na obou stranach vystupuji mnoziny a operace mezi
nimi, 1ze dokazat pomoci Vennovych diagramiu — sestavime Vennuv dia-
gram pro kazdou stranu rovnosti a vySrafujeme v ném ¢asti odpovidajici
vysledkim danych operaci; pokud pak v obou Vennovych diagramech
jsou vysrafovany stejné c¢asti roviny, tvrzeni o rovnosti je tim dokazano.

(Véta 08) Pro libovolné tii mnoziny plati tzv. asociativni zadkony vzhledem k operacim
pruniku a sjednocent:

a) (AUB)UC =AU (BUC), b) (AnB)NC=AnN(BNC)

Dukaz (typ 8) nakreslime Vennuv diagram pro kazdou ze stran rovnosti a porovname
srafované oblasti — zjistime, Ze se rovnaji, tj. schematicky (¢i graficky) dukaz je hotov
(vyucujici na tabuli). O

Déle plati velmi zajimavé rovnosti mnozin, které souvisi také s operaci doplnku
mnoziny vzhledem k univerzélni mnoziné (= s definici 22):

(véta 09) De Morganovo pravidlo (a): Pro kazdé dvé mnoziny A, B, které jsou
podmnozinou univerzalni mnoziny U, plati:

ANB=AUB.
Dukaz Ize provést pomoci Vennovych diagramu — viz cviceni. O

(véta 10) De Morganovo pravidlo (b): Pro kazdé dvé mmoziny A, B, které jsou
podmnozinou univerzalni mnoziny U, plati:

AUB=ANB.

Dukaz Ize provést pomoci Vennovych diagramu — viz cviceni. O
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Typ dikazu ¢islo 12: Rovnost mnozin pomoci univerzalniho prvku a retézce

ekvivalenci.

Rovnost, ve které na obou stranach vystupuji mnoziny a operace mezi
nimi, 1ze dokazat pomoci tzv. univerzalniho prvku, coz je libovolny prvek
r mnoziny uvazované na levé strané rovnosti — predpokladame, ze x je
prvkem mnoziny na levé strané rovnosti a pomoci retézce ekvivalenci
dospéjeme k tomu, ze r je téz prvkem mnoziny na pravé strané rovnosti.

Ad dikaz véty 10: zduvodnéni lze provést i pomoci univerzalniho prvku a fetézce

ekvivalenci ... DOPLNIT, viz prednéska.

Typ dikazu c¢islo 13: Rovnost mnozin pomoci univerzalniho prvku a dvou

inkluzi.

Rovnost, ve které na obou stranach vystupuji mnoziny a operace mezi
nimi, 1ze dokazat pomoci tzv. univerzalniho prvku, coz je libovolny prvek
x.

a) predpokldddme, ze = je prvkem mnoziny na levé strané rovnosti a
pomoci fetézce implikaci dojdeme k tsudku, ze x je téz prvkem mnoziny
na pravé strané rovnosti.

b) pfedpokldddame, ze x je prvkem mnoziny na pravé strané rovnosti a
pomoci retézce implikaci dojdeme k tsudku, ze x je téz prvkem mnoziny
na levé strané rovnosti.

Ad dukaz véty 10: zduvodnéni lze provést i tak, ze pomoci univerzalnitho prvku

dokézeme dvé inkluze ... DOPLNIT, viz prednéska.

D) Operace rozdilu mnozin a symetrického rozdilu mnozin.

e (oznaceni 25) rozdil mnozin A a B (a soucasné (definice 25)) budeme oznacovat
seSikmenym znaménkem minus, aby bylo patrno, Ze se jedna o jinou operaci nez

odéitani redlnych cisel:
A\B:={x € A:z ¢ B};

Doporucuji psat radéji obycejné MINUS, protoze pii pouziti lomitka zalezi na tom,
zda je otoceno ve tvaru déleni nebo neni: mnozinové \ je néco naprosto jiného nez
mnozinové déleni /, které bude predstaveno v kapitole 7. Nebude tedy chybou, kdyz
budeme psat A — B := {x € A : = ¢ B}, aby se minus lépe odlisilo od lomitka v

opacném smeru.

e (oznaceni 26) Symetricky rozdil mnozin A a B (a soucasné (definice 26)) budeme

oznacovat jako A + B, tj.

A+-B:={zxecU:ze€(A\B)Vz e (B\A)}

(z obrazku Vennova diagramu 1 je patrny vysledek této operace pouzité na mnoziny A,

B).
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Obrazek 1: Vysledek operace symetrického rozdilu mnozin A, B.

E) Kartézsky sou¢in mnozin

Pojem kartézského soucinu je v jistém smyslu odlisny od dosud uvazované unarni
operace doplnku mnoziny (unérni operace = takovd operace, do které vstupuje jedna
mnozina A) a bindrnich mnozinovych operaci pruniku, sjednoceni, rozdilu nebo syme-
trického rozdilu (bindrni operace je takova operace, do které vstupuji dvé mnoziny A,
B) — zatimco vysledkem vsech predchozich operaci je zase néjakd podmnozina univerzalni
mnoziny, vysledkem kartézského soucinu je mnozina jiné kategorie: mnozina usporadanych
dvojic.

e (oznaceni 27) Kartézsky souc¢in mnozin A, B (a soucasné (definice 27)) budeme
oznacovat jako A x B, tj. zkracené symbolické vymezeni kartézského soucinu je dano
vztahem

Ax B:={[a;b]:a € ANbE B}

(praveé uvedeny symbolicky zapis ¢teme: Kartézsky souc¢in mnozin A a B je mnozina
(vSech moznych) uspotradanych dvojic typu [a;b], kde a je prvkem mnoziny A a b je
prvkem mnoziny B).

Grafickou reprezentaci kartézského soucinu je tzv. kartézsky graf ... DOPLNIT.

Piiklad 4.4. Pro A = {a,b} a B = {1,2,3} lze sestavit jejich kartézsky soucin, ktery
mé Sest prvki (= Sest usporadanych dvojic):

Ax B ={[a1],[a, 2], a3],[b, 1], [b,2], [0, 3]}

(tedy vidime, ze u konetnych mnozin je dan pocet prvku jejich kartézského soucinu
sou¢inem poctu prvku jednotlivych mnozin). Pozor, zdlezi na potadi, protoze A x B #
B x A. Specialné

B x A={[1,al,[1,b],[2,al,[2,b],[3,al, [3, 0]}

V usporadanych dvojicich v hranatych zavorkach tedy zalezi na potadi jednotlivych prvku.

Piiklad 4.5. RxR oznacuje tzv. kartézsky ¢tverec mnoziny realnych ¢isel. Pomoci Rx R
a dvou navzajem kolmych realnych os lze popsat mnozinu vsech bodu v roviné: kartézska
soustava soutadnic je takova soustava, jejiz dvé osy jsou na sebe kolmé a jednotka na obou
osach je stejné velkd. Ptritom napf. bod [1;2] lezi v takto popsané roviné jinde nez bod
[2; 1] — zélezi na poradi prvki v dané usporadané dvojici.
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Tedy pojem kartézského souc¢inu ndm umoznuje popsat mnoziny bodu v roviné pomoci
jejich soutadnic — jedna se proto o zakladni pojem analytické geometrie, kdy geometrické
utvary popisujeme pomoci Cisel, funkci a rovnic. Za svuj nézev vdeéci kartézskd soustava
soutadnic ¢lovéku, ktery se jmenoval René Descartes (1596-1650) — je povazovan za za-
kladatele moderni filosofie, a také svym trvanim na soufadnicovém popisu geometrickych
objektu vyznamné prispél k rychlému rozvoji moderni geometrie.

4.2 Cviceni

Cviceni 4.1. K tabuli pujdou tii lidi soucasné: nakreslete Vennuv diagram a napiste
zadéni operace charakteristickou vlastnosti a) u operace sjednoceni mnozin, b) u operace
pruniku mnozin, ¢) u operace doplitkku mnoziny.

Cviceni 4.2. Vidite souvislost mezi teorif mnozin (vétami 9 a 10) a logikou? Jaké tii
ruzné spojitosti s logikou na vétach 9 a 10 vidite?

Cviceni 4.3. K tabuli ptjdou tfi lidi soucasné: a) u operace rozdilu mnozin nakreslete
Vennuv diagram a napiste zaddni operace charakteristickou vlastnosti, b) u operace
symetrického rozdilu mnozin nakreslete Vennuv diagram a napiste zadéani operace cha-
rakteristickou vlastnosti, ¢) u kartézského souc¢inu mnozin nakreslete kartézsky diagram a
zapiste zadani tohoto kartézského soucinu charakteristickou vlastnosti.

Cviceni 4.4. Pomoci Vennovych diagramu dokazte asociativitu operace symetricky
rozdil, tedy ze pro mnoziny A, B, C plati

(A-B)~C=A+(B-=C).
Cviceni 4.5. Pomoci Vennovych diagramu dokazte, ze pro mnoziny A, B, C' plati
AN(B+C)=(AnB)+(An(O).
Cviceni 4.6. Na obrézcich jsou ¢tyii mnoziny A, B, C, D (Vennovy diagramy pro ¢tyfi

mnoziny v obecné poloze); zapiste pomoci téchto mnozin a mnozinovych operaci mnozinu,
ktera je dana srafovanim na obrazku:

*)

N
i

-

Cviceni 4.7. (HW) Prozkoumejte'® operaci symetrického rozdilu a pomoci Vennovych
diagramu dokazte, ze plati

18Viz [17], str.44, pF 1.2.B6.
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a) A-B=(AUB)\ (AN B),

b) A+~ B=B-=+ A,

c) AA\B=A=+(ANB),

d) AN(B+=C)=(ANB)=(ANC).

Cviceni 4.8. (HW) Dokazte, ze pro mnoziny A, B plati AUB = A+ (B+ (AN B)).
Ditkaz proved'te 11) pomoci Vennovych diagramt, 13) pomoci univerzalniho prvku a dvou
inkluzi, 12) pomoci univerzéalniho prvku a fetézce ekvivalenci.

Cviceni 4.9. (HW) Vyjadiete matematickym symbolickym (logickym) zépisem bez
jakékohokoli ¢eského slova definice vSech operaci, které jsme v této kapitole prosli:

a) A:=...

b) A\ B:=...
¢) AxBi=...
d) AuB:=...
e) ANB:=...
f) A-B:=...

Cviceni 4.10. (HW) Na univerzalni mnoziné U vsech prirozenych ¢isel jsou zadany
mnoziny A = {2,3,4,5,8,10}, B = {3,5,10,12,15}, C' = {3,10,17,18,19}. Udejte
vyétem prvki mnozinu (AU B)NC.

Cviceni 4.11. (HW)
a) Uvedte definici mnoziny: Mnozina je ...

b) Vyjddrete srafovanou ¢ast S Vennova diagramu na obrazku pomoci mnozin na obrazku
a znamych mnozinovych operaci: S = ...
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Cviceni 4.12. (HW) Napiste mnozinové vyrazy, jejichz vysledkem je vysrafovand plo-
cha Vennova diagramu na obrazku:

Cviceni 4.13. (HW) Pomoci Vennovych diagramu vyteste: 120 studentu sklddalo
tfi zkousky. Pfitom deset procent studentu neslozilo ani jednu z nich. Nebyl nikdo, kdo
by slozil zkousku jen z druhého predmétu. Devét studentu z néj slozilo uspésné zkousku,
le¢ pro zménu neprospélo z prvniho predmétu. 47 studentu slozilo ze tii zkousek dveé. 33
studentu nevyhovélo z tretiho predmétu. 56 studentu slozilo tispésné zkousku ze druhého
i ttettho predmétu, zato vsak 20 studentul neobstalo ani u jednoho z nich. Kolik studentu
slozilo pouze treti zkousku?

Cviceni 4.14. (HW) Cviceni k pojmu kartézsky soucin: Viz
http://www.realisticky.cz/hodina.php?id=1466,

a sice: priklady (zadéni), az pak lekce (zadéni i s vysledky a pozndmkami).

Vysledky nékterych prikladu a cvic¢eni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.4.
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5 Délitelnost celych ¢isel, zakladni charakteristika ra-
cionalniho ¢isla

Warm-up: Obsah paté prednasky i cviceni bude prednesen na paté prednasce, takze je
veelku soucdsti provérky v sestém tydnu, i kdyz paté cviceni se uz neodehraje.

5.1 Prednaska

Piiklad 5.1. (nebo spie otdzka) Reknéte sousedovi v lavici odpovédi na nésledujicich
pét otazek:

1. Pro¢ existuje N7

2. Pro¢ existuje Z, nestacilo by N7

3. Pro¢ existuje ), nestacilo by Z7?

4. Proc existuje R, nestacilo by Q7

5. Pro¢ existuje C, nestacilo by R?

A) O délitelnosti celych ¢isel

Definice 28: Celé cislo a beze zbytku déli neboli je délitelem celého ¢isla b, kdyz

existuje celé ¢islo ¢ tak, ze plati b = a - q. Pokud ¢islo ¢ € Z s touto vlastnosti neexistuje,
iikame, ze a nedéli (neni délitelem ¢isla) b.

Studenti pozor, délitelnost zndmou ze stiedni Skoly jsme trochu rozsitili i na zaporné
délitele, a tim se pocet délitelu kazdého celého cisla zdvojnasobil — kromé kladného
znaménka existuji i délitelé se stejnou absolutni hodnotou, jen se jednd o zaporna cisla.

Definice 29: Kazdé celé ¢islo b ma vzdy nasledujici ¢tyti délitele: 1, —1, b, —b ... tito
deélitelé se nazyvaji nevlastni délitelé ¢isla b. Vsichni ostatni délitelé (pokud néjaci existuji)
se nazyvaji vlastni délitelé ¢isla b. S tim souvisi dalsi pojem — definice 30 — celé ¢islo p se
nazyva prvocislo, pokud mé pouze nevlastni délitele; pokud ma i vlastni délitele, nazyva
se slozené cislo.

e (oznaceni 29) Nejvétsi spolecny délitel celych ¢isel a, b se oznacuje jako NSD(a,b).
Napiiklad NSD(24,30) = 6.

e Nésobek dvou prirozenych ¢isel a, b je takové piirozené ¢islo ¢, Ze alc a soucasné
blc. (oznaéeni 30) Nejmensi spoletny ndsobek!? pfirozenych ¢isel a, b se oznacuje
nsn(a,b) a definuje se jako nejmensi prirozené ¢islo, které je ndsobkem obou z ¢isel
a, b. Napiiklad nsn(24,30) = 120.

Y Tedy u zapornych celych éisel nebudeme machrovat a hledat nejmensi spoleény nasobek, protoze ten
neexistuje. Ma smysl definovat a hledat jen nejmensi spoleény nasobek prirozenych ¢isel.



5.1 PREDNASKA 37

V nasledujici vété rozsitime predstavu o déleni dvou kladnych ¢isel, kde vysledkem je
neuplny podil a zbytek, na ponékud bizarni kombinaci déleni dvou celych ¢éisel, kdy podil
muze byt zdporny. Za této situace vylu¢ujeme déleni nulou (rozdéleni jakékoli hodnoty
na nula ¢asti nemd smysl) a piipadné zéporné znaménko prevedeme do citatele, tj. staci
se omezit na déleni celého ¢isla b prirozenym ¢éislem a:

(Véta 11) - véta o zbytku vzdy nezdporném

Pro ¢isla a € N, b € Z existuje dvojice celych ¢isel ¢, r takovych, ze 0 < r < a, a plati
b=a-q+r.
Dukaz typu 10 (konstrukéni):
(a) Prob =0 plati: 0 =a -0+ 0, tj. hledana ¢isla jsou ¢ = 0, r = 0.

(b) Pro b > 0 : Secitdme ¢islo a nulakrat, jedenkrat, dvakrét, atd. ... az g-krét, abychom
dostali takové cislo, ze dalsim prictenim kladného ¢isla a uz dostaneme cislo vétsi
nez b (protoze ¢islo b je koneéné, po koneéném poctu secteni ¢isla a se ndm to musi
podarit). Cislo ¢ je pak podilem po déleni b : a a ¢islo r := b — aqg je zbytkem po
tomto déleni. Z konstrukce plyne, ze zbytek r je kladny.

(c) Pro b <0 : Odecitame ¢islo a od nuly jedenkrét, dvakrat, atd. ... az g-krét, abychom
dostali nejvétsi mozné ¢islo, které je mensi nebo rovno éislu b (protoze ¢islo b je
konecné, po koneéném poctu odecteni kldného ¢isla a se ndm to musi podarit). Cislo
q := —g je pak podilem po déleni b : a a ¢islo r := b—aq je zbytkem po tomto déleni.
7, konstrukce plyne, ze Cislo aq je ¢islem totoznym s b, nebo nejblizsim zapornym
nasobkem ¢isla a, jehoz obraz na ¢iselné ose lezi nalevo od obrazu ¢isla b. Z této
konstrukce plyne, ze zbytek r je kladny.

Piiklad 5.2. (studenti sami, vyucujici provede kontrolu) Naleznéte ¢isla g, r z véty 11
pfi

a) déleni ¢isla b = 25 ¢islem a = 3;
b) déleni ¢isla b = (—25) ¢islem a = 3;

Duvod hledani vzdy kladného zbytku r jsou zbytkové tiidy — viz 7 — pro né budeme
potiebovat rozdéleni vsech celych ¢isel na podmnoziny podle kladného zbytku pii déleni
prirozenym c¢islem. Je tedy pro nas dulezity fakt, ze tento kladny zbytek vzdy existuje.
P1i déleni zaporného ¢isla b ptirozenym cislem a pii tomto pristupu tedy nehledame ¢islo
nejblize mensi nez absolutni hodnota |b], které je délitelné ¢islem a, ale ¢islo nejblize vétsi
nez |b|, které je délitelné ¢islem a — tj. hleddame cislo nejblize vlevo od obrazu ¢isla b na
realné ose, které je délitelné ¢islem a, a pak jeho (nezdpornd) vzdélenost od cisla b je
rovna zbytku r. Vice viz kapitola 7.

Veéta 12. Pro cela ¢isla a, b, ¢ plati:

a) alb A alc = al(b+ ¢);
b) alb A alec = a|(b— ¢)
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(tedy pokud a déli dvé cela ¢isla, déli i jejich soucet, a déli také jejich rozdil).

Dukaz: Byla dokazana na prednésce 2, studenti museji jeji dukaz znat v ramci primého
dukazu implikace (dukazu typu 2).

Protoze® NSD(0;0) neexistuje, NSD(0;b) = |b| pro nenulové b € Z a NSD(a;b) =
NSD(|al;|b]) pro a # 0 # b, staci hledat nejveétsiho spolecného délitele dvou pfirozenych
¢isel a, b. Z toho duvodu je néasledujici véta vyslovena a dokézéna pouze pro prirozena ¢isla.

Véta 13. (Eukleiduv algoritmus pro nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele prirozenych
cisel a, b)?': Preznacme si &fsla a, b tak, aby b > a. Proved me nynf nésledujici posloupnost
déleni se zbytkem (podle véty 11):

b:a=qy zbytek je rg,
a:rg=q, zbytek je rq,
ro i T1 = q2, zbytek je ro,

Tn—2  Th—1 = Qn, Zbytek je Tn,

Tn_1:Tpn = Qni1, zbytek je 0,

tedy mame vztah
tedy mame vztah

tedy méame vztah

tedy mame vztah

tedy mame vztah

(v)
(iv)

(iid)

(i7)
(4)

b=a-qo+ro;
a="ry-q +171;

To =171 q2 + T2;

Tn—2 = Tn_1"qn + Tn;

T'n—1 = Tn " 4n+1;

Pak posledni nenulovy zbytek r, v této posloupnosti déleni je roven nejvétsimu
spolec¢nému déliteli cisel a, b.

Dukaz: Protoze a > ry > r; > ..., tak po kone¢ném poctu krokt musi nastat r,; = 0.
Dalsi dukaz provedeme ve dvou krocich: a) dokézeme, ze r,|a, r,|b; b) dokdzeme, ze kazdy
jiny délitel j, ktery déli a i b, déli i r,.

ad a) Uvazujme vztahy (i), (éi),..., (v) z tvrzeni véty (postupujeme nyni od spodniho
vztahu (i) k hornimu vztahu (v)):

()2

(ii) "L

Tnlrnfl

Tnl(rnfl *gn + Tan)u tJ rn’ran
Tn|To

ral(ro-qu + 1), tj. rala
rol(a-qo+10), tj. 4|b

7 poslednich dvou tadku plyne, ze 7, je spolecnym délitelem ¢éisel a i b.

20Viz [15], str. 13.
2lyiz [15], str. 13-14.
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ad b) Uvazujme nyni jiného délitele j ¢isel a i b a postupujme nyni od horniho vztahu
(v) ke spodnimu vztahu (i):

)= jbAjla = jlre
() "= glanjlre = jln
JlroANglre = jlre

.. .12b . . .
(“) Uzlg ]|Tn—2A]|Tn—1 = ]|Tn

Kazdy jiny délitel j ¢isel a, b je i délitelem ¢isla r, (viz posledni tadek), tj. r, je ze
vSech délitelu ¢isel a, b ten nejvetsi. O

B)pfevod zlomku na tvar s ukonéenym nebo neukonéenym desetinnym
rozvojem

Oznaceni danych ¢iselnych oboru N, Z, ), R := QU I, C uz bylo zminéno v prednasce
prvni, na tomto misté se chvili vénujme rozdilu mezi mnozinami ) a I: uvedeme nyni
velmi jednoduchy princip, ktery souvisi s dukazem typu 14, a pak pomoci tohoto principu
dokazeme vétu 14, kterd ukazuje na hlavni rozdil mezi raciondlnimi ¢isly (= ¢isly, kterd
lze vyjadrit ve tvaru zlomku) a iraciondlnimi ¢isly (kterd nelze vyjadrit ve tvaru zlomku).

Typ diikazu c¢islo 14: Dirichletiv princip.
Pokud rozdélujeme n + 1 predmétic do n prihradek, aspon v jedné
prihradce najdeme po rozdéleni aspon dva piredméty.

Platnost Dirichletova principu®? je vidét ,pfirozené“ = celkem s ni kazdy souhlasi.
V tom nejhor$im ptipadé se muze totiz stat, ze po rozdéleni n predmétu je v kazdé z n
prihradek jeden — ale ten posledni ,n plus prvni“ predmét, uz musime tedy ptidat do
néjaké prihradky, kde néjaky jeden predmét je ... tedy v aspon jedné prihradce budou po
rozdéleni aspon dva predméty. Samoziejmé se muze stat, ze pokud predméty rozdélujeme
libovolné, nikoli rovnomérné, po rozdéleni budou dva nebo ti{ predméty v péti piihradkéach
a fada dalsich prihradek bude prazdna — to je mozné. Nas ale jen zajima, ze urcité existuje
jedna prihrddka (Suplik) obsahujici aspon dva predméty — tento fakt je zarucen tim, ze
predmeétu je vice nez prihradek.

Tento velmi jednoduchy typ dukazu lze kupodivu pouzit pii dukazu celkem dulezité
nasledujici véty, ktera vystihuje rozdil mezi ¢islem racionalnim a ¢islem iracionalnim.

22T¢z: prihradkovy princip, anglicky — pigeonhole principle neboli princip holubniku, protoze byval ¢asto
formulovéan o (n + 1) holubech nalétévajicich do holubniku o k komoréch.
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(véta 14) Kazdé raciondlni ¢islo ma desetinny rozvoj bud kone¢ny, nebo periodicky.

Diikaz: Uvazujme nejprve konkrétni zlomek % jako vyjadreni jednoho racionédlniho ¢isla
a naleznéme jeho desetinny rozvoj, tj. vyjadieni ve tvaru s desetinnou carkou — vSechny
uvahy pak lze vztahnout na obecné raciondlni ¢islo ™* prom € Z, n € N.

Pti déleni 1 : 7 postupujeme nasledovneé:

e 1:7=0, zbytek 1, napiSeme desetinnou carku do vysledku a pfipiSeme nulu;

e 10:7 =1, zbytek 3, ke zbytku pfipiSeme nulu;

e 30:7 =4, zbytek 2, ke zbytku pripisSeme nulu;

e 20:7 =2, zbytek 6, let us put down another zero to the remainder;

e 60 :7 =8, the remainder is 4, let us put down another zero to the remainder;

e 40 :7 =5, the remainder is 5, let us put down another zero digit to the remainder;
e 50:7 =7, the remainder is 1, let us put down another zero digit to the remainder;

e Od této chvile délime 10 : 7 = 1, zbytek 3 ... ale to uz tady jednou bylo, zbytky i
vysledky po déleni se zacinaji periodicky opakovat. Pro¢ tomu tak je?

Rozeberme si tuto situaci: Pii déleni sedmi se po urcité dobé délenec ,vycCerpa“ v tom
smyslu, ze neobsahuje zadné dalsi cifry a pridavame ke zbytku v nizsich fadech pouze
nuly?3. Jediny vliv na kazdy dalsi fddek pisemného déleni maji tedy jen zbytky zbytky po
déleni sedmi, ke kterym pripisujeme stale jen nulu.

Vime, ze zbytku po déleni sedmi je sedm ruznych — jsou to ¢isla (a soucasné cifry) 0, 1,
2,3,4,5,6. A nyni vyuzijeme Dirichletuv (pfihrddkovy) princip: Staci provést osm kroku
castecného déleni po ,vycerpani“ délence a protoze moznych zbytku po déleni sedmi je
pouze sedm, jeden zbytek se po danych osmi krocich zopakuje dvakrat — a po zopakovani
daného zbytku se uz periodicky opakuji vSechny dalsi zbytky ve stejném poradi, takze
desetinny rozvoj naseho ¢isla je nekonecny, ale periodicky.

Presnéji teceno, pokud néktery z diléich zbytku je roven nule, v déleni uz nepo-
kracujeme a desetinny rozvoj takového zlomku je konecény. Tedy obecné lze tici, ze pri
déleni m : n po ,vycerpani“ délence m (ktery mé koneéné mnoho cifer, a tak se vycerpat
nekdy musi) staci provést dalsich maximélné n+ 1 kroku a dostaneme diléi zbytek nula (t;j.
desetinny rozvoj daného racionélniho ¢isla je koneény, ukonceny), nebo se néktery z nenu-
lovych zbytku zopakuje (a tedy desetinny rozvoj daného ¢isla je nekoneény periodicky). O

C) Komplexni ¢isla

Komplexnim é&islum budou vénovany asi ¢tyfi tydny v predmétu Algebra 1 (druhy
semestr), takze partie o komplexnich éislech byla presunuta do piislusnych skript.
Nedockaveum doporucuji stiedoskolskou ucebnici [16], kterd seznamuje s komplexnimi
¢isly strucné a celkem dobfe na 56 stranach.

23Nam se délenec v nasem pifkladu délenf vycerpal uz po prvnim kroku, protoze byl jednociferny.
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5.2 Cviceni

Cviceni 5.1. Procvicte si praktické uziti véty 11 a najdéte podil a nezdporny zbytek pii
deéleni a) cisla 30 ¢islem 7; b) ¢isla —25 ¢islem 6.

Cviceni 5.2. Procvicte si praktické uziti véty 13: podle procesu popsaného ve vété
13 naleznéte nejvétsitho spolecného délitele ¢isel 208 a 364. Naleznéte tohoto délitele také
druhym zptisobem, a sice rozkladem ¢isel na soucin prvocisel.

Cviéeni 5.3. Procvicte si praktické uzit{ véty 14 a preved'te zlomky
s desetinnym rozvojem.

11,3 &
5 3 @ 7 nacisla

Cviceni 5.4. U vsech nasledujicich pojmu se pokuste o dokonc¢eni definice pomoci
symbolického zapisu bez ¢eskych slov, a vSechny tyto definice se pokuste negovat. Vsimnéte
si, ze na rozdil od prednasky se pojmy definuji pouze pro prirozena ¢isla — cilem je procvicit
symbolicky zapis definic, které studenti dobte znaji ze stfedni skoly.

a) pro prirozend ¢isla a, b definujeme: b je ndsobek ¢isla a, jestlize ...
b) pro piirozend ¢isla a, b definujeme: a je délitel ¢isla b, jestlize ...
c) pro prirozena ¢isla a, b, d definujeme: d je spoleény délitel &isel a, b, jestlize ...

d) pro piirozend ¢isla a, b, D definujeme: D je nejvétsi spoleény délitel éisel a, b,
jestlize ...

e) pro prirozend ¢isla a, b, n definujeme: n je spoleé¢ny nasobek &isel a, b, jestlize ...

f) pro prirozend ¢isla a, b, n definujeme: m je nejmensi spoleény nasobek ¢isel a, b,
jestlize ...

g) pro prirozené ¢islo p > 1 definujeme: p je prvocislo, jestlize ...
h) pro pfirozena ¢isla a, b definujeme: a, b jsou nesoudélna ¢isla jestlize ...

Cviceni 5.5. Naucte se na provérku dukaz véty 11.
Cviceni 5.6. Naucte se na provérku dukaz véty 12.
Cviceni 5.7. Naucte se na provérku dikaz véty 14.

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.5.
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6

6.1

Binarni relace a jeji vlastnosti

Prednaska

Treti odpovédi na otdzku o podstaté matematiky je pojem binarni relace na mmnoziné.
Tento pojem je klicovym pojmem tohoto pfedmeétu, protoze vSechny klicové definice
nasledujicich kapitol (usporadani, ekvivalence, zobrazeni, posloupnost funkce) jsou
specidlnim piikladem relace.

Plan Sesté prednasky:

Sest4 prednaska je kratsi, protoze prvnf hodina je stréavena testikem. Ve druhé hodiné
zbyde Cas jen na motivaci relace, nékolik piikladu ze zivota i z matematiky.

Definice relace: lidovda — soubor uréitych vazeb-vztahu mezi prvky dvou ruznych
mnozin (to by byla relace mezi mnozinami A a B), nebo mezi prvky jedné mnoziny
(to by byla relace na mnoziné A).

Nebo: mnozina uspotradanych dvojic reprezentujicich vazby mezi prvky (danych dvou
mnozin, nebo dané jedné mnoziny).

A konecné presnd definice relace: néjaka podmnozina kartézského souc¢inu A x B,
respektive (u relace na mnoziné) A x A.

Zadani presné matematické je mnozinou usporadanych dvojic. Reprezentace relace
bude pro nés nejcastéji pomoci kartézského grafu nebo orientovaného diskrétniho
grafu.

Pruchod definic vlastnosti relace, (11), anti-(11), (12), anti-(12), (13), (14); a vzdy
vysvétleni, jak 1ze tuto vlastnost poznat z kartézského grafu ¢i z diskrétniho grafu.

V idealnim pripadé se zakonci prikladem 6.2, ktery se zadd studentum, aby si jej
do zacatku cviceni vytvorili, a tim si poprvé sami prosli uvedenych Sest vlastnosti
relace. Letos se nestihlo a zaciname tim Sesté cviceni.

a) Pojem relace V bézném zZivoté uzivame radu relaci mezi prvky dvou ruznych mnozin,

napr.
e .mam v rozvrhu® je relace mezi mnozinou dnu v tydnu a mnozinou predmeéti
ve skole;
e .ma obcas k snidani“ je relace mezi mnozinou lidi a mnozinou potravin
(pozivatin);

Prikladem relaci mezi prvky jedné mnoziny jsou

e _je biologickym ditétem* ... relace na mnoziné lidi; zvlastni vlastnosti této relace
je to, ze kazdé dité je v relaci se dvéma rodici;

e _jeho matka je“ ... relace na mnoziné lidi; zvlastni vlastnosti této relace je to,
ze jedno dité je v relaci s jedinou matkou, tj. tato relace splnuje podminku
zobrazeni (viz kapitola 10): kazdé dité jednoznaéné odkazuje na svou matku.
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<, > na mnoziné celych ¢isel;
e | (déli = je délitelem) na mnoziné piirozenych cisel;
C

e C. O na mnoziné vSech podmnozin dané mnoziny;

e atd.

Lidoveé feceno, relace je mnozina néjakych vztahu, pricemz kazdy vztah spojuje dva
objekty (dva prvky) bud ze dvou ruznych mnozin, nebo z jedné mnoziny. Plati
ovsem jesté jedna véc, kterou splinuji vSechny vyse uvedené piiklady: v tomto vztahu
mezi dvéma objekty zalezi na poradi, ve kterém je uvadime — to se rozumi samo
sebou, ale zejména v relaci mezi prvky téze mnoziny si musime dat pozor, ktery
prvek uvadime jako prvni a ktery jako druhy, aby bylo patrno, napt. kdo je matka
a kdo dcera; které ¢islo je mensi nez to druhé ¢islo, apod.

Nicméné kromé lidové definice musi vSichni studenti umeét i presnou, matematickou
definici:

Definice 31a: relace mezi mnozinami M; a Ms je néjaka podmnozina kartézského
soucinu M; x M,. Definice 31b: relace na mnoziné M je néjaka podmnozina
kartézského soucinu M x M.

Prvky relace jsou tedy usporadané dvojice [z,y], ve kterych zédlezi na potradi. Pozor
na rozdil mezi pojmem kartézsky soucin a relace — kartézsky soucin je mnozina
vSech moznych usporadanych dvojic, které muzeme z danych dilé¢ich mnozin sestavit;
kdezto relaci rozumime kazdou podmnozinu kartézského soucinu. Napt. pro M =
{1,2,3} je

M x M = {[1;1],[2;2],[3; 3], [1; 2], [2; 1], [1; 3], [3; 1], [2; 3], [3; 2] },

ovSem napf. relace ,je ostfe mensi nez“ obsahuje jen nékteré usporadané dvojice
prirozenych ¢isel z kartézského souc¢inu M x M:

je ostte mensi nez = {[1;2], [1; 3], [2; 3]}

Poznamka: Rozdil mezi relacemi a operacemi

Kromé rady relaci se v matematice pouziva fada operaci. O operacich (napf. s¢itani,

relacemi a operacemi: vysledkem operace * (za hvézdicku si dosad'te napi. séitani,
nasobeni, prunik, apod) mezi dvéma prvky a, b je obecné néjaky tieti prvek a x b
(napt. 2+3 = 5), kdezto relace jen uvadi do vztahu dané dva prvky a, b (napt. 2 < 3).

b) Zadani a reprezentace relace: Relaci lze zaddvat
e vyctem uspoiriddanych dvojic: napiiklad

p= {[aab]v [bv a}v [bv C]? [b7 b]}a
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ve shodé s u¢ebnim textem [14], str.17, budeme téz relaci vypisovat takovym
stylem, ze oznaceni relace bude umisténo v zépise mezi danymi prvky (podobné
jako znak ,,<* je napsan mezi ¢isly 2 a 3, tj. v nasem ptikladu tataz relace bude
zapsana pomoci vztahu

apb, bpa, bpc, bpbd.

orientovanym diskrétnim grafem, kde prvek [a,b] zndzornime Sipkou
vychézejici z a a sméfujici do b, prvek [b,b] zndzornime smyckou z b do b,
atd. Tedy v nasem piikaldu relace se ¢tyfmi prvky (= ¢tyimi vztahy = ¢tyfmi

dvojicemi)
o
ﬂ d
(A
/ g
bt o

J

©

Obrazek 2: Grafova reprezentace relace p — priklad.

e matici, tedy pro tentyz priklad:

QLo o e

OO = O Q9
SO O = = o
SO = OO
OO OO X

(na pruse¢iku prvniho fddku (= fddku prvku a) a druhého sloupce (= sloupce
prvku b) matice je hodnota 1, protoze usporadana dvojice [a,b] je prvkem re-
lace p; déle na prusec¢iku druhého fadku a druhého sloupce matice je 1, protoze
smycka [b,b] je prvkem relace p; na tfetim a ¢tvrtém Fadku matice jsou samé
nuly, protoze ¢ ani d neni prvni soutadnici zadné usporadané dvojice z p, atd).
Ctyfem sipkdm v grafové reprezentaci odpovidaji ¢tyfi hodnoty 1 v matici re-
lace.

Reprezentace matici je vhodna pro vypocet skladani relaci, ale my se tomuto
skladani relaci nebudeme vénovat.

kartézskym grafem viz prednaska, ve skriptech DOPLNIT. Kartézsky graf
navazuje na definici kartézského souc¢inu — pak relace na mnoziné M (nebo
relace mezi mnozinami A, B) je néjakd podmnozina ,kartézské sitée“ M x M
(¢i ,kartézské sité“ A x B).
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c) Zakladni vlastnosti relace: U pojmu relace budeme studovat ur¢ité dalsi defino-
vané vlastnosti a rysy, to zejména u relace typu 31b, tj. relace na mnoziné M.

&f‘:\ Piiklad 6.1. (vyucujici — studenti) V néasledujicich definicich reknéte,

(i) jak lze danou vlastnost poznat z grafové reprezentace relace (a z reprezentace
matici);

(ii) uved'te pitklad této relace ze Zivota nebo z matematiky.

Relace p na mnoziné M se nazyva (kromé ¢isla identifikujictho danou vlastnost si
prosim pamatujte i jeji nazev)

reflexivni, kdyz Vo € M : zpx (vlastnost (11))

(Slovné: Kazdy prvek zadané mnoziny je v relaci se sebou samotnym);

antireflexivni, kdyz Vo € M : =(xzpx); (vlastnost (anti-11))

(Slovné: Zadny prvek zadané mnoziny neni v relaci se sebou samotnym);

symetricka, kdyz Vz,y € M : zpy = ypx; (vlastnost (12))
(Lidove: kazdy vztah, ktery existuje, je oboustranny! Presné matematicky: Relace

muze obsahovat usporadané dvojice stejnych prvku a musi s kazdou dvojici ruznych
prvku obsahovat i dvojici téchto prvku v opaéném poradi);

antisymetrickd, kdyz Vo, y € M : (xpy A ypx = x = y); (vlastnost (anti-12))

(Lidové: zadny vztah (kromé vztahu k sobé samému) neni oboustranny. Pfesné ma-
tematicky: Relace muze obsahovat usporadané dvojice stejnych prvka a nesmi s
zddnou dvojici ruznych prvku obsahovat také dvojici prvku v opa¢ném potadi);

tranzitivni, kdyz Va,y, 2 € M : zpy AN ypz = xpz; (vlastnost (13))

(Lidoveé teceno: Relace dédiénosti, neboli prvek z automaticky zdédi od prvku y i
jeho vztah k prvku z. Presné matematicky: Pokud prvek z je v relaci s prvkem y a
prvek y je v relaci s prvkem z, tak musi byt i prvek x v relaci s prvkem z);

uplnd, kdyz Ve, y € M : xpy V ypzx; (vlastnost (14))
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(Pro kazdou dvojici prvku (nebo i stejné prvky) musi platit, ze prvek z je v relaci s
prvkem y nebo prvek y je v relaci s prvkem z).

Poznamky k tuplné relaci. Z definice tplné relace je vidét, ze uplna relace je
automaticky reflexivni (tj. pro z = y plyne, ze xpx. Nékdy se tplna relace definuje
na zakladé podminky, kterd plati jen pro navzdjem ruzné prvky, tj. zhruba jako

Ve,ye M :x#y= xpyV ypz;

my se ovSem budeme drzet té definice uUplné relace, kterd zahrnuje i reflexi-
vitu. Tato rozdilnost v definici zpravidla nehraje roli, protoze vétsina relaci, které
jsou zajimavé pro nase studium a pouzivané v praxi, jsou uplné a soucasné reflexivni.

A jesté jedna poznamka k uplné relaci: uplna relace stale jesté nemusi byt rovna
kartézskému souc¢inu danych mnozin (nebo kartézské mocniné dané mnoziny):
Napiiklad relace ,,<* na mnoziné piirozenych ¢isel je iplnd, ale neobsahuje vsechny
mozné usporddané dvojice z kartézského ctverce (= kartézské druhé mocniny)
N x N, protoze napiiklad [2; 1] neni prvkem relace ,<“.

Piiklad 6.2. (v trojicich, jen studenti) Vezméte si strdanku A4 a rozdélte na
osm Casti. V kazdé ¢asti nakreslete pét bodu znazornujicich pétiprvkovou mnozinu,
oznacte je a, b, c,d,e. Do mnoziny Sipkami znazornéte relaci, ktera

je reflexivni,

je antireflexivni,

24

neni ani reflexivni, ani antireflexivni**,

je symetricka,
je antisymetricka,

, . t . k, . t t . k,25
neni ani symetricka, ani antisymetricka*",

je tranzitivni,

P N gt W=

neni tranzitivni.

Priklad 6.3. (v trojicich, jen studenti) Jaké vlastnosti spliuje relace | (déli, je
deélitelem) na mnoziné(Z, -)? Relaci | definujeme normalné, jak bychom u délitelnosti
cekali:

Veye Z: zlye (IpeZ . y=x-p)

Piiklad 6.4. (vyucujici — studenti) Muze byt nékterd relace symetrickd a antisy-
metricka soucasné?

24Takové relace existuji, protoze vlastnosti reflexivity a antireflexivity nejsou si navzéjem negacemi,
nybrz ,opa¢nymi pély spektra® vzhledem ke sledované vlastnosti.

25Takové relace existuji, protoze vlastnosti symetrie a antisymetrie nejsou si navzajem negacemi, nybrz
yopaénymi pély spektra® vzhledem ke sledované vlastnosti.
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i Piiklad 6.5. (v trojicich, jen studenti) U nasledujicich piikladu rozhodnéte, jaké
vlastnosti spliuji zadané relace:

a) Relace < na mnozine N = {1,2,3,...};
b) relace || (byt rovnobézny) na mnoziné piimek v roviné;

c) Relace je zaddna grafovou reprezentaci*® na obrdzku 3:

o

GE

G\ 2
iy
Obréazek 3: Priklad 6.5.c.

d) Zadani opét grafem?’, obrazek 4:

)
G / S

Obréazek 4: Piiklad 6.5.d.

d) Pojem inverzni relace: Definice 32: Inverzni relace p~! k relaci p je takova relace,

ktera obsahuje pravé ty usporadané dvojice, které byly utvoreny z prvku relace p
prehozenim potadi prvku.

Tedy plati

26[14], str.20, obr. 2a.
27]14], str.20, obr. 2b.
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Inverzni relaci k zadané relaci sestrojime velmi jednoduse v grafové reprezentaci —
v inverzni relaci se vSechny sipky grafové reprezentace oto¢i opa¢nym smérem (a
smycky zustanou, protoze na orientaci smycky v grafové reprezentaci prvku [z;z]
nezalezi). V maticové reprezentaci se matice transponuje podle hlavni diagonaly, tj.
pro ty, kdo jesté nerozumi, o ¢em je tec: fadky maticové reprezentace relace p se
napisi do sloupcti maticové reprezentace relace p=.

7 definice pojmu inverzni relace k relaci na mnoziné je vidét, ze pro jakoukoli relaci
p jeji inverzni relace p~! vidy existuje.

6.2 Cviceni

Navrh Sestého cviceni:

e Zacneme cvicenim 6.3: kolik moznych relaci existuje na dvojprvkové mnoziné, troj-

prvkové mnoziné? ... hodné ... tj. uz na malych mnozinach existuji rizné mozné
soubory vztahu-vazeb, neboli relace.

Priklad 6.2 z prednasky, pokud se nestihl uz na prednasce.

Doplnéni definic, které se nestihly, letos: a) definice antisymetrie, b) alternativni
definice antisymetrie, ktera na levé strané implikace vylucuje rovnost prvku, tj. pak
v tvrzeni implikace je pro studenty prirozenéjsi varianta: ,,opacna vazba‘“ mezi dvéma
ruznymi prvky je zakdzéna; c) definice uplné relace; také lze zminit dvé ruznd pojeti,
u toho, které je ve skriptech napsano, budeme pocitat s tim, ze z tplnosti uz plyne
reflexivita (u uplnosti zejména pozndmka-piiklad na pétiprvkové mnoziné, ze tiplnost
neznamend, ze by relace musela obsahovat vsechny vazby).

Nékteré zakladni zkoumani relaci, budeme prochazet kazdou z vlastnosti R, AR, S,
AS, T, U:

— relace rovnobéznosti piimek v roviné;

— relace kolmosti piimek v roviné;

— relace délitelnosti na mnoziné ptirozenych cisel;

— relace < na mnoziné prirozenych cisel;

— relace C na mnoziné 24 vsech podmnozin mnoziny A = {1,2,3,4};

e A jesté skupina ptikladu na reprezentaci relace kartézskym grafem:

— relace p = {[1; 2], [2;2], [3; 3], [4; 4] }; jaké m4& tato relace vlastnosti? je tato relace
zobrazenim? naznak definice zobrazeni; co je to prvni obor relace, co je to druhy
obor relace? presné definice Oy, Os: Pro relaci p mezi mnozinami X a Y nazveme
prvnim oborem relace p mnozinu

Op:={zeX: JyeY: [z,y €p}
a druhym oborem relace p mnozinu

Oy:={yeY: dreX: [z,y] €p}.
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— relace délitelnosti na mnoziné {2;3;4;6;11;18}; je tato relace zobrazenim?
presnd definice zobrazeni a) pomoci zékazu dvou prvku nad sebou v kartézském
grafu;: relace p mezi mnozinami X a Y je zobrazenim, jestlize

Vee X, Vy,ze€Y: ([z,yl€p N y#2) = [r,2]¢p.

b) pomoci formulace ,existuje nejvyse jeden prvek“: relace p mezi mnozinami
X a'Y je zobrazenim, jestlize

Vz € X, 3 nejvyse jeden prvek y € Y : ([z,y] € p.

... formulace je dobrd, ale neni zcela bez ceskych slov, proto preferujme definice
a) nebo: ¢) pomoci tzv. prvniho a druhého oboru relace p lze definici b) vylepsit
na ,existuje praveé jeden“: relace p mezi mnozinami X a Y je zobrazenim, jestlize

Va € O1(p) ly € O2(p) = [z,y] € p.

— pokusme se prozkoumat podminku tranzitivity z kartézského grafu ohledné
navaznosti vazeb mezi Cisly 3, 6, 18 z predchoziho prikladu ... formulace neni
jednoduchd, pomoci jistého obdélniku a thlopricky obdélniku? Nebudu po vas
chtit.

Cviceni 6.1. Uvodni cviceni k pojmu relace: Viz realisticky.cz (material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2102 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 6.2. Uvodni cviceni k pojmu zobrazeni: Viz realisticky.cz (material [18]),
matematika pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2103 pro studenty — vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 6.3. Nakreslete vsechny relace (v grafové reprezentaci) na a) jednoprvkové
mozing, b) na dvouprvkové mnoziné, ¢) na tiiprvkové mnozing; d) pokuste se vyslovit
vétu o poctu vSech relaci na n—prvkové mnoziné.

Cviceni 6.4. Uved'te piiklad relace p na mnoziné {1,2,3,4}, kterd je symetrickd a
soucasné neni tranzitivni.

Cviceni 6.5. Pokud dvé relace p;, ps jsou obé tranzitivni, pak jejich sjednoceni p; U po
je také tranzitivni. Dokazte nebo vyvratte tvrzeni v pfedchozi véte?s.

Cviceni 6.6. Uved'te pifklad relace p na mnoziné {1,2,3,4}, kterd neni ani symet-
rickd, ani antisymetrickd a obsahuje mimo jiné také prvky [3;4] a [4; 3].

Cviceni 6.7. a) Je relace délitelosti | antisymetrickd na mnoziné N? b) Je relace
deélitelnosti | antisymetrickd i na mnoziné Z?

28Pokud si studenti nevi rady, doporuéte nakresleni tif obrazkii: jeden obrazek pro relaci p;, druhy pro
relaci po a tieti pro relaci p; U po. Déle doporucte studentum tvrzeni spiSe vyvracet nez dokazovat.
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Cviceni 6.8. Na mnoziné Z je dana relace p definovana vztahem
Tpy < 2t =y,
Urcete jeji vlastnosti, zejména ovérte (11), anti-(11), (12), anti-(12), (13), (14).

Cviceni 6.9. Negujte vlastnost (12) relace p na mnoziné M, a to dukladnéji nez jen
stylem ,neni pravda, ze“. Postup:
a) Napiste vlastnost (12) symbolickym matematickym zapisem;
b) Negujte cast (a).

Cviceni 6.10. Negujte vlastnost anti-(12) relace pna mnoziné M, a to dukladnéji nez
jen stylem ,neni pravda, ze“. Postup:

a) Napiste vlastnost anti-(12) symbolickym matematickym z&pisem;
b) Negujte cast (a).

Cviceni 6.11. Negujte vlastnost (13) relace pna mnoziné M, a to dukladnéji nez jen
stylem ,neni pravda, ze“. Postup:

a) Napiste vlastnost (13) symbolickym matematickym zapisem;
b) Negujte cast (a).

Cviceni 6.12. Podmnoziny X, Y mnoziny A = {1,2,3,4,5} jsou v relaci p, kdyz
X UY = A. Zjistéte, které z vlastnosti (11), anti-(11), (12), anti-(12), (13), (14) plati pro
tuto relaci.

Cviceni 6.13. Na mnoziné pfrirozenych ¢isel je ddna relace p; takto: xzpiy, kdyz x -y
je liché ¢islo. Zjistéte, jaké vlastnosti ((11), anti-(11), (12), anti-(12), atd.) ma tato relace.

Cviceni 6.14. Ve fotbalové lize hraje* v kazdém ro¢niku kazdy tym s kazdym jinym
tymem dva zapasy, z toho jeden zépas se hraje na htisti jednoho tymu a druhy na hristi
druhého tymu. Definujme relaci apob tehdy, kdyz tym A hraje proti tymu B na svém
hfisti v daném roce. Urcete vlastnosti relace na mnoziné vSech tymu ligy v daném ligovém
ro¢niku.

Cviceni 6.15. Co se jesté nedélalo z piikladu B1 (tento piiklad obsahuje inverzni
relaci), B2, B6, B8, B9, B10, B11 na strandch 48-49 sbirky [17].

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.6.

29Tento systém platil do roku 2018, Od té doby to v prvni fotbalové lize bude podle vieho fungovat
jinak: kromé dvou zdpasu kazdého s kazdym jsou v daném roce jesté dalsi ligové zdpasy s nékterymi
souperi, jakasi nadstavbova ¢ast. Tuto situaci v prikladu neuvazujte.



o1

7 Ekvivalence a rozklady

V tomto tydnu se budeme zabyvat jednim dulezitym typem relace, a sice relaci ekvivalence
na mnoziné — pozor, nezaménovat s logickou ekvivalenci. Relace ekvivalence je jistym
typem binarni relace na mnoziné. Nejnovéjsi plan prednasky 7:

e Ohlasy z testiku (a) ... budou se hodit, protoze studenti néktefi budou jesté potvr-
zovat znalosti;

e 7z kapitoly 6 dodélejme jesté inverzni relaci p=! ... definici a pifklad < versus >
na mnozina pfirozenych é&sel, piiklad C versus O na mnoziné véech podmnozin 24
mnoziny A.

e kapitola 7: priklad zakladni skoly, ktera ma Sestnact tiid samostatnych, v kazdém
roéniku dvé ... téchto Sestnact podmnozin mnoziny vSech zaku M tvori rozklad
mnoziny M. Definice rozkladu mnoziny.

e Relace p uréena rozkladem ... zndzornime diskrétnim orientovanym grafem (sousta-
vou §ipek), uréime vlastnosti této relace:

p=Alr,y e M x M :3M; : x € M; N\ ye M}

e Definice relace ekvivalence ... vztah mezi logickou ekvivalenci a relaci ekvivalence;
kazdé relace urcend (indukovand) rozkladem mnoziny na podmnoziny je tedy ekvi-
valence.

e Pokusme se zkoumat na sedmiprvkové mnoziné? Muze byt néjaka relace ekviva-
lence dan4 jinak neZ rozkladem na podmnoziny? Na nékolika obrazcich zjistujeme,
ze pii kazdé relaci ekvivalence znazornéné orientovanym diskrétnim grafem vzni-
kaji na tomto grafickém znézornéni ,shluky prvku“, které kdyz umistime do jedné
podmnoziny, dostaneme postupné rozklad mnoziny M na podmnoziny, resp. systém
podmnozin urceny ekvivalenci p ... dostaneme podmnoziny

M;={xeM:3yeM:xpy}.

e Shrnuti predchoziho bodu: lze jednoduse popsat postup, na zakladé néhoz sestavime
rozklad na podmnoziny urc¢eny zadanou relaci ekvivalence: a) vybereme libovolny
prvek y Neumistény do zddné vytvarené podmnoziny rozkladu; b) najdeme vsechny
prvky, které jsou s prvkem y v relaci ekvivalence; ze symetrie relace vime, ze vazby
existuji i ,,opaénym smérem®; a z tranzitivity relace vime, ze vlastné mezi takto
vybranymi prvky existuji uplné vsechny vazby; c¢) smycky existuji kolem kazdého
prvku, to plyne z reflexivity nasi relace; d) opakovanim kroku a),b) dostavame ruzné
podmnoziny hledaného rozkladu ... tento rozklad nazveme rozklad urceny-utvoreny-
indukovany zadanou ekvivalenci;

e Dulezitym prikladem relace ekvivalence je kongruence modulo 5, viz piiklad v
textu; protoze se jedna o relaci ekvivalence, 1ze sestrojit rozklad mmnoziny Z na
pét podmnozin. Mnozina téchto podmnozin {M;y, Ms, ..., My} (rozklad urceny
ekvivalenci) se nazyva faktormnozina, nebo téz rozkladovd mnozina urcené zadanou
ekvivalenci.
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7.1 Prednaska
Definice 33: Relace p na mnoziné M se nazyva ekvivalence, pokud splnuje vlastnosti

(11), (12) a (13).

Priklad 7.1. Relace rovnobéznosti na mnoziné piimek v roviné je ekvivalence (viz
piiklad 6.5.b). Ovéite, ze plati vlastnosti (11), (12), (13).

Piiklad 7.2. Na mnoziné vSech zlomku existuje znama ekvivalence p mezi témi zlomky,
které vSsechny lze zkratit na jeden zakladni tvar. Tuto relaci ekvivalence na mnoziné () vSech
zlomku lze definovat takto:

{Z, ccl] € p tehdy, kdyz plati ad = be.

Naprtiklad % je cislo ekvivalentni s ¢islem %, které lze prevést na g vykracenim citatele i
jmenovatele péti (plati tedy definiéni podminka 3 - 25 =5 - 15).

Nebo ¢islo _71 je v ekvivalenci s ¢islem %3, které lze prevést na %1 vykracenim tfemi
(protoze plati (—1) -9 =3-(—3)), atd.

S pojmem relace ekvivalence velmi 1izce souvisi dalsi pojem, a to rozklad mnoziny.

Definice 34: Rekneme, 7e systém podmnozin M; mnoziny M tvoif rozklad mnoziny M,
kdyz

a) M; # 0
b) Ui:l,...,n M; = M;

c) M;NM;=0proi#j.

Tj. ad a) mnoziny M;jsou neprazdné, ad b) sjednocenim mnozin M; je celd mnozina M,
a ad ¢) mnoziny M; jsou po dvou disjunktni, tj. kazdé dvé z nich maji prazdny prunik.

Piiklad 7.3. Vypiste (a zndzornéte graficky) vSechny mozné rozklady tiiprvkové
mnoziny M = {a,b,c}. Reseni: viz pifprava ... takovych moznych rozkladi existuje pét:
a) rozklad M na tii jednoprvkové podmoziny, b) rozklad M na M; = {a,b}, My = {c};
c) rozklad M na M; = {a,c} a My = {b}; d) rozklad M na M; = {b,c} a My = {a}; e) a
konecné, rozklad M na jedinou tiiprvkovou podmnozinu M; := M. O

Pojem rozkladu je spojen s definici ekvivalence nasledujicimi dvéma zpusoby:
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A) Konstrukce ekvivalence na zikladé rozkladu

Je zadan rozklad mnoziny M — definujeme-li relaci F vztahem
xFy < x,y € M; pro néjaké i,

(prvky z, y jsou v relaci, kdyz lezi ve stejné tiidé rozkladu), pak tato relace je ekvivalence
a nazyva se relace urcend (= indukovand) rozkladem mnoziny M (definice 35).

Piiklad 7.4. Napiste relaci ekvivalence indukované (= urcené) kazdym z rozkladu
tiiprvkové mnoziny M = {a,b, c} v predchozim piikladu.

Piiklad 7.5. (jen studenti) a) Nakreslete vSechny mozné rozklady ctyiprvkové
mnoziny M = {a,b,c,d}; b) jinou barvou do diagramu téchto rozkladu vyznacte (pomoci
grafové reprezentace) relaci ekvivalence indukovanou vzdy danym rozkladem. Na obé
casti ikolu méate dohromady deset minut.

B) Konstrukce rozkladu na zdkladé ekvivalence

Je zadéna ekvivalence E na mnoziné M — definujeme-li rozklad M zpusobem ,v jedné
tride rozkladu lezi prave ty prvky, které jsou navzajem vsechny po dvojicich ekvivalentni®,
dostaneme také strukturu oznacenou stejné jako v predchozi definici s tim rozdilem, ze
prvni nebylo vejce, ale slepice (prominte — prvni nebyl rozklad, ale ekvivalence), a mnozina
M/ g se nazyva (definice 36) faktorovd mnozina mnoziny M podle ekvivalence F, nebo
kratce faktormnozina®, znac¢ime (oznaceni 31)

M/E = {Ml,MQ,...,Mn}.

Pro upresnéni, které se nam bude hodit v predmétu Algebra 1, dodejme, Ze jednotlivé
tiidy M; povazujeme za prvky této faktormnoziny M/g.

Ad priklad 7.2. Pokud se vratime k relaci = (rovnost zlomku), tak v jedné tiideé
rozkladu @/- jsou pravé ty zlomky, které lze krdcenim ¢i rozsitenim prevést navzdjem
jeden na druhy. Rikdme, ze kazda tiida rozkladu oznacuje jedno racionalni
cislo — a toto ¢islo lze reprezentovat libovolnym zlomkem z dané tiidy. Tedy
raciondlni ¢islo je oznaceni pro celou mnozinu zlomku, z nichz vsechny maji tentyz jediny
obraz na realné ose! To je dulezity rozdil mezi pojmem zlomku a pojmem racionalniho
c¢isla, ktery lze vyjadrit pravé pomoci rozkladu mnoziny vsech zlomku podle uvazované
ekvivalence.

Nez prikrocime k dulezitému piikladu 7.6, definujeme na mnoziné Z relaci kongruence:

e Definice 37: cela ¢isla a, b jsou kongruentni podle modulu n, pokud n|(b — a);

e Oznaceni 32 vztahu z definice 37: a = b (mod n);

Piiklad 7.6. Podle relace kongruence podle modulu 5 lze mnozinu celych ¢isel rozdélit
do péti podmnozin.

V této situaci lze nyni tici:

30Cesky: rozkladovd mnozina (ale vzil se anglicky nézev, FACTOR (jako sloveso) znamena ROZLOZIT).
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Obrazek 5: Mnozina zbytkovych tiid Zs.

a) Oznacime-li znakem E danou relaci kongruence, muzeme psat zEy, kdyz x, y nalez
do stejné podmnoziny rozkladu ... tato relace je relaci ekvivalence na Z (je to relace
reflexivn{ (napi. 5 = 5), symetrickd (napt. 5 = 10 implikuje®!, Ze 10 = 5), tranzitivni
(5=10, 10=30 = 5=30).

b) Oznacime-li tyto podmnoziny M, := [0], M, := [1], My := [2], M5 = [3], M, :=
[4], tak systém podmnozin {My, My, My, M3, My} tvoii rozklad mnoziny Z podle
ekvivalence F.

c) Kdyz se na M; prestaneme divat jako na mnoziny a zacneme se na né divat jako na
prvky, dostaneme pétiprvkovou mnozinu

Z/E = {Mb M27 M37 M4) M5}7

kde vSechna ¢isla v kazdé mnoziné M; jsme ztotoznili v jedno a oznacili za jediny
prvek. Je to faktorovd mnozina (= rozkladovd mnozina) mnoziny Z podle ekvivalence
E, nebo kratce faktormnozina. O

Relace E kongruence podle modulu 5 a k ni ptislusnd faktormnozina jsou dulezitym
pitkladem ,ze zivota® = ze situaci matematiky na SS i ZS: v jedné tiidé ekvivalence F
jsou prave ta celd ¢isla, které maji po vydéléni péti tentyz KLADNY zbytek VE SMYSLU
VETY 12, neboli jejich obrazy na ¢iselné ose jsou stejné vzdéleny smérem doprava od
obrazu nejblizsiho celociselného nasobku cisla 5.

7.2 Cviceni
N4vrh cviceni 7:

e rozdani testiku; dalsi piiklady z kapitoly 6 budou v rdmci doméciho tikolu (ptipravy
na testik-b). Nyni se pustime do kapitoly 7.

31Cesky: z toho plyne, ze ...
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e Kolik existuje rozkladu mnoziny {a, b, c} na podmnoziny? Nakreslete viechny tyto
rozklady graficky na tabuli.

e Kolik existuje rozklada mnoziny {a, b, ¢, d} na podmnoziny? Nakreslete viechny tyto
rozklady graficky na tabuli.

e Co je to vlastné rozklad?

e Nakreslete do obrazku nékterych rozkladu cétyrprvkové mmnoziny relaci uréenou
témito podmnozinami:

p=Alzx,y] € M x M : IM; takovd, ze x € M; N y € M;}.
Urcete vlastnosti této relace ... R,S,T (tj relace ekvivalence).

e Na mnoziné {1,2,3,4,5,6,7,8} nakreslete podmnoziny M; = {1,2,3}, My, =
{3,6,7,8}, M3 = {3,4,5,6} ... pomoci soustavy 8ipek (orientovaného diskrétniho
grafu) zndzornéte relaci uréenou témito podmnozinami ... a urcete jeji vlastnosti ...
tato relace neni R,S,T ... jak je to mozné?

e Shrnuti poslednich dvou prikladu: relace uréena systémem podmnozin je ekvivalence,
jen kdyz tento systém podmnozin mnoziny M je rozkladem mnoziny M.

e Na mnoziné Z je definovana relace =4 kongruence modulo 6 ... vypiste nékolik va-
zeb z této relace ... jaké ma tato relace vlastnosti? Nékdo jiny: Nakreslete systém
podmnozin mnoziny Z uréeny zadanou kongruenci (nemusite v ném uz délat sipky
jednotlivych vazeb): vytvaiime tedy vsechny mozné (napis na tabuli, ale spise obecné
se znakem p a systém podmnozin uréeny ekvivalenci p) podmnoziny

M;={xeM:3yeM:xpy}.
e Shrnuti predchoziho piikladu: rozklad mnoziny Z na systém podmnozin {Zy, Z1, Zs, Z3, Z4, Z5 }
se nazyva faktor mnozina (rozkladovd mnozina) urcéena ekvivalenci =g, oznacujeme

Z/EG = {ZO7 217 227 Z3a Z4a Z5}
e na mnoziné () vsech zlomku lze definovat relaci p takto:

a c
{b’ d] € p tehdy, kdyz plati ad = bc.
Vypiste si nékolik konkrétnich vazeb v této relaci, a pak urcete jeji vlastnosti. Jestlize
se jedna o ekvivalenci, nékdo dalsi: nakreslete rozklad mnoziny ) na podmnoziny
urceny danou ekvivalenci (vlastné: nakreslete faktormnozinu Q/,).

e Shrnuti predchoziho piikladu: raciondlni ¢islo je vlastné jeden prvek vytvorené fak-
tormnoziny: soubor vSech moznych zlomku, které maji stale stejnou hodnotu, defi-
nuje jedno racionalni ¢islo.

e viz cviceni 7.3 nize

e viz cviceni 7.4 nize.
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e Zbyla cviceni nize jsou za domaci kol.

Cviceni 7.1. V relaci ekvivalence E jsou navzajem ty prvky z mnoziny M =
{1,2,...,20}, které davaji po vydéleni ¢islem 4 stejny zbytek. Popiste (nebo nakreslete)
faktormnozinu M /g mnoziny M podle relace E.

Cviceni 7.2. Je zaddn rozklad mnoziny M na podmnoziny M; = {1,3,5},
My = {2,4,10}, My = {6,7,8},
M, = {9}. Popiste (nebo nakreslete) relaci ekvivalence indukovanou (urc¢enou) timto
rozkladem.

Cviceni 7.3. Na mnoziné redlnych cisel je definovan rozklad na dvé podmnoziny:
M tvori vSechna kladné realnd ¢isla a nula; M, tvori vSechna zaporna ¢isla. Definujte
symbolickym zépisem (charakteristickou vlastnosti mnoziny) relaci ekvivalence urcenou
(indukovanou) timto rozkladem.

Cviceni 7.4. Na mnoziné {%, %, %, %, %, %, %, %, i, %} definujte néjakou uzitecnou (tu
nejznaméjsi ¢i nejprirozenéjsi) relaci ekvivalence E (feknéte, kdy jsou dva prvky ve vztahu
relacnim) a nakreslete obrazek faktormnoziny podle této ekvivalence. Dokoncete i zapis:

M/, = 1.}

Cviceni 7.5. Uvedte pifklad ekvivalence p na mnoziné redlnych &isel, aby rozklad
R/, této mnoziny urceny ekvivalenci p mél dvé tfidy.

Vysledky nékterych prikladu a cvicéeni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.7.
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8 Usporadané mnoziny, maximalni prvek, nejvétsi
prvek, supremum

V tomto tydnu budeme prochéazet vlastnosti dalstho dulezitého typu binarni relace, a sice
relace usporadani.

8.1 Prednaska

V této prednasce se budeme zaobirat teoretickym zazemim pro dvé dulezité struktury,
které se objevuji dokonce i na zakladni skole: struktura vSsech podmnozin dané mnoziny
(s relaci ,,byt podmnozinou“) a mnozina prirozenych éisel s relaci délitelnosti.

a) Pojem uspoirddané mnoziny

Piiklad 8.1. (ve trojicich, jen studenti) Jaké vlastnosti spliiuje relace na obrézku®?
¢islo 67

£)

]

Obréazek 6:

®
W

Relace podobného typu, jako je ta na obrazku, jsou v matematice natolik dulezité, ze
maji své jméno a budeme se jim vénovat témér dva tydny nasi exkurze po zakladnich
pojmech matematiky. Kupodivu si lze polozit otazku: co maji spolecného relace < na
mnoziné racionalnich éisel, relace C (byt podmnozinou) na mnoziné vsech podmnozin
jisté mnoziny a relace délitelnosti | na mnoziné vsech ptirozenych ¢isel. Jednd se o tii
ruzné vztahy mezi prvky ruzného charakteru, a presto maji tyto tfi zakladni relace v
matematickych pristupech na zakladni a stfedni Skole néco spoleéného, co je charak-
terizuje. A tak dfive nez v navazujicich semestrech se budeme vénovat tomu, co a jak
ucit na zakladni (a sttedni) skole v matematice, nyni v tomto vysokoskolském tivodu do
studia matematiky, se chvili podivejme na otazku, kterou by si polozili studenti v kursu
y,matematika pro dospélé“: co maji relace ,mensi nebo rovno®, ,je podmnozinou“ a je
délitelem® spolecného? Ukazuje se, ze tyto celkem ruznorodé relace maji spolecné celkem
tii vlastnosti: (11), anti-(12) a (13). Matematicky hloubavy ¢lovék v této situaci zbystii,
odstoupi od konkrétnich stiedoskolskych operaci a studuje pravé jen i obecné struktury,

32[14], str.24.
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které splnuji uvedené tii vlastnosti — tyto struktury se nazyvaji usporadané mnoziny.

Definice 38: Binarni relace na mnoziné P, kterd je reflexivni (11), antisymetricka
(anti-12) a tranzitivni (13), se nazyva usporddani. Mnozina P, na které je definovana
relace uspoiddani, se nazyva ¢astecné usporadand mnozina — v textu [14]** je oznacovana
ponékud nezvyklym terminem poset (z anglického Partially Ordered SET)3".

Poznamka: obecné oznaceni relace usporadani.

Ikdyz relace usporadani je blizké relaci < (respektive < je ¢tendii znamym piikladem
usporadani), budeme ji oznacovat (v souladu s textem [14]) obecnéjsim symbolem <,
ktery zarucuje, ze se ne vzdy bude jednat o relaci zcela totoznou s klasickou relaci < na
mnoziné celych ¢i redlnych ¢isel. Obecnou usporadanou mnozinu budeme tedy zapisovat
zépisem (P, ).

Poznamka: Hassetv diagram

Definice 39: Pro relaci usporddani zavadime kromé grafové reprezentace prehlednéjsi
strukturu, a sice tzv. Hasseuv diagram, ve kterém

1. reflexivitu (= smy¢ky) nevyznacujeme, protoze ji automaticky predpokldddame u
vSech prvku usporadané mnoziny;

2. sipky odstranime tak, ze Hasseuv diagram jednoznac¢né orientujeme zdola nahoru, a
pak misto Sipek spojujeme prvky neorientovanou tseckou — jestlize prvek je spojen
s jinym prvkem umisténym vyse v diagramu, tak je s nim v relaci;

3. hranami vyzna¢ime jen bezprostiedné nasledujici prvky — ostatni Sipky vyplyvajici z
tranzitivity nevykreslujeme; pak pokud x <y, tak je mezi prvky = a y Tfetézec spoju
mezi bezprostfednimi predchudci a néasledovniky:;

4. antisymetrie bude z nakresu patrna téz — ta ovsem spociva spise v neexistenci obou-
strannych Sipek mezi ruznymi prvky (a pravé diky neexistenci oboustrannych sipek
na stejné urovni muzeme orientaci Sipek z ¢astecné usporadané mnoziny odstranit —
hrany v Hasseové diagramu tedy vzdy smeéruji zdola nahoru, tj. dolni prvek hrany je
prvnim prvkem dané usporadané dvojice).

Piiklad 8.2 — Hassetuv diagram. Pro ilustraci je na obrazku 7 nakreslen Hasseuv
diagram pro pétiprvkovou mnozinu P = {a,b,c,d, e} a relaci p na P definovanou vyctem
uspotradanych dvojic:

p={la,a],[b,0],[c,d], [d, d],[e, €], [a, d], [d, €], [a, €], [b, d], [d, €], [b, €]}

Priklad 8.3 ilustracni — Hasseuv diagram: Priekreslete relaci uspotradani z
uvodniho piikladu této kapitoly (obr. 6) do Hasseova diagramu (zde neni provedeno).

33Str.23, definice 1.6.

34Je to skuteéné neobvykly termin pro éestinu, az extrémni — ale navrhuji jej autorovi, panu Kopkovi,
odpustit, urcité jej pouzil s dobrym zamérem, aby studenti a vyucujici nemuseli stale vypisovat dlouhy
termin ¢asteéné usporadana mnozina.
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Jd

Obrazek 7: Hasseuv diagram relace usporadani.

Piiklad 8.4. (tikol pro studenty) Nakreslete Hasseovy diagramy vsech ruznych (az na
pieznaceni prvki) tifprvkovych posetu®.

Oznaceni 33: Pokud (P, <) je poset, oznatme symbolem < relaci usporddéani (re-
flexivni, antisymetrickd, tranzitivni) a symbolem < relaci ostré usporadani na mnoziné
P, pokud < je antireflexivni (anti-11), antisymetrickd (anti-12) a tranzitivni (13) (ostré
usporadani je tedy usporddani zbavené reflexivity, nemuze nastat x <\x pro zadny prvek x).

Oznaceni 34: Symbolem < budeme oznacovat relaci bezprostiediho predchudce v
mnozine P, kdyz Vz,y € P:

r<y & (x<yAN Aac€eP:x<a<y)

(jinymi slovy, mezi z, y uz nelze vlozit dalsi prvek a riuzny od y). Rikdme, Ze prvek z
bezprostiedné predchdzi prvku y (nebo Ze prvek y bezprostiedné nésleduje za prvkem ).

Oznaceni 35: Symbolem > oznacujeme relaci inverzni k relaci <, symbolem > relaci
inverzni k <.

B) Vyznaéné prvky posetu:

Pokud (P, Q) je poset, M # ) je podmnozina mnoziny P, tak prvek a € M nazveme
a) (definice 40) nejmensi prvek mnoziny M, kdyz

Vee M: adux;

b) (definice 41) minimdlni prvek mnoziny M, kdyz

ArxeM: z<a;

35 Jedno prvkovy poset je az na pieznaceni jeden, dvouprvkové posety jsou dva.

36Pomoci ostrého usporadani < a relace bezprostiedniho predchiidce < lze lépe popsat konstrukci
Hasseovych diagramu: vyzna¢ujeme v nich hranami pouze relaci bezprostiedniho piedchudce ([14], str.30,
lemma 4). Pro koneény poset (P, Q) a jeho prvky a,b € P tedy plati: a < b (ostfe mensi nez) znamend, ze
v mnoziné P existuje Fetézec bezprostifednich nasledovniki a = zg < 1 < x9 < ... <z, = b.
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c) (definice 42) nejvétsi prvek mnoziny M, kdyz

Vee M: ab x;

d) (definice 43) maximdlni prvek mnoziny M, kdyz

AxeM: zr>a.

Priklad 8.5 ilustraéni. Ad obrézek 8: V triprvkové mnoziné M s usporadanim
zadanym v Hasseové diagramu je 1 prvek minimalni a nejmensi soucasné, a dale 3
je prvek maximalni a nejvétsi soucasné. V mnoziné N s klasickym usporadanim < je
nejmensi prvek 1 a ¢islo 1 je téz minimalni prvek. Nejvetsi prvek mnoziny N neexistuje.

U o +
Py
-
o

0o— 90— —o__—o__o__,_»

S gl
[ S

-~

Obrézek 8: Dva priklady posetu.

Déle na obrazku 9 je mnozina M, ve které a je minimalni i nejmensi prvek soucasné.
Na druhé strané, nejvétsi prvek tato mnozina nemé — ma pouze dva maximéalni prvky c,
d.

Obrazek 9: Rozdil mezi maximéalnim a nejvétsim prvkem.

Tj. maximalni prvek mnoziny M je takovy, ,nad kterym® uz neni v této mnoziné
zadny prvek. Na druhé strané nejvétsi prvek musi byt srovnatelny (= v relaci) se vSemi
prvky mnoziny M a musi byt vétsi nebo roven nez libovolny z nich.

Oznaéeni 36: Symbol 24 ozna¢uje mnozinu véech podmnozin mnoziny A. Napiiklad
mnozina A = {1,2,3} md osm podmnozin: pradzdnou mnozinu, tii jednoprvkové
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podmnoziny, tii dvouprvkové podmnoziny a osmou podmnozinou je mnozina A samotna.
Oznaceni ma svou logiku: pokud A mé n prvki, jejich vSech moznych podmnozin je 2".

Priklad 8.6. Dva dilezité priklady poseti.

a) Relace C na mnoziné 2 vSech moznych podmnozin mnoziny P = {1,2,3} je poset,
jeho Hasseuv diagram je na obrazku 10:

%1‘1\3‘5

U ai/ﬂk/ 52,3
s g
XX

TN Y
7

Obrazek 10: Poset (27, C) pro P ={1,2,3}.

b) Na mnoziné N definujme uspofadani pomoci délitelnosti, tj. a <b < alb. Pak (N, <)
je poset, ktery méa nekoneéné mnoho prvku. Na obrdazku 11 je nakreslena jen jeho
dolni cast:

ok

Obrazek 11: Poset (N, |).

Ze struktury délitelu vidime, Ze napt. ¢islo 24 ma délitele 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12 a 24).

Piiklad 8.7 — tkol pro studenty. Nakreslete Hasseovsky diagram posetu vsech
kladnych délitelu ¢isla 60 vzhledem k relaci |.
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Podivejme se nyni na dalsi vyznacné prvky v posetech:

Kdyz (P, <) je poset a M je néjakd neprazdnd podmnozina mnoziny P, nazyvame
prvek a € P (pokud takovy prvek existuje):

e (definice 44) dolni zdvora mnoziny M, pokud a Qx Va € M;

e (definice 45) infimum mnoziny M (oznacujeme inf M), pokud je nejvétsim prvkem
na mnoziné vSech dolnich zavor mnoziny M; tj. a je infimum, pokud pro vSechny
dalsi dolni zavory d plati

d<x Vre M = da;

e (definice 46) horni zdvora mnoziny M, pokud a > x Vx € M;

e (definice 47) supremum mnoziny M (oznacujeme sup M ), pokud je nejmensim prv-
kem na mnoziné vsech hornich zdvor mnoziny M. Tj. a je supremum, pokud pro
vSechny dalsi holni zavory h plati

h>x VYre M = hP>a;

v~

suprema mnoziny M nemusi samy byt prvky mnoziny M!! Obecné zavora, infimum ¢i
supremum je prvek mnoziny P, ktery muze a nemusi lezet v dané mnoziné M.

Piiklad 8.8 ilustracni.

a) Napiiklad v posetu prirozenych ¢isel s usporddénim zadanym délitelnosti téchto ¢isel
(obr. 11) uvazujme mnozinu M = {12,8,20}. Dolni zadvorou mnoziny M jsou cisla
1, 2, 4 (spolecni délitelé prvku v mnoziné M), a tedy infimem je ¢islo 4 jako nejvétsi
z téchto prvku (tj. infimem v (N, |) je nejvétsi spoleény délitel prvka v mnoziné M.

Analogicky horni zdvorou mnoziny M jsou spolecné nasobky cisel 12, 8, 20, tj. ¢isla
120, 240, 360, atd., a tedy supremem je nejmensi horni zavora, tedy ¢islo 120.

b) V posetu podmnozin tiiprvkové mnoziny (obr. 10) napiiklad plati
inf{{1,2},{1,3}} ={1,2} n{1,3} = {1},
inf{{1,2},{2},{2,3}} = {2},
tedy infimem nékolika prvku je jejich vzajemny prunik,
sup{{1,2},{1}} = {1,2} U{1} = {1,2}
(supremem nékolika mnozin v dané struktute je jejich sjednoceni).

Piiklad 8.9. kol pro studenty Najdéte suprema mnozin na obrazku 12, pokud
existuji (studenti sami).

Pokud uz zhruba zndme pojmy infima a suprema podmnoziny M posetu P, budiz
feceno, ze definice 48) svaz je takovy poset, v némz pro kazdou dvouprvkovou
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Obrazek 12: Priklad suprem dvouprvkovych podmnozin posetu.

podmnozinu {z,y} existuje jeji supremum i infimum.

Oznaceni ,svaz“ je trefné: kazdé dva prvky z, y svazu jsou v prislusném Hasseové
diagramu ,svazany“ zdola infimem a shora supremem. Ve smyslu tohoto pojmu jsou oba
vyznamné posety z ptikladu 8.8 svazy — konstrukce infim a suprem je popsana v piikladu
8.8.

8.2 C(Cviceni

Ptehled cviéeni osmého:

e Kontrola tkolu z prednasky, i kdyz jesté pojmy suprema a infima nebyly zopakovany:
nakreslete Hasseho diagram vsech prirozenych délitelu ¢isla 60 usporadanych podle
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relace ,,je délitelem®. Vybereme néjakou tiiprvkovou podmnozinu M a pokusime se
od studentu vyzveédét, jaké je jeji supremum a infimum (pojmy jesté budou probrény
pozdéji, ale nyni jen upozornime na skute¢nost, ze sup(M) je nejmensim spoletnym
nasobkem vsech prvku v M, inf(M) je nejvétsi spolecny délitel viech prvka v M).

Kontrola tikolu z prednasky, i kdyz jesté pojmy suprema a infima nebyly zopakovany:
nakreslete Hasseho diagram vsech podmmnozin mnoziny {1,2,3,4}usporadanych
podle relace ,je podmnozinou“. Vybereme dvé nesrovnatelné podmnoziny do
mnoziny M, jaké je jeji supremum a infimum? Pojmy jesté budou probrany
pozdéji, nyni jen upozornime na skute¢nost, ze sup(M) vznikne sjednocenim vsech
podmnozin v M, inf(M) vznikne prunikem vSech podmnozin v M ... tyto dva skoly
tedy slouzi jako motivace pojmu, které budou v dne$nim cvi¢eni nasledovat.

Nyni po motivaci vSe poporadé: Jaké vlastnosti ma relace délitelnosti na N7 Prave
takové, ze pro ni lze nakreslit Hasseho diagram. Jak v Hasseho diagramu realizujeme
reflexivitu? Jak antisymetrii? (orientaci vsech vazeb jednim smérem, a sice zdola
nahoru) Jak tranzitivitu? (ta vyplyva z cesty zdola nahoru vytvorené z vazeb mezi
bezprostfednimi predchudci a nasledniky).

Cviceni 8.12 .... jaké ma dana relace vlastnosti? jestlize R, AS, T, tak lze pro ni

vytvorit Hasseho diagram — pokuste se o to. Toto cviceni motivuje nazev relace
usporadani: Prvky lze USPORADAT do Hasseho diagramu.

Naopak cviceni 8.1, a nebo jen pro relaci na {a,b, ¢, d} zadanou pomoci ,pismene
Y postaveného na hlavu“: Vypiste relaci p zadanou timto Hasseho diagramem ...
nesmime zapomenout na to, ze mame ,,vycist“ z Hasseho diagramu i vztahy reflexivni
i vztahy tranzitivni. Tj. studenti musi byt z Hasseho diagramu schopni vy¢ist celou
relaci, jak jsme ji zadavali ¢i vypisovali v pfedchozich dvou tydnech.

K tabuli jdou ¢tyfi studenti soucasné, méli by kazdy napsat definici: a),b) a € M
je minimalni-nejmensi prvek mnoziny M, c¢),d) b € M je maximélni-nejvétsi prvek
mnoziny M, jestlize ...

Komentar k definicim: definice maximélniho-minimalniho prvku z prednasky jsou
feceny pouze formou A..., preformulujme je néjak pozitivné: u minimélniho prvku
a plati

Vee M —{a}:z £ a,

u maximalniho prvku b plati
Vee M —{b}:x #b

(omlouvam se, ale nemohu v Tex najit symbol <, >, ktery lze dobfe preskrtnout ...
tedy pouzil jsem symbol preskrtnutého bézného znaménka, i kdyz se jedna o obecnou
relaci usporadani).

Studenti musi védét, co to jsou nesrovnatelné prvky (cvicenf 8.8).

Cviceni 8.6, 8.7 ... trocha prace s maximalnimi a minimalnimi prvky.
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e K tabuli jdou ¢tyfi studenti soucasné, méli by kazdy napsat definici: a) d € P je
dolni zavora mnoziny M, jestlize ... b) a € P je infimum mnoziny M, jestlize ... ¢)
h € P je horni zadvora mnoziny M, jestlize ... d) b € P je supremum mnoziny M,
jestlize ...

Lze tolerovat i definici infima
a =neju(D(M)), kde D(M) ={d:Vx e M :d <z},
a podobné i definici suprema

b=mnejm(H(M)), kde HM) ={h:Vx € M : x Jh}.

e Nyni nastdva tedy dukladné procviceni téchto ¢ty pojmu, k tabuli jdou dalsi ¢tyri
studenti, nakresli kazdy Hasseho diagram mmnoziny P a v ném oznaci bublinou
mnozinu M C P, aby a) sup(M) € M, b) sup(M) ¢ M, c) sup(M) neex. a souc¢asné
H(M) =0, d) sup(M) neex. a soucasné H(M) # (.

e Totéz pro infimum: k tabuli jdou dalsi ¢tyti studenti, nakresli kazdy Hasseho diagram
mnoziny P a v ném oznac¢i bublinou mnozinu M C P, aby a) inf(M) € M, b)
inf(M) & M, c¢) inf(M) neex. a soucasné D(M) =), d) inf(M) neex. a soucasné
D(M) # (). Tato a predchozi{ odrdzka mé upozornit na skutecnost, ze horni-doln{
zavory mohou a nemusi existovat, a také mohou a nemusi byt obsazeny v samotné
mnoziné M, kterou ,zaviraji“.

e Zavéretné cviceni se tyka cviceni 8.5, ale z péti uvedenych mnozin (viz obrézek na
konci textu ke cviceni 8.5) vyucujici nakresli na tabuli jen tii obrazky, M, M3z, Ms,
kazdou na jinou c¢ast tabule ... mnoziny jsou v bublinach, to, co je presahuje, jsou
néjaké dalsi prvky mnoziny P. A nyni je tikolem tii studentu, ktefi jdou k tabuli,

vypsat viech osm ndasledujicich charakteristik: a) neju(M) = ..., b) Max(M) = ...,
c)neym(M)=...,d) Min(M)=...,e) DIM)=....f)inf(M)=...,g) HM)=
., h) sup(M) = ...

Studenti si jdou sednout, kontrola jednotlivych polozek a vysvétleni, kde udélali
chybu.

e To je vSe, na nékterych cvicenich se stihlo i cviceni 8.4, ale na jinych ne a zustava
za domaci ukol, jako i dalsi cviceni, co se nestihla ... vysledky témeéi vSech téchto
cviceni jsou na konci textu.

Cviceni 8.1.

e i) Vypiste podle Hasseova diagramu relaci < vyétem usporadanych dvojic na obrazku
13: a) poset (a); b) poset (b)37;

e ii) Vypiste podle Hasseova diagramu obou posetu relaci < ostrého usporadant;

e iii) Vypiste podle Hasseova diagramu obou posetu relaci < bezprostiedniho
predchudce.
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Awset o) rostt B)

<>ﬁ y

Obrazek 13: Uspotrddané mnoziny (a) a (b).

Cviceni 8.2. Nakreslete Hasseuv diagram posetu 27 pro P = {1,2,3,4} — pro
zjednoduseni k uzlim diagramu nevpisujte zavorky a ¢arky, tj. mnoziny budou oznaceny
jen znaky prvku: napt ), 12, 124 jsou oznaceni ruznych mnozin. x

Cviceni 8.3. Nakreslete Hasseuv diagram posetu vsech kladnych délitelu cisla 144
vzhledem k relaci délitelnosti beze zbytku.

Cviceni 8.4. Nakreslete Hasseovy diagramy vsSech ruznych (az na preznaceni prvku)
¢tytprvkovych posetu.

Cviceni 8.5. Jaky je rozdil mezi minimalnim prvkem, nejmensim prvkem a infimem
mnoziny M?

Cviéeni 8.6. Uvedte piiklad pétiprvkového posetu, ktery md pravé dva prvky
maximalni a pravé tii prvky minimélni.

Cviceni 8.7. Naleznéte poset, ktery méa pravé jeden maximélni prvek, ale nema
nejveétsi prvek.

Cviceni 8.8. Uved'te piiklad posetu, ktery obsahuje néjaké dva nesrovnatelné prvky
— uved'te, které to jsou.

Cviceni 8.9. Uvedte pifklad pétiprvkového posetu, ve kterém soucasné plati vsechny
nasledujici podminky:

a) v Hasseové diagramu jsou zndzornény minimalné ctyii hrany.
b) Plati a < b a soucasné b < c.
c) Kazdy prvek je srovnatelny aspon s jednim dalsim prvkem.

d) Existuji v ném tii prvky, které jsou navzajem mezi sebou nesrovnatelné.

37[14], str.28, obrazky 5a,5b.



8.2 CVICENI 67

Cviceni 8.10.

a) uved'te definici nejvétsiho prvku: zg z posetu (P, <) je nejvétsi prvek mnoziny M C P,
kdyz ...
(pokracujte zkracenym matematicky zapisem);

b) negujte predchozi definici, tj.: 2o z posetu (P, <) neni nejveétsi prvek mnoziny M C P,
kdyz ...
(pokracujte zkrdcenym matematicky zapisem — nestaci pritom polozit znak negace
pied ¢ést a), proved'te tuto negaci podrobnéji);

Cviceni 8.11.

a) Vysvétlete, co je to Hasseuv diagram (jak je v ném zachycen vztah [z, y| relace? jaké
relace pomoci Hasseova diagramu popisujeme?) a jak jsou v ném zachyceny vlastnosti
(11), anti-(12) a (13).

b) Nakreslete Hasseuv diagram mnoziny vsech kladnych délitelu ¢isla 72 usporadané
vzhledem k relaci | (= je délitelem).

Cviceni 8.12. Relace je zadana grafovou reprezentaci (viz obrazek 14). Zjistéte, zda
se jedna o usporadani, a pokud ano, prekreslete tuto relaci do Hasseova diagramu. Pokud
ne, uvedte, ktera vlastnost usporddani neni splnéna.

Obrazek 14: Ke cviceni 8.12: Relace zadana grafovou reprezentaci.

Cviceni 8.13.

a) Na posetu (P, <) uvazujme neprazdnou podmnozinu M. Cislo m je infimum mnoziny
M v tomto posetu, kdyz ... dokoncete definici:

b) Na posetu (N, |) prirozenych ¢isel usporddanych podle relace ,déli béze zbytku*,
mame podmnozinu M = {8,12,30}. Naleznéte infM a supM.

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.8.
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9 Zobrazeni, posloupnost, funkce, operace

Uz ¢tvrtou prednasku se zabyvame pojmem relace, a tento oddil tomu bude nejinak —
podivdme se na definici jedné z relaci, kterd je v matematice klicové, a to je zobrazeni®®,
a budeme studovat nékteré vlastnosti tohoto pojmu. Piednaska 9 se odehraje viceméneé

podle nésledujiciho textu.

9.1 Prednaska

Definice 49: Relace f na kartézském soucinu X x Y se nazyva zobrazeni z mnoziny X
do mnoziny Y, jestlize pro ni plati podminka

Vee X, y,z€Y: [zylef ANz,z]lef = y==z

(tj. v grafové reprezentaci zobrazeni nemohou z prvku z vychdzet orientované hrany do
dvou ruznych prvku y, z mnoziny Y'). Na obrdzku 15 je zndzornén piiklad relace, kterd
neni zobrazenim.

Obrazek 15: Priklad relace f, kterd neni zobrazenim.

Ekvivalentni definice zobrazeni: Relace f na kartézském soucinu X x Y se nazyva
zobrazeni z mnoziny X do mnoziny Y, jestlize pro ni plati podminka

Vee X, y,2€Y: [zyl€f ANy#2z = [x;2] ¢ f

(jestlize prvek x je v relaci s prvkem y, pak uz nemuze byt v relaci s zddnym dalsim
prvkem z).

Déle definujeme (definice 50) defini¢ni obor zobrazeni f jako mmnozinu D(f) téch
prvku z X, které jsou v relaci f s nékterym z prvku mnoziny Y, neboli ve strué¢ném
matematickém zapisu

D(f)y={x€eX: FyeY : [z,y €[}

a (definice 51) obor hodnot zobrazeni f jako mnozinu Im(f) téch prvku z Y, se kterymi
je v relaci f aspon jeden prvek mnoziny X, neboli

H(f)={yeY: Jxe X : [z,y] € [}

38V této kapitole bude vyuzit vyklad z knihy [8], kapitola 6.
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Poznamka: ekvivalentni zapis zobrazeni prvkii.

Pokud je f zobrazeni z X do Y, tak pro [z,y] € f muzeme vzhledem k jednoznacnosti
prvku y psat y = f(z) (a ¢ist: prvek y € Y je obrazem prvku z € X vzhledem k zobrazeni
f; dale prvek z se nazyvéa vzorem prvku y vzhledem k zobrazeni f) a v této symbolice
zapisovat veskeré vlastnosti tykajici se zobrazeni f, tj. také i pojmy definicniho oboru a
oboru hodnot zobrazeni f:

D(f)={zeX: yeY :y=f(z)}
H(f)y={yeY: JreX : y=f(a)}

Definice 52: Podle toho, jakou ¢ast mnoziny X zabird D(f), jakou ¢ast mnoziny Y
zabird H(f)a zda je zobrazeni f prosté nebo ne (tato vlastnost bude hned vysvétlena),
rozeznavame Sest typu zobrazeni:

a) zobrazeni z X do Y, pokud D(f) je vlastni podmnozina mnoziny X, H(f) je vlastni
podmnozina mnoziny Y'; piiklad viz obrazek (pfitom D(f) = {a,b,c} a H(f) =

{z,2}):

b) zobrazeni X do Y, pokud D(f) = X, H(f) je vlastni podmnozina mnoziny Y; piiklad
viz obrézek (toto zobrazeni typu b), tj. zobrazeni X do Y, ma specidlni oznaceni —
(oznaceni 37) f: X — YY)

c) zobrazeni z X naY, pokud D(f) je vlastni podmnozina mnoziny X, H(f) = Y; priklad
viz obréazek:
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d) zobrazeni X na Y, pokud D(f) = X, H(f) =Y, ptiklad viz obrazek:

v

X

e) injekce neboli prosté zobrazeni X do Y, pokud plati dvé véci: jednak D(f) = X (zobra-
zeni je typu b): injektujeme-vnorujeme celou mnozinu X) a druhak plati podminka
injektivity (injektujeme-vnoiujeme ruzné vzory na ruzné obrazy):

Veye X:a#y = f(z) # f(y)

Priklad viz obrazek:

Tedy zobrazeni f neni injektivni (z definice negace konjunkce dou podminek), jestlize
neinjektuje celou mnozinu X (je porusena podminka injekce celé mnoziny) nebo
neinjektuje ruzné vzory na ruzné obrazy (je porusena podminka injekce ruznych
vzoru na ruzné obrazy).

f) surjekce neboli zobrazeni na Y, pokud je splnéna jedind véc, a sice Hf =Y. Surjekce
je tedy zobrazeni typu c) nebo d).

g) bijekce neboli prosté zobrazeni X na Y, pokud je surjekce a soucasné injekce. Piiklad
viz obrazek:

O zobrazeni bijektivnim lze tici, Ze se jedna o vzajemné jednoznac¢né prirazeni prvku
celé mnoziny na celou mnozinu. Inverzni zobrazeni k bijektivnimu zobrazeni je také
bijektivni, tj. bijekce je v jistém smyslu ,obousmérna“ (v tom smyslu, ze inverzni
zobrazeni k bijekci je také bijekce).

Zde by mélo nasledovat schéma vSech uvedenych typu zobrazeni v jejich vzajemnych
vztazich, které jsem kreslil na svém doucovani pred testikem dva, vSechny ostatni defi-
nice, pokud se lisi, pokladejte za neptfesné. Schéma bude dodano, jakmile bude opravena
provérka, tj. pred provérkou dvé to nestiham.
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Véta 16. Podmince prostého zobrazeni(= podmince injektivity) je logicky ekvivalentni
podminka

Ve,ye X f(x) = fly) = =y
(neboli pokud se dva obrazy rovnaji, tj. f(z) = f(y), tak se musi jednat o tentyz vzor, tj.
r=vy).

Diikaz: Plyne z platnosti vét v kapitole 1 tohoto textu: dokazovana vlastnost je logicky
ekvivalentni obméné implikace z vlastnosti prostého zobrazeni (52e). O

Kromé jednoho zobrazovani ¢i zobrazeni lze studovat-popisovat ty situace, kdy
skladame dvé ruzna zobrazeni, tj. nejprve zobrazujeme prvky z X do Y, apak z Y do Z:

Definice 53: Pokud f : X — Y je zobrazeni a g : Y — Z je zobrazeni, definujeme
slozené zobrazeni g o f (oznaceni 38) mnoziny X do mnoziny Z takto:

(go f)(x) = g(f(x))

(¢ti ,,g po f“ — toto Cteni také umoznuje zapamatovat si poradi, v jakém zobrazovani
provadime: nejprve na prvek x pouzijeme zobrazeni f, a pak teprve zobrazeni g)

L e

\
N

Obrazek 16: Priklad slozeného zobrazeni g o f.

Priklad 9.1. Vezméme X =Y = Z mnozinu realnych ¢isel a zobrazeni f : R — R
definované predpisem f(z) = 2z, podobné ¢g : R — R definované g(z) = x+ 5. Pak slozené
zobrazeni g o f je definované vztahem

9(f(x)) = g(2x) = 2z + 5,

jednd se tedy opét o zobrazeni R — R.

Pozor ovsem, zalezi na potadi skladani — pii opacném poradi skladanych funkei dosta-
neme
flg(z)) = f(x +5) =2(z+5) =2z + 10.

Poznamka: Iverzni relace f~! nékdy neni zobrazenim.

Inverzni relaci f~! netieba zv1ast definovat, protoze je to relace, v jejiz grafové repre-
zentaci vSechny $ipky zméni smér na opacny vzhledem k f (a v mnozinové reprezentaci
vSechny uspofadané dvojice zméni poradi svych souradnic). Problém je ten, ze inverzni
relace f~! neni vidy zobrazenim: UvaZzujme zobrazeni f : R — R dané vztahem pro
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druhou mocninu f(z) = 2% Pak napi. f(2) = 4 a f(—2) = 4, tj plat{ [4;2] € f~! a
[4;—2] € f~1 tj. f~! neni zobrazeni.

Véta 17. Inverzni relace f~! z Y do X je zobrazenim z Y do X pravé tehdy, kdyz
zobrazeni f : X — Y je injekce.

Dukaz: Dokazme (typ 4) obé implikace této ekvivalence.
e Dk. implikace ,=*“:dokazme
f~!je zobrazeni = f:X — Y je injekce.
Sporem (typ 5): predpokladdame platnost negace, tj. plati A A —B:
! je zobrazeni A f:X — Y nenf injekee.

Pak existuji prvky x,y € X, x # y tak, ze f(z) = z = f(y) pro ngjaké z € Y. To by
ale znamenalo, Ze [z, 2] € f!, [2,y] € f!, a to je spor s tim, Ze f~! je zobrazeni.
Tedy neplati vychozi predpoklad a plati dand implikace.

e Dk. implikace ,,<=*“:dokazme
f:X =Y jeinjekce = f~!je zobrazeni .
Sporem (typ 5): predpokladdame platnost negace, tj. plati A A —B:
f:X — Y jeinjekce A f~! neni zobrazeni .

Pak existuji prvky z1,70 € X a 2 € Y, 11 # x5 tak, Ze [z,21] € f~1 a [z,29] € f7L.
To by ale znamenalo, ze f(x1) = z, f(z2) = 2, a to je spor s tim, ze f je injekce.
Tedy neplati vychozi predpoklad a plati dana implikace. O

Pi#iklad 9.2. Napiiklad zobrazeni f : R — R zadané vztahem f(z) = 2z je prosté
(injektivni), a tedy k nému existuje zobrazeni inverzni f~'(x) = £ (tedy predpis zobrazeni
predstavujiciho nasobeni dvéma je inverzni k predpisu zobrazeni predstavujiciho déleni
dvéma).

And last but not least, nyni jsme schopni si fici vysokoskolskou definici operace:
(definice 54): Binarni operace © na mnoziné M je zobrazeni M x M — M tj. zobrazeni,
které prifadi usporadané dvojici [a; b] z kartézského soucinu M x M vysledek této operace,
prvek ab.

Prikladem operaci, které 1ze dosadit za symbol ¢, je celd tada: 4+, —, -, :; N, U, atd.
Jejich podrobnéjsimu studiu se budeme vénovat ve druhém semestru studia.

Definice 55: Zobrazeni f : N — R (tedy D(f) je mnozina ptirozenych cisel, H(f) je
mnozina realnych ¢isel) se nazyva posloupnost redlnych ¢isel.

Napriklad posloupnost nékdy zapisujeme ve tvaru

(a17a27a37 .. )
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a to znamena, ze prirozené cislo 1 se zobrazilo na realné ¢islo oznacené a,, prirozené ¢islo
2 se zobrazilo na realné ¢islo oznacené as, atd.

Definice 56: Zobrazeni f z mnoziny realnych ¢isel R do mnoziny realnych ¢isel R se
nazyva (redlnd) funkce (jedné) redlné proménné.

9.2 C(Cviceni

N4vrh devatého cvicent:

e Tti velmi dulezité definice, které studenti museji znat: Definice posloupnosti, defi-
nice realné funkce, definice bindrni operace ... at studenti definici vymysli a uvedou
priklad.

e Vratme se k definici zobrazeni, zékladnimu pojmu této hodiny: dva (&i t¥i) tvary
definice z prednasky.

e Definice a) az f) riznych typu zobrazeni ... vyucujici vyzvi definice od studentu (od
CtyT az Sesti studentu).

o Titiz ¢tyfi az Sest studentt jsou k tabuli nakreslit pro definici, kterou uvedli, typicky
priklad.

e Vsichni v lavici nyni vymysleji redlné funkce, které jsou jednoho z Sesti predchozich
typu (a) az (f) ... u kazdého typu uved'te jinou funkci jako pifklad (vétsinou studenti
vyktiknou z lavice, vyucujici nakresli na tabuli skicu grafu dané funkce, aby jejich
tvrzeni potvrdil).

e Jakého typu (z predchozich Sesti typu) je funkce y = 2% a funkce y = log, x?
e cviceni 9.4 a 9.5 ... studenti prijdou k tabuli vyftesit;
e spravné sestaveni slozeného zobrazeni ... cviceni 9.6 a 9.7.

e Piiklad s nekoneéno mnozinou: Definujte pomoci obrazku zobrazeni f : N — N,
které je a) injekce, ale ne surjekce; b) surjekce, ale ne injekce; c) je bijekce.

e Zbytek cviceni otazky od studentu, nebo piiklady na opakovani, protoze bude testik.
Ze souboru druha.tretina v IS muze byt na tesitku-b vse kromé ptikladu o¢islovanych
5b).

Cviceni 9.1. Uvodni cviceni k pojmu zobrazeni uz bylo v kapitole 6, cviceni 6.2. Nyni
se vénujme uz pojmu funkce a jeji graf: Viz realisticky.cz (materiél [18]), matematika
pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2105 pro studenty — vysledky viz tatéz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 9.2. Funkce a jejf graf 2: Viz realisticky.cz (online materidl [18]), matematika
pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2106 pro studenty — vysledky viz tataz hodina,
pdf pro ucitele.
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Cviceni 9.3. Prosta funkce: Spojeni definice (52¢) a (56) této kapitoly: Prosta
funkce je prosté zobrazeni R — R. Piiklady viz realisticky.cz (materiél [18]), matematika
pro SS, oddil rovnice a funkce, pdf hodina 2107 pro studenty — vysledky viz tatdz hodina,
pdf pro ucitele. Tato tvodni tfi cviceni 9.1, 9.2, 9.3 dobfe prezentuji pojem funkce,
kresleni grafu funkce a urcovani D(f), H(f).

Cviceni 9.4. Nakreslete ptiklad zobrazeni f : X — Y, které je injekce, ale neni
surjekce.

Cviceni 9.5. Nakreslete piiklad zobrazeni f : X — Y, které je surjekce, ale neni
injekce.

Cviceni 9.6.

a) Uvedte definici slozeni dvou zobrazeni f, g.

b) f(z)=sinz, a dale g(x) = y/ jsou redlné funkce; zadejte vzorcem zobrazeni g o f.
Cviceni 9.7.

a) Co je to zobrazeni? Uvedte definici.

b) Jsou zadény redlné funkce f(z) = 2%, g(z) = (z + 1)?, h(z) = 1. Sestavte slozenou
funkci h o g o f proménné x.

Cviceni 9.8.

a) Nakreslete ti piiklady zobrazeni (pokud mozno tvorivé, zobrazeni ruznych typu) a u
kazdého prikladu si bokem vypiste, jakého z Sesti typu zobrazeni z definice 52 se
tyka (jedno zobrazeni muze byt nékdy soucasné zobrazenim vice typu).

b) Vyménte si sesity ve dvojicich ¢ trojicich a napiste tuzkou ke kazdému zobrazeni v
sesité svého souseda jeho typ ¢i typy. Pak si své vysledky zkontrolujte spolecné.

Cviceni 9.9. Nakreslete priklad zobrazeni f : Z — N, které je injektivni, ale ne
surjektivni.

Cviceni 9.10. Nakreslete priklad zobrazeni f : R — Z, které je surjektivni, ale ne
injektivni.

Cviceni 9.11. Nakreslete priklad zobrazeni f : N — Z, které je bijektivni.

Vysledky nékterych prikladu a cvicéeni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.9.
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10 Elementarni funkce — ivod

10.1 Prednaska: vlastnosti funkce — shrnuti

Tato kapitola byla nové presunuta jako prednaska 10 a shrnuje zdkladni pojmy u ele-
mentarnich funkei, které budou procvicovany a pouzivany v tydnech 10 az 13.

Prednaska 10 je zkracend diky testiku, ale je v ni zapocata pravé nasledujici kapitola s
prehledem vlastnosti funkce — tyto vlastnosti budou dokonc¢eny na prednasce 11. Nastin:
e Funkce je zobrazeni R do R nebo R na R ... definice. Df = ..., Hf = .. ..
e Definice 57: Grafem funkce f(x) budeme rozumét mnozinu
Gr(f):={[z;y e RxR:x € Df N\ye Hf A f(x) = y}.

Protoze zobrazeni je jista relace, f a Gr(f) je vlastné totéz. Mohli bychom téz chapat,
ze f(x) je vzorec a mnozina bodu Gr(f) je relace uréend timto vzorcem

e Dulezité je, ze oznaceni [z;y| € f nebo x EN ynebo f(x) = y je stale totéz a znamens,
ze funkce f nabyva v bodé r hodnotu y.
e Dale definice, které se stihnou, vzdy ptislusna definice a k ni obrazek.

Redlna funkce jedné redlné proménné byla definovana v definici 56. Ale jedna se

vvvvvv

priklady funkci, které se pouzivaji v . mnoha oborech. Na zopakované znalosti téchto
zakladnich = elementarnich funkci bude pak navazovat vyuka predmétu Matematicka
analyza 1 — objektem této analyzy bude pravé pojem funkce.

Definice vlastnosti funkce

V dalsim se zaméiime na presnéjsi vyjadieni vlastnosti redlnych funkci. Studenti
budou muset znat definice néasledujicich vlastnosti, a také védét, jak se dana vlastnost
poznd z grafu funkce f(z). Nové dilezité: u zkousky bude za 15 bodu zkouSena
jedna z vlastnosti funkce, za 7,5 bodu bude uvedeni definice, za dalsich 7,5
bodu nakresleni obrazku k dané definici.

Rikéme, 7ze (definice 58)
1. funkce f je rostouci na intevalu I, kdyz

Vl‘l,ZL’zGIZ T < Ty = f(xl) <f($2);

f(‘l‘)
&) [-7"
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2. funkce f je klesajici na intevalu I, kdyz*

V:cl,:cg el: 1< 1y = f(fl'1> > f(il?g),
'a/\

£
£x)

xv

3. xoz D(f) je lokalni minimum funkce f, kdyz existuje otevieny interval (xq—d; x¢+9)
obsahujici zy a plati

Vo € (xg— 050 +0) = f(x) > f(xo);

S ——————

S—(x,\ —————

V30 -

[ 7] MNP ——

4. xgz D(f) je lokdlni maximum funkce f, kdyz existuje otevieny interval (zo—0d; zo+9)
obsahujici zy a plati

Vo € (xg— 020+ 6) 0 f(x) < f(zo);
Ra £
s

>
X

Q -
WK =

%o

39Pozor na tzv. obracete, kteif bez premysleni obrati obé nerovnosti v definici rostouci fukce — timto
zpusobem totiz nedostanou definici funkce klesajici, ale zase jen funkce rostouci, s tim rozdilem, Ze se na

funkce rostouci prevracen jen jeden symbol nerovnosti!! Cést x < y je stale stejnd — stdle chceme popisovat
tu situaci, ze prvni dosazovana hodnota je mensi nez ta druhd, tj. obraz ¢isla x na realné ose je stale nalevo
od obrazu ¢isla y.
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5. funkce f je sudd na svém definicnim oboru, kdyz

Vo € D(f): (—z) € D(f) A f(—x) = f(z);

6. funkce f je lichd na svém defini¢nim oboru, kdyz

Vo e D(f): (=) € D(f) A f(—z)=—f(z);

L A

YR

|
7. funkce f neni ani suda, ani lichd na svém definicnim oboru, kdyz pro ni neplati
predchozi dvé definice.

|
1
|
1
1
|
|
|
|
|
|
|
|
I

8. funkce f je zdola ohrani¢end na svém oboru hodnot H(f), kdyz

dde R:Vx e D(f): d< f(z);

M

X
1

jo
%{(0

9. funkce f je shora ohrani¢end na svém oboru hodnot H(f), kdyz

dhe R:Vz e D(f): f(x)<h;

ki

AN ey
| 5
|

M N\ 4 3
o
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10. funkce f je ohrani¢end na svém oboru hodnot H(f), kdyz je ohrani¢end shora i zdola,
tj. kdyz
dd,h e R:VYz e D(f): d< f(z)<h

11. funkce f je periodicka, kdyz

dpeR:p>0AVreD(f): (x+kpeD(f)VkeZ N f(z)= f(x+ kp)).

. A ]r/’\ """ V4 7 x
.5\/;11',(&114“- u M’H:’Zr \/;r X;Z ?.11’

=4

Budeme se ucit pozndvat uvedené vlastnosti (véetné téch, které byly definovény v
kapitole 9, jako je D(f), H(f), rozeznéni, zda je funkce prostd = injektivni, a nésledné
sestaveni inverzni funkce) na zékladé grafu funkce.

Urceni nékterych vlastnosti z grafu funkce:

1. Defini¢éni obor pozname z grafu funkce takto: kolmice z bodu grafu na vodorovnou
osu soustavy soufadnic ji protinaji pravé v bodech z D(f).

2. Obor funkénich hodnot: kolmice z bodu grafu na svislou osu soustavy soutadnic ji
protinaji pravé v bodech z H(f).

3. Lokélni minimum v bodé xy z D(f) (na vodorovné ose) nastava tehdy, kdyz existuji
body a,b € D(f) tak, ze

xo € (a,b) N f je klesajici na (a;zo) A f je rostouci na (xg;b);

4. Lokalni maximum v bodé z¢ z D(f) (na vodorovné ose) nastava tehdy, kdyz existuji
body a,b € D(f) tak, ze

zo € (a,b) N f jerostouci na (a;xzg) A f je klesajici na (xg;b);

5. Sudou funkci poznadme tak, ze jeji graf je osové soumérny vzhledem ke svislé ose
soustavy soufadnic (osa y je osa soumérnosti).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Lichou funkci pozndme tak, ze jeji graf je stredové soumérny vzhledem k pruseciku

souradnych os (bod [0;0] je stfed soumeérnosti).

. Funkci, ktera neni ani sudd, ani lichd, pozname tak, ze jeji graf neni ani osové

soumérny vzhledem ke svislé ose, ani stfedové soumérny vzhledem k pocatku sou-
stavy soutadnic®.

. Funkci ohranicenou zdola pozname tak, ze existuje konstantni funkce y = K rov-

nobézna s osou z tak, ze graf funkce f(z) je cely nad piimkou y = K.

. Funkci ohranicenou shora pozname tak, ze existuje konstantni funkce y = L rov-

nobézna s osou z tak, ze graf funkce f(z) je cely pod piimkou y = L.

Funkci ohrani¢enou zdola i shora pozname tak, ze existuji konstantni funkce y = K
a y = L rovnobézné s osou z tak, ze graf funkce f(x) je cely nad piimkou y = K a
pod piimkou y = L.

To, ze funkce f je prostd (injektivni), pozname z jejiho grafu tak, ze rovnobézky s
osou x jeji graf protnou vzdy nejvyse v jednom bodé.

To, ze funkce f je surjektivni, pozname z jejiho grafu tak, ze rovnobézky s osou x
vzdy protnou jeji graf v néjakém bodé (aspon jednom).

To, ze funkce f je bijekce R na R, pozname z jejiho grafu tak, Ze rovnobézky s osou
x jeji graf protnou vzdy pravé v jednom bodé.

Pokud je nasfm 1kolem nakreslit funkeci inverzni f~! k funkei f, tak muzeme vyuzit

faktu, Ze grafy funkei f a f~! jsou osové soumérné vzhledem ke grafu linedrni funkce
41

y=x".

To, ze funkce je periodicka, pozname z jejiho grafu tak, ze ¢ast grafu odpovidajici
délce nejmensi periody na vodorovné ose se opakuje v tom smyslu, ze rovnobézky s
osou x protinaji graf funkce v nekonecné mnoha bodech, jejichz vzajemna vzdéalenost
je rovna nasobku této nejmensi periody.

40Aby to funkci ani sudé, ani liché nebylo lito, tak pokud je jeji definiéni obor stiedové symetricky
vzhledem k pocatku a funkce je dostatecné slusnd, tedy napiiklad spojita, lze ji vyjadrit jako soucet
dvou (spojitych!) funkci, z nichz jedna je sudd a druhd lichd — tedy z kazdé spojité funkce na vhodném
defini¢nim oboru Ize separovat dvé hodnoty, z nichz jedna prispiva do sudosti a druhd do lichosti. Tato
separace funkce na sudou a lichou ¢ast ovSem nepatii do zakladnich dovednosti, jimiz se budeme zabyvat.

4 To plyne mimo jiné z toho faktu, Ze pii hledani inverzni funkce zaménujeme x za y ve funkénim
predpisu y = f(x) a vyjadfujeme proménnou z jako funkci proménné y, a tedy oba grafy jsou ,zameénitelné“
= osové symetrické vzhledem k této ,jose zaménitelnosti“ y = z.
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prehled tkola pro rozbor funkce f(z):

a) Urcete D(f) a pruseciky grafu funkce s osou z.
b) Urcete H(f) a pruseciky grafu funkce s osou y.

c) Urcete intervaly, na kterych je funkce rostouci (klesajici), naleznéte jeji lokalni
extrémy.

d) Urcete, zda je funkce sudé, lichd, nebo neni ani sudé, ani lich4.

e) Urcete zda je funkce ohranic¢end (zdola nebo shora).

f) Urcete, zda je funkce prostd — pokud ano, tak vyjadiete funkci k ni inverzni.

g) Urcete, zda je funkce periodickd — pokud ano, najdéte délku jeji nejmensi periody.

h) Nakreslete graf funkce f.

10.2 Vlastnosti funkce — opakovani k ustni zkousce

Cviceni 10.1. Dokoncete definice nebo jejich negace bez jediného ceského slova, jen po-
moci matematickych symbolu (u negaci nejprve vytvoite piislusnou pozitivni definici, a
teprve pak symbolicky zapis negujte):

a) Relace f je zobrazeni z X do Y, kdyz ...

b) Relace f neni zobrazeni z X do Y, kdyz ...

c) Funkce f je rostouci na intervalu I, kdyz ...

d) Funkce f neni rostouci na intervalu I, kdyz ...

e) Funkce f je klesajici na intervalu I, kdyz ...

f) Funkce f neni klesajici na intervalu I, kdyz ...

g) Redlné cislo xg je lokdlni minimum funkce f, kdyz ...
h) Redlné éislo zp neni lokalni minimum funkce f, kdyz ...
i) Redlné cislo zg je lokdlni maximum funkce f, kdyz ...
j) Redlné éislo g neni lokdlni maximum funkece f, kdyz ...
k) Funkce f je sudd, kdyz ...

1) Funkce f neni sudd, kdyz ...

m) Funkce f je lichd, kdyz ...

n) Funkce f nenf licha, kdyz ...

o) Funkce f je shora ohranicend, kdyz ...
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p) Funkce f nenf shora ohranicend, kdyz ...
Cviceni 10.2. Uved'te pifklad vzorce (nikoli jen obrazku) redlné funkce, kterd je suds.
Cviceni 10.3. Uved'te ptiklad vzorce (nikoli jen obrdzku) redlné funkce, kterd je lich.

Vysledky nékterych prikladi a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.10.1.

10.3 Cviceni: Funkce linearni, funkce s absolutni hodnotou,
funkce kvadraticka

Prvni cviceni na funkce bude provedeno jinak nez podle ucebnice realisticky.cz, zde je
navrh cviceni 10 nové: V tydnech 10 az 13 se na cviceni budeme zabyvat elementarnimi
funkcemi a zjistovani-popisu jejich vlastnosti. Piehled tkolil pii popisu funkce je uveden
na konci prednasky 10, tj. na str. 78 nahote. Na tomto cviceni se budeme vénovat pouze
tkolum 1, 2, 3 a 8 funkei typu A) linedrni funkce, B) funkce s absolutni hodnotou, C)
kvadratické funkce.

e A) Funkce linedrni jsou funkce typu y = a -2 + b, kde a,b € R jsou konstanty a x, y
jsou prvni a druhé soutadnice vazeb urcenych danym vzorcem.

e Nakreslete graf funkce y = 2x + 3 ... jaky je geometricky vyznam ¢cisel 2 a 37 ...
(v odpovédi zminme i trojihelnik o délce zdkladny 1 jednotka, ktery je pravouhly
a z néhoz plyne: pokud zvysime ¢islo x o jednu jednotku, zvysi se hodnota y o 2
jednotky).

e _Inverzni“ dovednost: Je ddana primka prochazejici ¢islem 1 na ose = a ¢islem —2 na
ose y. Najdéte vzorec funkce, jiz je tato piimka grafem.

e Tatdz dovednost: Piimka prochézi body [1;0,5] a [2;0]. Najdéte vzorec funkce, jiz je
tato primka grafem. Lze dvéma metodami: dosazenim dvou bodu do obecné rovnice
v nasem modelu, nebo odhadem z jednotkového pravoihlého trojihelnicku o délce
zakladny 1 jednotka.

e Existuje néjaka piimka v roviné, kterou nelze popsat jako graf funkce linearni y =
axr + b? ... dulezitd zminka

e Vsuvka o vyznamu D f, H f: Petédkova str. 24, piiklad 11a). Tti studenti jsou k tabuli,
z nakresleného grafu maji jen napsat Df, Hf ... letos v kazdém cviceni néktery z
trojice chyba ... jedna se o zdkladni dovednost, jako zméacknuti spojky u rozjeti auta.

e Podobné tentyz piiklad 11b): vyznam oznaceni f(zr) = y Mame najit xi, z,, 3,
aby f(x1) = 0,5, f(z2) = 2, f(x3) = —3 ... jesté lze doplnit vypoctem f(2) = ...,
fi3)=...

e B) funkce f(x) = |z|, respektive funkce typu f(z) = a-|x+b|+c, kdea = £1,b,c € R
jsou konstanty. Prvni tikol: pouze statickd dovednost (dosazovani konkrétniho = a
vypocet y zakresleni bodu do roviny a prolozeni kiivkou), nakreslete graf, urcete D f,

Hf pro f(z) = [a].
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Déle dynamickd dovednost (snazime se pouze zjistit, kam se posunul vrchol
zékladniho grafu y = |z|, zbytek grafu dynamicky dokreslime, bez dosazovani bodu
x): t1i studenti jdou k tabuli, nakreslete graf, urcete Df, Hf pro a) f(x) = |x + 1|,

b) f(z) = |z| + 1, ¢) f(z) = —|z — 2| — 1 ... dkolu (c) lze napomoci rozdélenim na
tii faze predstavujici t¥i posuny: nejprve nakreslete relaci y = |z — 2|, pak relaci
y = —|zr — 2|, a pak relaci y = —|z — 2| — 1 ... jednd se o slozeni dvou posunuti a

jedné osové soumeérnosti!!

Pokrocily piiklad na zavér: Nakreslime graf funkce y = ||z| — 1|, z toho ¢éast ,pod*
osou x carkované, abychom naznacili, ze cast pod osou se ve vysledky osové soumérné
zobrazila ... studenti by méli piijit na vzorec sami. To z absolutnich hodnot staci,
jadrem cviceni jsou totiz kvadratické funkce.

C) funkce kvadratickd f(x) = ax?® + bx + ¢ pro a # 0: nejprve statickd dovednost,
studenti dosazuji body = a pocitaji hodnoty y: Student jde k tabuli nakreslit sam
ctyfi funkee do jednoho grafu: fi(z) = 22, fo(x) = ;-2?, fi(z) = —a?, fo(z) = F--22
Dynamicka dovednost: vsimame si jen, zda koeficient u x je kladny nebo zaporny,
a pak zjistime, kam se posunul vrchol [0;0] zdkladniho tvaru funkce z predchoziho
piikladu — to ndm staci na nakresleni grafu, urceni Df, H f a zjisténi, na kterych
intervalech je funkce f rostouci (klesajici). Pozndmka k rostoucnosti a klesajicnosti:
I kdyz v tomto skriptu pouzivam definici funkce rostouci na intervalu do néjz lze
zahrnout i pravy ¢i levy krajni bod, vedu studenty k tomu, aby popisovali monoto-
nii jen na otevieném intervalu, protoze pravdépodobné na prednésce (Matematickd
analyza 1) budou definovat monotonii na intervalu pomoci monotonie v bodé, a tak
nebudou krajni body zahrnovat.

Tak tedy ptiklad: Nakreslete graf, urcete Df, Hf a intervaly monotonie funkce
f(z) = 22 —2x+3 ... doplnénim vyrazu na tplny ¢tverec zjistime soufadnice vrcholu.

Nakreslete graf, urcete Df, Hf a intervaly monotonie funkce f(r) = —2* — 6z — 8
... doplnéni na c¢tverec provadime az po vytknuti minus z celého trojclenu.

Dva studenti jdou k tabuli ... totéz pro funkce f(z) = 2?4+ 5z — 1, f(x) = —0,522 +
x + 2. ... stéle plati: vytknéte koeficient u z? z celého trojélenu, a pak az upravujte
na ¢tverec. Zde teseni téchto piikladi jsem uz posilal emailem.

A konecné inverzni dloha: vrchol paraboly je [2; —1] a je otocend nahoru: naleznéte
vzorec kvadratické funkce, jiz je parabola grafem ... tato funkce neni urcéena jedno-
znacéné, napriklad je fesenim y = (v —2)% — 1.

A jesté jedna: vrchol paraboly je [—3; —2] a je otocend dolu: naleznéte vzorec kvadra-
tické funkce, jiz je parabola grafem ... tato funkce neni uréena jednoznacné, napiiklad
je feSenim y = —(x + 3)* — 2.

Na zavér cviceni nebo zacatkem cviceni nésledujiciho: Soutadnici vrcholu paraboly
lze ur¢it i z prvni derivace funkce f, lze ziskat vzorec xg = ;—f a soutadnici g
dopocitat ze vzorce funkce: f(zg) = yo.
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A) Linearni funkce f(z) =a-x+5b

Opakovéni tohoto typu viz cvi¢eni, nebo vyuzijte online materiél [18], matematika pro
SS, oddil rovnice a funkce:

e Linedrni funkce I. pdf hodina 2108 pro studenty — vysledky viz tatdz hodina, pdf pro
ucitele. Model plnéni vody ptehrady pii povodnich roku 2002. K modelovani této
realné situace kupodivu je dostatecny i nejjednodussi typ funkce, a to pravé funkce
linedrni.

e Linearni funkce II. pdf hodina 2109 pro studenty — vysledky viz tatdz hodina, pdf
pro ucitele. Jesté k modelu plnéni prehrady vodou. Ve druhé ¢éasti cviceni se studenti
uci kreslit grafy linedrnich funkei na zakladé predpisu (vzorce). Tato dovednost bude
déle procvicena na cviceni.

B) Funkce s absolutnimi hodnotami

Musime téz zopakovat pojem absolutni hodnoty, aspon na stredoskolské trovni. Po-
slouzi ndm k tomu opét stiedoskolské materidly [18] — matematika pro SS, oddil rovnice a
funkce, nékteré pdf hodiny, které snad neni nutné prepisovat do tohoto textu:

e Funkce absolutni hodnota pdf hodina 2401 pro studenty — definice absolutni hodnoty;
geometricky vyznam absolutni hodnoty rozdilu realnych ¢isel; graf funkce absolutni
hodnota.

e Kresleni grafu funkce metodou napodobeni vypoctu. pdf hodina 2402 pro studenty
— kresleni grafu funkci, které vzniknou modifikaci nebo slozenim linedrnich funkei a
funkce absolutni hodnoty. Tato dovednost bude dale procvi¢ena na cviceni.

C) Kvadraticka funkce

Kvadratickd funkce je redlnd funkce typu f(z) = ax?® + bz + ¢, kde a, b, ¢ jsou realné
konstanty a z je redlnd proménnd. Podrobnéjsi probrani kvadratickych funkei viz [9], str.
56-71. Urcité si projdéte nésledujici véci (odkazy se tykaji uc¢ebnice [9], nékteré piiklady
jsou fesené v jejim textu, u vétsiny nefesenych prikladu je uveden vysledek na konci knihy

[9]):
e grafy kvadratickych funkei (paraboly):

— str. 61 ... graf funkce y = a - 2% pro riizné hodnoty konstanty a;
— str. 64 ... graf funkce y = 3(z 4+ 1)* = 3;
— priklad 4.9 na str. 67;

e feseni kvadratickych nerovnic:
— str. 69, pr. 1: feSte v R:

202 +5 <32+ — 1;
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— piiklad 4.23 na str. 71.

Cviéeni 10.4. Nakreslete graf funkce y = —22% + 3z + 1 a urcete Dy a Hy.

Cviceni 10.5. Napiste vzorec kvadratické funkce, pro kterou plati: Df = R,
Hf = (—00,2), vrchol nastava pro x = 3. Muzete nakreslit i jeji graf, ale vzorec je klicovy.

Vysledky nékterych prikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.10.2.
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11 Vypocet a graf funkce inverzni, linearné lomena
funkce, mocninna a odmocninna funkce

11.1 Prednaska: Vlastnosti funkce II, vypocet a graf funkce in-
verzni

V této kapitole pokracujeme v prehledu zékladnich typu funkei vyuzivanych v mnoha
oborech lidské ¢innosti a praxe. Plan prednasky:

e Prvni polovina: vratime se jesté k jedenacti pojmum-vlastnostem funkce v definici
58 a ke kazdé vlastnosti si nakreslime obrazek (neni ve skriptech, I am sorry, ale
kdybyste nékdo nakreslil hezkych jedendct obrazku, tak je do skript naskenuji). U
zkousky pak bude jedna otédzka na pojem-pojmy, a sice 7,5 bodu za spravnou definici
algebraicky (= symbolickym zapisem), 7,5 bodu za spravny obrazek, na kterém tento
pojem vysvétlite.

e Druha polovina: musime se zabyvat vypoctem a vlastnostmi inverzni funkce u
ruznych zakladnich typu funkei, které probirame. Zhruba podle klice:

— Uz bylo feceno v kapitole 9, ze pokud f je funkce prostd, tak f~! je téz funkec
jedné redlné proménné.

— Pokud tedy relace f~! je funkci, pravé diky inverznimu charakteru dochdzi k
,prehozeni* definiénfho oboru a oboru hodnot: Df~' = Hf Hf ' = Df.

— jestlize f je klesajici, tak také f~! je klesajici ... to je dobra pomticka pro ovéfent
spravnosti grafu inverzni funkce.

— pomtcka pro kresleni grafu funkce f a f~!: oba grafy jsou osové soumérné
mnoziny bodu v roviné vzhledem k ose ...

— Vypocet inverzni funkce a nakreslenf grafu f=! ... u linedrnich funkei (typ A):
f(z) =3z -2

— Zékladni algoritmus vypoctu f~! je u vech typu funkce stejny: 1) zaménime x
za y ve vzorci y = f(x), 2) vyjaddiime ze vzorce opét y, jak jsme zvyKkli.

— Vypocet inverzni funkce a nakresleni grafu f=! ... u funkei typu B ... to délat
nebudeme.

— Vypocet inverzni funkce a nakreslen{ grafu f~! ... u kvadratickych funkef (typ
C) ... Ize s omezenim Df jen na tu ¢ast, kdy f je prostd. Mdme dvé moznosti,
jak se omezit, tj. dvé mozné inverzni funkce, kazdou k jiné vstupni prosté funkci

I
— Vypocet inverzni funkce a nakresleni grafu f=! ... u linedrné lomenych funkei

(typ D). Néco malo lze tici o linedrné lomené funkci samotné, ale to také jeste
projdeme na cviceni, tj. jen zbézné, a zamérime se na tu inverzi.

— Typ E ... 1ze takovy piiklad vybrat, pokud stihneme. Nebo viz cviceni.
— Typ F ... viz pristi tyden.
— Typ G ... viz za ¢trnact dni.
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MOCNINNA A ODMOCNINNA FUNKCE

11.2 Cviceni: Linearné lomena funkce, mocninna a odmocninna

funkce; vypocet funkce inverzni

N4éstin cviceni:

ad C) ke kvadratické funkci: soutadnice vrcholu lze zjistit jesté jinym zpusobem, a
sice teorie derivace poskytuje vzorec xg = ;—f, soutadnici yy vypocteme ... ze vzorce
funkce f.

typ D) linedrné lomend funkce: jeden student nakresli do jednoho grafu funkce
filz) = L, folw) = 2, fs(x) = =%, falz) = =2. Statickd dovednost ... dosazuje
konkrétni bod x a vypocte konkrétni hodnotu y ... ¢tyfi grafy, ¢tyfmi ruznymi
barvami!

Dalsi student: tikoly 1,2,3,8 pro funkci f(z) = %1

427
Dals{ student: tkoly 1,2,3,8 pro funkei f(z) = S22t
Dalsi student: tkoly 1,2,3,8 pro funkci f(z) = i%, navic ukol nakreslit graf a vyjadrit
vzorcem inverznf funkci f~1.
Jesteé jeden tikolek navic k predchozimu grafu: nakreslete graf funkce f(z) = [225].

N

hyperboly s posunutym stiedem do bodu [2; —1], s grafem nakreslenym v posunutém
druhém a ¢tvrtém kvadrantu, navrhnéte vzorec funkce, které je grafem.

typ E, mocninné funkce: jeden student do jednoho obrazku dvéma barvami y = x*,

y = 29 (statickd dovednost, dosazuje ruzné body), druhy student do dalstho obrazku
dvéma barvami y = x3, y = 2° (statickd dovednost, dosazuje rizné body) ... at je

mezi body urcité 0, %, 1.

Nékdo dalsi: vezmeéte si dalsf barvu a nakreslete k funkci ¥ = 2% do jednoho obrazku
graf funkce f~!, a také vyjadiete vzorcem.

Jeden student do jednoho obrdzku dvéma barvami y = z72, y = x~* (statickd
dovednost, dosazuje ruzné body), druhy student do dalsiho obrazku dvéma barvami
y = 273 y = x7° (statickd dovednost, dosazuje ruzné body) ... at je mezi body
uréite 0, 3, 1.

Dva lidi k tabuli: Nakreslete do jednoho obrazku graf funkce (nyni i pro kresleni
funkce f se jedna o dynamickou dovednost: jen zjistéte, do kterého bodu se posunul
ystied obrazku funkce v zakladni poloze®, a zbytek dokreslete podle tohoto posunu,
zékladn{ polohy viz dva priklady zpét): a) f(z) = (z—2)73+3;b) f(z) = (z+1)2-3.

Dalsi dva lidi: nakreslete i vypoctéte funkei inverzni ke dvéma predchozim piikladum,
tj. ad a) na celém Df, ad b) na zizeném Df = (—oo; —1).

Naopak jsou zadany grafy a) podobny predchozimu a), ale poc¢atek posunuté sou-
stavy soufadnic je v bodé [3;—2] a Hf = (—3;00), vasim tkolem je najit vzorec
funkce, jiz je grafem; b) pocatek posunuté soustavy soufadnic je v bodé [3; —2] a
Hf = R — {3} a graf je nakreslen ve druhém a ¢tvrtém posunutém kvadrantu ...
najdéte vzorec funkce, jiz je grafem.
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D) Linearné lomena funkce

Jednd se o funkci typu

ar +b
cr+d’

fz) =

tj. funkci, kterou vytvairime pomoci podilu dvou linedrnich funkei (proto tedy nazev
Slinedarné lomena“ funkce). Podrobngjsi vyklad viz [9], str. 72-84. Urcité si projdéte
nésledujici véci (odkazy se tykaji ucebnice [9]):

e str. 77 ... graf funkce y = g pro ruzné hodnoty konstanty k;
e str. 78-80 ... obecnéjsi grafy linearné lomenych funkci — priklady 1 a 2;
e str. 82, piiklad 5.9 ... grafy dalsich typu, je dulezité vSechny nakreslit;

E) Mocninné funkce f(z) = 2" a funkce k nim inverzni

Podrobnéji viz [9], str. 85-116. Urcité si projdéte nasledujici véci (odkazy se tykaji
ucebnice [9]):

e Kresleni grafi mocninné funkce:

— str. 87 ... grafy funkce y = 2" pron € N;
— str. 90 ... grafy funkce y = 2" pron € Z7;

— str. 91, priklad 6.7;
e Hleddni inverzni funkce:

— str. 95, pf. 1: Naleznéte funkci inverzni k funkei y = 3z — 2 pro D(f) = (—1;2).
Nakreslete grafy obou funkei f a f~! v jedné soustavé soufadnic.

— naleznéte inverzni funkci k funkci y = (z — 2)* + 3 a) pro D(f) = (—o0, 2).

Resent: Graf kvadratické funkce pro Df = R neni funkce prostd (nabyva dvou
stejnych hodnot pro riznéd x, coz pozname podle toho, ze rovnobézky s osou
x protinaji jeji graf ve dvou ruznych bodech), proto k ni inverzni relace nenf
funkei. Kdyz se omezime na interval D f = (—oo; 2), funkce uz prosta je (jejim
grafem je presné polovina paraboly):
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Funkci inverzni najdeme zdménou x za y v predpisu (z = (y — 2)> +3) a
naslednym vyjadienim proménné y z této rovnice:

y=2+tvr—3.

Tento vzorec ovsem neni jednoznaénym vyjadienim funkce diky operatoru =+.
Musime rozhodnout, které z obou znamének vybrat. Pomoci je, ze puvodni
funkce f byla definovand pro zdpornd x — to znamend, ze (f a f~! si navzdjem
zaménuji definiéni obor a obor hodnot) funkce f~! bude nabyvat zdpornych
hodnot, tj. spravna volba znaménka je MINUS a hledana funkce m&a tvar

flU o) =2 VT =3

— naleznéte inverzni funkei k funkci y = 2 pro D(f) = R.

Resen{: Funkce f(x) = 2% je prosta pro viechna redlnd z (= rovnobézky s osou
x protinaji jeji graf vzdy jen v jednom bodé), tj. k ni existuje funkce inverzni:
Najdeme ji ze vztahu y = 23 zdménou proménnych z a y a vyjddienim proménné
y:

r=y" = y=Vr = [l2)=Vr
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Vsimnéte si z grafi f a f~! jednoho dulezitého faktu: pokud f je rostouci
funkce, tak f~! je také rostouci — tato skute¢nost ndm muze vidy pomoci jako
kontrola, zda jsme graf funkce inverzni nakreslili spravneé.

Cviceni 11.1. Linearné lomena funkce — zavedeni pojmu. pdf hodina 2601 pro
studenty — online materiédl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.2. Grafy linearné lomené funkce 1. pdf hodina 2602 pro studenty
— online materidl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.3. Grafy linearné lomené funkce 2. pdf hodina 2603 pro studenty
— online material [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.4.

4a) Nakreslete graf funkce f(z) = 322 a uréete Df a Hf.

4b) Uved'te vzorec linedrné lomené funkee, tj. funkce typu f(z) = Z:?IZ? pro kterou plati,

ze Df = R\ {3}, Hf = R\ {—1} a f je rostouci pro x > 5 (moznd je f rostouci i
na jinych intervalech, ale hlavné at je rostouci pro z > 5).

4c) Linearné lomena funkce je zadana vztahem f(x) = 2“";12. Urcete jeji Df, Hf a na-
kreslete graf.

Cviceni 11.5. Mocninné funkce — prirozeny mocnitel. pdf hodina 2701 pro
studenty — online materiél [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.6. Mocninné funkce — zaporny mocnitel. pdf hodina 2702 pro
studenty — online materiél [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz
tataz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.5. Nerovnosti — pouziti grafi mocninnych funkci. pdf hodina 2703
pro studenty — online material [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky
viz tataz hodina, pdf pro ucitele.
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Cviceni 11.6. Inverzni funkce — prvni pohled na tento pojem, poté co byl
predstaven v kapitole 9 ve formé inverzniho zobrazeni (inverzni funkce =
inverzni zobrazeni mezi mnozinami redlnych ¢isel). pdf hodina 2708 pro studenty
— online material [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.7. Druha odmocnina. pdf hodina 2709 pro studenty — online materidal
[18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tatédz hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.8. Druha odmocnina — graf. pdf hodina 2710 pro studenty — online
materidl [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tatdz hodina, pdf
pro ucitele.

Cviceni 11.9. n-ta odmocnina. Pouze prvni ptiklad pdf hodiny 2711 pro studenty

— online material [18], matematika pro SS, oddil rovnice a funkce. Vysledky viz tataz
hodina, pdf pro ucitele.

Cviceni 11.10.
10a) Nakreslete graf funkce f(z) = ﬁ + 3 pro x € (2;00).

10b) Najdéte vzorec funkce f~!(z) inverzni k funkci f(z) z ¢ésti (a) a nakreslete jeji graf
do téhoz obrézku jako graf z ¢ésti (a).

Cviceni 11.11.
11a) Pro funkei f(z) = (z +1)72 — 3 urcete Df, H f a nakreslete graf.

11b) Vypoctéte inverzni funkei k té funkei z ¢ésti (a), jejiz definiéni obor je zizen pouze
na kladna x, a nakreslete grafy obou funkci do jednoho obrazku.

Cviceni 11.12. Pro néasledujici funkce nakreslete jejich graf, urcete D(f), H(f) a
najdéte pifslusnou funkei inverzni: a) f(z) = —2?+1,b) f(z) = (x—5)3, ¢) f(z) = =L +2.

Cviceni 11.13. Pro nésledujici funkce nakreslete jejich graf, urcete D(f), H(f) a
najdéte ptislusnou funkci inverzni: a) f(z) = 2272, b) f(z) =273 — 1.

Cvicéeni 11.14. Nakreslete grafy funkei y = 272 a y = 2~*. Existuje néjaky bod z
definicného oboru téchto funkci, ve kterém tyto funkce nabyvaji lokdlniho minima? Pokud

ano, ktery? Pokud ne, proc?

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.11.
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12 F) = Funkce exponencidlni a logaritmické

12.1 Prednaska
Néstin prednasky:

e Jesté k pojmum sudé-liché funkce, nebo funkce, ktera neni ani sud4, ani licha ... viz
funkce typu A,B,C,D,E.

e A pojem funkce ohranicené zdola, shora, zcela ... viz funkce typu A,B,C.D.E ...
tomuto a predchozimu pojmu jsme se na cviceni moc nevénovali.

e I') exponencidlni a logaritmické funkce: Kde se vzala funkce logaritmu? Podivejte se
na anglické video (Tarek Said), které pii zapnutych titulcich neni az zas tak slozité,
a ukazuje, jak se objevily logaritmy:

https://www.youtube.com/watch?v=habHK6wLkic&ab_channel=TarekSaid

(dva zachytné body: 1614 Napier zvefejnuje tabulky, podle kterych se prevede
nasobeni ¢isel na scitani ... jakéasi tabulkova kalkulacka; kolem roku 1627 byla
zvefejnéna geometrickd posloupnost s kvocientem 1,000001, kterad prevadi nasobici
se ¢isla na aritmetickou posloupnost s kvocientem 0,000001 (nebo néco velmi
blizkého tomuto prevodnimu vztahu); ¢isla v aritmetické posloupnosti byla nazvéna
logoi aritmoi = pomérnd ¢isla (logaritmoi); 1647 Rehoi od svatého Vincenta vyiesil
problém, Ze obsah plochy mezi grafem nepiimé imérnosti % a osou r na intervalu
od 1 do a je roven logaritmos(a); az kolem roku 1667 byly prirozené logaritmy
nezavisle vypocteny Mercatorem a Newtonem pomoci rozvoje nekoneéné rady
2?2 23t

1n(1+$):x—?+§—;+--- pro x € (—1;1);

a az 101 let po praci sv. Vincenta, roku 1748, poskytl Euler zédklad, ktery charakte-
rizuje prislusnou logaritmickou i exponenciélni funkci: e = 2,71828182845904 . . .).

e Kde se vzala funkce exponencialni? Rybnik o rozloze 1000 metru ¢tverecnich zarusta
sinicemi, kazdy den se pocet metru ¢tverecnich zelené plochy zdvojnasobi. Na konci
prvniho dne je porostly jen 1 metr ¢tverecni. Za kolik dnu se zaplni povrch rybnika?

Nebo: kazdy den ptibyva uz jen 90 procent nakazenych v néjaké nemoci, za kolik
dni bude narust nakazenych uz stokrat mensi, nez prvni den? Resime vlastné rovnici

0,9 = 0,01.

e Funkce exponencidlni a logaritmicka pro a € (0; 1), vypis zakladnich vlastnosti. Tyto
funkce jsou si navzajem inverzni!

e Funkce exponencialni a logaritmickda pro a € (1;00), vypis zdkladnich vlastnosti.
Tyto funkce jsou si navzajem inverzni!

e definice logaritmu uvadi do souvislosti pojem logaritmické funkce jako inverzni
funkce k funkci exponencidlni (kde neznamé x se nachdzi v exponentu funkce):

log,z =2 & a" ==z

Pak nésledujici ptiklady (ucebnice pro gymnazia [9], Funkce (nakl. Prometheus)):



92 12 F) = FUNKCE EXPONENCIALNI A LOGARITMICKE

— str. 132, piiklad 1: log, 8 = ...

— str. 133, priklad 2: log,,0,01 = . ..

— str. 134, priklad 4: loggt =3 =t =...

— str. 134, priklad 5: log, 100 =2 = a=...

e Metodika nakresleni grafu funkce y = logi x: tento graf skutecné kreslime jinak,
nez jsme byli dosud zvykli: na ose y vyznacime hodnoty y = 0, y = 1, y = —1
tak, ze vedeme cervené teckované rovnobézky osy x protinajici osu y v bodech 0, 1,
—1 ... prislusné x-souradnice spocteme tak, ze umocnime zaklad i na tyto hodnoty:

0 0 1 -1
(i) =.., (i) = ..., (i) = ..., (i) = ... tyto soufadnice vyzna¢ime na ose z,
k ose x vedeme kolmice k témto souradnicim a na pruseciku s prislusnou teckovanou
piimkou dostaneme bod grafu. Tj. graf funkce logaritmu skutecné ziskdme pomoci
vypoctu mocnin, ale musime umocnovat ¢islo y a vysledkem umocnéni je ¢islo x.

e str. 135-136 ucebnice pro gymndzia [9], Funkce (nakl. Prometheus) ... véty o logarit-
mech: protoze logaritmy jsou vlastné mocniny, tak z pravidel pro mocniny vyplyvaji
i pravidla pro logaritmy:

log,(r-s) = log,r + log, s

log, (

log, (r*) = s-log,r

» |3

) = log,r —log,s

e Mezi logaritmy ruznych zakladu existuje vztah, ktery prevadi logaritmus jistého
zdkladu na logaritmus jiného zakladu. Z téchto vzorcu se nam bude hodit specidlné
prevod vsech zdkladu na logaritmus o tzv. pfirozeném zakladu (oznaceni 39)

Inz = log, z,

kde e = 2,718281828459... je tzv. Eulerovo éislo, v matematice velmi dulezité.

Ptevodni vzorec je tvaru

g0 = 17

%%a® = 14
(vzorec lze zapamatovat tim zpusobem, ze ve funkei log, x piSeme v jistém smyslu
2 nad hodnotu a, respektive a je napsano v dolnim indexu — podobné ve zlomku na
pravé strané se vyskytuje podil funkei In a opét argument x se vyskytuje graficky

nad argumentem a)*2.

e A jesté posledni oznaceni (oznaceni 40): pokud u funkce log x neni uveden zadny
zéklad, zpravidla se jedné o
log z :=log;,

“2Tento prevodni vzorec budou studenti potiebovat v pfedmétu matematickd analyza — pii derivaci &
integraci logaritmu ruznych zakladta obvykle prevadime na zdklad pfirozeny, Eulerovo ¢islo, a pak teprve
provadime integraci ¢i derivaci. Hodi se nam pfitom védét, ze Ina je konstanta, protoze zaklad a se
neméni, tak proto s Ina zachazime pii integraci ¢i derivaci stejné jako s jakoukoli jinou konstantou. Také
diky vzorci je mozné si pamatovat (nebo mit tabulky) pouze logaritmy o pfirozeném zdkladu a vsechny
logaritmy o ostatnich zakladech pomoci toho pfirozeného zakladu spocitat.
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(neni to vzdy pravidlem, v nékterych ucebnicich se vyrazem log x oznacuje ptirozeny
logaritmus — v tom ptipadé by to ovSem ucebnice méla dat ¢tenafi védet; v tomto
textu logxz znamenda logaritmus o zdkladu 10 a pro pfirozeny logaritmus budeme
uzivat jeho klasickou znacku In ).

e Ve zbytku prednéasky ctyfi rovnice exponencidlni a logaritmické, také jsou vzaty z
dané ucebnice pro gymnazia:

2-logyp(z —1) = 0,5- (logyga” —logy, x);
1 u
w2 = 3
logipz = 2—logy5;
logy(z + 14) 4 logy(x +2) = 6.

12.2 Cviceni
N4éstin cviceni:

e Dva lidi k tabuli: jeden nakresli grafy y = 2%, y = 4%; druhy grafy y = 2%, y = 3% ...
jaky je rozdil mezi funkci mocninnou a funkei exponencialni?

e Dalsi dva lidi: Nakreslete graf funkce y = 2% a vypiste jeji vlastnosti; nakreslete graf

funkce y = (%)x a vypiste jeji vlastnosti. Statickd dovednost: dosad'te x = 0, x = 1.

e Dalsf dva lidi: pojd'te do téhoZ obrazku nakreslit graf funkce inverzni f=! a vypiste
jeijf vlastnosti, které jsou odlisné od vlastnosti funkce f. Statickd dovednost: dosadte
x =1, x = zaklad logaritmu.

—0,5 T
e Porovnejte hodnoty (%) a 1 pomoci grafu funkce y = (%) .

e Porovnejte hodnoty 0,456 a 0,4%® pomoci grafu funkce y = 0,4%.

e Dalsi dva studenti k tabuli: Nakreslete graf ndsledujici funkce, ktery vznikne bud
po upravé vzorce, nebo spojenim posunuti a osové soumérnosti ze zakladniho tvaru
grafu exponencialni funkce: a) y = 273 — 1, b) y = 277,

e Naleznéte vzorec inverzni funkce f~! k exponencidlni funkci v ¢ésti (a) pfedchozi
odrézky a do téhoz obrézku jako f nakreslete graf funkce f~!.

e Nakreslete graf funkce f(z) =2 — 0,3" a urcete jeji vlastnosti.

e Najdéte inverzni funkci f~! k funkci f z pfedchozi odrdzky a nakreslete jinou barvou
do téhoz obrazku jeji graf.

e Prace s logaritmickymi funkcemi: Zacneme fesenim logaritmickych nerovnic s gra-
fickou podporou. Najdéte vsechna x € R, pro néz plati log, x > log, 4, zdivodnéte s
vyuzitim grafu funkce y = log, .

e Najdéte vsechna x € R, pro néz plati log, 5 > log, 5 2, zdtivodnéte s vyuzitim grafu
funkce y = log, 5 x.
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Dva lidi k tabuli: nakreslete grafy mirné modifikovanych logaritmickych funkei (oso-
vou soumeérnosti a posunutim), urcete jejich Df, Hf: a)y = log%(:c +2) —1;
b) y = log,(1 — x) + 2.

K funkci (a) z predchozi odrézky urcete funkci inverzni grafem i vzorcem.

e A zavérem opacnd dovednost: graf funkce rostouci je takovy, ze Hf = (—00;2) a
prochézi bodem [3; 1], tedy funkéni hodnoty se pro rostouci z blizi asymptoticky ke
konstantni funkci y = 2. Najdéte vzorec exponencidlni funkce (mirné pozmeénéné,
diky posunuti a osové soumérnosti), které je grafem.

A druhy dil zavérecné dovednosti: Funkce f je klesajici s definiénim oborem D f =
(2; 00) a prochézi bodem [3; 2]. Piimka x = 2 je svislou asymptotou funkce. Naleznéte
jeji vzorec pomoci posunutého logaritmu.

Cviceni 12.1.
a) Nakreslete graf funkce f(z) = 0,5% a urcete Df a Hf.
b) Napiste vzorec funkce f~!(z) inverzni k funkci f(x) z ¢ésti (a).
Cviceni 12.2.
a) Nakreslete graf funkce f(z) = 0,37 + 2, urcete Df a Hf.
b) Najdéte vzorec inverzn{ funkce f~! k funkci z ¢ésti (a).
Cviceni 12.3.
a) Nakreslete graf funkce f(z) =log,(z — 1) a urcete Df a Hf.
b) Vyjadiete nezndmou y z rovnice Iny = 22 + 2.
Cviceni 12.4.
a) Nakreslete graf funkce f(z) = —logy(z — 1) + 2 a urcéete Df a Hf.
b) Naleznéte vzorec funkce inverzni k funkei (a) a nakreslete jeji graf.

Cviceni 12.5. Je ddna funkce f(x) = 2°! 4 3. Najdéte vzorec funkce inverzni f~1 a
nakreslete oba grafy do jednoho obréazku, urcete D(f), H(f), D(f~1), H(f™1).

Cviceni 12.6. Nakreslete grafy funkci (do tif ruznych obrazki) a) y = 0,3%; b)
y = —0,3% ¢) y = 2 — 0,3"; k posledni uvedené funkci najdéte vzorec pro funkci inverzni
a nakreslete ji do obrazku c).

Cviceni 12.7. Pro funkci y = 2 - log, * — 1 naleznéte vzorec funkce inverzni.

Cviceni 12.8. Je ddna funkce f(x) = logs(z + 2) — 1. Najdéte vzorec funkce in-
verzni f~! a nakreslete oba grafy do jednoho obrézku, urcete D(f), H(f), D(f™), H(f71).

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.12.
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13 G) = Goniometrické funkce

13.1 Prednaska

Odkud se vzaly goniometrické funkce? Oznaceni pochazi z Tectiny: hé gé ... zemé, odtud
ygeometrie“ = meéreni zemé, zemeémericstvi; dale hé gonia ... thel, roh, thelny kdmen, tj.
odtud ,goniometrie* = méfeni ihla, thloméricstvi. Nastin predndsky (spiSe asi skripta
ptes projektor, je to prednaska v obrazech):

e Definice funkei dhlu (v pravoihlém trojihelniku, viz obrazek), orientovany thel,
stupnova a obloukova mira tihlu (,,namotdme* redlnou osu na kruznici o jednotkovém
poloméru, viz obrazek)

e Rozsiteni goniometrickych funkci z tihlu trojihelniku na R:

— duvod rozsiteni funkei sin x, cos x na celé R: pohyb po kruznici, kmitani pruziny-
struny netlumené nebo tlumené.

— jak si zapamatovat hodnoty funkci sinz, cosx pro Sestnact zakladnich uhlu ...
viz dva obrazky;

— TeSeni rovnic ... vyfeste v R: sinz = 0,5; vyfeste v R: cosx = _Tﬂ
e Dovednost, za jejiz neznalost byste mohli zkousku neslozit: Nakreslete grafy funkei
sinz, cosx, tg x, cotg x, arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg = a vypiSte jejich
zakladni vlastnosti.

e Dovednost, za jejiz neznalost NEbudete vyhozeni od zkousky: Nakreslete grafy funkeci
mirné modifikované posunutim, osovou soumérnosti nebo vynasobenim konstantou
z funkel sinz, cosz, tg x, cotg x, arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg = a vypiste
jejich zakladni vlastnosti.

A. Oznaceni goniometrickych funkci

Pokud preskoc¢ime definici tthlu ze zékladni skoly a podivame se na stiedoskolskou
definici goniometrickych funkci, mohla by se odehravat nasledovné: Kdyz se podivame na
pravotihlé trojihelniky ABC, AB'C', AB"C", které jsou podobné diky vSem tiem thlum
navzajem shodnym (viz obrazek 17, trojuhelniky ABC, AB'C", AB"C"),

A A

Obrazek 17: Pravouhlé trojuhelniky, které jsou podobné.



96 13 G)= GONIOMETRICKE FUNKCE

vidime, ze naptiklad pomér délky odvésny protilehlé vrcholu A ku délce prepony se
nemeéni a zustava ve vSech trech pravouhlych trojuhelnicich stejny — a je tedy spiSe vlast-
nosti thlu « sklonu prepony vuci vodorovné odvésné, nez vlastnosti délek; ozna¢me tento
pomeér sin a:
] |BO’ |B/C/| ’B//0//|
sin . := = = )
|AC| |AC| |AC"|

V praxi pak napiiklad lze ur¢it z téchto vztahu |BC| = |AC| - sin o, tj. délku jedné strany
pravothlého trojuhelnika lze vypocitat pomoci délky jiné strany a hodnoty sin a.

Podobné v obrazku vidime dalsi poméry stran, které se neméni, pokud zachovavame
vSechny tihly trojihelnika stejné, pricemz jeden z nich je pravy, a sice

|AB| |AB'|  |ADB"|

YT A T A T A
tea = |BC| _ |B'C"| _ |B"C"| _ sina
|AB|  |AB/| |AB"|  cosa’
cotg o |AB| _ |AB'| _ |AB"| _cosa 1
|BC| |B'C'| |B"C"| sina tga
(v danych rovnostech jsou uvedeny jak defini¢ni vztahy :=, tak z nich vyplyvajici

vztahy mezi jednotlivymi definicemi, které plynou z toho, ze u funkei tg «, cotg «
davame funkce sin «, cos @ do vzdjemného poméru). Tim zpusobem jsme definovali funkce
popisujici jistou vlastnost ostrych uhlu, tj. uhla, které mohou vzniknout jako vnitini uhly
pri vrcholu A v pravouhlém trojuhelniku ABC.

B. Dvé metody méieni thla

Pfi méfeni a popisu thlu existuji dvé zakladni metody neboli miry:

a) Stupnovd mira ... plnému thlu se prisoudi velikost 360°, pravému uhlu velikost 90°,
piimému thlu velikost 180°, atd.

b) Obloukova mira = délka oblouku:

Kdyz redlnou éiselnou osu ,namotdme“*? na jednotkovou kruznici se stiedem v

pocatku a polomérem 1, na této kruznici dostavame obrazy realnych ¢isel — nyni
dostavame tihly urcené na jedné strané poloptimkou uréenou kladnym smérem vo-
dorovné osy, na druhé strané polopiimkou vychdazejici z pocatku, ktera prochéazi
obrazem realného cisla ,namotaného® na jednotkové kruznici. Obloukové mite se
nekdy 1ika i radidnova mira, kde jednotka jeden radidn odpovida uhlu s vrcholem
v poc¢atku a rameny prochdzejicimi obrazy bodu 0 a 1 na jednotkové kruznici (tihel
o velikosti jednoho radianu tedy vytina na jednotkové kruznici popsané v predchozi
konstrukei oblouk délky 1).

V téchto dvou mirach potom

43Na, obé strany donekoneéna, tj. to namotévani by ndm zabralo hodné éasu — nicméné toto pfiblizné
vyjadfovani je formalni, ne ze bychom to nekoneé¢né namotavani museli prakticky provést.
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PELLR
=\ Pj

Obrazek 18: Namotani realné osy na kruznici o poloméru 1.

hodnoté 45° odpovida obloukova délka 7 rad,
hodnoté 90° odpovida obloukova délka 7 rad,

hodnoté 180° odpovidéa obloukova délka 7 rad,
atd.

C. Rozsitena definice goniometrickych funkci

Timto ,namotanim® redlné ¢iselné osy na jednotkovou kruznici, kterd se dale nachéazi
také v rovingé, ve které jsme umistili kartézskou soustavu soutadnic (= vodorovnou a

svislou osu) s pocatkem ve stfedu kruznice, lze rozsitit definici goniometrickych funkei
sinz, cosx (a tim i tg x, cotg =) pro jakékoli redlné x nasledovné — viz obrazek 19 :

Obrazek 19: Rozsiteni definice funkei sinz a cosz pro libovolné realné x.
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Souradnice obrazu bodu x po namotani na jednotkovou kruznici jsou
v kartézské soustavé bodi v roviné, ve které se kruznice nachazi, rovny

[cos x, sin z].
D. Vyznaéné hodnoty goniometrickych funkci

Je dulezité pamatovat si hodnoty goniometrickych funkei pro nékteré dulezité thly x,
minimalné hodnoty v tabulce:

x (%) 0° 30° | 45° | 60° 90° 180° 270°
x (rad) 0 HERE z ™ =

sin 0 HEAE: 1 0 ~1

Cos T 1 ? g % 0 —1 0

tg x 0 ? 1 | /3 | nenf def. 0 neni def.
cotg | neni def. V31 ? 0 neni def. 0

Zapamatovani udaju z predchozi tabulky praveé usnadnuje geometricky vyznam téchto
hodnot jako soutadnic [cos x, sin 2] obrazu bodu x pfi namotani redlné osy na jednotkovou
kruznici**.

e Vyznacné hodnoty funkei sin , cos x pro ndsobky uhlu 7 jsou uvedeny na obrazku 20:

oK

Obrazek 20: Jednotkova kruznice nam usnadnuje zapamatovat si hodnoty sinz a cos x pro
nasobky thlu 7.

“Pozor, zilezi na poradi, prvni soufadnice bodli na jednotkové kruznici je rovna hodnoté cos z, druha
soufadnice hodnoté sin z.
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e Vyznacné hodnoty funkei sin z, cos z pro nasobky tihlu § jsou uvedeny na obréazku 21:

Obrazek 21: Jednotkova kruznice nam usnadnuje zapamatovat si hodnoty sin x a cos x pro
nasobky thlu .

Znalost hodnot goniometrickych funkei v téchto 1hlech je dulezita pro feseni goniome-
trickych rovnic:

i Priklad 13.1. vyfteste v R: sinz = 0,5;

I Piiklad 13.2. vyfeste v R: cosx = _T‘/i
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E. Graf a vlastnosti goniometrickych funkci

Podivejme se nyni na grafy funkei sinz, cosz, tg x, cotg x s definiénim oborem
rozsitenym pro vsechna = € R a z grafu se pokusime vy¢ist jejich vlastnosti.

e Vlastnosti funkce sin z vyctené z jejitho grafu:

a) Graf vidime na obrazku:

&,
a \\/’L‘\‘r

[
ot
Y
1
{
=
_Pg
A
P L

b) D(f) = k.

¢) H(f)= (1)

d) Funkce sinx je rostouci na kazdém z intervalt (5" + 2km, § + 2km) a klesajici
na kazdém z interval (3 + 2km, 2% + 2kr) (pro k € Z). Odtud lze odvodit, ze

lokdlni minimum nastava v bodech 5* 4 2k7 (pro k € Z), lokalni maximum v
bodech § + 2k7 (pro k € Z).

e) Funkce sinz je lichd, protoze jeji graf je stfedové soumérny podle pocatku sou-
stavy soufadnic, tj. plati sin(—z) = —sinx pro libovolné x € R.

f) Funkce sinz je ohrani¢end zdola (napi. konstantou K = —1) i shora (napf.
konstantou L = 1).

g) Funkce sinz je periodicka s délkou nejmensi periody p = 2.

h) Funkce f(x) = sinx neni prostd (= injektivni), protoze napiiklad hodnoty nula
nabyvd v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekone¢né mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné feceno
k funkci sinx funkce inverzni neexistuje. Ovsem pokud bychom se omezili na

f(x) = sinz pro x € (F;73), tato funkce prosta je a inverzni funkce k ni

existuje, oznacujeme ji f~1(r) = arcsin z:

ra-s avesK
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e Vlastnosti funkce cosz vyctené z jejiho grafu:

a) Graf funkce cosz vidime na obrazku:

il 4
/\ -T o /-'\
a . .
- - T
aw ’3{\_/2

b) D(f) =R

¢) H(f)=(~1;1).

d) Funkce cosz je rostouci na kazdém z intervalu (7 + 2k7, 2w + 2km) a klesajici
na kazdém z intervalu (0 + 2km, 7w + 2k7) (pro k € Z). Odtud lze odvodit, ze

lokalni minimum nastdva v bodech 7 + 2k7 (pro k € Z), lokdlni maximum v
bodech 0 + 2k7 (pro k € Z).

e) Funkce cosz je suda, protoze jeji graf je osové soumérny podle svislé osy v, tj.
plati cos(—x) = cos z pro libovolné x € R.

f) Funkce cosz je ohrani¢ena zdola (napt. konstantou K = —1) i shora (napf.
konstantou L = 1).

g) Funkce cosz je periodicka s délkou nejmensi periody p = 2.

h) Funkce f(x) = cosz neni prostd (= injektivni), protoze napiiklad hodnoty nula
nabyva v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekoneéné mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné feceno
k funkci cos x funkce inverzni neexistuje. OvSsem pokud bychom se omezili na
f(z) = cosx pro x € (0; ), tato funkce prostd je a inverzni funkce k ni existuje,
oznacujeme ji f~!(x) = arccos z:
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e Vlastnosti funkce tg x vyctené z jejitho grafu:
a) Graf funkce tg x vidime na obréazku:

] |

ke ol | | |

=
o
PRE— —

|
U:' |
el - | o '
7 , I
[ l
|
| |
l
| |
| | |
! | f
b) D(f) =R~ {3 +kn}.
c) H(f)=R.
d) Funkce tg x je rostouci na kazdém z intervalu (—g +km, 5+ kﬂ') a nema lokalni
extrémy.

e) Funkce tg x je lichd®, protoZe jeji graf je stfedové soumérny podle pocatku
soustavy soufadnic, tj. plati tg (—z) = —tg z pro libovolné = € D(f).

f) Funkce tg x neni ohrani¢end shora ani zdola.

g) Funkce tg z je periodicka s délkou nejmensi periody p = .

h) Funkce f(x) = tg x neni prostd (= injektivni), protoze napiiklad hodnoty nula
nabyva v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekoneéné mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné fec¢eno
k funkci tg x funkce inverzni neexistuje. OvSem pokud bychom se omezili na
f(x) = tg =z pro z € (_7”, g), tato funkce prosta je a inverzni funkce k ni
existuje, oznacujeme ji f~1(r) = arctg x:

e

o

45Soucin nebo podil dvou funkci, z nichZ jedna je lichd a druhd sud4, je lichd funkce ... diky této
vlastnosti vime, ze funkce tg = i cotg x jsou liché.
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e Vlastnosti funkce cotg x vyctené z jejitho grafu:

a)

£)

g)
h)

Graf funkce cotg x vidime na obrazku:

i } ,a:wb%x ’
| | ' |
_ l

| |
i ,
EVEANEAY
| |
\ \ ‘ ‘
] | ‘
D(f) = R — {0 + kr}.
H(f) = R.

Funkce cotg x je klesajici na kazdém z intervalu (0 4+ k7, 7 + k7) a nema lokaln{
extrémy.

me
=
=Y
3
5

MG

|
|

A ‘ )
|
|
|
|

Funkce cotg x je licha, protoze jeji graf je stfedové soumérny podle pocatku
soustavy soutadnic, tj. plati cotg (—z) = —cotg x pro libovolné x € D(f).

Funkce cotg x neni ohrani¢ena shora ani zdola.
Funkce cotg x je periodicka s délkou nejmensi periody p = 7.

Funkce f(x) = cotg x neni prosta (= injektivni), protoze napiiklad hodnoty nula
nabyva v nekoneéné mnoha bodech, tj. 0 je v relaci f~! s nekoneéné mnoha
body, a tak je porusena podminka z definice zobrazeni. Tedy obecné feceno
k funkci cotg x funkce inverzni neexistuje. OvSsem pokud bychom se omezili
na f(x) = cotg x pro x € (0;7), tato funkce prosta je a inverzni funkce k nf
existuje, oznacujeme ji f~!(x) = arccotg x:

W

%:Mcmkgx

N~

Zapamatovat si prubéh grafu zuzenych goniometrickych funkci a funkei k nim in-
verznich 1ze pomoci nésledujicich dvou faktu: a) inverzni funkce k rostouci funkei je opét
rostouci (jak je to u funkef zizZeny sinx a zizeny tg x); inverzni funkce ke klesajici funkci
je opét klesajici (jak je to u funkei zuZeny cosz a ztizeny cotg x); b) D(f) = H(f™!) a
H(f) = D(F~') ... plat{ pro vsechny ¢tyii zizené goniometrické funkce.
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13.2 Cviceni

Poznamky ke cviceni 13:

e 7 bloku A jen 1) vyznaceni Sestndcti zakladnich ihlu na jednotkové kruznici (ndsobky

& a ) a zkouseni, o jaky thel se jednd; 2) néjaké goniometrické rovnice ze 13.3,
sinx = g, cosT = _T\/g’ preferované v obloukové mifte.

e 7 bloku B,C,D kresleni grafii goniom. a cyklomet. fci v zakladni poloze a vypis vSech
jejich vlastnosti (zejména pokud se nékterd z osmi funkei nestihla na predndsce).

e Prvni dvé odrazky jsou povinnd znalost pii zkouSeni — déle snad z bloku E jen
cviceni 13.7 nebo néjaké jiné z bloku B,C,D na posun grafu goniom. a cyklomet.
funkce kousek ze zakladni polohy. Pokud na tuto odrazku nezbude moc casu, tak
feseni 13.7 je na konci skript, feSeni prikladu z ucebnice pro gymnézia je na konci
ucebnice pro gymnézia.

Blok A: goniometrické rovnice rfeSené pomoci jednotkové kruznice, resenim
muze byt jen Sestnact zakladnich hla

Cviceni 13.1. Velikost uhlu ve stupnové a obloukové mite
1. Str. 21-23, feSeny pf. 1.

2. Pfevodni vztahy mezi stupni a radidany ziskame z trojclenky podle toho, zda se nam
libi vice vzorec se 180° nebo 360°:

T . 2m e
1rad ... —— stupni = —— stupnu;
180 360
x rad ... a stupnu.

Odtud ziskame vzorec pro prevod stupnu na radidny

x-180 z-360
o = =
s 2
nebo radiany na stupné
QT oa-2m
= — =

180 360

3. Str. 24, priklady 5 a 6 ... konkrétni prevod miry tuhlu z radidanu na stupné nebo
naopak. Dalsi priklady str. 25, pf. 2.10.a), 2.11.a).

Cviceni 13.2. Orientovany uhel a jeho vlastnosti

1. Str. 27-28 ... zékladni velikost orientovaného thlu: 0 < a < 27 v obloukové mite,
respektive 0 < a < 360 v thlové mirte;

2. orientovany uhel, ktery nemé zakladni velikost, 1ze pfevést na thel se zakladni
velikosti odec¢tenim ¢i prictenim vhodného nasobku 27, respektive v thlové mite
vhodného nasobku 360°;
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3. pr. 1-str. 29, dalsi priklady: 2.19-str.32, 2.20-str.33, 2.21, 2.22.

Cviceni 13.3. Zakladni piiklad: Goniometrické rovnice feste pouze z nac¢rtku jednot-
kové kruznice, ze které odectete hodnotu cos x jako souradnici prvni, sin z jako soutadnici
druhou koncového bodu na oblouku délky x kruznice o jednotkovém poloméru — fesenim
muze byt pouze jeden ze Sestnacti thlu, jehoz hodnoty sinus a cosinus se mate naucit
nazpamét:

1. Str. 61 — priklad 1 ... vyuziti jednotkové kruznice;
2. dalsi priklady: str.68 — pi. 2.52.
Blok B: Funkce sinx a cosx

Cviceni 13.4. Vlastnosti funkei sinz, cosz
1. Resené piiklady 6-str.37 a 1-str.38-39;
2. dalsi priklady: str.40-41, priklady 2.24 az 2.33.

Cviceni 13.5. Zakladni ptiklad: nakreslete grafy funkci sinz, cosz a urcete jejich
vlastnosti; rozsitujici priklady:

1. Str. 42 ... grafy; str. 43 — pt. 1, str. 44 — pt. 2, str. 46 — pt. 3, str. 48 — pi. 2.39;
2. dalsi priklady: str. 49 — pt. 2.40.

Blok C: Funkce tg z, cotg «

Cviceni 13.6. Zakladni ptiklad: nakreslete grafy funkci tg x, cotg x a urcete jejich
vlastnosti; rozsitujici priklady:

1. Str. 57-58 ... grafy; str. 55 — piiklad 1;
2. str. 60 — pr. 2.43 az 2.49.

Blok D: Funkce arcsin x, arccos z, arctg =, arccotg x

Cviceni 13.7. Zakladni ptiklad: nakreslete grafy cyklometrickych funkci arcsin =z,
arccos r, arctg x, arccotg x a urcete jejich vlastnosti; rozsifujici priklady:

1. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x) = arccos z;

arccos (—x);

2. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x
3. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x —arccos ;

rccos (x + 2);

5. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x

a
arccos (2z);
2

6. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(z

(z)
(z)
(z) =

4. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x) =
(z)
(x) - arccos x;
()

7. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(x) = 2 + arccos x;
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8. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(z) = arcsin (%) -5
9. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(z) = arccos (3z — 2);

10. Nakreslete graf a urcete vlastnosti funkce f(z) = i - arccotg (22 — 5) + .

Blok E: Ulohy na zopakovani goniometrickych a cyklometrickych funkci:
Cviceni 13.8. Ulohy k opakovani — str. 69-70, priklady 2.60 az 2.68.

Vysledky nékterych piikladu a cviceni jsou uvedeny na konci textu v oddilu 14.13,
nékterych zase na konci odkazované ucebnice Goniometrie.
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14 Vysledky nékterych priklada

14.1 Vysledky ke kapitole 1.2 — logické spojky, univerzalni

vyroky, dikaz vyctem pravdivostnich hodnot

Ad cviceni 1.1. Studenti sami — kazdy tadek obou vyrokovych forem mé& stejnou prav-
divostni hodnotu pfi vSech kombinacich pravdivostnich hodnot jeho diléich vyrokovych
proménnych.

b)

Ad cviceni 1.2. Negace vyroku:

Existuje prirozené ¢islo, které neni rovno souctu vSech svych délitelu. Mimochodem,
¢islum, ktera jsou rovna souctu vsech svych délitelu mimo &islo samotné, se fika
dokonala ¢isla — patfi mezi né napt. 6 nebo 28, protoze

6=1+2+3, 28=1+4+24+4+7+14.

Dnes nebude prset nebo nebudeme psat pisemku z matematiky. Tim padem ten den
nebude tak hrozny.

Aspon jeden uceny z nebe spadl.

Existuji nejvyse dné prirozena ¢isla, kterd jsou rovna souctu vsech svych délitelu.
Existuje aspon pét prvocisel.

Dnes vecer nepuijdu do kina ani si neptectu zajimavou knihu. Rozhodl jsem se trucovat.

Existuje nanejvys jedno nebo existuji aspon tii celd cisla, ktera se rovnaji své druhé
mocniné. Puvodni véta je skutecné pravdiva — danymi pravé dvéma celymi cisly
jsou 0 a 1.

Ad cviceni 1.3. Symbolicky zapis je:
Vne Ndke N :k>2n+ 1. Jedna se o pravdivy vyrok.

Ve Z3dkeZ:k—1< 2 Krdsné rozlisujeme prvky mnoziny malymi pismeny,
samotné mnoziny oznacujeme velkymi pismeny. Matematicky zapis ma pravidla,
kterd by méla byt pomoci ¢tenaii i autorovi textu. Vyrok je mimochodem také
pravdivy.

Ad cviceni 1.4. Negace jsou:

Pujdu na ten vecirek, ale Ondra tam nepujde, nebo se také muze stat, ze Ondra pujde
na vec¢irek a ja tam nepujdu.

Ptijde Honza a ja mu o tom nefeknu. Nebo: Ptijde Honza, ale nefeknu mu o tom.

Ad cviceni 1.5. Negace vyroku podle ekvivalentnich uprav:

(A= B)AC) R ~(A = B) Vv (~C) &% (AN -B)V =C.
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b)

~(A= (BVCO) ®B% AN ~(BV )& AN -BA —C.

~((AVB)AC) & ~(AV B)V ~C % (AN -B)V —C.

Ad cviceni 1.6. Symbolicky zapis vyroku:

a) Ine N: n+5>10.

b) Yne N: 6|n < (2In A 3|n).

Ad cviceni 1.7. Negace vyroku ze cvic¢eni 1.6:

a) Vn € N : n+5 < 10 (vyrok je nepravdivy). Znak 3 jsme tedy nahradili v negaci

znakem V, a soucasné jsme znegovali i podminku za dvojteckou.

b) Ine N: [6jn A (2 fn VvV 3 )fn)] V (2ln A 3n A 6 [n).

Ad cviceni 1.9. Spravné odpovédi jsou: Logicky dusledek: A; logicky rozpor: D; prav-

domluvci a lhéafi: C; pravdomluvci a lhéafi 11: A. Nékolik komentaiu:

e Ulohao ¢epicich je na ZS docela tézkd, vzdyt i nekteif z vés ji neméli spravné. Proto

potiebujete znét néco z logiky, protoze takové dlohy se objevuji i v soutézich na ZS.
U jedné z implikaci jsme museli pouzit obménu!!

Pét Robertovych prohldseni: velmi dobra tloha, ilustruje situaci, kdy na zakladée
pravdivych ddaju (predpoklddejme, Ze téch je vétsina) odhalime tidaj nepravdivy,
tj. dokazeme, zZe jista skutecnost neplati — dobra ukazka pouziti logiky.

v~

nebo vzdy lze, ale logika je zde také spojena s maximalizacni tlohou, kterd méa
konstrukéni charakter: zaci maji nalézt situaci, jak vlozit ke stolu co nejvice lhar,
aby byly podminky tlohy splnény.

Pravdomluvci a lhari II: Projdeme mozné varianty pravdivosti dil¢ich vyroku pii
kazdé varianté umisténi klokana,a zjistime, které z variant odpovidaji zadani tlohy.
Vétsinou jsou tyto ulohy zadavany s tim, ze aspon jedno TeSeni existuje, abychom se
tak pii Fesenf setkali s redlnou situaci, zejména na ZS nebo SS.

14.2 Vysledky ke kapitole 2.2 — dukaz implikace (pfimy a

nepiimy), dikaz ekvivalence

Ad cviceni 2.5. Predpoklddame, ze plati n = 2k — 1. Pak zkoumame druhou mocninu
tohoto ¢isla zmenSenou o 1 a dostaneme:

(2k —1)? —1=4k* — 4k + 1 — 1 = 4k(k — 1).

Soucin k(k — 1) je soucin po sobé jdoucich ¢isel, a tedy ¢islo sudé nebo pro k = 1 nula, tj.
¢islo délitelné dvéma. Odtud jeho ¢tyindsobek je délitelny osmi.
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Ad cviceni 2.6. Predpokladame, ze plati a = 2k+1, b = 21+ 1. Pak zkoumame rozdil
jejich druhych mocnin a dostaneme:

(2k+1) — (20 +1)* =4k + 4k + 1 —41* — 4l — 1 = 4k(k + 1) — 4l(I + 1).
Podle cviceni 2.5 se jedna o rozdil ¢isel délitelnych osmi, tj. vysledek je ¢islo délitelné osmi.

Ad cviceni 2.7. Predpokladame, ze plati a = 2k — 1, b = 2k, ¢ = 2k + 1. Pak
zkoumame jejich soucet a dostaneme: 2k — 1 + 2k + 2k + 1 = 6k, a to je ¢islo evidentné
deélitelné sesti (kazdy ndsobek Sesti je délitelny Sesti).
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14.3 Vysledky ke kapitole 3.2 — dikaz sporem, indukci, kon-
strukci a protiprikladem

Ad Cviceni 3.1. Viz cviceni.
Ad Cviceni 3.2. Viz domaci kol — konzultace pied provérkou.
Ad Cviceni 3.4. Ad a): viz cviceni.

ad b):

i) n =1 dosadime do obou stran rovnosti: 1 = 12 ... platf;
n = 2 dosadime do obou stran: 1 + 3 = 2% ... plati.

ii) Predpokladdme platnost indukéniho predpokladu: Vzorec plati pro n, tj.
1+3+5---+2n—-3)+(2n—1) =n?

Odtud nyn{ dokézeme (chceme dokazat) platnost vztahu pro (n + 1)%:

142+ +2Mn+1)-3)+2Mn+1)—1)=(n+ 1)
coz lze upravit na vztah
142+ +2n—1)+2n+1) = (n+1)%

Zkusme upravit levou stranu dokazované rovnosti s vyuzitim pravé strany indukéniho
piredpokladu (a poté pouZijeme vzorec (a + b)? = a? + 2ab + b*, ale z druhé strany,
tj. zprava doleva):

) ind.p.

1424+ +2n—1)+2n+1 n?+2n+1=(n+1)>2%

—=n?2

A to jsme chtéli dokédzat, dukaz je hotov. S vyuzitim platnosti vztahu pro n jsme
dokazali, ze plati i pro (n + 1).

Ad Cviceni 3.5. Dikaz sporem: Predpokladejme, ze /3 JE raciondlni ¢islo, tj. lze je
vyjadrit ve tvaru zlomku. Pfedpoklddejme bez Gjmy na obecnosti, Ze v tomto zlomku uz
nelze kratit, tj. pokud je kraceni mozné, provadime je tak dlouho, az dospéjeme do vztahu

m
\/§ - Ty

n

kde m € Z, n € N a ¢isla m, n jsou nesoudélna (= nemaji spolecného délitele vétsiho nez
¢islo 1). Umocnénim obou stran na druhou dostaneme

m
-
a tedy , ,
3n° =m-.

46Napiseme tedy piesné stejny vztah, ale misto n piseme vsude (n + 1).
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Z posledni rovnosti plyne, ze ¢islo m? je délitelné tiemi, a tedy i &slo m musi byt délitelné
tfemi, tj. m = 3k pro k € N. Dosazenim do nasi rovnosti mame

3n? = 9k%,  po vydéleni tfemi n® = 3k%.

Z posledni rovnosti plyne, ze éislo n? je délitelné tiemi, a tedy i ¢islo n musi byt délitelné
tremi, tj. n = 3l pro néjaké [ € N — ale to je spor s konstrukei ¢isel m, n, protoze jsme
je sestavili tak, aby neméli zadného jiného ptirozeného délitele nez ¢islo 1. Dospéli jsme
fetézcem presnych uvah ke sporu — nespravny je tedy puvodni predpoklad, tj. plati jeho
opak, v/3 neni ¢islo racionalni, nelze ji vyjadiit ve tvaru zlomku.

Ad cvieni 3.6. Vétu 2|n? = 2|n dokdZeme nepifmo, tj. budeme dokazovat pifmo
jeji obmeénu:
2 fn = 2 fn*
Usudek 01: Pokud 2 A n, tak n je liché, tj. n = 2k + 1 pro néjaké k € N.
Usudek 02: Pokud n = 2k + 1, tak n? = 4k2 + 4k + 1, tedy &islo liché.

Zavér: n? je liché, tj. 2 fn?. Dukaz je hotov.

Ad cviceni 3.8. Implikaci Ize dokazat, nejlépe nepiimo.
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14.4 Vysledky ke kapitole 4.2 — Operace s mnozinami, dikaz
uzitim Vennovych diagramii, kartézsky soucin

Ad cviceni 4.9. Symbolické definice pojmii:

a) A={zeU: z ¢ A}

b) A\B={x€ A: = ¢ B}.

c) AxB={[z,y]: v €A, ye B}

d) AUB={z: x€ AV x € B}.

e) ANB={z:x€ ANz € B}.

f) A+ B={x: (x€ANx¢B)V (r€B N x¢ A}
Ad cvieni 4.10. (AU B)NC = {17,18,19}.

Ad cviceni 4.11.
a) Mnozina je soubor navzajem rozlisitelnych prvku.
b) Napiiklad S =(C —A)Uu(ANnBNC).

Ad cviceni 4.12. a) Napiiklad (BN C)\ A; b) napiiklad (B\ (AUC))U(ANBNC);
c¢) napiiklad (BN D)\ C; d) napiiklad B\ (AU C).

Ad cviceni 4.13. Ozna¢me Z; mnozinu studentu, ktefi slozili zkousku prvni, Zj
mnozinu téch, co slozili zkousku druhou, Z3 mnozinu téch, co slozili zkousku treti. Na-
kreslime-li si tyto mnoziny v obecné poloze, muzeme pomalu vyplnovat pocty prvku v
jednotlivych oblastech roviny — poc¢inaje témi, které vime naprosto jiste.

Postupné dostaneme:

e Deset procent studentu neslozilo zadnou zkousku ... mimo kruhy piSeme ¢islo 12.

e Nebyl nikdo, kdo by slozil zkousku pouze z druhého predmétu ... do Z, — 27 U Z3
piSeme ¢islo 0.
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e Dvacet studentu neobstdalo ani u jednoho z nich — je minéno ,ani u druhého, ani u
tfetiho predmétu®, o nichz byla fe¢ v prvni ¢asti souvéti (i cesti
hraje roli) ... do Z; — Z5 U Z3 piSeme ¢&islo 8, protoze jsme od 20 odecetli jestée 12

studentu, kteri jsou iplné mimo.

e 9 studentu slozilo druhou zkousku, ale ne zkousku prvni ... to je krasnd informace o
poctu studentu v mnoziné Zs N Zs — Z; (zkouska: 0 + 9 = 9 studentu se nachdzi v
mnoziné Zy — 7).

e 56 studentu slozilo tspésné zkousku ze druhého i tretiho predmétu ... toto je infor-
mace o poctu prvku mnoziny Zs N Zs ... odtud lze urcit pocet studentu v pruniku
vSech tif mnozin: 56 — 9 = 47.

e 33 studentt nevyhovélo ze tietiho predmétu ... mimo mnozinu Z3 je 33 studentt a
tyto oblasti roviny mimo jediné mame uz prosetreny, tj. do zbyvajictho pole Z; N
Zy — Z3 piseme 33 — 12 — 0 — 8 = 13.

e 47 studentu slozilo ze ti1 zkousek dveé ... tato informace se tyka souc¢tu poctu studentu
ze tTi ruznych oblasti — jednd se o studentu nachazejici se v pruniku vzdy dvou
mnozin, ale mimo prunik vsech t¥i mnozin. Dvé z téchto tii ¢asti mame uz popsany,
tj. tu tieti uréime odectenim poctu prvku zbylych dvou od 47, dostaneme

Nyni mame ve Vennové diagramu informace o vSech ¢astech roviny kromé té, na kterou
se pta zadani dlohy: Kolik studentu slozilo vyluéné predmeét tieti? Tuto informaci ziskame,
kdyz odecteme vSech sedm poctu navzajem disjunktnich mnozin od ¢éisla 120:

1200-12-0-8—-13-47-25-9=120 - 114 = 6.
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14.5 Vysledky ke kapitole 5.2 — Délitelnost celych ¢isel, dikaz
uzitim Dirichletova principu, operace s komplexnimi ¢isly

Ad Priklad 5.3.
ad a) 25:3 =38, zbytek je 1; tedy 25 =3 -8+ 1, tj. =8, r = 1.

ad b) (—25) : 3 = =8, zbytek je —1; tedy —25 = 3 - (=8) + (—1) ... to jesté nespliuje
podminku véty, odecteme tedy délitele 3 od pravé strany a soucasné jej pricteme:

—25=3-(-8)—34+3—-1=3-(-9)+2 = ¢=-9, r=-+2

Ad cviceni 5.2. Provedme Eukliduv algoritmus pro hledani nejvétsiho spoleéného
délitele:

364 : 208 = 1, zbytek ry = 156;
208 : 156 = 1, zbytek ry = 52;
156 : 52 = 3, zbytek ro = 0.

Tj. NSD je poslednim nenulovym zbytkem, tj. jedné se o ¢islo 52.

Tentyz NSD jsou schopni studenti najit i rozkladem na prvocinitele:

364 = 22.91=22.7-13;
208 = 23.26=2%.13.

Tedy NSD = 2%.13 = 52 ... brali jsme sou¢in vSech mocnin prvoéisel, které jsou déliteli
obou z danych ¢isel.
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14.6 Vysledky ke kapitole 6.2 — Binarni relace a jeji vlastnosti
Ad Priklad 6.1.:

e reflexivni relace je reprezentovdana smyckami u vSech prvku (jednickami na celé hlavni
diagonale),

e antireflexivni relace neptitomnosti smycek (neptitomnosti jedni¢ek na hlavni dia-
gondle),

e symetrickd relace ma pro kazdou Sipku téz Sipku v opa¢ném sméru,
e antisymetrickd relace nemuze mit oboustranné sipky mezi dvéma ruznymi prvky,

e tranzitivni relace musi pro napi. Sipku od a do b a od b do ¢ obsahovat i Sipku od a
do ¢,

e Uplna relace jednak obsahuje vsechny smycky, a pak pro kazdé dva ruzné prvky z, y
vede Sipka bud z z do y (tedy x je v relaci s y), nebo sipka z y do z, nebo oboji.

Ad Priklad 6.2.: Studentum by mélo byt jasné, ze napt. antireflexivni (anti — 12)
relace neni negaci relace reflexivni (11), ale iplnym protipélem reflexivni relace — tj. ze
existuji relace s néjakou smyckou, které nejsou ani reflexivni, ani antireflexivni. Podobné
u tranzitivni relace nemusi byt vSechny mozné tranzitivni spoje prvky relace, ale jen ty,
které jsou vynuceny Sipkami v posloupnosti tif prvku (tj. zpy a ypz vynucuji sipku zpz).
Mozna teSeni viz obrazek:
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Ad Piiklad 6.3.: R je reflexivni (11) a tranzitivni (13). Je dulezité si vSimnout,
ze relace R neni antisymetrickd, protoze napiiklad 3|(—3) a (—3)|3, ale odtud neplyne
3 = —3. Nenf ani symetrickd, protoze pokud 3|6, neplyne odtud, ze 6|3.

Ad Priiklad 6.4.: ad a) muze, ale jen relace, kterd je podmnozinou reflexivni relace,
bez Sipek mezi ruznymi prvky; tedy jedna se o relaci, jejiz jediné prvky jsou néjaké
smycky (ne nutné vsechny).

Ad Priklad 6.5.: ad a) R je reflexivni (11), antisymetricka (anti — 12) a tranzitivni
(13).
ad b) R je reflexivni (11), symetricka (12) a tranzitivni (13).
ad ¢) R je reflexivni (11), antisymetricka (anti — 12) a tranzitivn{ (13).
ad d) R je pouze reflexivni (11), jinak nic rozumného nelze Fici.

Ad cviéeni 6.3.

Ad a) Relace na jednoprvkové mnoziné jsou dvé: prazdna relace a relace obsahujici jednu
smycku jediného prvku do sebe sama.

Ad b) Relaci navzdjem ruznych na dvouprvkové mnoziné je Sestnict — viz obrazek:

0 G2 @ G9
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Rozbor obrazku: na dvouprvkové mnoziné existuji ¢tyti kombinace rozdéleni smycek,
tj. ctyrikrat se musi néasobit jakdkoli verze rozdéleni Sipek mezi ruznymi prvky.
Rozdéleni sipek mezi ruznymi prvky jsou ctyti, tj. celkovy pocet je dan souc¢inem
4 -4 =16 variant.

Ad c) Relaci navzdjem ruznych na tiiprvkové mnoziné je 512:
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Rozbor obrazku: existuje osm rozdéleni smycek, tj. pocet ruznych rozdéleni sipek
mezi navzajem ruznymi prvky se musi nasobit osmi. Pro ruzné rozdéleni variant
Sipek mezi ruznymi prvky existuje

e jedna varianta bez Sipek mezi ruznymi prvky:;

e Sest variant jedné Sipky mezi ruznymi prvky;

e 7 Sesti variant jedné Sipky vybirame dvé Sipky, tj. variant se dvéma Sipkama

mezi ruznymi prvky je

e variant se tfemi Sipkami existuje (6);

= 15 variant;

3

e variant se ¢tyrmi Sipkami existuje (2);

e variant s péti Sipkami existuje (g);

e variant se Sesti Sipkami existuje (g).
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Tedy celkem dostavame

g ((g) " (f) " (g) - (g)) _ 2990 = 512 variant.

ad d) Muzeme se pokusit o hypotézu, kolik ruznych relaci existuje na n-prvkové mnoziné:

Pocet rozmisténi smycek ... 2".

Daéle pocet rozmisténi Sipek mezi ruznymi prvky ... 2 na pocet variant umisténi
jedné Sipky mezi ruznymi prvky.

Jednu sipku umistime kolika zpusoby? Vybereme dva ruzné prvky <g) zpusoby,
a vynasobime dvéma. Jednu sipku mezi ruzné prvky tedy umistime

<Z> -2=mn(n—1) zpusoby.

Celkem tedy mame: Pocet relaci na n-prvkové mmoziné ... 27 . 2n(=1 —
2n+n2—n — 2n2_

Ad cviceni 6.4. Napiiklad p = {[1;2], [2;1],[2; 3], [3; 2]}

Ad cviceni 6.5. Napiiklad p; = {[1;2]}, p2{[2;3]} jsou obé tranzitivni (protoze
neporusuji podminku tranzitivity), ale jejich sjednoceni tranzitivni neni.

Ad cviceni 6.6. Napiiklad p = {[3;4], [4;3],[1;2]} — porusuje podminku symetrie i
podminku antisymetrie.

Ad cviceni 6.7. a) Relace | je antisymetrickd na mnoziné N. b) Relace | neni
antisymetrickd na mnoziné Z, protoze z faktu, ze 3|/(—3) A (—3)|3 neplyne 3 = —3.

Ad cviceni 6.8. Relace nenf reflexivni, protoze napt. [2; 2] #np; neni ani antireflexivni,
protoze [1;1] € p. Nen{ symetrickd, protoze napi. [2;4] € p, ale [4;2] ¢ p. Antisymetrickd
je, protoze neporusuje podminku antisymetrie — jedind dvojice navzajem symetrickych
prvku je totiz [1;1], a v ni se o navzajem ruzné prvky nejednd. Neni tranzitivni, protoze
napi. [2;4] € p, [4;16] € p, ale [2;16] ¢ p. Neni plnd, protoze napt. [2;3] ¢ p a soucasné
ani [3;2] ¢ p.

Ad cviceni 6.9. Vlastnost symetrie (12) relace p na mnoziné M:
a) (12) symbolicky: Vz,y € M : xzpy = —(ypx);
b) Negace (12): dx,y € M : zpy N —(ypzx).

Ad cviceni 6.10 Vlastnost anti-(12) relace pna mnoziné M:
a) anti-(12) symbolicky: Vz,y € M : xpy N ypr = = =1y;

b) Negace anti-(12): Jz,y € M : zpy N ypr N = #y.
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Ad cviceni 6.11. Negujte vlastnost (13) relace pna mnoziné M, a to dukladnéji nez
jen stylem ,neni pravda, ze“. Postup:

a) (13) symbolicky: Va,y,z € M : xpy N ypz = xpz.
b) Negace (13): dx,y,z € M : xpy A ypz N —(xpz).

Ad cviceni 6.12. Reflexivita (11): neplati, protoze napt. {1;2} neni v relaci se sebou
samotnou.
Antireflexivita anti-(11): neplati, protoze celd mnozina A je v relaci se sebou samotnou.
Symetrie (12): plati, pfi sjednoceni v podmince relace nezélezi na poradi mnozin.
Anti-(12): neplati, napt. {1;2} a {3;4;5} jsou v relaci, a pfitom se jednd o ruzné
podmnoziny.
Tranzitivita (13): Neplati, napt. {1}p{2;3;4;5} a soucasné {2;3;4;5}p{1;2}, ale
~({L}p{1:2)).
Uplnost (14): Neplati, napt. =({1}p{1;2}) a soucasné =({1;2}p{1}).

Ad cviceni 6.13. Jakakoli dvé licha ¢isla jsou navzajem v relaci p;. Liché ¢islo nent
v relaci se zadnym sudym ¢islem, ani dvé suda ¢isla nejsou nikdi v relaci. A proto tedy:
Reflexivita (11): Neplati, protoze napt. [2;2] & p;.
Antireflexivita anti-(12): Neplati, protoze napt. [3;3] € p;. Symetrie (12): Plati, protoze
u soucinu nezalezi na potadi ¢isel.
Anti-(12): Neplati, protoze napt. [1;3] € p; a [3;1] € p; a ¢isla 1 a 3 jsou navzdjem ruzna.
Tranzitivita (13): Plati, vlastnost lichého vysledku se pfendsi na souc¢in jakychkoli dvou
lichych cisel.
Uplnost (14): Neplati, napi. [2;4] & py ani [4;2] & py.

Ad cviceni 6.14. Vlastnosti relace u tymu, které hraji proti soupefi na domécim
hristi:
Reflexivita (11): Neplati, tymy nehraji se sebou samotnym v soutéznim zépase (i kdyz na
tréninku ano, ale to se nepocita).
Antireflexivita anti-(11): Plati.
Symetrie (12): Plati, oba tymy hraji spoletné na domécim hfisti i na h¥isti soupefe.
Anti-(12): Neplati, ze symetrického vztahu neplyne, ze tym hraje sdm se sebou.
Tranzitivita (13): Ano, protoze hraje kazdy s kazdym, tj. v relaci jsou obsazeny vsechny
usporadané dvojice se dvéma ruznymi tymy.
Uplnost (14): Podle definice pojmu vlastnosti (14) tato relace neni tplnd, protoze tplnost,
jak jsme ji definovali, zahrnuje i reflexivitu. Kdyby nékdo definoval pojem tplné relace
jen pro navzajem ruzné prvky, relace by uplna byla.

Ad cviceni 6.15. Viz odpovédi na otazky a vysledky na konci sbirky [17].
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14.7 Vysledky ke kapitole 7.2 — ekvivalence a rozklady

Ad Priklad 7.4. Relace jsou reprezentovany sipkovymi grafy v obrazku mnozin:

Ad Priklad 7.5. a) Moznych rozkladu ¢tyiprvkové mnoziny na podmnoziny je
patnact. b) Relace ekvivalence je v kazdém mnozinovém rozkladu vyznacena soustavou
sipek (sipkovym grafem). U ekvivalence ur¢ené rozkladem plati, Ze v relaci jsou vSechny
mozné prvky v kazdé podmnoziné rozkladu:

Ad cviceni 7.1. Faktormnozina ma ¢tyfi prvky — jsou jimi podmnoziny My, My, Ms,
My, viz obréazek:
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Ad cviceni 7.2. Relace ekvivalence je reprezentovéana Sipkovym grafem. V relaci jsou
vSechny mozné prvky v kazdé mnoziné rozkladu:

Ad cviceni 7.3. Rozkladu na dvé podmnoziny

R\/(‘% . rl&——}——s—w—g

= % - =4 LRV
S e <______,__/,,,, —_— g
iy Mo

Odpovida relace ekvivalence na mnoziné realnych ¢isel definovana
p=A{lz;yl: (<0 Ay<0)V (z>0Ay>0)}

Ad cviceni 7.4. Ekvivalenci lze ptirozené definovat mezi témi zlomky, které lze rozsitit

¢i zkratit jeden na druhy. Faktormnozina podle této ekvivalence ma Sest prvku — mnoziny
My, M, ..., Mg. Viz obrazek:
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Ad cviéeni 7.5. Chceme rozdeélit rozkladem realnd cisla na dvé podmnoziny —
napiiklad na ¢isla zapornd a ¢isla nezaporna. V kazdé podmnoziné musi byt v relaci
ekvivalence kazdy prvek s kazdym prvkem. Tedy muzeme tieba i vyuzit zkraceny zapis:

p={lmyleR* : (z<0 Ay<0)V (>0 A y>0)}

Uvedené teseni je jedno z moznych feSeni — rozdélit mnozinu do dvou podmnozin lze
provést mnoha zpusoby (nekoneéné mnoha zpusoby).

Ad cviceni 7.6. Vysledky viz sbirka [17], ke konci textu.
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14.8 Vysledky ke kapitole 8.2 — Usporadané mnoziny, maximalni
prvek, nejvétsi prvek a supremum

Ad Priklad 8.1: Relace je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni — takze je to podle
definice, ktera bude nasledovat, usporadani!!

Ad Piiklad 8.3: Dany Hasseiv diagram je na obrazku 13 (b).

Ad Priiklad 8.4: Neizomorfnich poseti na tiiprvkové mnoziné je pét — viz obrazek
22:

o——0
o

Q

Obrézek 22: Vsechny navzajem ruzné (az na preznaceni prvku) tiiprvkové posety.

Ad Priiklad 8.7: Vsech prirozenych délitelu ¢isla 60 je dvanact, jejich usporadani do
posetu vytvaii néco jako ,,dva kvadry nad sebou®, pokud je spojime tihledné — viz obréazek:

Ad Piiklad 8.9: ad a) sup{a,d} = ¢, sup{e, f} =e.
ad b) sup M neexistuje, protoze mnozina hornich zévor {b, ¢, d} nemd nejmensi prvek.
Ad cviceni 8.1: 1)
<o = {[1,1],12,2], [3,3], [4,4], [1,2], [2, 3], [1, 3], [1, 4], [4, 3], [1, 3] };
< = {[1,1],12,2], 13, 3], [4,4], [3,4], [4,1], [3,1], [4, 2], [3, 2]}
ii)
g = {[17 2]7 [2’ 3]7 [17 3]7 [1’4]7 [47 3}7 [17 3]}a
< = {[374]7 [4’ 1]’ [37 1]7 [47 2]’ [37 2]}
iii)
<a= {[17 2]7 [27 3]7 [174]7 [47 3]};
<p= {[37 4]7 [47 1]7 [47 2]}
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Ad cviceni 8.2: Jednd se o poset zobrazeny na tituln{ strané textu [14]: obrazek 23.

Obrazek 23: Poset (27, C) pro P = {1,2,3,4}.

Ad cvicéeni 8.3.

Ad cviceni 8.4. Navzdjem ruznych posetu (aZ na preznaceni prvku) na ctyiprvkové

mnoziné je Sestnact — viz obrazek:
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L T
;; o
T o
0 G
a2 0 A

Ad cviceni 8.5. Vzajemné souvislosti mezi minimalnim prvkem, nejmensim prvkem
a infimem jsou vymezeny na obrazku:

2w

ANEM A INF 3NN JNEIM

FNEm Iriyg,

3 INF, dle. o M FInF, WM 3 MN

My

3INF

7 osmi variant kombinace prvku ,MIN“  NEJM®“ |INF“ kdy dané prvky existuji ¢i
neexistuji, tfi varianty vubec nemohou nastat:

a) nenastane A MIN, 3 NEJM, 3 INF;
b) nenastane 3 MIN, 3 NEJM, A INF;

c) nenastane A MIN, 3 NEJM, A INF.
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Dalsich pét kombinaci by s trochou fantazie (viz obrazek) mohlo obsahovat posety daného
typu.

Ad cviceni 8.6. Viz obrdzek — dva mozné piiklady. Poset (b) mé skutecné tii mi-
nimalni a dva maximalni prvky, protoze nesrovnatelny prvek je jak prvkem maximalnim,
tak prvkem minimalnim.

5

h 13
~
Z \/\ <A
A z K

2 3

Ad cviéeni 8.7. Viz obrazek:

Ad cviceni 8.8. Naptiklad oba posety ve cviceni 8.6 — tfeba prvky 1, 2, 3 jsou
navzajem nesrovnatelné, tj. zadny neni mensi nebo roven nez ty druhé dva.

Ad cviceni 8.9. Oba posety na obrazku — prvky a, d, e jsou navzajem nesrovnatelné,
zadny neni mensi nebo roven nez ty dalsi dva:

Ad cviceni 8.10.
a) ..VeeM: x<ux,.

b) ...3zeM: (x>xy V o £ x).
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Ad cviéeni 8.11.

ad a) Hasseuv diagram je schéma, které zachycuje relaci usporadéni. Vztah [x,y] re-
lace je v ném zachycen tak, Ze existuje posloupnost bezprostiednich predchudcu a
nasledovniku, ze
T <2 <2y < <Y.

Pritom uspotradanost dvojice je zachycena tim, ze prvni prvek ve dvojici je nakreslen
nize nez druhy prvek ... diky této imluvé se Sipky nekresli, protoze vSechny by
smétfovaly smérem nahoru.

Zachyceni vlastnosti usporadéani: (11) ... smycky se nekresli a rozumi se, ze vsechny
prvky jsou v relaci se sebou automaticky;

anti-(12): nemohou byt spojeny hranou dva prvky v diagramu vedle sebe — to by
znamenalo, ze jsou navzajem v relaci, a pritom jsou ruzné, tj. byla by porusena
podminka anti-(12);

(13): Pokud a<gb A b<c tak se ma za to, Ze automaticky plati a<lc, ovSem hrana a — ¢
se nesmi kreslit. Jakmile jsou nékteré dva prvky spojeny retézcem bezprostiednich
predchudcu a nésledovniki, jsou (v daném poradi: nizsi prvek s vyssim prvkem) v
relaci, i kdyz diagram je nespojuje hranou.

ad b) Tento diagram je témér stejny jako ten ze cviceni 8.3, ovSem neni v ném zakreslena
horni fada prvku z 8.3, tj. ¢isla 16, 48, 144.

Ad cviceni 8.12. Ano, jedna se o poset, viz obrazek:

Ad cvicéeni 8.13.

a) Na posetu (P, <) uvazujme neprazdnou podmnozinu M. Cislo m je infimum mnoziny
M v tomto posetu, kdyz je nejvétsi dolni zavorou mnoziny M.

b) Nejveétsi dolni zédvorou je nejvétsi spolecny délitel danych ¢isel z mnoziny M, nejmensi
horni zavorou je nejmensi splecny nasobek téchto ¢isel. Tedy inf{8,12,30} = 2 a
sup{8, 12,30} = 120.

Ad cviceni 8.14. Viz vysledky na konci textu [17].
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14.9 Vysledky ke kapitole 9.2 — Zobrazeni, funkce, posloupnost,
operace

Ad cviceni 9.4. Viz obrazek v definici 52e).
Ad cviceni 9.5. Viz obrazek v definice 52d).
Ad cviceni 9.6. ad a) Viz definice 53; ad b) go f(x) = V/sinz.

Ad cviceni 9.7. ad a) viz definice 52; ad b) ho go f(z) = ﬁ

Ad cviceni 9.8. Porovnejte své odpovédi s definicemi jednotlivych typu zobrazeni.
Zaméite se také na to, zda kazdy priklad zobrazeni je nebo neni zobrazenim vice typu
soucasneé. Zduvodnete proc¢ se jedna o dany typ.

Ad cviceni 9.9. Definujeme piiklad zobrazeni f : Z — N, které je injektivni, ale ne
surjektivni. Reseni zde existuje celd fada, popisme jen jedno z nich (je vyhodou si celou
situaci kreslit):

e Nemd se jednat o surjekci, tak nechejme tieba ¢isla 1 a 2 neobsazend zadnym vzorem.
e Nulu v Z zobrazime napiiklad na trojku v N: f(0) = 3.

e 7da se, ze zobrazit dvé nekonetné mmnoziny (mnozinu kladnych celych cisel a
mnozinu zapornych celych ¢éisel) na jednu nekoneénou mnozinu neni mozné, ale
zobrazeni je mozné zkonstruovat diky paradoxum, které plati u nekonecnych mnozin:
mnozinu {4,5,6, ...} lze totiz rozdélit na dvé nekoneéné podmnoziny, napiiklad na
podmnozinu jejich sudych ¢isel a podmnozinu jejich lichych cisel:

{4,5,6,7,8,9,...} = {4,6,8,...} U {5,7,9,...}.

To nam uz napovida, jakym zpusobem definujeme hledané zobrazeni f:

— Kladna celd ¢isla zobrazime injektivné na mnozinu {4,6,8,...}: f(1) = 4,

£(2) =6, f(3) =8, f(4) =10, atd.

— Zaporna celd ¢isla zobrazime injektivné na mnozinu {5,7,9,...}: f(—=1) = 5,
f(=2)=7, f(—=3) =9, f(—4) =11, atd.

Zobrazeni f jsme tedy zkonstruovali tak, ze zadné dva obrazy nejsou stejné (tj. jednd se
o injekci), a pritom ¢isla 1, 2 v mnoziné N nejsou obsazena zadnym vzorem (NEjednd se
o surjekei).

Ad cviéeni 9.10. Definujme priklad zobrazeni f : R — Z, které je surjektivni, ale ne
injektivni. Reseni existuje celd fada, popiseme jedno z nich (je vyhodné si celou situaci
kreslit):

e Ma3 se jednat o surjekci, tak pokryjme nejprve celou mnozinu Z obrazy bodt z R —
muzeme vzit tieba velmi jednoduchy predpis f(k) = k pro vSechna k € Z. Uz nyni
vime, ze f bude surjekce.
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e Nyni zbyva dodefinovat zobrazeni f pro ta redlna cisla, ktera nejsou celd. Musime
to ovSsem udélat takovym zpusobem, aby vSechny obrazy byly celo¢iselné. Vezméme
napiiklad f(x) = k pro kazdé x z intervalu (k; k + 1).

Zobrazeni f je definovéno tak, ze pro kazdé celociselné k se cely interval (k;k + 1) zobrazi
na celé ¢islo k. Jinymi slovy, f neni injekce, protoze ruznd x z intervalu (k;k + 1 se
zobrazuji na stejné celé ¢islo.

Ad cviceni 9.11. Definujme pifklad zobrazeni f : N — Z, které je bijektivni.Regen{
existuje celd fada, popiSeme jedno z nich (je vyhodné si celou situaci kreslit):

e Nejprve pokryjeme nulu, napiiklad jednickou: f(1) = 0.

e Déle pokryjme zaporna cisla, kterych je nekoneéné mmnoho: pokryjeme je sudymi
prirozenymi ¢isly, kterych je také nekonecné mnoho!!! f(2) = —1, f(4) = =2, f(6) =
—3, f(8) = —4, atd. obecné f(k) = —£ pro suda k.

e A zbyva pokryt kladna celd cisla, kterych je také nekoneé¢né mnoho. Nam ovSem
jesté nekoneéné mnoho neobsazenych vzoru zbyva, tj. f(3) =1, f(5) =2, f(7) = 3,
f(9) = 4, atd. obecné f(I) = 5! pro licha [ > 3.

Takto definované zobrazeni je konstruovano tak, aby pokrylo vsechna celd cisla (tj. je
surjekce), a soucasné Df = N a f nenabyva dvou stejnych hodnot (tj. je injekce).
Dohromady je tedy bijekci.

Ad cviceni 9.12. Vysledky na konci uéebnic [8], [17]. V piipadé nejasného vysvétlent
kontaktujte svého cviciciho.
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14.10 Tyden 10 — prednaska a cviceni
14.10.1 Vysledky ke kapitolce 10.2 — Vlastnosti funkce — shrnuti

Ad cviceni 10.1. Definice v téchto odpovédich nemusi byt zcela totozné s definicemi v
textu.

ad a) Relace f je zobrazeni z X do Y, kdyz ...

Ve € X 3 nejvyse jednoy € Y : [z;y] € f.

ad b) Relace f neni zobrazeni z X do Y, kdyz ...
JreXyzeY :[mylef ANlzzlef Ny#z.

ad c) Funkce f je rostouci na intervalu I, kdyz ...

V$1,l‘2 el i <xy = f(.fl?l) < f(iL'Q)

ad d) Funkce f neni rostouci na intervalu I, kdyz ...

dry, 20 €1 1wy <9 A fx1) > f(22).

ad e) Funkce f je klesajici na intervalu I, kdyz ...

\V/$1,ZL'2 el iy <xy = f(ﬂ?l) > f(l’Q)

ad f) Funkce f nenf klesajici na intervalu 7, kdyz ...

dry, 20 €1 1y <9 A fz1) < f(22).

ad g) Redlné cislo xq je lokdlni minimum funkce f, kdyz ...

A(a;b) € D(f) :xo € (a;0) N f(zo) < f(x)Va € (a;b).

ad h) Redlné ¢islo zg neni lokalni minimum funkce f, kdyz ...
V((a;0) € D(f) : zo € (a;b))3zy € (a;b) = f(xo) > f(x1)

(slovné: xo neni lokdlnim minimem funkce f, kdyz pro jakykoli interval (a;b), ktery
obsahuje bod =z, lezi v tomto intervalu néjaky bod x; s nizs§i funkéni hodnotou

f(x1) < f(z0)).

ad i) Redlné ¢islo zg je lokdlni maximum funkece f, kdyz ...
A(a;b) € D(f) = w0 € (a;0) A flxo) = f(x)Va € (a;0).
ad j) Redlné ¢islo zp neni lokdlni maximum funkce f, kdyz ...
V((a;0) € D(f) : wo € (a;0))321 € (a;0) = f(xo) < f(21)

(slovné: xy neni lokalnim maximem funkce f, kdyz pro jakykoli interval (a;b), ktery
obsahuje bod =z, lezi v tomto intervalu néjaky bod z; s vyssi funkéni hodnotou

f(x1) > f(20)).
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ad k) Funkce f je sudd, kdyz ...
Vz € D(f) : (—z) € D(f) A f(=2) = f().
ad 1) Funkce f nenf sudd, kdy# ...
Jw e D(f) : (=x) ¢ D(f) vV ((—=2) € D(f) A f(==) # f(2).
ad m) Funkce f je lichd, kdyz ...
Vz € D(f) : (-z) € D(f) A f(~2) = —f(2).
ad n) Funkce f nenf lichd, kdyZ ...
Jw e D(f) + (=x) ¢ D(f) v ((—=2) € D(f) A f(=2) # —f(2).
ad 0) Funkce f je shora ohranicend, kdy? ...

dLeR : VYreD(f): f(z) < L.

ad p) Funkce f neni shora ohranicend, kdyz ...
VLe RIz e D(f) : f(z)>L

(slovné: funkce f presdhne v nékterém bodé jakoukoli konstantu L, at je jakkoli
velkd).

Cviceni 10.2. Pifklady sudé funkce: f(z) = cosz, f(x) = 2%

Cviceni 10.3. Priklady liché funkce: f(x) = sinz, f(z) = tg z, f(x) = cotg =,
f(z) = 3.

14.10.2 Vysledky ke kapitole 10.3 — Linearni a kvadratické funkce, funkce s
absolutni hodnotou

Ad cviéeni 10.4. Pii tpravé predpisu kvadratické funkce y = —2a2 4+ 32 + 1 nejprve
vytkneme —2, aby u ¢élene 22 v zdvorce byl koeficient 1, a pak vnitiek zdvorky doplnime
na uplny ¢tverec (ptricteme a odecteme ¢islo %, aby se vysledek nezménil, ale mohli jsme
pro prvni tii €leny v zdvorce pouzit vzorec (a — b)? = a* — 2ab + b?):

—2r*+3r+1 = —2-(m2—x—):—2-<[x2—2-x-+}——>=

) [ 3]2 17 5 ( 3>2+ 17
= 2 (|lz—=| ——=|=-2-(z—- —.
4 16 4 8
7 upraveného tvaru je vidét: —2 znamend, ze funkce bude nabyvat neohranicené

zépornych funkénich hodnot (tj. jeji graf parabola bude otocend smérem k minus ne-
koneénu na svislé ose), z dalsich hodnot vycteme, ze vrchol paraboly nastdvd v bodé

3. 17
48]
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e |

Z grafu funkce vidime, ze Df = R, Hf = (—o0; §).

Ad cviceni 10.5. Z vymezujicich mnozin Df = R, Hf = (2;00) vidime, Ze parabola
bude tentokrat otocena k plus nekoneénu na svislé ose. Vrchol nastava pro z = 3, ma tedy
soufadnice [3;2].

'}

Muzeme psat predpis ve tvaru
f(x)=(r—3)*+2.

Tento vzorec neni urcen jednoznacné, protoze v zadani ulohy neni uvedeno, jak moc méa
byt parabola seviena-rozeviena kolem své osy. Koeficient pred zavorkou nemusi byt roven
jedné, ale jakékoli nenulové kladné redlné hodnoté. Predpisy f(x) = 0,5 (z — 3)% + 2,
f(z) =5 (x—3)%+2, atd. jsou vSechny odpovéd{ na zadéni tilohy. Moznd bychom mohli
psat f(z) =a-(x—3)?+2,kdea € RT.
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14.11 Vysledky ke kapitole 11.2 — Linearné lomené funkce,
funkce mocninné a odmocninné

Ad cviceni 11.4. Vysledky prikladu na linearné lomenou funkeci:

3z+2
r—1"7

a) Abychom ziskali zékladni tvar vyjadieni funkce f(x) = provedeme déleni poly-

nomu:
5

(31‘+2):(m—1):3+x_1.

Odtud uz je vidét, ze svisla osa je posunuta do primky x = 1 a vodorovna do primky
y = 3, a tedy muzeme kreslit posunuty graf:

Déle Df = R— {1}, Hf = R — {3}.

b) Z Df = R\ {3} plyne, ze svisld osa je posunuta do piimky + =3. Z Hf = R\ {—1}
plyne, ze vodorovna osa je posunuta do piimky y = —1. Dale protoze funkce je
pro x > 3 rostouci, jeji graf lezi v posunutém druhém a ¢tvrtém kvadrantu, coz lze
zaridit znaménkem MINUS v ¢itateli zlomku ze zdkladniho tvaru. Tomu odpovida
napi. funkce f(z) = —1 — - nebo f(z) = —1 — -%;, zkrtka kazd4 funkce typu

z—3" z—3"

flz) =—1—- -2 kdea € R":



134 14 VYSLEDKY NEKTERYCH PRIKLADU

c) Déldme podobné jako (a): Provedeme déleni polynomu

1 2
-1 2x+2)==-— ——.
(e 1) Qe 2 =5 =5
Odtud uz je videét, ze svisla osa je posunutd do piimky = = —1 (je to ta hodnota

proménné x, pro kterou 2z 42 je rovno nule) a vodorovna osa je posunuta do piimky
y = % Graf kreslime do druhého a ¢tvrtého posunutého kvadrantu, coz plyne ze
znaménka MINUS pted zlomkem zékladniho tvaru (to vlastné znamend, ze —2 se
nachézi v ¢itateli zlomku):

Dile Df = R—{-1}, Hf = R— {1}.

Ad cviceni 11.10. Jedna se o podobnou funkci jako je y = J}% = 272 na ziZeném
definicnim oboru, jenze graf zadané funkce je oproti této funkci posunuty o dvé jednotky

doprava a tii jednotky nahoru.

ad a) Graf funkce f(x) = (x_lz)Q + 3 pro x € (2;00): viz obrazek nize.
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ad b) Nejprve zaménime z a y ve vzorci: © = ﬁ + 3, a pak z néj vyjadiime y:

£l
y_\/x—?)

Zustava otazkou, jaké znaménko zvolit na misté +. Pomuze nam, ze defini¢ni obor
funkce f(z) obsahoval pouze kladnd ¢isla (vétsi nez 2) — tj. obor hodnot H f~!
bude také obsahovat pouze kladnd ¢isla (vétsi nez 2). Tj. v ¢itateli zlomku volime
znaménko PLUS a hledand funkce je tvaru f~1(r) = == + 2.

+ 2.

z—3

Grafy obou funkci viz obrazek:

Cviceni 11.11.

a) Df=R—{-1}, Hf = R — {—3}, graf funkce viz obrazek:

b) Nejprve zaménime z a y ve vzorci: © = ﬁ — 3, a pak z néj vyjadiime y:

!
v= vVor+3

— 1.
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Zustava otazkou, jaké znaménko zvolit na misté +. Pomuze nam, ze definiéni obor
funkce f(x) obsahoval pouze kladnd ¢isla — tj. obor hodnot H f~' bude také obsa-
hovat pouze kladnd c¢isla. Tj. v citateli zlomku volime znaménko PLUS a hledana

funkce je tvaru f~!(x) = \/ﬁ — 1. Graf obou funkci viz obrazek:

Ad cvigeni 11.12. Grafy funkci a) f(z) = —2°+1,b) f(z) = (z—5)3, ¢) f(x) = =L +2
jsou na obrazku:

1
() = - %o / : >
03 = x4 ) 1= -5)

=241

ad a) D(f) = R, H(f) = (—o0;1) a prislusnd inverzn{ funkce f~' neexistuje, protoze
funkce f neni prosta. Eventudlné bychom se mohli se zadanim funkce omezit na
nezaporna x, na tomto zuzeném intervalu uz funkce f prosta je a inverzi najdeme
vcéetné grafu:
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£00= - K% | | D§= Lo <) O iy @NQ;'
M= (= oh) =

o . \
¢ 1 ’ {

AN AN

z (‘ i -1 4 Z.

41 ot
11 ~Z o

Nebo se muzeme omezit na nekladna z — pro takto zizeny definiéni obor také inverzni
funkce existuje, viz grafy:

5 Cg=-x
colz=x34 D= =0y o > <7
};ﬁ:@w(w\) HE=(-eo0)

/ > PB
i - —F { + p—t
—-L £ -1 /

ad b) D(f) =R, H(f) = R a inverze existuje, protoze f je funkce prostd — viz obrazek
nize.

ad c¢) D(f)=R—-{0}, H(f) = R— {2} a inverze existuje, protoze f je funkce prostd —
viz obréazek:

-
ed by §ex)=H+ 5

-1
ad o £ R)= —

B

r
{
—

Ad cviceni 11.13. Grafy funkci a) f(z) = 2272, b) f(x) = 7% — 1 jsou na obrazku:
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)= 2=
a) g-\f\ F

ad a) D(f)= R—{0}, H(f) = (0; 00) a prislusnd inverzni funkce f~! neexistuje, protoze
funkce f mneni prosta. Eventualné bychom se mohli se zadanim funkce omezit na
kladné z, na tomto zuzeném intervalu uz funkce f prostd je a inverzi najdeme véetné

grafu:

- 5= (0( %)

¢ = 2=
1(}‘3 ;(-‘-""

Hff(og"é-’?)

ot

IS

Nebo se muzeme omezit na zdporna x — pro takto ztizeny defini¢ni obor také inverzni
funkce existuje, viz grafy:

-

=

i
X

LK)

(D= (=02, 0) ‘,ui!g:(o,\a&\

b




14.11 VYSLEDKY KE KAPITOLE ?? — LINEARNE LOMENE FUNKCE, FUNKCE
MOCNINNE A ODMOCNINNE 139

ad b) D(f)=R-{0}, H(f) = R— {—1} a inverze existuje, protoze f je funkce prostd
— viz obrazek:

1‘
I
— :
\ A 2. 5
? \-._"’A
|
|
!
A

Ad cviceni 11.14. Grafy funkcf a) r73,b) y = 2~ jsou na obrdzku:
=4 4
ST x? \ oy |
e —t —T
-1 -1

ad a) Na intervalu (—o0;0) funkce f nemd minimum, protoze neni zdola ohrani¢ena.
Plati totiz .

lim — = —o0
z—0_ ;E?’

(¢teme: limita z funkce 5 pro « blizicf se k nule zleva se rovnd minus nekoneénu).
Na intervalu (0; 00) oviem minimum také neexistuje — funkéni hodnoty pro z jdouct
k nekonecnu se sice limitné blizi k nule, t;j.

ovsem funkce f této funkéni hodnoty nenabyva v zadném koneé¢ném bodé. Pouzitim
terminologie z kapitoly 8 fikdme, ze mnozina funkcénich hodnot funkce f ma pro z z
intervalu (0; co) infimum (rovné nule), nikoli minimum.

ad b) Funkce f(z) = - nemd v zédném bodé svého definiéniho oboru minimum —
pouze je mnozina H (f) ohrani¢end a ma infimum, ale minimum funkce f neexistuje
v zadném bodé definiéniho oboru.
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14.12 Vysledky ke kapitole 12.2 — Funkce exponencialni a loga-
ritmické
Ad cviceni 12.1.

a) Df = R, Hf = R+, graf viz obrazek:

b) Nejprve zaménime x a y, dostaneme z = 0,5Y. Nyni z tohoto vztahu vyjddifme y,
pritom mame na pameéti, ze inverzni funkce k mocninné funkce je funkce logaritmicka,
jejiz zakladem je cislo, které bylo v exponencialni funkci umocnéno na mocninu z,
dostaneme tedy: y = log 5 .

Ad cviéeni 12.2.

a) Nehezkou zdpornou mocninu upravime: f(z) = 0,37% +2 = (%>_z +2= (1—30>m + 2.

Vidime, ze Df = R a Hf = (2;00) a funkce je rostouci, protoze zéklad exponentu
je 13—0, coz je ¢islo vétsi nez 1:

b) Nejprve zaménime y a z, dostaneme x = (%)y + 2. Odtud vyjadiime y:

F7 (@) =y = logu(a — 2)
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Ad cviéeni 12.3.

a) Df = (1;00) ... kdo si nenf jisty, Fesi nerovnici z — 1 > 0, tj. argument funkce logarit-
mické musi byt kladny. Dale H f = R. Graf funkce je posunuty o hodnotu 1 doprava
vzhledem k zakladnimu grafu y = logsx:

b) Rovnici Iny = 2% + 2 Ize prevést na ekvivalentni rovnici

2
elny = e +2‘

Na levé strané této rovnice jsou funkce navzajem inverzni, tj. obé se vyrusi a dosta-

2
neme y = e% 2,

Ad cvicéeni 12.4.

a) Vyjdeme z grafu funkce af funkce y = logy,(x — 1), ktery je vysledkem cviceni
12.3.(a). Nejprve k funkci ze cviceni 12.3.(a) pfiddme znaménko MINUS — tim
dojde k preklopeni celého grafu vzhledem k vodorovné souradné ose x. A nakonec k
vysledku pricteme hodnotu 2, coz odpovida posunu celého grafu v kladném sméru

osy y:

Posun grafu o hodnotu 2 nezménil ani Dy, ani Hy funkce z ptedchoziho kroku,
pouze se bod [2;0] (prusecik grafu s osou x) posunul do bodu [2;2]. Celkem vidime
u vysledné funkce, ze Df = (1;00), Hf = R.

b) Nejprve zaménime z, y a dostaneme x = — log,(y—1)+2. Odtud vyjadiime proménnou
y: pred umisténim obou stran rovnice do mocniny ¢isla 2, které je zadkladem logaritmu
v nasem piikladu, rovnici upravime do takového tvaru, ze logaritmus je na jedné
strané s koeficientem 1, vSe ostatni je na druhé strané rovnice:

logy(y — 1) =2 — .
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Nyni obé strany rovnice napiseme do exponentu zakladu 2 — diky ,,zameteni smeti“
pred logaritmem na levé strané se exponencialni funkce a logaritmus o stejném
zakladu vyrusi, tj. dostaneme

2loml=l) = 2277 o 1 =2""=22.27"=4.05" = y=4-05"+1.

Muzeme vesele kreslit graf exponencialni funkce:

Ad cviéeni 12.5. K funkci f(z) = 2771 + 3 existuje funkce inverzni, jejiz pfedpis m4
tvar f1(z) = logy(w — 3) + 1. D(f) = R, H(f) = (3i00), D(f ) = (3;00), H(f 1) = R.
Oba grafy vidite na obrazku osové soumérné vzhldem k ptimce y = x, ktera predstavuje
zaménu proménnych pii vyjadieni zavislosti v inverznim smeéru:

=4

X
)= "
.J(x)~/,

+3

/

Ad cviceni 12.6. Grafy funkei a) y = 0,3%; b) y = —0,3%; ¢) y = 2 — 0,3* vidite na
obrazku:
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f=(-002)

Ad cviceni 12.7. K funkci f(z) = 2-log, z — 1 m4 inverzni funkce piedpis f~!(x) =
4*3 . Pokud si jeste vyjadifme 4 jako 22, 1ze vzorec upravit na tvar

f—1($) — 92(5+3) — gutl

Ad cviceni 12.8. K funkeci f(x) = logs(x + 2) — 1 existuje funkce inverzni zadand
piredpisem f~!(z) = 5°t! — 2. Oba grafy vidite na obrazku:
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- X4
i ciy=5" -2
4 / =%

Dy =R Y M
i R

f‘%‘:x“c.‘f@)
| g /
| 1 Ve
’ /

J

Je patrné, ze D(f) = (=2;00), H(f) =R, D(f™") =R, H(f™') = (—2; 00).
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14.13 Vysledky ke kapitole 13.2 — Funkce goniometrické a cyk-
lometrické

Ad cviceni 13.1. az 13.6. Vysledky piikladu najdete v ucebnici [10].
Cviceni 13.7. Grafy a vlastnosti cyklometrickych funket:
1. Viz prednéaska.

2. Z grafu lze vSechny vlastnosti funkce f(z) = arccos (—z) vycist:

M = 47‘\1'"17
W=<o0T)

3. Z grafu lze vSechny vlastnosti funkce f(z) = —arccos z vycist:
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4. 7 grafu lze vSechny vlastnosti f(x) = arccos (x + 2) vyéist:

'DJ( = 4"}i- ‘7
"\’{{*/) Lo'l'ﬂ)>

5. Z grafu lze vSechny vlastnosti funkce f(z) = arccos (2z) vy¢cist:

6. Z grafu lze vSechny vlastnosti funkce f(z) = 2 - arccos x vyéist:

1

D= &1
= Lo

#+
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7. Z grafu lze vsechny vlastnosti funkce f(z) = 2 + arccos = vy¢ist:

Ty2

8. Graf funkce f(z) = arcsin (g) -5

2

e Vyjdeme z D(arcsin x) = (—1;1), H(arcsin z) = (5*; 5): Argument funkce
arcsin musi lezet v tomtéz intervalu (—1;1):

1< <

—_

g = —2<2<2 = D(f)=(-22).

do

e H(f) dostaneme tak, ze H(arcsin x) = (5*;5) posuneme o hodnotu
wzaporného sméru“: H(f) = (—m;0).

N

e Jesté si muzeme uvédomit, ze funkce arcus sinus je rostouci (pokud v argumentu
nen{ minus pied x, protoze to by zpusobilo zase néjaké zmény);

e Vyznacime do grafu funkéni hodnoty v krajnich bodech definicniho oboru:
f(—2) = —m, f(2) = 0 a muzeme kreslit graf:

Vlastnosti funkce f(x): Funkce je rostouci na celém D( f), lokalni i globalni minumum
nastava v bodé x = —2, lokalni a globalni maximum nastava v bodé x = 2.
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9. Graf funkce f(z) = arccos (3z — 2):

e Vyjdeme z D(arccos z) = (—1;1), H(arccos x) = (0;7): Argument funkce
arccos musi lezet v tomtéz intervalu (—1;1):

1 1
—1<32x-2<1 = 1<3x<3 = -<z<1= D(f)=(=

;1)
3~ 3’>

e H(f) se neméni, protoze po vypocteni arkus kosinu argumentu uz déle k této
hodoté nic nepticitame, ani ji ni¢im nendsobime, tj. H(f) = (0; ).

e Jesté si muzeme uvédomit, ze funkce arcus cosinus je klesajici (pokud v argu-
mentu neni minus pred x, protoze to by zpusobilo zase néjaké zmény);

e Vyznacime do grafu funkéni hodnoty v krajnich bodech definiénitho oboru:
f(%) =, f(1) =0 a muzeme kreslit graf:

=)

Vlastnosti funkce f(x): Funkce je klesajici na celém D(f), lokdlni i globdlni minu-

mum nastava v bodé x = 1, lokalni a globalni maximum nastava v bodé x = %

10. Graf funkce f(x) = 3 - arccotg (2z — 5) + 7

e Vyjdeme z D(arccotg ) = R, H(arccos x) = (0;7): Argument funkce arccotg
muze byt libovolny, tj. D(f) = R. Maximalné bychom si mohli fici, kam se
posune zakladni bod [0; 7] priseciku grafu funkce arccotg x se svislou osou:
tento jakysi stfed soumeérnosti grafu se posune do takového bodu, ve kterém
plati 2z —5 =0, tj. z = g

o H(f) se zméni dvéma zasahy: nejprve se nasobenim jednou polovinou interval
H(arccotg x) = (0;7) zmensi na (0; 7), a pak se po pficteni ¢isla m posune na
H(f) = (m;3F). Odtud lze urcit, ze stied souumérnosti grafu bude mit y-ovou
soutadnici ve stfedu intervalu H(f), tj. pro

1 3T 5%

y:§(7r+ Q)ZZ

e Jesté si muzeme uvédomit, ze funkce arcus cotangens je klesajici (pokud v
argumentu neni minus pred x, protoze to by zpusobilo zase néjaké zmény);
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e Vyznacime do grafu stfed soumérnosti grafu [g, %”], a také asymptoty v krajnich
bodech intervalu H(f) — jednd se o konstantn{ funkce y = 7 a y = 27

o a
muzeme kreslit graf:

P

a =4

P

S)= 3; - anccoley (?»"'-%) il

I o+ -

Vlastnosti funkce f(z): Funkce je klesajici v R a nemd lokéln{ ani globalni extrémy
— muzeme maximalné Tici, ze je ohrani¢ena shora i zdola.

Ad cviceni 13.8. Vysledky piikladu najdete v ucebnici [10].
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o délitelnosti celych ¢isel v kapitole 5.

16 Robovd, Hila, Calda: Matematika pro SS — komplexni ¢isla, kombinatorika,
pravdépodobnost a statistika. Prometheus 2013. Tato kniha je dobrym tvodem
do komplexnich ¢isel na 56 strandch, do kombinatoriky na 38 strandch (kromé
kombinaci s opakovanim, které jsou vysvétlovany krkolomné), do pravdépodobnosti
na 46 strandch (véta o uplné pravdépodobnosti a Bayesuv vzorec zde nejsou uz
dost procviceny) a do popisné statistiky na 57 strandch. Strucné a vystizné, pro
kteroukoli z téchto Ctyf ¢asti matematiky je to kniha k nezaplaceni (a priceless
book*T).

17 P. Hordk: Cviceni z algebry a teoretické aritmetiky I, Brno 2002. Sbhirka piikladu ke
starsimu vydani textu [1] na Pifrodovédecké fakulte MU.

18 M.Krynicky: Matematika realisticky. Online pdf materidly (cca 500 hodin pro 6. az 9.
roénik ZS, cca 500 hodin pro ctytleté gymnézium) na strance realisticky.cz. Dobry
vychozi bod ohledné obsahu i didaktiky matematiky na ZS a SS. Vzhledem k tomu,
7e se jednd o dobry, spise vyjimeény materidl online, je v Ceské Republice vyuzivan
minimalné jako dopliikovy material na fadé zakladnich a stfednich skol.

47Studenti angli¢tiny pozor: ,priceless“ kupodivu neznamené néco bezcenného, ale je to oznacenim véci
ceny nevycislitelné = nezmérné.
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