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Predmluva

Motto:
»Nevyucuj toho, kdo neni pfipraven, aby byl vyucovan.“
(Jan Amos Komensky)

Matematika provazi vSechny déti po celou zakladni skolni dochazku od
70. let 20. stoleti pod timto jménem a pod jmény jinymi (pocty a méFictvi,
¢i aritmetika a geometrie) jesté déle. Nékteré déti matematika prosté bavi,
nékteré ne, ale presto se ji musi ucit vSechny, stejné jako treba ceStiné ¢i
télocviku.

V dnesni dobé se stalo mdédou chlubit se neznalosti matematiky, za¢néme
tedy kacifskou otézkou: co by se stalo, kdybychom déti, které matematické
poznatky pfirozené nechapou, povinnosti u¢it se matematiku zprostili? Od-
povédét na ni dokdzeme teprve tehdy, kdyz si uvédomime, jaké ucitele ma-
tematiky jsme zazili a co od nas matematika vyzadovala.

Matematika se d4 — s velkou nadsdzkou — pfirovnat ke sportu. Ani
ve sportu neni talent vSechno; skoro u kazdého je potreba trénink. Tak je
tomu i s matematikou: béhem Skolni dochazky se v matematice uc¢ime po-
stuptim, které nam procvicovanim piejdou do krve. A tak si pfi pfi pisemném
séitani ,,sloupeckt i v dospélosti poméhame prsty. Pravda, prilezitosti k vy-
uziti této dovednosti méame diky pritomnosti kalkulacky ve viudypiitomnych
mobilnich telefonech pramaélo, ale kdyz bylo vynalezeno auto, také jsme ne-
prestali chodit pésky a jezdit na kole.

Ve vyuce matematiky se Casto klade diiraz na spravny zapis, na to, aby
byl vysledek dvakrat podtrzen, na to, aby znaménko rovnosti bylo v trovni
hlavni zlomkové ¢ary slozeného zlomku. VSechny tyto véci se zven¢i mohou
zdat podruznymi a nepodstatnymi, ale pravé tyto navyky nés uéi odliSo-
vat podstatné od nepodstatného: vezméme si jako priklad pomocné vypocty
psané tuzkou na okraj seSitu nebo dokonce na Smirdk. Podobné diiraz na
apravu a dodrzovani pravidel neni samoticelny, nybrz ndm samotnym poz-
dé&ji ve slozitéjsich vypodtech usnadni orientaci. Béhem hodin matematiky se
tak cvic¢ime v discipliné; napriklad samotné numerické pocitani asi bavi méa-
lokoho, pfesto je bezchybny numericky vypocet nutny pro dosazeni spravné
odpovédi na otazku, kterou jsme si polozili.

Vyznam matematiky pro studujici byva ¢asto prirovnavan k latiné. V knize
,Nebezpeci jednotné skoly*“ pouzil Rudolf Mertlik slova Zdetika Nejedlého:

Netajim se presvédéenim, Ze latina je velmi dilezity vychovny
predmét. Vzpominam-li na své vzdélani, které z predméti mi



vlastné co daly, byla to matematika (ackoliv jsem historik) a la-
tina. To jsou pfedméty, které jsou takovou dresurou presného
mySleni. Jen ten, kdo nezna latinsky jazyk, muze tvrdit, Ze je ho
mozno nahradit jinym zivym jazykem. Zadna franctina, anglic-
tina ani jind fe¢ nenahradi latinsky jazyk. Neni jazyka, ktery by
mél takovou logickou konstrukei, jako méa klasicka latina.

Latina uz se dnes povinné u¢i na malokterém gymnaziu. Roli pomyslného
bi¢e tak prevzala matematika: v&imnéte si, Ze Nejedly mluvil o ,tréninku
pfesného mysleni“. Samozfejmé, Ze i v matematice miZzeme byt kreativni,
ale soucasné musime dodrZovat jista pravidla; podobné jako pfi hie v Sachy.
Ptesnost, kterou skrze matematiku péstujeme, vSak netkvi v poétu desetin-
nych mist vysledku.

Na zavér dovolte nékolik vét k predkladanému textu. Je vénovan nékte-
rym partiim z tzv. diskrétni matematiky, zde konkrétné z teorie ¢isel, kom-
binatoriky a teorie grafi a je koncipovéan spiSe jako voditko k Vasi orientaci.
Vsechny partie zde probirané byly jiz popsény v fadé knih, na néz se v textu
odkazujeme. Nepochopite-li vSe hned, nezoufejte a méjte na paméti, ze vse
lze pochopit, vyvinete-li dostate¢né tusili. Matematika je také prace.
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SpiSe teoreticka cast



Znaceni a amluvy

Matematicka komunikace je zaloZena na konvencich. (Henri Poincaré¢) Proto
bude dobré, kdyz si pro za¢atek nékteré pojmy a jejich znaceni sjednotime.
Pro tspésné zvladnuti predmétu neni vzdy bezpodmineéné nutné veskeré zde
uvedené konvence dodrzet, ale miZete se sem vracet, bude-li v textu pouzito
znaceni, kterému z jakéhokoliv divodu nebudete rozumét.

Ciselné obory

N

Z

prirozena ¢isla  (1,2,3,...; nulu za pfirozené ¢islo nepovazujeme)
cel cisla (..,-2,-1,0,1,2,...)
racionalni ¢isla  ¢isla tvaru %, kdepeZaqgeN

realné cisla »ze vyjadrit jako délku tsecky*

komplexni ¢sla  ¢&isla tvaru a + bi, kde a,b € R a pro i plati: 2 = —1

Jak pristupovat k domacim tkoltim

Kazdy samostatny pokus o vyfeSeni tlohy je cenny.

Pokud tlohu nedokézete vytesit, zkuste pro sebe formulovat podobnou
dlohu, kterou vytesit dokazete.

U dikazovych tloh typu “dokazte, Ze pro vSechna prirozené Cisla plati
...”7 je vhodné zkusit, zda tvrzeni plati pro néjaka malé pfirozena ¢isla.
Pti dosazovani konkrétnich ¢isel prislusnou obecnou zékonitost ¢asto
odhalite.

Vseobecné plati tato korelace: Gprava vypoc¢ti je pfimo dmérné trovni
porozuméni. To neni piekvapivé, nebot pri feSeni piikladu je tieba ur-
¢ité discipliny. Zejména je tfeba oddélovat, co je dano, co je (vSeobecné)
znamo a co je vysledek vypoctu.

Jak psat reSeni prikladi

e (itelné (neni tfeba krasopisné) a tak, abyste po péti letech sami védéli,

jak jste priklad resili;



e opticky oddélujme stéZejni a pomocné vypocty; pomocné vypocty mu-
zeme napt. psat tuzkou, za okraj, atp.;

e zejména v kombinatorice sviij postup alespon struéné, avSak vystizné,
komentujeme;

e u kombinatorickych ptikladi Ize vysledek ponechat ve tvaru faktoriala
¢i kombinad¢nich ¢&isel, neni tfeba dopocitavat na kalkulacce

e u diikazovych tloh klademe diraz na pirehlednost;

e Odpoved je nedilnou soucésti feseni pirikladu.

Dikaz jako prostfedek komunikace v matematice

Dohodneme-li se na znaceni, shodneme-li se na definicich, dospéjeme v ma-
tematice k t€m samym vysledkim. V tomto procesu je dukaz prostfedkem
k presvédéovani druhych, avsak nikoli ve smyslu natlaku. Diikaz nas nuti
délat mensi kracky, a proto nam miize pomoci, chceme-li druhym ukazat to,
co vidime my.

Frantisek Kufina: Matematika jako uméni vidét
Pro inspiraci doporucuji texty Frantiska Kufiny.

Neékteré detaily
e upozornéni na pieklepy (v textu i v zadani piiklada) vitam

e dotazy na spravnost vysledkii jednotlivych piikladt a cviceni také vi-
tam.



Kapitola 1

Kombinatorika

Rada knih zabyvajicich se kombinatorikou a jejimi pocéatky poukazuje na
zélibu lidi v preskupovani a vytvareni vzoru. Napiiklad Athanasius Kircher
(1602-1680) v ni vidél nejvétsi uméni a svou knihu vénovanou kombinatorice
nazval ,,Ars Magna Sciendi, Sive Combinatoria (Velké uméni védy, ¢ili kombina-
torika)“. Kombinatorické alohy jsou pro malé poéty prvka zabavné a snadno
feSitelné vypsanim vS8ech moznosti. PTi vétsim poctu vSak plisobi spiSe ma-
gickym dojmem, protoze neni v nasich silach pfedstavit si v§echny moznosti,
procez musime vice divérovat korektnosti nasi avahy.

V modernim mnoZinovém vyjadfeni mizeme strucné a jasné psat:

Véta 1.1 (Pravidlo sou¢tu) Necht A, B jsou disjunktni mnoziny (tj. mno-
ziny, které nemaji zadny spolecny prvek, coz symbolicky zapisujeme jako:
AN B = 1), pocet prvki mnoziny A je |A| a poet prvkid mnoziny B je |B|.
Pak |[AU B| = |A| + | B|.

Priklad 1.2 Na otazku ,kolika zplisoby lze na Sachovnici postavit pésaka?«
l1ze odpovédét také rozdélenim Sachovnice na cernd a bila policka. Pro vari-
antu, jak postavit pésaka na bilé policko, mame 32 moznosti; pro variantu,
kdy pésak stoji na Cerném policku, mame také 32 moznosti. Celkem je moz-
nosti 64 = 32 4 32 (stoji-li p&sak na ¢erném policku, nestoji na bilém, a
naopak).

Véta 1.3 (Pravidlo souc¢inu) Necht A, B jsou neprazdné mnoziny, pocet
prvki mnoziny A oznacujeme |A| a analogicky pocet prvka mnoziny B je
|B|. Pak |A x B| = |A] - |B|.

Priklad 1.4 Ptame-li se, kolika zpisoby mtizeme postavit na Sachovnici Ger-
nou a bilou ddmu tak, aby ¢ernad dama stala na ¢erném policku a bila na
bilém, odpovéd urc¢ime jako 32-32 =1 024

V nésledujicim pfikladu zkombinujeme pravidlo sou¢tu a soucinu:

Priiklad 1.5 Kolik rtznych slov lze ziskat pfehazenim pismen ve slové KO-
LENA tak, Ze se v nich samohlasky a souhlasky stfidaji a souhlésky jsou
sefazeny abecedné?

Pokud jsou souhlasky na sudych pozicich a samohlasky na lichych, mu-
zeme takto ziskat 6 slov (6 = 3! = 3-2-1) a stejné slov ziskdme i tehdy,



jsou-li souhlasky na lichych pozicich a samohlésky na sudych. V této Casti
nasi ivahy jsme pouzili jsme pravidlo soucinu.

Celkem je moZnosti 12 = 6 + 6, nebot pokud jsou souhlasky na sudych
mistech, nejsou na lichych mistech a naopak. Chceme-li formalné popsat tutot
druhou dvahu, mizeme fikat, ze jsme pouzili jsme pravidlo souctu.

Véta 1.6 (Prihradkovy, téz zvany Dirichletav, princip) Méame-li roz-
délit n + 1 predméti do n prihradek, pak pii libovolném rozdéleni budou v
alespon jedné piihradce alespon dva predméty.

Piiklad 1.7 V zéasuvce je 12 part ¢ervenych a 12 partt modrych ponozek.
Pokud bereme ponozky z prihradky poslepu, kolik ponozek musime vzit,
abychom méli alesponn dvé ponozky téze barvy?

[Staci vytahnout t¥i ponozky.]|

Vs8echny kombinatorické vzorce, které znate ze stfedni skoly, se daji od-
vodit pomoci pravidla sou¢tu a pravidla sou¢inu. Pfihradkovy (Dirichletiv)
princip lze s vyhodou pouzit pri feSeni nékterych piiklada.

Neékolik postiehii z historie kombinatoriky. Kombinatoricka pravidla
jsou tak jednoducha a samoziejmé, Ze tézko miiZzeme ocekavat, Ze bychom
v historickych pramenech nagli zminky o jejich pfesné formulaciE] Zminky
o ulohéch, které bychom dnes klasifikovali jako kombinatorické, nachazime
ve starovékém KEgypté, jak doklada néasledujici tloha z Rhindova papyru s
pomérné nejasnym zadanim. Obsahuje sloupec (viz téz Obr.

domy 7
kocky 49
mySi 343

pSenice 2401
hekaty 6807
19607

Podobné po¢ty najdeme i u Fibonnacciho (Liber abaci, 1202) ve formé

fikanky o sedmi starych Zenach, které jdou do Rima:

Sedm starych zen slo do Rima
kazda nesla.....
Kolik....

Tyto pocty se dochovaly i v détské rikance , Kdyz jsem Sel do St. Ives“:

As I was going to St. Ives,

I met a man with seven wives.
Each wife had seven sacks.

In each sack there were seven cats.
Each cat had seven Kkits.

Kits, cats, sacks, and wives,

How many were going to St. Ives?

!Biggs, N. 1979. ‘Roots of combinatorics’. Historia Mathematica 6:109-136.
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Majetek:
domy 7
kocky 49
1 2801 mysi 343
2 5602 penice  2301%
4 11204 jecmen 16 807
celkem 19607 celkem 19607

Obrazek 1.1: Uloha o majetku z Rhindova papyru. Pievzato z knihy Vyma-
zalova, Hana. Hieratické texty.

Mozné byly doby, kdy takové pocitani patrilo spiSe k zdbavé, ale i ta pat¥i
k matematice. Traduje se, ze kombinatorické mysleni bylo péstovano spiSe
v Indii nez v Evropé. Znaméa je tloha o po¢tu moznych kombinaci z pétii
chuti: slané, sladka, hoika, paliva a trpka. Vycétem vSech moznosti dojdeme
k poctu 31:

5 chut{ - 1 moZnost

4 chuté - 5 moznosti (vzdy se jedna vyneché)

3 chuté - 10 moznosti (kombinace 3 z 5)

2 chuté - 10 moznosti (kombinace 2 z 5)

1 chut - 5 moZnosti

(bud sladké, nebo slané, nebo hotka, nebo paliva, nebo trpka)

Na této tilloze muze byt zajimavé si povSimnout, Zze moznost ,bez chuti“ se
nepocita; jinak se vlastné jednd o pocet podmnozin pétiprvkové mnoziny,
kterych je 2° = 32. Vzhledem k tomu, Ze prazdnd mnoZina je jen jedna,
skute¢né staci odecist 1.

V Evropé se dostala kombinatorika do obecného povédomi nejpozdéji v 17.
stoleti v souvislosti s vypoétem poctu moznosti pri hazardnich hrach. Klasi-
fikaci typu kombinatorickych tloh na permutace, variace a kombinace v pod-
staté formuloval uz §vycarsky matematik Jacob Bernoulli (1654-1708).

,

1.1 Faktoridly a kombina¢ni ¢isla. Kombinatorické
identity.

V tomto oddile stru¢né shrneme nékteré poznatky o faktoridlech a kom-
bina¢nich ¢&islech tak, abychom s nimi v dalsim mohli pocitat bez dalsiho
vysvétlovani. Funkci faktoridl pro naSe potieby staci definovat pouze pro
prirozena ¢isla a nulu.

Definice 1.8 (Faktorial pfirozeného ¢isla) Pro libovolné n € N klademe
nl=1-2----- n (Cteme: ,n faktorial®).
Dale klademe 0! = 1.



Na okraj uvedme, Ze pojem faktorialu lze rozsifit i mimo obor pfiroze-
nych ¢&isel.

Tabulka hodnot faktorialt pro n =1...10, =z niz je patrné, jak rychle
tato funkce roste:

0! 1
1! 1
2! 2
3! 6
4! 24
5! 120
6! 720
7! 5 040
8! 40 320
9! 362 880
10! | 3 628 800

Definice 1.9 (Kombinaéni é&islo) Pro libovolna k,n € N definujeme kom-
binac¢ni ¢islo (¢teme: ,n nad k“) takto:

()=

Podobné jako pojem faktoral 1ze i i pojem kombina¢niho ¢isla rozsiFit mimo
obor prirozenych ¢&isel; v kombinatorice vSak vystacime s kombina¢nimi &isly,
v nichz n i k budou pfirozena ¢isla, pro néz navic plati 0 < k n. Hodnoty
kombina¢nich ¢isel 1ze elegantné zapsat do trojihelniku, v némZ na obou
ramenech jsou ¢isla 1 (n nad nulou stejné jako n nad n je vzdy jedna) a v
ostatnich pripadech miZeme kombina¢ni ¢islo urcit jako soucet dvou é&isel,
ktera lezi na odpovidajicich mistech v o fadek vys, jak je naznaceno na

Obr. [.21A

1
7N
1 1
SN SN
1 2 1
SN NN
1 3 3 1
VNN
1 4 6 4 1
SN N SN SN SN
1 5 10 10 5 1
SN SN SN N SN SN
1 6 15 20 15 6 1
SN N SN SN SN SN SN
1 7 21 35 35 21 7 1

Obréazek 1.2: Radky aritmetického trojahelnitka pron=0...7.

2Courtesy artofproblemsolving.com.
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Pocditani s faktorialy a kombinaé¢nimi ¢isly: Jednodussi piiklady lze
FeSit rozepsanim faktoriali. Kombinacni ¢islo (Z) predstavuje vlastné strucny
zapis zlomku #lk)” plati tedy: (Z) = (nfk)

Kombinatorické identity: pro kombinaé¢ni ¢isla plati fada tzv. kombina-
torickych identit. Lze je dokizat jednak rozepsénim jednotlivych kombinac-
nich ¢&isel, jednak kombinatorickou tvahou. Nejznaméjsi z nich je tato:

Lze ji jednoduSe ovérit rozepsanim kombinacnich ¢isel. Také si muzeme
uvédomit, ze vybirame-li nap¥. t¥i osoby ze sedmi, je z pocetniho hlediska
jedno zda pocitame trojice téch, ktefi nas budou reprezentovat, nebo naopak
Ctverice téch, ktefi “zustanou doma”.

Uvedme nékteré dalsi typy jednoduchych pfikladt na toto téma::

(a) Dokazte: n! + (n —1)In? = (n+1)! (Staéi na levé strané vytknout n!).

(b) Sectéte: (n:?)! - 2(n+1§i + (nT2)! (Jednoduchych roznésobenim dosté-

(n—1)!
vame vysledek: 2).

(c) Vyjadrete jednim kombina¢nim &islem: (Z) + (2) [= (160)]; (121) + (181)

=)l () + () =1

Dale plati tyto jednoduché kombinatorické identity:

(iv) 0=(5) = (D) +G) =+ D) + D)
@) ()@ + )+ () =)

(i) () + () + () e (T = ()

(Vi) 142+ +m = 27t

Jednoduchou tvahou z platnosti identity (iii) vyplyva platnost nasledu-
jicich identit pro sudé n:

(ia) 27 = () + () + () -+ )
(ifi-b) 271 = (Y) + (5) + () +---+ (")
a analogicky pro liché n:

(©) +G) + @)+ + G

ied) 2170 = (1) + () + () ++++ ()

(iii-c) 271



Dale plati napiiklad:

(*viil) 1-242-343-44 - +m- (m+ 1) = 2mtlmE2)

(¥ix) 1-2-242-3-44+3-4-54---+m-(m+1)- (m~+2) = ot ni2)(mt3)

(%) G () = G+ G Ga) ++ D) (™) =0
() 47 = (g0 + () + () + () e+ ()

n

Rada vztahii mezi kombina¢nimi &sly je patrnd z tzv. aritmetiického
(Pascalova) trojuhelnika (viz Obr. [1.2). Napiiklad lze v aritmetickém troju-
helniku vidét, Ze je-li soucet druhého fadku roven 4 (=1+2+1), pak soucet
tfetiho rfadku je dvojnasobny, nebot kazdy s¢itanec ze druhého fadku vstu-
puje do sou¢ti na tietim Ffadku dvakrat. Z toho lze lehce odvodit, Ze soucet
¢isel v daném radku je 2", kde n je druhé ¢islo na daném fadku. Pro poradek
dodejme, Ze horni Fadek ma jediny prvek, totiz 1, coz odpovida 2°.

Podobné se d4 odvodit vztah (Z) = (Zj) + (”gl) tak, Ze mame-li viechny
k-prvkové kombinace z n prvkd, miZzeme je rozdélit na dvé (disjunktni) sku-
piny: prvky, které dany pevné zvoleny prvek neobsahuji (t&ch je (”;1)) a na
ty, které jej obsahuji (t&ch je (Zj)

Rovnice s kombina¢nimi ¢isly

Cviceni 1.10 Najdéte v8echna x, pro néz plati:
z—1 T —2
=9
() ()
Cviceni 1.11 Urcete m,n, vite-li, ze plati:

()= =307)

15]

[n=6,m = 3|

1.2 Variace, permutace, kombinace.

V nésledujicim odvodime pomoci pravidla sou¢tu a soucinu vzorce, které
znéte ze stiedni Skoly pod nézvy variace, permutace a kombinace (bez opa-
kovani a s opakovanim). Postup vysvétlime vzdy na néjakém piikladu.

Variace bez opakovani:

Priklad 1.12 Kolika zptsoby lze na Sachovnici rozestavit damu, kréle a véz?
ResSeni: Opakovanym pouzitim pravidla soucinu: 64 - 63 - 62 = 249 984

Obecné pokud vybirame k predmétii z celkového poctu n predméti, pii-
¢emz k,n € N a k <n, moznost{ je

n_(n_l)_(n_g).....(n_k—i—l):m
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Permutace bez opakovani jsou zvlastnim piipadem variaci pro n = k.
Nékdy mluvime také o ,,poradi.

Priiklad 1.13 Kolika zpusoby lze sestavit devitimistné ¢islo z cifer 1 az 9
takové, Ze se v ném cifry neopakuji?
ResSeni: Opakovanym pouzitim pravidla souc¢inu: 9-8----- 1 =362 880

Obecné je pocet poradi n prvki roven n! (n € N)

Priklad 1.14 Uréete soucet vSech Ctyrcifernych ¢isel sestavenych z cifer
1,2,3,4.

Reseni: 640 + 6400 + 64000 4 640000 (&islice se mohou opakovat); 60 +
600 + 6000 + 60000 (¢islice se nemohou opakovat).

Kombinace bez opakovani: uvédomime si, Ze mnozstvi stejné pocetnych
variaci a kombinaci bez opakovani prvkt vybiranych ze stejné velké mnoziny
spolu tzce souvisi. V podstaté sta¢i pocet variaci vhodnym ¢islem vydélit;
timto vhodnym ¢&islem je faktoridl poc¢tu vybiranych prvki; tj.

n!
(n — k)k!

To je pravé kombinaéni ¢islo:

(1) = "mm

Priklad 1.15 Kolika zpusoby lze na Sachovnici rozestavit t¥i bilé pésaky?
Reseni: Vyjdeme z piikladu, kdy jsme na sachovnici méli postavit kréle,
damu a véz; moznosti bylo 64 - 63 - 62 = 249 984, Je zfejmé, Ze pokud na
tfi dana policka postavime tii pésaky, je moznost jedina (p&saci jsou stejni),
zatimco krale, damu a vé&Z na tataz policka postavime 3 -2 -1 = 6 zptsoby.

U variant ,,s opakovanim* za¢neme s odvozovanim vzorci také u variaci.

Variace s opakovanim

Priklad 1.16 Do restaurace pfijde 12 hosti. Na jidelnim listku jsou 4 jidla.
Kolika zptisoby si mohou objednat?

Reseni: Kazdy z hostit ma 4 moznosti, tedy 4-4-4-4-4.4.4.4.4.4.4.4 = 412
moZnosti.

Podobnym zptisobem lze odvodit pocet podmnoZin mnoziny A o n prv-
cich:

214l = on
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Permutace s opakovanim tentokrat nejsou zvlastnim piipadem variaci.
Priklad 1.17 Kolika zptusoby miizeme pieskladat pismena slova

(a) TATA

(b) POPOCATEPETL

ResSeni:

(a) Vypiseme moznosti dle abecedy: AATT, ATTA, ATAT, TAAT, TATA,
TTAA. To odpovida permutacim vSech ¢tyf pismen vydélenym permu-
tacemi opakujicich se pismen, tj. 2%,

(b) Analogicky slovo POPOCATEPETL ma 3 P, 20,2 T,2E, 1A, 1C
12!

Kombinace s opakovanim vyzaduji zvlastni pristup. Za¢neme , kdédovat*
a sestrojovat bijekce (vzajemné jednoznacna zobrazeni) mezi objekty, jejichz
pocet mame spocitat, a objekty, jejichZz pocet budeme umét spocitat.

Priklad 1.18 Do restaurace ptijde 12 hosti. Na jidelnim listku jsou 4 jidla.
Kolika muze byt objednavek z hlediska kuchare?
Reseni: Kuchafi je jedno, kdo si objednal které jidlo, zajima ho pouze,

kolik mé pfipravit porci jidla ¢. 1 az 4. Moznosti je (121_41_1) = (12?21_1)

Priiklad 1.19 Kolika zpisoby mohu vybrat deset minci v hodnoté 5, 10 a
20 K¢&? (Mame dostateény pocet minci kazdé hodnoty.)

Regeni: Moznosti je (10:;:«:1—1) = (10+1371) = 66

Oba vyse uvedené piipady muzeme ,zakodovat pomoci nul a jednicek.
V piikladé s mincemi si napriklad miZeme predstavit, Ze mince usporadame
podle hodnoty: nejprve dvacetikoruny, pak desetikoruny a nakonec pétiko-
runy. Misto dvacetikorun napiSeme do Ffadku pfislusny pocet jednicek; za né
napiSeme nulu. Pokrac¢ujeme tak, Ze zapiSeme tolik jednicek, kolik je deseti-
korun; za né opét napiSeme nulu. Nakonec napiSeme tolik jednicek, kolik je
pétikorun. Je zfejmé, Ze psat za nimi nulu je nadbyteéné: pokud hromadka
dvaceti-, deseti- a pétikorun spliiuje zadéni a obsahuje deset minci, napsali
jsme posud deset jednicek a dvé nuly. Je zifejmé, Ze mezi hromadkami minc{
a permutacemi deseti jedni¢ek a dvou nul existuje vzajemné jednoznacéné
zobrazeni, neboli vyhovujicich hromédek je pravé tolik, kolik je permutaci
deseti jednic¢ek a dvou nul. Ty vSak jiz umime spocitat: jedna se o predchozi
vysledek, ktery jsme nazvali permutace s opakovanim (deseti jedni¢ek a dvou
nul).

VysSe uvedené odvozeni miiZzeme zopakovat pii feSeni jednotlivych pii-
kladti; je to spolehlivéjsi nez snaha dosazovat naslepo do vzorecku pro kom-
binace s opakovanim, kdy vybirame k prvka n druht:

= (10 ) = ()

Vzorecek pro kombinace s opakovanim, v némz prehodime znaceni pro
druhy a pocet prvki ,a tedy vybirame n prvki k druhi, totiz na prvni pohled
vypadé dost podobné.
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1.3 Dalsi dlohy

Nyni si ukdZeme nékolik zajimavych piikladi, u kterych vhodné vyuzijeme
vySe uvedené vzorce a pravidla. Jsou pfevzaty z jinych ucebnic, zejména
z vybornych skript Antonina Vrby ([4]).

Priklad 1.20 Kolika zptusoby lze preskladat pismena slova LOKOMOTIVA
tak, aby zadna dvé ,,0“ nestéla vedle sebe?

Reseni: Nejprve uréime, kolika zpisoby lze preskladat pismena L, K,
M, T, I, V, A. To lze provést 7! zptisoby. P¥i libovolném z téchto rozlozeni
méme posloupnost sedmi pismen. Abychom vyhovéli podminkdm, miZeme O
vlozit pred nebo za tuto posloupnost nebo do mezer mezi pismeny, pficem?z
na kazdé z téchto mist lze vloZit nejvyse jedno O. Takova mista muZzeme
vybrat (g) zpusoby. MoZnosti je tedy 7! (g)

Piiklad 1.21 Krotitel ma do arény privést 4 tygry a 5 lvi tak, aby zadni
dva tygii nesli za sebou. Kolika zptsoby to lze provést?

ReSeni: Nejrpve uréime pocet sefazeni tygrii a lvit bez ohledu na to,
ktery tygr a ktery lev kde konkrétné bude. Symbolicky miiZzeme napsat, ze
hledame permutace péti L a ¢tyt T takovych, ze zadna dvé T nenasleduji
tésné za sebou; napiiklad LTLTLTLTL. Takovych rozmisténi je (Z) (mezi
péti L jsou ¢tyfi mezery, jedno misto je pred prvnim L a jedno za poslednim;
podobné jako v predchozim piikladu vyberem z téchto Sesti mist ¢tyfi mista,
na né&z umistime T). V dalsim kroku pak ,dame lviim a tygrim jména“,
coz pocetné znamend, ze napiiklad misto uvedené permutace bezejmennych
tygri LTLTLTLTL dostavame 5! - 4! Celkem je tedy moznosti 5!(2) - 4!

1.4 Binomicka véta

Véta 1.22 Necht a,b jsou proménné, n € N. Plati nésledujici vztahy:

n __ n n n n—1z1 n 1in—1 n n
(a+0) —<0>a +<1>a b + +(n—1>ab +<n>b

a analogicky

(a—b)" = <g> a — <71L) a4 (=) (Z) b

Priiklad 1.23 Specidlnimi piiklady binomické véty jsou znamé vzorce:

o= (o (o ()

o= (o= (o ()
= () (v Qs (3
o= (e Qv (o ()

Se vzorci, které se opticky podobaji binomické vété, se setkite napf. i
v matematické analyze.
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Binomické véty lze s vyhodou uzit napftiklad pfi téchto vypoctech:
(a) 101° = (100 + 1) = 100° + 5 - 100* + 10 - 100% 4 10 - 1002 + 5 - 100 + 1
(b) 995 = (100 — 1)® = 100° — 5 - 100* + 10 - 100® — 10 - 100%> + 5 - 100 — 1

V obou vyse uvedenych pripadech je vypocet jednodussi neZ pfimo umoc-
novat 101 a 99.

Podobné lze umociiovat i komplexni ¢isla v algebraickém tvaru. Pro to,
abychom mohli podobné piiklady pocitat, vysta¢ime se znalosti faktu, Ze
kazdé komplexni &islo 1ze zapsat ve tvaru a + bi, pFicemz plati i2 = —IEI

Cviceni a ukoly k zamySleni: binomicka véta
Cvicéeni 1.24 DokaZte binomickou vétu metodou matematické indukce.

N . B . . S . 50
Cviceni 1.25 Urcete, ktery séitanec je v binomickém rozvoji v/2 + /3
nejvetsi.

[(39) V2™ V3™

Jak na kombinatorické tlohy, pro které nelze piimo pouzit zadny ze
Sesti vzorca pro kombinace, variace a permutace bez opakovani a s opakova-
nim si ukdzeme v nasledujicich prikladech.

Priiklad 1.26 Kolika zpisoby lze ze Sesti hochti a ¢tyf divek vybrat Sesti-
¢lenné druzstvo na volejbal tak, aby v ném byla aspon jedna divka?
ReSeni (a): Rozdélime si moznosti podle toho, kolik divek bude ve vybra-
ném volejbalovém druzstvu. Je zfejmé, Ze druZstvo, ve kterém bude jedna
divka, nemuze byt nikdy zapocitano mezi druzstvy, v nichz jsou dvé, t¥i nebo
¢tyti divky. Vyuzijeme tedy pravidla souétu a poc¢ty moznosti pro tyto ¢tyfti
pripady spocitame zvlast.

Druzstev s jednou divkou je ( ) ( )

Druzstev se dvéma divkami je (3) (Z) = 6 15 = 90

Druzstev se tfemi divkami je ( ) (g) 20 = 80

Druzstev se ¢tyfmi divkami je (i) (g) =1-15=15

Dohromady tedy 24 + 90 + 80 + 15 = 209
Reseni (b): Jinou moznosti je spocitat viechny moznosti vybéru druzsva
bez ohledu na pocet divek a potom odecist pocet druZstev, v nichZ neni
zddna divka. Takové druzstvo je jen jedno, tedy dostavame

(') — (§) =210 — 1 = 209

V nékterych kombinatorickych tlohéach se vysledku dobereme tak, Ze nej-
prve vezmeme pocet moznosti, ktery umime dobie spocitat, i kdyz vime, Ze
tak zahrneme moznosti piilis mnoho; poté pocet upravime napiiklad ode-
¢tenim neptiznivych piipadd nebo vydélenim. Tyto postupy jsme uz pouzili
pro odvozeni vzorci pro kombinace (podélenim pfislusného poc¢tu variaci),
pro permutace s opakovanim (podélenim celkového poc¢tu permutaci pocty

3Pro ty, ktefi se s komplexnimi &isly dosud nesetkali, 1ze doporuéit nap¥. knihu Emila
Caldy Komplexni ¢isla z fady Matematika pro gymnazia nakladatelstvi Prometheus.
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permutaci opakujicich se pismen), a tedy i pro odvozeni vzorce pro vypocet
kombinaci s opakovanim. UkaZme si tuto strategii feSeni na nékterych dalsich
prikladech.

Priklad 1.27 uprava vysledku délenim - pt. ¢. 2
Priklad 1.28 uprava vysledku odectenim - pt. ¢. 1
Priklad 1.29 uprava vysledku odectenim - pt. ¢. 2

Priiklad 1.30 uprava vysledku odectenim - p¥. ¢. 3

1.5 Princip inkluze a exkluze.

Neékdy nedokazeme urcit vysledek pouze pomoci jediné operace (pfi¢teni, vy-
nasobeni, ode¢teni, vydéleni). a napiiklad odec¢teni nékterych moznosti mu-
sime opét néjaké moznosti pri¢ist, nebot vime, Ze jsme jich odecetli mnoho.
Odecteni pak musime opét dorovnat pfi¢tenim a tak dale, dokud je to po-
tFeba. Systematickému pouziti pri¢itani a odec¢itani ¥ikdme ,,princip inkuze a
exkluze®. Nejjednodussim pouZzitim principu inkluze a exkluze je vztah pro
urceni poc¢tu prvki sjednoceni dvou koneénych mnozin:

|AUB| = |A|+|B| — AN B|

Pro odvozeni vztahu pro urcéeni poc¢tu prvi sjednoceni t¥i mnozin mu-
zeme pouzit napiiklad Vennovy diagramy (viz Zaklady matematiky). Snadno
nahlédneme, Ze

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANnBNC|;
pro ¢tyfi mnoziny:

|[AUBUCUD|=
A +|B| +|C| +|D|
—|AnB|-|ANC|-|ANnD|—-|BNC|—|BnNnD|—|CnND|
+ANBNC|+]|ANBND|+|ANnCND|+|BNCND|—|AnNBNCND|;

pro pét mnozin:

|JAUBUCUDUE| =
A +|B|+|C| + D| + |E|
—|ANB|—|ANC|—|AND|—|ANE|—|BNC|—|BND|—|BNE|—-|CND|—-|CNE|—-|DNE|
+ANBNC|+|ANBND|+|AnCND|+|BNCND
—|AnBNCND|—-|ANBNCNE|—|ANCNDNE|—|BNCNDNE|
+ANBNCNDNE

atd., a tedy pro n mnozin lze formulovat
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Obecny princip inkluze a exkluze:
|M1UM2U"'UMn| =

|My| + |Ma| + - - + | M,
—| My N M| — | My N Ms| — -+ — [ My N M,|
—|Ma N Ms| =+ = | M2 My| — [M3 0 Ma| — - — | Mp—1 N M|
+|My N Mo N Ms| 4 -+ |Mp—o N My,—1 N M,|
— e (D) My N My -0 My

Priklad 1.31 (Eratosthenovo sito) Kolik je prvoécisel mezi ¢isly od 1 do
100.

MizZeme si predstavit, Ze budeme postupovat jako pry postupoval Era-
toshenes ve starovékém Recku: na voskovou tabulku napiSeme ¢isla od 1 do
100 a horkou jehlou ,propichujeme® mista oznacené nésobky prvocisel, tj.
nésobky 2: 4, 6, 8, 10, ...atd., ndsobky 3: 6, 9, 12, ...atd., nasobky 5: 10,
15, 20, 25, ... atd. a nasobky 7: 14, 21, ... atd.

Snadno nahlédneme, Ze nékteré Cisla vypichujeme vicekrat, napiiklad 6,
10, 15, 30, ...atd. toho niZe vyuzijeme. Déle vyuZijeme skutecnosti, Ze pii
zkoumani toho, zda je dané ¢&islo n prvocislo, sta¢i vyzkouset délitelnost
prvocisly do hodnoty /n (véetng). V nasem piipadé hledame prvoécisla do
100, tedy staci zkoumat déliletnost prvocisly 2, 3, 5 a 7.

Vime, Ze 1 neni prvocislo, tedy muZeme pocitat s 99 ¢isly. Nejprve od 99
odec¢teme pocet v8ech nasobkt 2, 3, 5 a 7 s vyjimkou téchto prvocisel:

99 -49-32-19-13=50—-51—-13=-14

Vysledkem je zaporné ¢islo, nebot napft. &islo 6 jsme odecetli dvakrat:
jednou jako nasobek dvou, jednou jako nasobek tii. VSechna tato nedopatieni
se pokusime napravit naraz tim, Ze pfi¢teme zpét nasobky 6, 10, 14, 15, 21
a 35:

9 -49-32-19-134+16+104+7+6+44+2=31

Ted jiz nemame varovani v podobé zaporného vysledku, ale snadno na-
hlédneme, Ze jsme napiiklad 30 pficetli t¥ikrat: v prvnim kroku jsme 30
tiikrat odecetli (jako nésobek 2, 3 a 5) a nyni jsme je tiikrat pricetli (jako
nasobek 6, 10 a 15). Cislo 30 ale nenf prvocislo, je tedy t¥eba je (a jemu po-
dobna ¢isla, napt. 70) ode&ist. Dalsim pokusem o népravu je tedy odectent
nasobku trojic prvocisel, tj. 30, 42, 70 a 105:

9-49-32-19-134+164+10+74+6+44+2-3-2-1=25

Nasi snahu by mohlo zhatit ¢islo, které by bylo délitelné vSemi ¢tyfmi
prvocisly; nejmensi takové ¢islo v8ak je 210, a tedy bychom pficetli 0 (tolik
je mezi ¢isly od 1 do 100 nasobkiu 210).

(Jen pro uplnost: v prvnim kroku bychom je ¢tytikrat odecetli, nésledné
Sestkrat pricetli a nakonec ¢tyfikrat odecetli; v sou¢tu bychom je tedy ode-
Cetli dvakrat, pfricemz jsme je chtéli odedist pouze jedenkrat; to bychom

-----

napravili tim, Ze bychom je nyni jesté jedenkrét pricetli; nic takového vSak
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délat nemusime, protoze ¢islo 210 viibec do hry nevstoupilo: pocitali jsme
stale pouze s pfirozenymi ¢isly mensimi nebo rovnymi 100.)
Pro poradek odpovéd: mezi Cisly 1 az 100 je 25 prvocisel.

Priklad 1.32 (jazyky) V oddéleni pracuje nekolik osob, z nichz kazda zna
alespon jeden z téchto jazykt: rustina, $panélstina, italstina. Rusky mluvi
Sest osob, Spanélsky také Sest osob, italsky sedm osob. Nékteri hovofi vice
jazyky, konkrétné rusky a Spanélsky mluvi ¢tyifi osoby, §panélsky a italsky
tfi osoby, rusky a italsky dvé osoby,. Jedna osoba dokonce ovladé vSechny
tfi uvedené jazyky. Na zékladé téchto informaci odpovézte na nésledujici
otéazky:

(a) Kolik osob pracuje v oddéleni?
(b) Kolik z nich mluvi rusky, avSak ne $panélsky ani italsky?

(¢) Kolik z nich mluvi $panélsky, avsak ne rusky ani italsky?
[(a) 11; (b) 1; (c) O]

Definujeme-li jednotlivé mnoZiny pomoci vlastnosti, pak mnozina
M obsahuje prvky s vlastnosti 1, mnozina M, prvky s vlastnosti i, ana-
logicky M; N M; prvky s vlastnostmi 7 a soucasné j, atd. Pak lze napi.
odvodit, ze prvki, které nemaji zddnou z pozadovanych vlastnosti (pfi¢emz
prvky, které nemaji vlastnost i ozna¢ime M;’' a mnoZinu obsahujici vechny
uvazované prvky oznaéime M), je

’MllﬂMglﬂ"'ﬂMn/|:
| M| — |My| — [Ma] — -+ — | M,
+| My N M| + | My N Ms| + - -+ | My N M,
—HMgﬂMg‘+"'+|M20Mn’—|—’MgﬂM4‘+‘—|-|Mn_1ﬂMn‘
*|M1ﬂM2ﬂM3| 7""Mn72mMn71mMn|
+oo— e+ (=DM MIN M0 -0 M|

priklady:
lednicka, auto, chata

znalost jazyki
krouzky

1.6 Specialni princip inkluze a exkluze

Ulohy, jejichz vypocet vede na tzv. specialni princip inkluze a exkluze, lze
formulovat jako ,problém Satnafky“ nebo ,problém roztrzité sekretaiky*.
Nasim tkolem je urcit, v kolika pfipadech nedostane zadny pan svij klobouk
nebo v kolika pfipadech se nedostane zadny dopis ke svému adresatovi. Pocet
moznosti zde nezavisi na konkrétni osobé, ale pouze na poctu osob, které
nedostanou svij klobouk nebo dopis.

Pro 4 osoby tedy dostavame 9 mozZnosti:
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4 4 4 4
41— 3! 20— 1 0l=24-24+12—4+1=
(1) 2+ (o) 2= (5) e (3) =iz az-avnmo

Pro 5 osob pak 44 moZnosti:

5 5 5 5 5
—( )4 3l—(7) -2 11— (7 )-0! = 120-120+60—20+5—1 = 44
5 <1) +(2>3 (3> +(4) <5>0 0—120+60—20+5

Na specilni piipad inkluze a exkluze pro pét vlastnosti vede nésledujici
uloha:

Priklad 1.33 Mame pét obélek s adresami (pro pét riaznych lidi) a pét
dopisi. Kolika zplisoby mtzeme vlozit dopisy do obalek tak, aby ani jeden
dopis nebyl ve spravné obalce?

Obecné: Ize pocet moZnosti pro n vlastnosti podle specidlniho principu
inkluze a a exkluze spocitat takto:

nl— (T) (n—1)1+ (Z) (n—2)l—-- -+(—1]"—1<n " 1) -1!—+(—1]"<Z> 0!

Cviceni 1.34 Na tfidni schiizce informoval ucitel rodice takto:

,Nase tfida ma 30 zakt. Mohou chodit do 4 zdjmovych krouzki, z nichz
kazdy probiha jednou tydné. Pondélni krouzek navstévuje 29 zaki, tterni 13,
stfedecni 18 a ¢tvrtedni 11. Zédny zék nenavstévuje vice nez dva krouzky a
zddné dva krouzky nemaji vice nez 5 spole¢nych zaki.

Urcete, zda ucitel mluvil pravdu

[Ne. Navod: pouzijte princip inkluze a exkluze a selsky rozum.|

Cviceni 1.35 Kolika zpiisoby lze na Sachovnici n x n rozestavit n vézi tak,
aby kazdé neobsazené pole Sachovnice bylo ohrozovano néjakou vézi?

[2n™ — n! Navod: zkuste pro Sachovnice o rozmérech 2 x 2,3 x 3, atd.|

1.7 Kompozice a rozklady.

Dalsi kombinatorické kategorie. Kromé variaci, permutaci a kombi-
naci zname dalsi typické kombinatorické kategorie. Z nich si nyni predsta-
vime dva typy, a to pocitani, kolika zptsoby lze prirozené Cislo zapsat ve
tvaru s¢itanci—prirozenych ¢isel, a dale pocitani, kolika zptisoby mutiZzeme véci
(rozlisitelné nebo nerozlisitelné) rozdélit do ptihradek (rozlisitelnych nebo
nerozlisitelnych)-
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Umluva: Pro téely tohoto textu rozumime pfirozenymi ¢isly (a znacime
N) ¢isla 11,2, 3, .. .; jinymi slovy, nulu za pfirozené ¢islo nepovazujeme

S rozklady (pfirozeného) ¢isla na (piirozené) séitance se setkavaji déti jiz
v 1. tfidé, kdy si ujasiiuji, ze napi. 5 = 441 = 2+4-3. Pokud bychom vyjadieni
¢isla b jako 144 a jako 441 povazovali za navzijem rtizna, mluvili bychom z
kombinatorického hlediska o ,kompozicich® (¢isla 5 ze dvou s¢itanci); pokud
by pro néas tato vyjadreni byla totozna, jednalo by se z kombinatorického
hlediska o ,rozklady“. Vdalsim textu budeme o kompozicich a rozkladech
mluvit ve smyslu nize uvedenych definic. Ty nam ftikaji, Ze zatimco u roz-
kladt nezalezi na poradi s¢itanci, zatimco u kompozic ano. Rozdil v poctu
kompozic a rozkladi si mizeme ukézat na poc¢tu rozkladu a kompozic &isla 4:

Rozkladu ¢isla 4 je 5:
4=4=2+2=3+1=24+1+1=14+1+1+1

Kompozic ¢isla 4 je 8:
4=4=2+2=3+1=1+3=
=24141=14+24+1=14+142=1+1+1+1

Definice 1.36 (Kompozice) Kompozici pfirozeného &isla n z k s¢itanci
rozumime kaZzdou usporddanou k-tici pfirozenych ¢isel, pro niz plati dsledu-
jict vztah:

n=a +ag+...+ag

Na zakladé predchozi definice formulujeme kombinatorickou tlohu: kolik je
moznych kompozic ¢isla n z k séitanca?

Definice 1.37 (Rozklad) Rozkladem pfirozeného ¢isla n na k sé¢itanct ro-
zumime kazdou nuspotradanou k-tici pfirozenych ¢isel, pro niz plati asledujici
vztah:

n=a;+ax+...+ag

Analogicky jako u predchoziho pfikladu muzeme formulovat kombinatorickou
tlohu: kolik je rozkladu ¢isla n na k s¢itanci? Navic se muZzeme ptat, kolik je
vSech rozkladi — bez ohledu a pocet s¢itanct. Je ziejmé, Ze séitanct mize
byt nejméné 1 a nejvyse n.

Uvedmé jako priklad vSechny rozklady ¢isla 10 na dva séitance:

10=5+5

10=4+6
10=3+7
10=2+38
10=1+9

Zajimavosti k rozkladim a kompozicim
Ferrersovy diagramy

Adjungovany rozklad

Samoadjungovany rozklad

Usporadani rozkladt

21



Znéazornéni usporadani rozkladi pomoci hasseovského diagramu

Cviceni 1.38 VypiSte vSechny kompozice ¢isla 10 ze ¢tyr s¢itancu.
Cviceni 1.39 Vypiste vSechny kompozice ¢isla 10 z nejvise 4 s¢itanct.
Cviceni 1.40 Vypiste vSechny rozklady ¢isla 12 na 5 séitanci.

Cviceni 1.41 Vypoctéte pocty kompozic a rozkladi uvedenych v precho-
zich ptikladech pomoci vzorce pro vypocet po¢tu kompozic a rekurentniho
vzorce pro vypocet poc¢tu rozklad.

Cviceni 1.42 Vypiste vSechny rozklady ¢isla 12 na 3 sc¢itance takové, Ze
kazdy ze s¢itancu je roven nejvyse 6.

1.8 Rozdélovani do prihradek.

Cast kombinatorickych tloh se da vhodné preformulovat jako tzv. rozdglovani
predméti (véci) do prihradek. Toto prevedeni si ¢asteéné ukazeme pii odvo-
zovani piislusnych vztaht;ty lze bratch prosté jako dalsf nastroje k uchopent
kombinatorické problematiky. U jednotlivych piipadt tedy budeme ptét, zda
jsou piihradky rozlisitelné (napf. riizné barevné krabice) nebo nerozlisitelné
(napf. stejné krabice) a zda jsou predméty rozlisitelné (napf. ruzné knihy)
nebo nerozligitelné (stejné knihy). Na zékladé toho dostavame ¢tyfi situace,
které si popiSeme nize. Jesté predtim si stru¢né pfipomeneme jednoduchy,
ale G¢inny

Dirichletiuv (pfihradkovy) princip: Pii kazdém rozdéleni n predméti
do k prihradek, kde k < n, existuje alespon jedna pfihradka obsahujici ale-
sponi dva predméty.

Piiklad: Dokazte, Ze vyberem-li v obdélniku 6 cm X 4 c¢m libovolnych 25
bodii, budou mezi nimi nejméné dva, jejichz vzdalenost je mensi nez 1,5 cm.
Navod: Uvazujme body, jejichz soufadnice jsou celociselné,

Priklad: Dokazte, Ze mezi sedmi ruznymi pfirozenymi ¢isly jsou alespon
dvé takova, jejichZz soucet nebo rozdil je délitelny 10.
Navod: Rozdélte ¢isla do t¥id podle délitelnosti 10.

Rozdélovani rozlisitelnych predmétd do rozliSitelnych prihradek
Necht n, k jsou libovolné pfirozené ¢isla. Pak lze n rozlisitelnych predmétt
rozdélit do k rozliSitelnych prihradek rozdélit praveé k™ zpusoby.

Rozdélovani rozlisitelnych predmétia do rozlisitelnych prihradek,
pri¢emZ Zadna prihradka neztstane prazdna Necht n,k jsou libo-
volna pfirozena ¢&isla, n > k. Pak lze n rozliSitelnych pfedmétt do k rozli-
Sitelnych prihradek tak, aby zddné prihréddka nezistala prazdnéa, rozmistit
praveé

E\S(n, k) = S8 (=1) (f) (k—d)"

zpusoby.
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Rozdélovani nerozlisitelnych predméta do rozlisitelnych pFihradek
Necht n, k jsou libovolné prirozena ¢isla,. Pak 1ze n nerozlisitelnych predméta
do k rozlisitelnych prihradek rozdélit pravé

n+k—1
k-1

Rozdélovani nerozlisitelnych prfedmétt do nerozlisitelnych prihra-
dek, pricemz zZadna prihradka neztstane prazdna Necht n,k jsou
libovolné prirozené 4isla,. Pak 1ze n nerozliSitelnych predmétt do k rozlisi-
telnych prihradek tak, aby v kazdé prihradce bylo aspon r pfedmetii, rozdélit

praveé
n—kr+k-—1
k—1

zpusoby; pro r = 1 je tento pocet zfejmé

n—1
k—1)
Rozdélovani rozlisitelnych pfedméti do nerozlisitelnych pFihradek

Necht n, k jsou libovoln4 pfirozena ¢isla,. Pak lze n rozlisitelnych predméta
do k nerozlisitelnych pfihradek rozdélit pravé

zpusoby.

S(n,1)+S(n,2)+---+ S(n,k)

zpusoby. (S(n, k) jsou tzv. Stirlingova ¢isla.)

Rozdélovani nerozliSitelnych predmétt do nerozlisitelnych prihra-
dek Necht n,k jsou libovolna prirozena ¢isla,. Pak lze n nerozlisitelnych
predméti do k nerozliSitelnych pfihradek rozdélit prave

p(n? 1) +p(n? 2) +ooet p(nv k)
zpusoby; chceme-li, aby vSechny pfihradky byly neprazdné, je tento pocet

p(n, k).

1.9 Zavérem ke kombinatorice.

¢

Dosud predstavené kombinatorické tlohy jsou samoziejmé pouhou ,,ochutnavkou‘.
Vibec jsme se nedotkli problematiky magickych & latinskych ¢tverct, ne-
formulovali jsme Kirkmantv problém 15 divek, nedefinovali jsme Bellova ¢
Stirlingova ¢isla. To je obsahem pokrodilejsich kurzt diskrétni matematiky.

Zde probirana latka predstavuje — kromé procviceni logického uvazovani

atp. — pripravu pro teorii pravdépodobnosti.
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Kapitola 2

Rekurentni vztahy. Konecné
soucty.

Nékteré priklady nedokaZzeme vyfeSit pomoci pravidla souétu a souéinu —
nedokizeme urcit vzorec, do néhoz bychom dosadili, a misto toho ur¢ujeme
pocet feSeni na zakladé znalosti po¢tu fesSeni pro mensi hodnoty parametru
nebo parametri. S timto postupem jsme se jiz sezndmili pii uréovani poctu
rozkladu ¢isel na s¢itance. UkaZeme si ho také na nasledujicim piikladé:

Priiklad 2.1 Kolika zpisoby lze vyjit 10 schodt, délame-li kroky po 1, 2,
nebo 3 schodech?

Reseni: Posledni krok miizeme udélat ze 7., 8. nebo 9. schodu; tj.
S10 = Sg + S + S7.
Obecné muzeme psat:
Sp = Sp—1+ Sp—2 + Sp—3.

Lehce ovéfime, Ze
S1=1,5 =2,55 =4,

a podle vzorce tedy dopocitame
Sy=T7(=1+2+4)
a analogicky
S5 = 13,56 = 24, 5; = 44, S5 = 81,59 = 149,

a tedy
S10 = Sg + Sg + S7 = 149 + 81 + 44 = 274.

Rekurentné lze definovat napiiklad funkei faktorial: zname-li n!, pak (n+
1)! uréime jako (n + 1)! jako (n + 1) nasobek piedchozi hodnoty, tj. n!.

S rekurentni vztahy jste se mohli setkat na stfedni skole pii studiu aritme-
tickych a geometrickych posloupnosti. Shriime si, co o téchto posloupnostech
vime.
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Aritmeticka posloupnost. Posloupnost dané rekurentnim vztahem a,, =
an—1 + d (a prvnim ¢lenem), kde d nazyvame diferenci. U této posloupnosti
umime sec¢ist prvnich n ¢leni; vzorec:

S, = (a3 + an)g _ n(2aq —l—;n —1)d)

Traduje se, ze jednu z variant této tlohy vyfesil Karl Friedrich Gauss
(1777-1855), kdyz jako skolak dostal za kol se¢ist ¢isla od 1 do 50 (nékdy
se tvrdi, ze od 1 do 100). V8iml si, Ze soucet 1 a 50 je stejny jako soucet 2 a
49 a tak dale, tedy dvojnasobek hledaného souctu je 51 - 50.

Priklad 2.2 Urcete soucet:
S=2n—-4+2n—-2+2n-+---+4n.

ReSeni: Jednd se o aritmetickou posloupnost s diferenci 2; jejl prvni
¢len je v naSem Castetném souctu 2n — 4, posledni 4n, diference 2. Abychom
mohli pouzit vySe uvedeny vzorec, potfebujeme znét pocet s¢itanct, ktery
v8ak neni n. Pro urceni tohoto po¢tu muzeme pouzit ivahu: n séitanca by
bylo v sou¢tu

Sn=02n—-4)+2n—-2)+ (2n)+---+ (4n — 6),
¢ili schézeji tii s¢itance, nebot
S—8S,=An—4)+ (4n —2) + (4n)
Dosazenim do vySe uvedeného vzorce ziskavime

n+3

S=02n—4+4n) =(n-1)(n+3).
Rozmyslete si, Ze vysledkem zlomku bude pro posloupnost s celo¢iselnymi
¢leny vzdy celé ¢islo.

Geometricka posloupnost. Posloupnost dana rekurentnim vztahem a,, =
an—1q (a prvnim ¢lenem), kde ¢ nazyvame kvocientem. U této posloupnosti
umime secist prvnich n ¢lent; vzorec:

1—4q"
l—q
Je tedy vidét, Ze posloupnost je uréena svym prvnim ¢lenem a rekurent-
nim vztahem.
Obecné plati, ze kazda rekurentni posloupnost je urfena rekurentnim
vztahem a prvnimi nékolika ¢leny — tolika, kolik jich explicitné nebo impli-
citné vystupuje v rekurentnim vztahu.

Sp = a1 =a(l4+q+@F+-+¢"Y

Fibonacciho posloupnost patii mezi zajimavé posloupnosti Plati v ni,
7e kazdy dalsi ¢len lze urc¢it jako soucet dvou Clent predchozich. Zpr: f; =
1, fo =1, f, = fn1 + fno; prvni ¢leny: 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, ....
7 rekurentniho vztahu umime v nékterych piipadech uréit i tzv. vzorec pro
n-ty ¢len, tj. navod, jak vypocitat f, jen pomoci n.
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Kapitola 3

Zaklady elementarni teorie cCisel

Elementarni teorie ¢isel se zabyva délitelnosti v oboru celych ¢&isel (Z) nebo
v oboru piirozenych ¢isel (N). Zakladnimi pojmy jsou prvocislo, &slo slo-
zené,, spole¢ny délitel a spoleény néasobek. Miizeme sem také zaradit také
pojmy jako sudé a liché ¢islo (slovensky ‘parne a nepérne), trojuhelnikové
¢islo, ¢tvercové ¢islo, ¢islo dokonalé, spratelena ¢isla, prvoéiselnd dvojcata a
podobné.

Co se tim mysli?

OBRAZKY

Jakymsi zdkladnim problémem je nalezeni feSeni rovnice ax = b v oboru
celych ¢isel, tzn. zajimaji nds pouze celoCiselna feseni. Celociselnym reSenim
rovnice 2z = 3 neni (pochopitelné) &islo 1, 5; tedy dana rovnice nemé feSeni
v boru celych ¢isel, ale v oboru racionalnich (realnych, komplexnich ... ) ¢isel
samoziejmé ano.

V zapalu TeSeni rovnici nékdy zapominame, v jakém oboru jsme ji méli
fesit. Pro¢ viitbec omezovat vysledky déleni na celoCiselné, kdyz si napt. do-
kazeme pfedstavit, Ze kola¢ lze rozdélit na sedm dila? Napfiklad proto, Ze
praktické provedeni (rozkrajeni kolace na sedm stejnych nebo dokonce i jen
stejné velkych kouskt) neni tplné jednoduché.Podobné asi nelze dost dobie
rozdélit na sedminy plod lesni jahody nebo tfeba knihy. RozliSujme tedy
mezi délitelnosti, ktera se tyka vyhradné celych &isel, a operaci déleni, ktera
probiha v tom oboru, ktery si zvolime. Formalni definice délitelnosti vypada
nésledovné:

Definice 3.1 Nechfa, b jsou celd éisla. Rikdme, Ze éislo a je délitelné cislem
b prdavé tehdy, kdyZ existuje celé ¢islo q takové, Ze plati a = bq. Cislo a
nazgvdme q-ndsobkem (nebo jen ndsobkem) c¢isla b.

Lehce nahlédneme, Ze plati nésledujici tvrzeni:

Véta 3.2 (Zakladni postfehy) Pro libovolna a, b, c € Z plati:
(a) Pokud a déli b a soucasné b déli ¢, pak také a déli c.
(b) Pokud a déli b a soucasné a déli ¢, pak a déli rozdil b — c.

(¢) Pro nenulova ¢ plati: a déli b pravé tehdy kdyz ac déli be.
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(d) Pokud a déli b a b je kladné, pak a je mensi nebo rovno b.

Tato tvrzeni lze dokazat napriklad tak, Ze si zapiSeme b jako k-nasobek a
a analogicky c zapiSeme jako m-nésobek b, kde k£ a m jsou vhodnéa celé ¢&isla.
Tvrzeni (b) je zédkladem postupu zvaného ,,Eukleiddv algoritmus® (viz déle).
Dale plati véta:

Véta 3.3 (O déleni se zbytkem) Pro libovolné celé ¢islo a a pfirozené
¢islo m existuji pravé jedno celé ¢islo g a pravé jedno ¢islo r z mnoziny ¢&isel
{0,1,...(m — 1)} takova, ze plati: a = mq + 7.

Zapis ¢isla pomoci véty o déleni se zbytkem. Piedchozi vétu lze dobie
vyuzit k tomu, abychom mohli odpovédét na otazky:

e Jaky zbytek po déleni davaji mocniny ¢isla, které po déleni Sesti dava
zbytek 17

e Jaky zbytek po déleni davaji mocniny ¢isla, které po déleni Sesti dava
zbytek 57

e Ukazte, Ze soucin tii po sobé jdoucich ¢isel je vzdy délitelny tiemi.

3.1 Znaky délitelnosti (zname &asto ze ZS)

Vs8echna pravidla uvadéné ve Skolské matematice jsou zaloZena na zéapisu
¢isel v desitkové soustavé pozicni soustavé. Tento zpuisob zapisu &isel se dnes
déti uei v prvni t¥idé ZS. Pouzivame p¥i ném deset cifer (0, ..., 9) a jejich
vyznam souvisi{ s mistem, které v ¢fselném zapisu zaujimaji: tak 910 je jiné
¢islo nez napt. 109. Jednotlivé cifry stoji na misté (zprava doleva) jednotek,
desitek, stovek, tisici atd.

Zapis cisla v pozi¢ni desitkové soustaveé. Cisla mizeme zapisovat riz-
nymi zpusoby. Podivame-li se do historie, najdeme tzv. pozicéni i tzv. ne-
pozi¢ni systémy, systémy se zékladem 10 (staroveéky Egypt), 20 (Mayové)
nebo 60 (Mezopotamie), systémy, které k vyjadreni ¢islic pouzivaji pismena
(starovéké Recko), &islice .

formadlni zapis:

a(n)-a(n-1)-\1ldots - a(1) - a(0) =
a x (10 na n) + \ldots + a(1l) x 10 + a(0)

Shriime nyni nékteré poznatky o délitelnosti, které znate ze zakladni a
stfedni skoly:

- délitelnost 10, 5, 2 ur¢ime podle posledni cifry.

- délitelnost 4, resp. 8 ur¢ime podle toho, zda je posledni dvojéisli
délitelné 4, resp. posledni trojéisli 8.

- délitelnost 3 a 9 ur¢ime pomoci ciferného souctu.
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Dikaz pravidla délitelnosti 3 a 9 (v desitkové pozi¢ni soustaveé):
V desitkové soustavé zapiSeme ¢islo obecné takto:

anl0™ + ap_110" 1 4+ - 4+ a910% + 4110 + ag

Je zfejmé, Zze 10a; = 9a,_1la,_1, kde 9a,_1 je délitelné 9, zatimco o
a1 to nevime. Analogicky se daji rozepsat ostatni ¢leny na nasobky deviti a
dané cifry, napi. 10%2as = 99as +as. Potom tedy kazdé ¢islo miizeme rozepsat
takto:

an-99...94a,-1-99...94+---+a2-994a1-9+a,+a,_1+---+as+ai+ag
Odtud je pfimo vidét, Ze

ap-99...94+a,-1:99...94+---4+a2-994+a1 -9

a o délitelnosti 3, resp. 9, rozhoduje délitelnost ciferného souctu 3, resp. 9.
Abychom zjistili, zda je dané ¢islo délitelné tfemi nebo deviti, staci zkoumat
délitelnost pfislusného ciferného souctu.

an+an71+"'+a2+a1+a0.

Tento postup mutzeme opakovat, dokud nedostaneme ¢islo, o jehoz déli-
telnosti tFfemi ¢i deviti dokdzeme rozhodnout na zakladé znalosti nasobilky.
Nejpozdé&ji muze proces skoncit v okamziku, kdy dostaneme jednociferny vy-
sledek.

Jako cvideni dokazte pravidla o délitelnosti vyse uvedena (10, 5, 2, 4 a 8)

Pro zajimavost uvedeme pravidla pro uréeni toho, zda je dané ¢&islo déli-
telné 7 nebo 11.

Délitelnost 7 lze urcit napt. takto: (Eva Davidova, Wichterlovo g., Ostrava-
Poruba)

(a) rozdil souctu ¢isel vzniklych ze ,sudych“ a ,lichych® trojic cifer je
délitelny 7,

(b) je-li 7 délitelny soucet nasobkiu ¢islic daného ¢isla ,,odzadu® postupné
¢isly 1, 2, 3,4, 5,6, 1, 2, ... (atd., periodicky se opakuje), pak je ¢islo
délitelné 7.

(c) rozdil dvou ¢isel, z nichZ prvni je tvofeno ¢islicemi daného ¢isla vy-
jma posledni a druhé je dvojnasobkem posledni ¢islice, je délitelny 7
(periodicky opakujeme, podobné jako kdyz pouzivame kritérium pro
deélitelnost 3 a 9).

Pouziva se pro ¢isla letenek nebo ¢isla zakdzek, odhali 94 procent nesrovnalosti

k tomu slouzi teorie kdédovani --- na konci ¢isla zakazky nebo letenky byva
tzv. kontrolni ¢islice --- rozmyslete si, Ze staci jedna Cislice.
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Procé to plati?

nap?. (c)

n=10a +b

je-1i a - 2b délitelné 7, pak
existuje m prirozené: a-2b=7Tm
Pak a = 7Tm + 2b, tedy 10a=70m+20b

jelikoZz n = 10a+b (pfedpoklad), pak 10a=n-b
ale je-1li a-2b=7m, pak také 10a= 70m +20b

dohromady: n-b=70m+20b, tedy n=70m+21b = 7(10m+3b)
tedy n je délitelné 7

Po pfecteni vyse uvedenych pravidel vznikd otazka, zda neni rychlejsi
dané ¢islo sedmi vydélit. U délitelnosti 11 vypadaji pravidla na prvni pohled
schidnéji:

Délitelnost 11 lze urcit tfemi zptisoby:
(a) rozdil sou¢tu ¢islic na sudych a lichych mistech je délitelny 11;
(b) soucet jednotlivych dvojéisli je délitelny 11;
(c) rozklad troj¢isli na sudych a lichych mistech délitelny 11.

K zamySleni:
Rozmyslete si, odkud se pocitaji trojcisli, ev. dvojcisli.
Nebo je to jedno?

Kontrola délitelnosti 11 se pouziva jako kontrolni znak pro rodna ¢isla
nebo ¢isla uctt. U rodnych &isel je prvnich Sest cifer uréeno pohlavim a datem
narozeni, dalsi dvé Cislice byvaly kodem pro misto narozeni a posledni dvé
¢islice byly kontrolni — byly doplnény tak, aby vysledek byl délitelny 11.

Je evidentni, Ze vySe uvedené pravidla nelze pouZzivat, pracujeme-li se
zépisem ¢isla v jiné nez nasi bézné, tedy desitkové pozi¢ni, soustavé.

Délitelnost 6, 15, a dalsimi sloZenymi ¢isly muzeme zkoumat na zakladé
délitelnosti nesoudélnymi &isly.

3.2 Prvodcisla a ¢isla slozena. Zakladni véta aritme-
tiky.

Pojmy prvocislo a ¢islo slozené znate patrné jiz ze zakladni skoly. Pro nase
ucely budeme pouzivat nasledujici definici, ktera muze, ale nemusi, odpovidat
domu, jak jste si prvocisla definovali na zakladni ¢i stfedni 8kole. Budeme se
drzet dohody (konvence), ze ¢islo 1 neni prvoéislem (ale ani ¢islem slozenym).

Definice 3.4 (Prvocislo) Necht p je pfirozené ¢islo. Rikame, 7e p je prvo-
¢islo, pravé tehdy, kdyz ma p dva rtizné ptirozené délitele.

29



¢islo slozené - vice nez dva ruzni kladni délitelé
zvlastni pripad - ¢islo 1

Samozrejmé pokud a déli b, pak také a déli -b; -a déli b; -a déli -b
trividlni délitelé: ¢isla 1 a -1

0 ma nekonecéné mnoho déliteud
ale nulou nelze délit

rikat, Ze nula déli pouze nulu miZe byt matouci,
ale podle definice je to tak:

pokud O=km,

pak je k = 0 nebo je m=0

(Poznamka: spojka "nebo" je zde vyuZzita tak, jak jste
se s ni seznamili ve vyrokové logice, napr. v predmétu
Zaklady matematiky: miZe nastat i situace, kdy k=0=m)

Tohoto tvrzeni vyuZivame napf. hledame-1i body na ose X,
v nichz dand funkce vyjadfend polynomem nabjyva hodnoty O

Pfinejmensim intuitivné znate nésledujici tvrzem’ﬂ

Véta 3.5 (Zakladni véta aritmetiky) Kazdé prirozeni &islo lze jednoznaéné
vyjadrit ve tvaru soucinu mocnin prvocisel.

Definice 3.6 (Nejvétsi spole¢ny délitel) Necht a, b jsou cel4 ¢isla. Celé
¢islo m, pro néz plati, ze m déli a i ze m déli b, se nazyva spole¢nym déli-
telem téchto dvou ¢isel. Kladny spole¢ny délitel ¢isel a, b, ktery je délitelny
libovolnym spoleé¢nym délitelem téchto dvou ¢isel, se nazyva jejich nejvétsim
spoleénym délitelem.

Analogicky lze definovat nejmensi spoleény nasobek dvou &isel:

Definice 3.7 (Nejmensi spoleény nasobek) Necht a, b jsou cela ¢isla.
Celé ¢islo m, pro néz plati, Ze m je nasobkem a i Ze m je nasobkem b, se
nazyva spole¢nym nasobkem téchto dvou ¢isel. Kladny spole¢ny nésobek ¢isel
a, b, ktery je délitelem libovolného spoleéného nasobku téchto dvou ¢isel, se
nazyva jejich nejmensim spoleénym nasobkem.

Zname-li nejvétsiho spole¢ného délitele, mizeme nejmensiho spole¢ného
délitele ur¢it pomoci néasledujici vét:

Véta 3.8 (Nejmensi spoleény nasobek) PODMINKY

(axb)
nsn(a,b) = —————
(a,) NSD(a, b)
1Je-li zakladni v&t aritmetiky formulovana takto, potiebujeme, aby 1 nebylo prvoéislo.
Na druhou stranu, kdyby 1 byla povazovéina za prvocislo, jisté bychom si s definici poradili;
napiiklad tak, ze bychom do ni zahrnuli podminku, ze zadné z prvocisel pouzitych v roz-
kladu nesmi byt rovno 1. Jinymi slovy, to, Ze 1 nepovazujeme za prvocislo, je ,konvence.*
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Nesoudélna dcisla

Dvé cisla jsou nesoudélnd, pokud
jejich nejvétSim spoleénjm délitelem je 1.
NSD (a, b) =1

NejvétsSi spolecny nésobek dvou
nesoudélnych Cisel je jejich soucin, tj.
nsn (a, b) =axb

3.3 Kongruence

Véta o déleni se zbytkem ndm déava tusit, Ze je mozné rozdélit vSechny cela

¢isla podle toho, jaky zbytek davaji po déleni jistym ¢islem m. Toto je spe-

cialni pripad relace zvané ekvivalence, kterd je na dané mnoziné reflexivni,

symetrickd a tranzitivni. Takova relace indukuje na mnoziné tzv. rozklad na

tzv. tiidy; v naSem piipadé se bude jednat o zbytkové t¥idy (modulo m).
Uvedme jako piiklad zbytokové tfidy modulo 5:

0) ...,-10,-5,0,5,10, ...
(1) ...,-9,-4,1,6,11, ...
(2) ...,-8,-3,2,7,12, ...
(3) ...,-7,-2,3,8,13, ...
(4) ...,-6,-1,4,9, 14, ...

X ok ok skok

Uvedme (zatim bez dikazu) nasledujici tvrzeni:

Véta 3.9 (Bezoutova) Pro libovolna cela ¢isla a, b existuji celé ¢isla x, y
takova, ze NSD(a,b) = ax + by.

Pak také plati, jakékoliv celé ¢islo tvaru az + by je nasobkem d.
Nez Bezoutovu vétu dokdZeme, uvedem si postup znamy jako
,,Eukleidiv algoritmus.

X X X X

3.4 Diofantické rovnice a Eukleidiv algoritmus

Obecné jsou jako diofantické (diofantovské) rovnice oznacovany vSechny rov-
nice (libovolného stupné a s libovolnym poétem neznamych), které maji ce-
lo¢iselné koeficienty a pro které maji vyznam jen celociselna feSeni. Takovou
rovnici je tak i Pythagorova véta
2?24 y? =22

pokud hledame pouze celoéiselna feseni. Takovymi FeSenimi jsou napfi-
klad pythagorejské trojicex = 3,y =4,z = 5 nebo x = 5,y = 12,z = 13.

Diofantické rovnice lze nalézt v riznych starSich sbirkidch tloh, napt. v
této tloze ze shirky ,,Ulohy k bystfeni mladikia“ Alcuina z Yorku, tj. z doby
kolem roku 800 naseho letopoctu:
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Uloha o kupci kupujicim sto zviFat (Alcuin, Propositiones, &. 38):
Néjaky muz chtél koupit sto zvitat za sto zlatych, pri¢emz ktun se kupuje za
trii zlaté, krava za jeden zlaty a 24 ovci za jeden zlaty. Rekni, kdo jsi s to,
kolik bylo koni, kolik krav a kolik ovci.

Reseni: sestavime dvé rovnice o tfech neznamych, v nichz z bude piedstavovat
pocet koni, y pocet krav a z pocet ovci.

z+y+z = 100
z

3 — = 100
x+y+24

Druhou rovnici vynasobime 24 a prvni ¢islem —1

—r—y—z2 = —100
T2z + 24y +2 = 2400

Obé rovnice secteme a dostavame rovnici
Tlx + 23y = 2300,

z niz po vydéleni ¢islem 23 ziskdvame rovnici

71

737 + y = 100,

ktera bude mit celoc¢iselné feSeni pouze tehdy, bude-li x nasobkem 23. Pak
zfejmé y = 100 — %x Dosadime-li z = 23, vypoctem y = 29; odtud z = 48.
Dosaddime-li za x dalsi ndsobek 23, tedy 46, vyjde y zaporné, coz nevyhovuje
zadéani prikladu. Jedinou mozZnosti ndkupu zvirat je tedy koupé 23 koni (69
zlatych), 29 krav (29 zlatych) a 48 ovci (2 zlaté).

Nyni uvedeme postup feSeni nejjednodussi netrivialni diofantovské rov-
nice (jednodussi je jen linearni rovnice o jedné neznamé, tj. rovnice tvaru
ax = b, u niz je podminka TFeSitelnosti v oboru celych ¢&isel zfejma: ¢islo b
musi byt ndsobkem ¢isla a.

Linearni diofantovskou rovnici o dvou neznamych nazveme rovnici
tvaru ax + by = ¢, kde a,b, ¢ jsou cela ¢isla a hledame pouze celoc¢iselna
feSeni (z,z € Z, ne nutné kladna). Zda méa tato rovnice TeSeni lze zjistt
pomoci nésledujici véty:

Véta 3.10 Linearni diofantovskd rovnice ax + by = ¢ (a,b,c € Z ) ma
alespoii jedno (celo¢iselné) feSeni pravé tehdy, kdyz ¢ je nasobkem nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel a, b.

Poznamka: Predchozi véta mé tvar ekvivalence A < B, mizeme tedy ¥ici,
Ze B je nutnou a také dostate¢nou podminkou pro A (tedy feSitelnost dio-
fantovské rovnice). V predmétu Zaklady matematiky jste si fekli, Ze obecné
v implikaci A = B plati, Ze B je nutnou podminkou pro A. Platnost této
implikace (,zleva doprava®) je zFejmé, totiz rovnice ax + by = ¢ nemiize mit
feSeni v oboru celych ¢&isel, pokud prava strana neni nasobkem nejvétsiho
spole¢ného délitele ¢isel a a b.
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Pokud plati i opacna implikace, tj. B = A, tedy pokud z toho, Ze prava
strana rovnice je nasobkem nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel a a b, piimo
plyne existence celociselného FeSeni rovnice, nazyvame B podminkou dosta-
te¢nou; dohromady potom jde o podminku nutnou a dostate¢nou.

Uvedme nyni priklad diofantovské rovnice a postupu nalezeni jejich fe-
Seni.

Piiklad 3.11 Reste v oboru celych ¢&isel rovnice

(a) 2z+3y =1
(b) x4+ 3y =4
(c) 3z + 11y = 28

Reseni: Néjaké Teseni dokazeme ve vSech pripadech odhadnout:
(a)
(b)
(¢c) z=2y=2neboxr =13y =—1

8
I

—1l,y=1nebor=2y=-1

8
I

l,y=1nebozx =7y = -1

Co maji tato feSeni spole¢ného a jak najdeme v8echna? To ukaZzeme za chvili.

Poznamka: Dtikaz nésledujici véty podavéa navod, jak najit nejvétsiho spo-
le¢ného délitele dvou &isel P

Vétu[3.10| miizeme preformulovat pro libovolny podet nesoudélnych nezna-
mych. Je-li totiz prava i leva strana rovnice délitelna nejvétsim spoleénym
délitelem koeficienti na levé strané, pak miZzeme timto ¢islem vydélit pravou
i levou stranu.

Véta 3.12 Linearni diofantovska rovnice

a1T1 + a2 + - - - ATy = C,
kde a; € Z a nejvétsi spoleény délitel koeficienti a; je roven 1, méa vzdy
celoCiselné TeSeni. VSechna celod¢iselna feSeni této rovnice lze popsat pomoci

n — 1 celoéiselnych parametri.

zopakujte si, co vite z kongruencich
z predmétu Zaklady matematiky

2Pro zajimavost: z hlediska filosofie matematiky miiZeme rozligovat mezi dikazy
existence a dikazy pomoci pomoci konstrukce daného objektu (v tomto p¥ipadé jde o
nalezeni nejvétsiho spoleéného délitele). Eukleidiv algoritmus d4va navod, jak nalézt nej-
vétsiho spoleéného délitele, a tim déava i dikaz o jeho existenci pro ibovolna dvé cela ¢isla;
naopak to neplati: je-li ndm znamo, Ze jisty objekt existuje, neznamené to, Ze jej umime
najit.
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Dikaz: K dukazu této véty vyuZijeme vlastnostni zvané kongruence, tj.
vyjadieni, ze dva vyrazy davaji stejny zbytek po déleni danym ¢islem (tzv.
modulem). Pfipomenmé, Ze zapis a = b( mod m) ¢teme ,a je kongruentni
s b modulo m“.

P1i dikazu budeme postupovat matematickou indukci vzhledem k poctu
nezndmych. Pro jednu neznamou dostéavame rovnici ajz = 1. Podminka
NSD(a) = 1 znamen4, ze a; muze nabyvat hodnot 1 nebo —1.Pro kazdou z
téchto hodnot méa rovnice jediné feseni, které nezavisi na zadném parametru
(ve shodé s tvrzenim véty, nebot (n-1)=(1-1)=0).

Piedpokladame tedy, Ze pocet neznamych v rovnici je alespon 2 (n > 2).
Potom pro libovolné feSeni musi platit:

a1x1 + agre + -+ - apxy, = ¢ mod d),

kde d je nejvétsi spolecny délitel koeficientt aq, aso, . . ., ap—1. Musi tedy platit
také kongruence
anTy = c¢( mod d)

(od levé strany kongruence jsme odecetli nasobek ¢isla d, tedy zbytek po
déleni pravé a levé strany ¢islem d se nezménil). Podle predpokldau jsou
¢isla a, a d nesoudélna, tedy plati:

T, =k+d-t,

kde k je vhodné celé ¢islo a t je libovolné celé ¢islo. Tim je dikaz hotov,
nebot rovnice s (n — 1) neznamymi mé podle predpokladu feSeni zavislé na
(n — 2) parametrech, a my jsme pravé vyjadfili n-tou neznamou s pomoci
parametru ¢, tedy méame vSechna FeSeni dané rovnice vyjadrena pomoci (n —
1) parametri.

Postup nyni ukdZeme na konkrétnim piikladu:
Piiklad 3.13 Reste v oboru celych ¢&isel rovnici
(d) 3z +Ty=2
Reseni: Podle piedchozi véty musi platit:
3z + Ty =2( mod 3),

tedy 7y = 2( mod 3).

Dalsimi upravami ziskdvame: y = 2( mod 3), a tedy y = 2 + 3t (slovné
vyjadifme: y dava po déleni tfemi zbytek 2).

Dosadime do pivodni rovnice:

32+ 7(2+ 3t) = 2

a odtud
3r=2—14 - 21t = —12 — 21¢,

tedy
r=4-—"Tt.

Regenim rovnice jsou vichny dvojice celych ¢isel tvaru [4 — 7t;2 + 3t], kde ¢
je libovolné celé ¢islo.
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Postup zvany Eukleidiav algoritmus se pouzivéa k hledéni nejvétsiho spo-
le¢ného délitele dvou ¢&isel. Vyuzivame pii ném (zfejmého?!?) k tvrzeni z
predchoziho odstavce:

(b) Pokud a déli b a soucasné a déli ¢, pak a déli rozdil b-c.

Je vypocetné jednodussi nez hledani NSD pomoci rozkladu ¢isla na pr-
vocisla, o jejichz existenci jsme se v ramci tohoto textu dosud nezminili. Pro
vypocet NSD pomoci Eukleidova algoritmu tento pojem ani nepotiebujeme.

XXX

3.5 Ulohy na zbytkové tiidy (dtkazy)
Cviceni 3.14 Dokazte: 2. mocnina lichého ¢isla dava po déleni 4 zbytek 1.

Cviceni 3.15 Dokazte: 2. mocnina nasobku 3 dava po déleni 9 zbytek 0
nebo 3 nebo ©.

Cvi€eni 3.16 Necht m je prvocislo. Dokazte, Ze m nedéli (m — 1)!.

Cviceni 3.17 Necht m je ¢&islo slozené. Dokazte, ze m déli (m — 1)!.
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Kapitola 4

Deélitelnost polynomu. Hledani
korent polynomu.

Béhem vyuky na zakladni a stfedni Skole jste se v matematice zabyvali Fe-
Senim rovnic. Jako absolventi stfedni Skoly umite fesit zejména

e rovnice o jedné neznamé (linearni, ale i nelinearni, nap¥. kubické: 2% =

8)

e soustavy linearnich rovnic (zejména soustavy dvou linearnich rovnic:
metoda dosazovaci a s¢itaci)

e kvadratické rovnice s redlnymi koeficienty

Pomérné jednoduse (a¢ muze byt vypocet pracny a muze trvat dlouho) se
daji Tesit

e soustavy linearnich rovnic (tzv. Gaussovou elimina¢ni metodou, viz
prednasky z linearni algebry)

e specialni typy rovnic jako napf. bikvadracké rovnice pomoci substituce

V dalsim se budeme zabyvat rovnicemi, v nichz na jedné strané vystupuje
polynom stupné n a na druhé strané ¢islo 0.

Definice 4.1 (polynom stupné n) Necht a; jsou realna ¢isla pro i=0, .. .,
n a necht dale a, # 0. Pak vyraz a,z" + a,_ 12" " + - -+ + agx® + a1z + ag
nazyvame polynomem stupné n, &isla a; koeficienty polynomu, &islo n stupném
polynomu. Koeficient a,, se nazyvi vedouci koeficient daného polynomu a
koeficient ag nese nézev absolutni ¢len.

Definice 4.2 (kofen polynomu) Rikame, 7e &islo k je kofenem polynomu,
jestlize apk™+an_1k" 1+ - +ask®+ark+ag = 0. (Dosadime-li za x hodnotu
k, bude polynom mit hodnotu 0.)

opakovani vzorcd $(a+b)~2 = $ atp.
--- je tr¥eba umét ‘‘tam i zpét’’

déleni polynomu polynomem jako analogie
pisemného déleni ¢&isel
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11 JE TO JEDNODUSSI!!

Kvadratické rovnice:
--- TYeSeni pomoci diskriminantu
--- Vietovy vztahy

Cardanovy vzorce
--- bez odvozeni, jen to, Ze existuji

rovnice 4. stupné: umime - bikvadratické,
daji se reSit tzv. analyticky
(analogie diskriminantu a Cardanovjch vzorcd)
hledani celocCiselnjch kofent:
--- Hornerovo schéma ---- jak funguje
(urleni hodnoty polynomu; vyjde-1li nula, je to kofen;

navic podil: mnohocllen délim dvojc¢lenem)

11! Uprava ‘‘doplnéni na &tverec’’ !!!
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Kapitola 5

Zaklady teorie grafi
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