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navazujici pfiklady véetné vzorového feseni.

Annotation
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create a comprehensive overview of the issue, including the presentation of solutions to some
examples together with a graphic representation. The thesis is primarily intended as
supplementary material for the study of linear algebra for students of mathematics.

The work is divided into six chapters: The chapter Vector defines the basic concepts,
the content of the Dot product chapter is the scalar product of vectors, the magnitude of the
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UVOD

V této bakaladiské praci se autorka vénuje tématu ,,Skaldrni soudin vektorti a jeho uziti*
Vv ramci bakaldiského studia na Katedfe matematiky Pedagogické fakulty Masarykovy
univerzity.

Téma prace si autorka vybrala z divodu jejiho zajmu o linearni algebru s cilem
nejenom hlubsiho prohloubeni svych znalosti v této oblasti, ale pfedevsim s cilem vytvoteni
ucebni pomticky s ucelenym piehledem teorie v této oblasti doplnénym ptiklady a grafickym
znazornénim fesent.

Prace je rozdelena do Sesti kapitol. Kazda kapitola obsahuje ptislusné definice a na né
navazujici ptiklady vcetné vzorového feSeni. Prvni Ctyfi kapitoly svym obsahem rozSiiuji
ucivo prislusného kursu, pata a Sesta kapitola dopliuje ucivo nad ramec kursu. Autorka tyto
kapitoly pfipojuje, nebot’ pokladd za vhodné umoznit Ctenati ziskat hlubsi vhled do
predkladané teorie.

Prvni kapitola s nazvem Vektor vymezuje zakladni pojmy uzité v praci, jako jsou
vektor, vektorovy prostor, baze a dimenze vektorového prostoru, soufadnice vektoru
a linearni kombinace vektort.

Druha kapitola s nazvem Skalarni soucin vektorii je zaméfena na skalarni soucin
vektord, velikost vektoru a jeji vlastnosti.

Treti kapitola s nazvem Ortogonalita pojednava o ortogonalni projekci vektort, a to
I Smoznosti vyuziti Gram-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu, dale Schwarzovou
nerovnosti a odchylkou dvou vektort.

Ctvrta kapitola Linedrni zobrazeni mezi vektorovymi prostory je zaméfena na
ortogonalni projekci, linearni transformaci, vlastni hodnoty a vlastni vektory linearniho
zobrazeni.

Pata kapitola Kvadratické formy se zabyva vyjadfenim kvadratické formy pomoci
matic. Tato kapitola je doplnéna grafy kvadratickych forem.

Koneéné Sesta kapitola navazuje na ptedchazejici kapitolu, ptic¢emz jeji obsah je
zamé&fen na grafické zobrazeni kuzelose€ek a kvadratickych ploch neboli kvadrik.

Jak autorka uvedla, cilem prace je vytvofeni uceleného ndhledu na danou
problematiku, véetné uvedeni feSeni n€kterych ptikladl spolu s grafickym znazornénim pro
snadné&jSi pochopeni problematiky. Prace je urCena piedevsim jako dopliujici podklad pfi
studiu linearni algebry pro studenty matematiky, a to nejenom na pedagogickych fakultach.



1 VEKTOR

Vektor je zobecnénim pojmu redlné ¢islo, kdy redlné Cislo je urceno svou velikosti, zatimco
vektor je urden svou velikosti a smérem.! Vektor si Ize predstavit jako orientovanou tisecku,
jehoz jeden krajni bod je povazovan za pocatecni a druhy za koncovy — ten je oznacen Sipkou.
Dva vektory o stejné délce, které jsou rovnobézné a stejné orientované usecky piredstavuji
tentyz vektor.?

Vektor je prvkem vektorového prostoru.

1.1 Vektorovy prostor

Definice 1: Mnozina (V,+) se nazyva vektorovy prostor nad télesem skalard (T,+, -), kde
prvky ¥ € V se nazyvaji vektory, prvky télesa T se nazyvaji skalary, jestlize spliiuje
nasledujici vlastnosti:

a) Struktura (V, +) je komutativni grupa, kdyz:
1. uzavienost operace + naV:vVu, v € V:u+ v €V,
2. asociativita operace +: Vi, 5, W e V: (U + v) + W =u + (¥ + W),
3. existence neutralniho prvku: 36 € V:i+ 6 =0+ U VU EV
0 ... nulovy vektor,
4. existence inverzi vzhledem k operaci +: Vil € V 3(—u) € V:d + (—u) = 0,
5. komutativita operace + naV: Vu, v € V:u + ¥ = v + u.

b) Zobrazeni - mnoziny T X V do V, tedy nasobeni skalar krat vektor, spliiuje vlastnosti
piibuzné vlastnostem operace na monoidu, kdyz:
“1% uzavtenost soucinu skaléar krat vektor: Vt € T, D € V:t- v €V,
“2% asociativita soucinu skalar krat vektor: Vs, t E T,V € V:s- (t-vV) = (s t) - U,
“3¢“ existence neutralniho skalaru vzhledem k nasobeni skalar krat vektor:
31 €T:1-v=v VD EV.

c) Operace + a operace skalar krat vektor spliiuji vlastnosti:
“6a“Vs,teT,VEV:(s+t) v=s"V+t 7,
“6b“VteT,UVEV:t-(U+D)=t U+t D>

! Srov. FAIMON, Bietislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022, 140 s. Str. 20.

2 Srov. ZLATOS, Pavol. Linedrna algebra a geometria: cesta z troch rozmerov s presahmi do pribuznych
odborov. Bratislava: Maren¢in PT, spol. s r.0. 2011. ISBN 978-808-1141-119. Str. 52.

3 Srov. FAJMON, Btetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022, 140 s. Str. 20-21.
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Priklad 1: Dokazte, Zze mnozina vSech polynoml stupné nejvySse 3 nad télesem
R (R3[x],+, - ), kde operace s¢itani vektori je béznou operaci s¢itani polynoma a operace
nasobeni vektoru skalarem je béznym nasobenim polynomu realnym cislem, je vektorovym
prostorem.

Reseni:

Napf.pro: U =3x3+2x>+x+1
V=x34+4x*>+2x -2
w

=2x3—x2+3x+3  plati tyto vlastnosti vektorového prostoru:

1. uzavienost: 7 + ¥ = 4x3 + 6x2 + 3x — 1 (vysledkem je opét polynom nejvyse 3. stupné),
2. asociativita: (U + V) +w =u + (D + W) = 6x3 + 5x2 + 6x + 2,
3. neutralni prvek (polynom) je 6 =0 (pfiétenim 0 k libovolnému polynomu se dany
polynom nezméni),
4. inverzni prvek je opaény vektor: U + (—u) = 0,
5. komutativita plati v tomto pfipadé pro jakékoliv dva vektory: U + ¥ = ¥ + 1,
“1%“uzavienost mnoziny (Rz[x],+, -) na nasobeni redlnymi ¢isly; vysledek nasobeni
polynomu realnym ¢islem je opét polynom stupné nejvyse 3,
napt. 3 -4 = 9x3 + 6x2 + 3x + 3,
“2¢ asociativita: napt. (3:2) -1 =2-(3-u) = 18x3 + 12x% + 6x + 6,
“3% neutralni prvek je 1, napt. 1% =% = 3x3 + 2x%2 + x + 1,
“6a“napt. (3+2) u=3-14+2-U=15x3+10x? + 5x + 5,
“6b“napt.3- (U +v)=3-1uU+3-U=12x3+ 18x? + 9x — 3.4

Piiklad 2: Dokazte, Ze mnozina (C{a, b), +, *) spojitych realnych funkci na intervalu (a, b)
je vektorovym prostorem.

Reseni:

1. Uzavienost souctu funkci: Vf(x), g(x) € C{a, b): f(x) + g(x) je opét spojitou funkci.

2. Asociativita souctu funkci: Vf(x), g(x), h(x) € C{a, b): (f(x) + g(x)) + h(x) =
=f(x) + (g(x) + h(x)) Vx € (a, b).

3. Neutralni prvek e(x) = 0 Vx € {a, b), protoze f(x) + e(x) = f(x) Vx € (a, b).

4. Inverzni prvek: Vf(x) € C(a, b) EI(—f(x)) € C{a,b): f(x) + (—f(x)) =e(x) =0.

5. Komutativita: Vf(x), g(x) € C{a, b): f(x) + g(x) = g(x) + f(x).

“1“Vs €R, f(x) € C{a,b):s - f(x) € C{a,b).

“2“Vs,t ER, f(x) EC{a,b): (s t) - f(x)=s" (t-f(x)).

“3“31€eR:1- f(x) =f(x)Vf(x) € C{a,b).

“6a“ Vs,t ER,f(x) € C{a,b):(s+1t) f(x) =s"f(x)+t-f(x).

“6b*“ Vs € R, f(x),g(x) € C{a,b):s - (f(x)+g(x)) =s"f(x) +s-g(x).°

4 Srov. FAIMON, Bfetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 22-24.
5 Srov. tamtéz, str. 24-25.



Tento piiklad dokazuje, Ze vektor je nejen zobecnénim pojmu readlné Ccislo, ale také
zobecnénim pojmu spojita funkce.

1.2 Baze a dimenze vektorového prostoru, sourradnice vektoru
1.2.1 Linearni kombinace

Definice 2: Vektor v =ay-a; +a, a, +--+a, a, je linedrni kombinaci vektord
a;, ay, ..., an, kde a4, ay, ..., a, jsou skalary télesa T.°

Posloupnost vektorll ay, ay, ..., a, je linearné zavisla, pokud néktery z vektort je linearni
kombinaci t&ch ostatnich vektorti. V opa¢ném piipadé je posloupnost vektord a;,a,, ..., a,
linearné nezavisla.’

Priklad 3: Vektor a; = (1,—4,5) zapiste jako linearni kombinaci vektort a, = (2,1,7)
a @ =(1,23)

Reseni:
a;=a; a;, ta,-az
1=0(1'2+0(2'1
—4d=a;"1+a,"2
5=a1'7+a2'3

a1=2
-3

a;
a;=2-a; - (3-az)

Zkouska:
a;=2-(2,17)-(3-(1,2,3)) =(4,2,14) — (3,6,9) = (1,—4,5)

1.2.2 Baze vektorového prostoru

Definice 3: Skupina vektort a;, a3, ..., a, vektorového prostoru (V,+) nad t&€lesem (T, +, )
je bazi vektorového prostoru (V, +), pokud plati nasledujici podminky:

a) Tato posloupnost je linearné nezavisla, tedy zadny z vektort nelze vyjadfit jako linearni
kombinaci ostatnich.

b) Kazdy vektor ¥ € V lze vyjadiit jako jejich linearni kombinaci,
V=ay-a;+a, a; + -+ a, - a,, tj. lze uvést, ze vektory a;, as, ..., a, generuji cely

6 Srov. FAIMON, Bfetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 13.
" Srov. tamtéz, str. 25.
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prostor. Skalary aj,...,a, jsou nazyvany soufadnicemi vektoru vzhledem k bazi

—

— — 8
ai,a,, ..., ay,.

1.2.3 Dimenze vektorového prostoru

Definice 4: Dimenze vektorového prostoru (V, +) znamena pocet vektorii n&jaké jeho baze.®
Poznamka: Dimenzi Ize chapat jako pocet parametru, kterymi Ize kazdy vektor daného
vektorového prostoru jednoznacné popsat.

Piiklad 4: Soufadnice vektoru w = (2, 4) zadané ve standardni bazi v; = (1, 0),
v, = (0, 1) vyjadiete v bazi vektorti v; = (2,1), v, = (—2,2).

y
4__ _______________
- . X
N =,____________2___ W ::\,’4
1§ g 2
u 1+--fememmmees
| f Iv_3) f
-2 2 x

Obr. 1: Grafické znazornéni feSeni ptikladu 4

Reseni:

Ve standardni bazi v; = (1,0), v, = (0,1):
vy =(1,0),v; =(0,1)
w=2v+4-v,

V bazi vektoria v = (2,1), v, = (—2,2):
W=a; ' v3+a; v,

2=a;°2+a, (—2)
4=a;-1+a, 2

a2=1

8 Srov. FAIMON, Bfetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 25.
9 Srov. tamtéz, str. 25.
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w=2-7; +7,, atedy (W), = (2,1). Vektor W se nezménil, pouze jsou jeho soufadnice
vyjadieny v jiné bazi.

Piiklad 5: Graficky znazornéte a dokazte vlastnosti mnoziny volnych vektord v roving.

Reseni:
a) Struktura (V, +) je komutativni grupa, kdyz:

1. uzavienost operace + naV:Vu,v € V:u + v €V,

— -
u v
-

—

u +v
Obr. 2: Grafické znazornéni souctu vektorti 1 a v

- o> —

2. asociativita operace +: Vi, 5, w € V: (U + v) + W =u + (¥ + W),

3
M

Obr. 3: Grafické znazornéni souctu vektort U, ¥, W

3. existence neutralniho prvku: 36 € V: i+ 6 =0+ u VU €V,

4. existence inverzi vzhledem k operaci +: Vil € V 3(—u) € V:d + (—u) = 0,

Obr. 4: Grafické znazornéni souctu vektorti 1, —uU
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5. komutativita operace + naV:Vu, v e V:u+ ¥ = v + u.

Obr. 5; Grafické znazormnéni souétu i + v = ¥ + U

b) Zobrazeni - mnoziny T XV do V, tedy nasobeni skalar krat vektor, spliiuje vlastnosti
pribuzné vlastnostem operace na monoidu, kdyz:

“1¢ uzavienost souc¢inu skalar krat vektor: Vt e T, v € V:t-v €V,

—05-%, ¥ 2-9
Obr. 6: Grafické zndzornéni uzavienosti souéinu skalar krat vektor

“2% asociativita soucinu skalar krat vektor: Vs, t € T,V € Vis-(t-¥) = (s-t) - 7,
napt. 2-(4-0) = (2-4) -7,

U

, 4.3 8-

8-v
Obr. 7: Grafické znazornéni asociativity soucinu skalar krat vektor

“3¢ existence neutralniho skalaru vzhledem k nasobeni skalar krat vektor:
1 €eT:1-v=D VVEV.

c) Operace + a operace skalar krat vektor spliuje vlastnosti:
“6a“Vs,teT,VEV:(s+t) V=s"V+t"7,
napt. 2+4)-v=2-v+4-7,

2-v 4-v

Obr. 8: Grafické znazornéni (2 +4) v =2V + 47
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“6b“VvVteT, U, vVEV:t-(U+V)=t-Uu+t"7,
napt. 2- (U+v)=2"Uu+2-v.

Obr. 9: Grafické znazornéni 2 - (U + V) =2-U+ 27

Lze tedy dovodit, ze vsech deset vlastnosti’® pozadovanych v definici vektorového prostoru
jsou takové vlastnosti, které Ize u volnych vektorti v roviné ptedpokladat a s nimiz se bézné
pracuje. Z ptikladu 2 lze dovodit, ze deset danych vlastnosti plati i pro mnozinu funkci

spojitych na intervalu, tj. definice vektorového prostoru umoziuje chapat vektory jako
obecngjsi objekty.

Priklad 6: Vyjadiete Ghlopticky rovnob&zniku pomoci vektord ©# a v V prostoru volnych
vektort v roving (ad priklad 5).

Reseni:

Obr. 11: Grafické znazornéni tihlopfi¢ek ¢tyithelniku (alternativa 2)

10 Vlastnosti oznagené 1., 2., 3., 4., 5., “1%, «“2% «“3<« “6a“ “6b* v kapitole 1.1, definice 1.
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2 SKALARNI SOUCIN VEKTORU

Tato kapitola se zabyva zobrazenim typu skaldrni soucin vektord, tedy zobrazeni V? — R,
které pfifazuje dvéma vektorim skalar a splituje urcité vlastnosti.!!

Definice 5: Skalarni souc¢in vektorti na vektorovém prostoru nad télesem T je Symetricka
bilinedrni pozitivn¢ definitni forma na V.

Vysvétleni jednotlivych pojmi:
a) symetricka: skal(u, v) = skal(v,u);
b) bilinearni = linearni v kazdé z danych dvou slozek,
skal(a-u+ B -v,w) = a-skal(u,w) + B - skal(v,w),
skal(,a v+ B W) = a - skal(u,v) + B - skal(u, w);
¢) pozitivné definitni: skal(u,u) > 0, pokud U # 0;
d) forma na V: zobrazeni V X V — R, které piitazuje dvojici vektort realné ¢islo
skal(u,v) =r € R.12

Piiklad 7: Uved’te obecny vzorec skalarniho soucinu vektorti v aritmetickém vektorovém
prostoru R™ a piiklad skalarniho sou¢inu na prostoru trojic realnych ¢isel.

Reseni:
V tomto prostoru je definovén skalarni soucin nejcastéji podle vzorce

skal(U, V) = uq - vy + Uy " Uy + 4 Uyt Uy (1)

Na vektorovém prostoru (R3, + ) lze definovat skalarni soucin vztahem:
Skal(l_i, 1_7)) =Uu + Uy " Uy + Us - 173.13

Priklad 8: Uved'te ptiklad skalarniho soucinu na prostoru realnych spojitych funkeci na
intervalu (a, b).

Reseni:
Na vektorovém prostoru V = C(a, b) nad télesem skalari R lze definovat skalarni soucin
vztahem: skal(f(x), g(x)) = f:f(x) - g(x) dx.

Takto definovany operator je symetrickou formou na C{(a,b) a spliiuje vlastnost linearity
v kazdé ze slozek, napf.

[@ i) +B- f)) g dx=a- [ f;(x)- g(x) dx + - [} f,(x) - g(x) dx,

1 Srov. FAJMON, Bfetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 92.
12 Srov. tamtéz, str. 92-93.
13 Srov. tamtéz, str. 93.
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Pozitivni definitnost operatoru je také splnéna, protoze

skal(f(x), f(x)) = [, f>(x) dx > 0, pro spojitou funkei £ (x) # 0.4
2.1 Velikost vektoru

Definice 6: Velikost neboli norma vektoru je odmocnina ze skalarniho soucinu vektoru se

sebou samotnym: ||3|| = /skal (¥, 7).1°
Poznamka: Velikost vektoru vychazi z Pythagorovy véty a je dana vztahem va? + b?, ktery
je znazornén v Obr. 12.

Tedy pro vektor ¥ = (a, b) V aritmetickém vektorovém prostoru R? se skalarnim soudinem
skal(v,v) =a-a+b-bplati ||7]| = Va? + b2.

y
b poeeeeeeeeeeees ,

Obr. 12: Grafické zndzornéni velikosti vektoru ¥ v prostoru R2.

Vlastnosti velikosti vektoru:
1. Pozitivni definitnost: ||¥]] > 0 prov # 0,7 = 0 & ||7]| = 0.
2. Homogenita: ||a - ¥|| = |a] - ||?]], kde « je libovolna konstanta z t&lesa skalart.
3. Trojuhelnikova nerovnost: || + ¥|| < ||u]| + ||9]].16
Soucet velikosti dvou stran trojuhelniku musi byt vétsi nebo roven velikosti tieti strany.

<l

+

<N
U

5
u

Obr. 13: Grafické znazornéni vychozi situace pro trojithelnikovou nerovnost v prostoru R?.

4. Vzorec pro odchylku vektorti na mnozing volnych vektorti v roviné (piiklad 5) vychazi
Z kosinové véty:

14 Srov. FAIMON, Bietislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 93.
15 Srov. tamtéz, str. 96.
16 Srov. tamtéz, str. 97-98.
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i — 2117 = ldll® + 1DN* = 2 - |l - 1Pl - cos (o),
skal((i — v), @ —v)) = |[dll* + |9/1* = 2 - |4l - [|19]] - cos(e),
skal(u, ) + skal(¥, V) — 2 - skal(u, ¥) = |[ul|* + ||D]|> — 2 - ||l - |P]] - cos(g).

A proto

skal(u, ) = ||ull - |71l - cos () )

Odtud dostaneme

skal(u, v)

cos(0) = 1@ Tl

(3)

Prvni fadek celého odvozeni je kosinovou vétou na mnoziné volnych vektort, dalsi upravy
plynou z vlastnosti velikosti vektoru a skalarniho soucinu vektort. Vzorec (2) plati nejen ve
vektorovém prostoru R™, ale také ve vSech ostatnich vektorovych prostorech se skalarnim
soucinem, coz vyplyva ze Schwarzovy nerovnosti.!’

Obr. 14: Grafické znazornéni kosinové véty

5. Pro i # o lze vektor i normovat, neboli prodlouzit ¢i zkratit, na vektor velikosti 1 pomoci
1 -18

(Il

6. Schwarzova nerovnost bude pro obecné prostory se skalarnim souc¢inem dokazana
Vv nasledujici kapitole o ortogonalité.

7 Srov. FAIMON, Bietislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 99.
18 Srov. tamtéz, str. 98.
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3 ORTOGONALITA

Tato kapitola pojednavd o ortogonalité¢ vektorti, ortogonalni projekci, Gram-Schmidtové
ortogonaliza¢nim procesu, Schwarzové nerovnosti a jejich uziti.

3.1 Ortogonalni projekce a Schwarzova nerovnost

Definice 7: Vektory 4,7 jsou ortogonalni, pokud plati skal(d,7) = 0. Na rozdil od
ortogonality vektorii se kolmost definuje na R™ pro vektory u, v, které jsou nenulové.
Ortogonalni vektory mohou byt oba (nebo jeden) nulové.*®

Definice 8: Mnoziny A, B jsou ortogonalni, kdyz Vu € A,v € B: vektory u,v jsou
ortogonalni.?°

Definice 9: Baze W vektorového prostoru se nazyva ortogonalni, jestlize kazdé jeji dva rtizné
vektory jsou ortogondlni; nazyva se ortonormalni, je-li ortogonalni a navic ||X|| = 1, pro
kazdé ¥ € W.2

Definice 10: Pokud U je vektorovym podprostorem Eukleidovského prostoru V, pak
ortogonalni doplnék U+ podprostoru U v prostoru V se definuje jako mnoZina vSech vektori
ortogonalnich k U: Ut = {¥ € V:skal(¥,1) =0 Vi € U}.

Ortogonalni doplnék U+ je vektorovy podprostor, ktery ma tyto vlastnosti:

1)V = U + U* (tzv. piimy soucet, tj. U N U+ = {6}, dim(V) = dim(U) + dim (U*1)),
2) (UH* =0,

WU+Ht=UtnSt,

4 UNS)t=Ut+5+22

Definice 11: Ortogonalni projekce nenulového vektoru ¥ do podprostoru U je vektor X
takovy, ze: X +y = ¥, kde X € U,y € UL.23

1% Srov. FAJMON, Bfetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 102.
20 Srov. tamtéz, str. 104.

2L CERNY, Ilja. Kuzelosecky a kvadriky [online]. Tfeti upravené a dopInéné vydani.

Praha: Universita Karlova, 2012. Str. 12.

22 Srov. FAJIMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 104.
2 Srov. tamtéz, str. 107.
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[

=

Obr. 15: Ortogonalni projekce nenulového vektoru v do podprostoru U

Priklad 9: Najdéte ortogonalni projekci vektoru ¥ = (1, 3,2) do sméru vektoru

i = (1,-2,3) (do podprostoru L(1)).%

Obecné feseni:

<l

Obr. 16: Ortogonalni projekce vektoru v do sméru vektoru U

+y
&

Xl <[
Il
R

v=k-u+y /u
skal(D,u) = k - skal(d,u) + 0
_ skal(¥,u)
 skal(d, 1)

Timto zplisobem lze vyjadfit vzorec pro projekci vektoru do sméru jiného vektoru.

skal(¥,U)
() = ——~ 2 4

Konkrétni feSeni:

L, (@) = k . skal@u) _ 1 1 23)_(1 1 3)
X=projalv) = u_skal(z_i,z_i) U= 2 =\12 "7 1a

24 Srov. FAJMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 138.
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Schwarzova nerovnost

Pro vektory v aritmetickém vektorovém prostoru (s definici skalarniho souéinu z ptikladu 7)
plati Schwarzova nerovnost ze vztahu (2). Rovnost v tomto vztahu nastava pro ¢ = 0, coz je
pravé tehdy, kdyz jsou vektory U, ¥ linearné zavislé.

%l - 191 = |skal(u, )| (5)

Vyse uvedeny vzorec plati pro jakykoli vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem. 2°

Dukaz:

- o 5> o \2 — -
Vi, B €V: (skal(@,w)” < |l - 19|
V aritmetickém vektorovém prostoru plati:

2 2 4 .2 2 4 .2

(ug - vy +up - v2)° < (uf +ug) - (vi +v3)
ufv? + 2u v U, v, + USVE < UV + uivi + uiv? + usvs
0 < udvi — 2u v Uy, + Uiv2
0 < (uyv; — uyv,)? ... plati (diikaz nyni plyne obracenim tivah z pfedchoziho odvozeni)

Diikaz obecné:
a) U = 0 ... tvrzeni plati:

u-v=0

Il - 1I¥]l =0
b)d # o

V#0

— proj;v
U — projzv v U — projzv
/]
projzv u
Obr. 17: Dukaz Schwarzovy nerovnosti

VU € V:

1V — projzvll* = 0
skal(¥ — proj;v,v — projzv) = 0

skal(Wu) -
skal(U,u)

Vyuziti vzorce (4) projz(vV) =

% Srov. FAJMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 99.
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Skal(ﬁ—w-ﬁ,ﬁ—w-ﬁ)ZO
skal(u,u) skal(u,n)

2
S - skal(0) _>) —n2  (skal@®)) —12
v —2-5kal(v,T-u + |ullf - ———==0 /-||lu
51 it )+ SRS 2 0/l

N2 - 113112 - 2 - (skal(@, )" + (skal(@, 7)) = 0
1112 - 113112 — (skal(@, )" = 0
— - - > 2
G012 - 13112 > (skal(t, 5))
@l - 18]l = skal(@, 5)

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz v — projzv = 0, tedy kdyZz vektor ¥ je rovnobézny
s vektorem 1.

3.2 Ortogonalni projekce doplnéna o Gramuv-Schmidtiiv ortogonalizacni
proces

Véta 1: Gramv-Schmidtiv ortogonalizaéni proces: necht uj,uy,..,u, jsou vektory
eukleidovského prostoru, pak existuji po dvou ortogonalni vektory

— — — r 7 — —> — — — —>
€1, €z, ..., €x , pro které plati L(uy, uy, ..., u) = L(ej, €5, ..., €x). 26

Priklad 10: Pomoci Gramova-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu naleznéte bazi
podprostoru U = L(u;, U, us):

0 -1 1
— 1| — 1| — 0
u1 = 1 , uz = 1 ) u3 == 1 .27
1 1 0
Reseni:

Nejprve zjistime, zda jsou vektory U;, U, a uz linearné nezavislé. V tomto pfipadé je
podminka splnéna. Pokracujeme algoritmem Gramova-Schmidtova procesu:

0
ai=u =]
1

Prvni hledany vektor polozime rovny prvnimu z vektor zadané baze.

Dale klademe e,: = p, * e; + u,. Hledame vektor e, jako linearni kombinaci vektort ey, u,.
Ke zjisténi soufadnic vektoru e, je nutné vypoditat konstantu p;, vyuZzijeme ortogonality
e,, e, skal(e;, e;) = 0.

% Srov. FAJMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 102,
27 Srov. tamtéz, str. 103.
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e=piretuy /e
skal(er, ;) = p1 - skal(e1, e)) + skal(u;, &)
0 = p; - skal(ey, ) + skal(uz, ey)
p1 - skal(ey, &) = — skal(uz, &)
— skal(uz, e;)

PL = skal(e;, )
P11 = 3
e, =pie +uU;
0 -1
1 1
-1
&= 9
0

Nasledné klademe e5: = p; -e; + p, - €; + u3. Hledany vektor e; vyjadfujeme jako linedrni
kombinaci vektorl ey, e,, Us.

Ke zjisténi soufadnic vektoru e; potiebujeme vypocitat konstanty p; a p,, opét vyuZzijeme
ortogonality vektorti ey, 5, e5: skal(e;,e3) = 0, skal(e;, e3) = 0.

e3=pi e +pyre;+tu; /e
— — — —
e =pi e +pyre;tu; /e

skal(e;,€3) = p; - skal(&;,e;) + p, - skal(e;, &) + skal(e;, 53)
skal(e3,83) = py - skal(&;, &) + p, - skal (&5, 85) + skal (&, ).

S vyuzitim ortogonality tedy plati:
0 = p; - skal(ey, 1) + p, - skal(e, &) + skal(eq, u3)

0 = p, - skal(e;,&) + s - skal(3, &) + skal(e;, 53)

0=3p;+0-p,+1

_ 1
P = 3
p, =1
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0
0 -1 1 _1
—_ 1 {1 |0 0l_ 3
="z 1)t o [t1)7] 2
1 0 0 1
3

Odpovéd:

L(uj,uy,u3) je dimenze 3 a jeho ortogonalni baze je napf.:

Pokud by byl vektor us; linearné zavisly na vektorech uy, u,, tak Gramiiv-Schmidtiv
ortogonaliza¢ni proces nalezne e; = 0, a ten se do baze nebere, i kdyZ je ortogonalni k e;

i ke—2>.28

Piiklad 11: Najdéte ortogonalni projekci vektoru v = (1, 3, 2) do roviny
U={[x,y,zl:x—y+2z=0}

ReSeni:
Zpisob 1:
Zvolime si dva linearné nezavislé vektory uy, u, € U, které vytvaii bazi U,

napf. u; = (1,3,1), u; = (—4,2,3).

U
<
<

=l

Obr. 18: Ortogonalni projekce vektoru v do roviny U (1. zptsob)

=xX+y
X =k ui+k, u,

dostavame tedy vyjadfeni ¥ = ky - uy + k, - u, + y. JestliZe tento vztah vyndsobime po fadé

)

vektory baze podprostoru U, ziskdme dvé rovnice:

2 Srov. FAJMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 103-104.
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Wtk U +Y [ Ul
Utk U +Y [ U

<
1
X
(SRS

skal(V,uy) = kq - skal(uy, uy) + ky - skal(uz, uy) + skal(y,uy)

skal(V,uy) = kq - skal(uy,uz) + k, - skal(uz, uy) + skal(y,uy).

V téchto rovnicich je vyuzito skute¢nosti, ze vektory y,u; jsou ortogonalni, i vektory y,u,
jsou ortogonalni. Tedy plati skal(y,u;) = 0, a také skal(y,u;) = 0. Po dosazeni do tohoto
systému plati:

12 =k, 11+ky*5+0

k_zz
1721
. 2
2721

£=k1u—1)+k2u—2)

g = 22, 2.(— — (%212
x_21 (1,3,1)-'—21 ( 4F2)3)_(3)3)3)
Zptsob 2:

Pomoci analytické geometrie v aritmetickém vektorovém prostoru (R3,+, *)

r

/ﬁK=U3J]

S
<[
i
<

=l

Obr. 19: Ortogonalni projekce vektoru v do roviny U (2. zptisob)

n=(1,—1,2) ... normalovy vektor
v = (1,3,2), pak
K =1[1,3,2]

rl1lU x=14+c-1
y=3+c-(—-1)
z=2+4+c-2
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P e U: x—y+2z=0
1+c—B-0)+2-2+2c)=0
1

c=—=
3

2 10 4] . <2 10 4)
=15 55 - X = 5 5 15
333 3°3'3
Zpisob 3:
Tento zplsob je podobny zpiisobu prvnimu, jen navic S vyuzitim Gramova-Schmidtova
ortogonaliza¢niho procesu.

Obr. 20: Ortogonalni projekce vektoru v do roviny U (3. zptisob)

Jsou dany dva linearné nezavislé vektory u; = (1,3,1), u; = (—4,2,3), Uy, u; € U, které
vytvari bazi U. Cilem je najit vektory e7, e, , aby platilo:

L(uy,uz) = L(ey, &7), kde skal(ey, ;) = 0

gi=1 = (1,3,1)
Gtk /7
skal(e;, e;) = skal(ej,e)) + k - skal(e],u3)
0 = skal(ej,e7) + k - skal(e;, uy)
_ skal(,E)
"~ skal(e;, ;)
11
5

& =(1,31)+ (—%) - (=4,2,3)

N 49 7 28 , —
e, = (?, —o ?) ... vektor kolmy na u;

k =

Zde kon¢i vyuziti Gramova-Schmidtova ortogonaliza¢niho procesu. Byly vypocitany
ortogonalni vektory e; ae,, které se vlozi do baze a provede se projekce vektoru ¥ do
podprostoru jimi generovaného. Nasledujici vypocet je stejny jako ve zpusobu 1.
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17=k1'e_1’+kz"éZ+37 /E’T
V=ki-es+k,e;+y /e,

skal(v,e;) = kq - skal(ej,e]) + k; -0+ 0,
skal(v,e;) = 0 + k, - skal(e;, e;) + 0.

Zpusob 3 lze pouzit namisto zptusobu 1, protoze jsme ziskali systém dvou linearnich rovnic
0 dvou neznamych. S vyuzitim ortogonality vektorti e;,e, je kazd4 nezndma samostatné

V jiné rovnici:

skal(v,e;)

' skal(er, e))
skal(v,e3)

kz =
skal(e,, e;)

¢ = roj(3) = SKAl@ED) . skal@e)
P TPOEEY T Skdl ) T skal(es, )

Vzorec projekce vektoru v do roviny uréené ortogonalnimi vektory ey, e,

.. skal(v,e) skal (¥, e3)
profaa®) = it en O Skale) ©)
12 _@ 49 7 28
> _ 24, __ 5 (X2 _L _£°
P21 030+ g (5 7)
25

=l
Il

(2 10 4)
3’3’3

3.3 Odchylka dvou vektort

Pti vypoctu odchylky dvou vektor v jakémkoli prostoru se skaldrnim soucinem se vyuZziva
skal(u,v)
il

vyraz ze Schwarzovy nerovnosti ktery nabyva hodnot v intervalu (—1, 1). Protoze

skal(u,v)

ARk
zlomku z intervalu (—1, 1) ptifadi funkce arccos(x) uhel ¢ interval (0, ) jednoznacné, tj. na
intervalu {0, r) existuje pravé jedno ¢ spliujici dany vztah.?®

. Pro hodnotu

tento interval je definiénim oborem funkce arccos(x), tedy cos(p) =

2 Srov. FAJMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 100.
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Priklad 12: Uréete velikost odchylky vektora u = (1, 3), 7 = (2, —3).

Reseni:

©) skal(u, V)
coS =5

? = Tan- el

( 1-243-(=3) >
(p = arccos
V12 +32-/22 + (—3)?

@ =127°52

Piiklad 13: Ve vektorovém prostoru (C(a, b),+, ) v intervalu (a, b) = (0, ) urcete velikost
odchylky funkce a) sin (x) a 3sin (x), b) sin (x) a sin (3x).

Ak

Obr. 21: Grafické znazornéni funkci sin (x) a 3sin (x)

Reseni:

a)

sin(x)

3sin(x)

jnsin(x) +3sin(x) dx =
0

s s

s
= ] sin(x) - 3sin(x)dx = 3 - J sin(x) - sin(x) dx = 3 - f sin(x)?dx =
0 0 0
T — 2 1 (" 3 ("
= J L(x)dx=3-—-J 1—cos(2x)dx=§-J1—cos(2x)dx=
0 0 0

2 2
3 3sin(2x)
2* 2

= % ) j;)nl dx — anos(Zx) dx = (; . (x _ 5in;2x)>>
3
2

3 sin(2m) (3 0 3sin(2- 0)) 3

Vs T
0 0

2 4 2

m ™1 —cos(2x) 1 ("
[|sin(Co)|| \/L (sin(x))? dx \/L 5 x \/2 fo cos(2x) dx
(1 _ sin(2x)\\|m _ (1 sin(2x)
- JE b)) )

27
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1 sin(2m) 1 sin(2-0) T \2m
:JE”‘ z ‘(5'0‘ Z )=£=T
|3sin(x)|| = jfn(3sin(x))2 dx = \/fn()(sin(x)) 2dx = \/9 . fn(sin(x)) 2dx =

= \]9 : J‘”1—+s(2x) dx = \/; fnl — cos(2x) dx = \/(g <x — sinéZx)))
e 9sin(2x)
N <§x " )

() = skal(u, V)
e N TRITEA

71-_
0=

2 4

2 4

2 2

T _j9 9sin(2m) (9 0 9sin(2-0)> 97  3\21
0= — _ _ |7t _

31

) = arccos <L> = arccos(1), odtud

f: sin(x)-3sin(x)dx

QY = arccos(

lsinColl-l13 sin(x)|| v2m 3v2m
2 2
=0
b)
sin(3x) Y
NEBY VAR
sin(x)

Obr. 22: Grafické znazornéni funkci sin(x) a sin(3x)

fo “sin() - sin(3x) dx = fo “sin() - (sin(x) - cos(2x) + sin(2x) - cos(x))dx =
= jo “sin(x) - (sin(x) - (cos?(x) — sin?(x)) + (2 - sin(x) - cos (x)) - cos(x) )dx =
= jo sin(x) - (sin(x) - cos?(x) — sin(x) + 2 - sin(x) - cos?(x))dx =

= jo “sin?(x) - cos? (x) — sin(x) + 2 - sin?(x) - cos?(x)dx =

= fn3 - sin?(x) - cos?(x) — sin*(x)dx =
0

=Ln<%'1_+m>_%'<1—2'COS(ZX)+1_%M>M:
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T3 3 1 1 1 1
=f §—§'COS(4X)——+—'COS(2X)——+—'COS(4x)dx=
0
3 3

4 2 8 8

T - cos(4x 1 cos(2x 1 cos(4x
=f——#——+ (20) 1 cos(4x)

. 8 8 4 2 8 8

T3-cos(4x cos(2x) cos(4x T cos(4x cos(2x
[rReostin | cos(i)  costhn) (7 costn) cose)

. 8 2 8 . 4 2
B sin(4x) N sin(2x)\|r _ sin(4m) N sin(2m) sin(4-0) N sin(2-0)\ 0
a 16 4 0 16 4 16 4 B
Jelikoz &itatel ve vzorci cos(¢) = S{fgﬁ_ﬁ? je roven nule, odchylka

@ = arccos(0) = % = 90°,
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4 LINEARNI ZOBRAZENI MEZI VEKTOROVYMI PROSTORY

Definice 12: Necht’ jsou (V,+, ), (V',+, -) vektorové prostory nad stejnym ¢iselnym
telesem (T,+, ), pak linearni zobrazeni ¢ =V — V' je takové zobrazeni, pro které plati
vlastnosti:
a) podminka zachovani grupové operace: Vi,V € V: (U + V) = @(U) + ¢ V),
b) podminka zachovani vysledku soucinu (skalar krat vektor):

VieV,a€T:pla-u) =a- ).

Poznamka: Obé podminky lIze spojit v jednu:
vi,veV,aq,feT:p(a-u+p-9)=a- o)+ p-o{).30

Linearni zobrazeni Ize zadat tfemi zptsoby ¢: R® — R?:
1) Pomoci piedpisu (vzorce) mezi soufadnicemi: v € V @ (V) € V’

V1
2v, + v
Napi. o(B) = @ |V =( 1 3)
pt. (V) <p(v§) Yy — vy — vy

2) Pomoci matice A typu m/n: (V) =A-v

U1
v - - 2 O 1
Napt. (v) =A-v = (1 _1 _1)'<172>
U3

3) Pomoci obrazii bazovych vektori @(e;), ¢ (€3), ..., p(e,)

1 1
Napt. @(e;) = ¢ (8 = (i _01 _11) g) - (i)
0 i 0
p(e) = <p(1 = (i _01 _11) 1) = (_01)
0/, 0
0 0
p(e) = <p((1) = (i _01 _11) 2) = (_11)

Obrazy zakladni baze jsou sloupce matice 4.3t

30 Srov. FAJMON, Bfetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 70-71.
81 Srov. tamtéz, str. 71.
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Priklad 14: Necht ¢: R? —» R? je takova transformace, pii které se kazdy bod oto¢i o 90°
proti sméru hodinovych ru¢i¢ek kolem pocatku. Dokazte, ze ¢ je linearni zobrazeni.

Resenti:

(_y; X)

-y

Obr. 23: Grafické zndzornéni transformace
Z obréazku Ize vyist, Ze se body (x,y) pietransformovaly na body (—y, x), tedy
6)- (%)

(o)~ ()

D-(5)

0(,)=(7) ==+ (=G )6)

@ je tedy maticova transformace a je linearni. 2

Priklad 15: Ukazte, Ze rotace kolem pocatku o uhel 6 definuje linearni transformaci R? — R?
a najdéte jeji standardni matici.*

Reseni:
Vychazime ze zékladnich pojmi pravothlého trojihelniku a goniometrickych funkci.
a
sin(0) = —
c
b
cos(f) = —
c

Obr. 24: Pravouhly trojuhelnik

32 Srov. FAJIMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 74.
3 Srov. tamté, str. 75.
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y y 1
1 ———— Tl
72-) '/ — _1; - \
cos(6) - vz 6 V1 \sin(0) - v,
o 7 1 =x —1 1 x
1 —sin(0) vy ' cos() - v

Obr. 25: Grafické znazornéni linearni transformace

1 cos(e)) o ’
( ) ” (sin(e) ... vyplyva z obrazku

0 —sin(G)) ., .
(1) - (cos(e) ... vyplyva z obrazku

_ (cos(8) —sin(0)
A= (sin(H) cos(6) )

Priklad 16: Naleznéte maticové vyjadreni a) otoceni grafu y = x se stiedem v poc¢atku o thel
60°, b) osové soumérnosti v roving vzhledem k ose y = x, ¢) sloZeni zobrazeni a) a b).%*

Reseni:
y
1 P
----- ---~ // y — x
60°
1 X
Obr. 26: Otoceni grafu y = x se stfedem v pocatku o thel 60°

a)

__(cos(8) —sin(6)

A= (Sin(e) cos(6) )
_(cos (60°) —sin (60°)
B (sin (60°)  cos (60°) )

1 V3

2 2
A=

V31

2 2

3 Srov. FAJMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 75.
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b)

)~ ()
D)= (o)
¢}

) Matice zobrazeni, ktera vznikne slozenim zobrazeni a) a b):

/% _£\=/0-%+1-<—§> 0-—

3
2

/N

SRRk O

>

V3

4 . 1 = O 1 . 2

v—>BAv—(1 0) k\/g 1) k . 3 3
- > 1'E+0'7 1'<—7>+0'

2

Priklad 17: Naleznéte maticové vyjadieni osové soumérnosti v rovin€ s 0SOU y = 2.35
Reseni:
y y
- x X 2 -
Ty = > Ty =
X X

’ v c v X
Obr. 27: Osova soumérnost v roving s 050U y = >

7-()- 0
O~ 56-6

% Srov. FAJMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 135.
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uz = (—12) - (_21)
(_12) _’_(Z Z) ' (_12) = (_21)

Dostaneme Ctyfi rovnice o ¢tyfech neznamych, jejichz vysledky jsou:

3 4 4 3
1=5 =5 Ty 5
3 4
5 5
A=ls s
5 5

Jakykoli vektor ¥ se zobrazi na vektor A - v.

Priklad 18: Najdéte ortogonalni projekci vektoru v = (1, 3, 2) do sméru vektoru
u = (1,—1, 2) (do podprostoru L(u)).

Reseni:
Projekce je linearnim zobrazenim ¢: R3 — R3. Ze vzorce (4) vyplyva:

v 5 u

. 1 skal(B,4) _, vuy +vouy +vgug [ 1

v=|V2 |- W u > > > |l Uz
Vs skal(u, u) uy +u; +us

2
1 ul uluz U1U3 vl
| uu, u% U Uz |- | V2 | =

Us

=3 2 2

UiUsz Uy U3 u% VU3
1
3
1 1 -1 2 1 1
P+(D*+22 \, 5, 4 5 3
2
3
2
TSN A Y
S o - 2 2 2 " 1U2 5 .
skal(w, u) Wt U \wuy gu,  ul vy

Projekce R3 do sméru jednotkového vektoru 1 ma matici % - U”, coZ je soucin vektorii typu
3/1 a 1/3, tedy vysledkem tohoto soucinu bude matice typu 3/3. Srovnanim soucinu skalarniho
zlomku s vektorem na prvnim fadku a soucinu skalaru s matici a vektorem na druhém fadku
odvozeni Ize prokazat rovnost, tedy se jedna jen o jinou formu zapisu.
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Pokud by byl tedy vektor % jednotkovy, ¢len =~ Ve vzorci se bude rovnat ¢islu 1

2 2
uyt+us+us

a v matici zobrazeni 1 - 4T nebude uveden.

Priklad 19: Necht' [ je piimka prochéazejici po¢atkem v R?, dile P line4rni transformace,
ktera promita vektor ¥ na ptimku [ a nakonec F(v) transformace, ktera zobrazi vektor ¥ na
vektor F (%) osové soumérny vzhledem k ose soumérnosti 1.3

a) Naleznéte matici linedrniho zobrazeni projekce ¥ do sméru u piimky |.

Reseni:
Pouzijeme vzorce (4) a (7) v dimenzi 3, pfevedeme je do dimenze 2 a ziskame:

o 1 uz wuy\ (N
PO)=%=———" 2 |\

y

Obr. 28: Linearni zobrazeni projekce ¥ do sméru u ptimky .

b) Naleznéte matici osové soumérnosti vzhledem k ose prochézejici pocatkem, jehoz smerovy
vektor je u.

ResSeni:

>\ — 2 ui  wu, 1 —u? —u3 0 v\
F@) = i \wu, @) T@ra 0 —u? —u3 -(UZ)_
1Tu; \Ui 2 1tu; 1~ Uz
B 1 (2uf-uf—ui 2uu, -0 \| (vl) _ 1 fui-ud 2uu, (vl)
u? +us \ 2ugu, — 0 2ui—ui—uj 2/ uZ +ud \2ugu, ui-u?) \v2
Ve vyse uvedeném odvozeni jsme vyjadiili vektor F(¥) jako 2X — ¥, viz Obr. 28 a vyuzili

toho, 7e matici projekce ¥ do sméru vektoru U zname z piikladu a), tuto projekci X
vynéasobime dvéma a dostaneme vektor 2%, pak ode¢itdme jen vektor ¥, a zde namisto matice

3 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 224.
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2

> >; timto zptsobem lze pii souctu
u1+u2

(_01 _01) lze psat matici

vektori 2X a —v prvky na diagonale ¢aste¢né odedist.

—u? —u? 0
0 —u? —u?

¢) Naleznéte matici F (¥), pokud thel 6 je mezi kladnou osou x a piimkou I.

ReSeni:

Totéz jako b) vyse, pouze do odvozeni b) dosadime u, = ||U]| - cos(0); u, = ||| - sin(H).
cos(260) sin(260)
sin(20) —cos(20)
v roving vzhledem k ose prochazejici pocatkem zavisi pouze na thlu 8 mezi kladnym smérem

Dostaneme F(ﬁ)=( ) odkud Ize dovodit, Ze osova soumérnost

0Sy x a osou soumernosti.

u, = [ull - sin(6) -~ "9 /20

Obr. 29: Nalezeni matice F ()

d) Nakreslete graf, ve kterém dokézete, ze F(¥) je linearni.’

Resenti:

osa

2F (i) + 3F (D)

Obr. 30: Graficky dikaz linearity F (V)

37 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 224.
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Ad priklad 10: Najdéte ortogonalni projekci vektoru ¥ = (1, 3, 2) do roviny
U={[x,yz:x—y+2z=0}

Reseni:

Zpusob 4.

Tento zplisob je prepisem zpusobu 3 s vyuzitim maticové reprezentace linearniho zobrazeni
projekce: nejprve ortogonalizujeme bazi prostoru U (Gram-Schmidtovym ortogonaliza¢nim
procesem):

ﬁ
1 1 (57\
Projekce | 3 )doL | |3 ],| —¢
1 1 \_gg
5
skal(v,ey) _, skal(v,e;) _,
skal(er, &) ' skal(es, &) 2

2
1 e11 11612 €11€13 (171) 1

-

e+

ez€11 el  €12613 v

2 2 2 2 2 2
er; t e, +eqs V3 ey t ey texs

2
€21 €21€22 €21€33 U1
ex1€22  e2,  €22€23 || V2 | =

2
€21€23 €5,€53 €53 U3

2
€13€11 €12€13 €13

2

1 €11 €11€12 €11€13 1
== > > | €12€11 ez, €12613 | +
e;; t ey +eqs 2

| 813811 912613 613

e51 1€y €xe V1
€122  es,  €22€23 ||- <Vz> =
€21€23 €y,€y3 €33 V3
i 98 343 1372

25 25 25 "
; 25 | 343 49 196 || (5)_
) 3234 25 25 25

1372 196 784
: 49 25 25

2 2 2
ey T ey texs

Il
/-~
=W
w O w

wl-pw|gw|l\:

Projekce R3 do roviny prochazejici podatkem s ortonormalnimi bazemi e;, e, ma matici
— —T — —T v e . , r . r

(el ‘e tepre, ), coz je matice typu 3/3. Ortonormalni vektory jsou takové vektory,
jejichz  velikost je rovnal. V pfipadé ortonormalnich vektord tedy Cinitele

1 C C o S . . -
——— d————— ve vzorcich jsou rovny jedné, takZe vyslednd matice zobrazeni je
eniteipxteys ey teytegs

v w —s —T —T
skuteéné pouze (e e; +e; e, ).
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Definice 13: Ortogonalni matice je realna ¢tvercova matice, jejiz inverzni matice je soucasné
matici transponovanou. Radky (sloupce) této matice jsou ortogonalni a soucasné jednotkové
(ortonormalni).®

Véta 2: Sloupce matice Q typu m X n tvofi ortonormalni mnozinu prave tehdy, kdyz

QTQ =In.

Dukaz:
0 pokudi #j
(QTQ)ij = { P J

1 pokudi=j

Necht’ g, oznacduje i-ty sloupec matice Q (tedy i i-ty fadek QT). Protoze (i,j) zéapis QTQ je
vysledkem soucinu i-tého fadku QT a j-tého sloupce Q, z toho vyplyva, ze

(Q"Q)ij = q, * q, (vychazime z definice sou¢inu matic).

Nyni sloupce Q tvofi ortonormalni mnozinu tehdy, pokud:

- 0 pokudi #j

@4 :{1 pokud i ="

Podle rovnice (Q7Q);; = q, - q, tedy plati:

0 pokudi #j

@"Q)y = {1 pokud i = '’

39

¢imz je véta dokazana.

Definice 14: Matice Q typu n X n jejiz sloupce tvofi ortonormalni mnozinu se nazyva matice
ortogonalni.*

Definice 15: Ortogonalni zobrazeni je takové linearni zobrazeni, jehoz matice je ortogonalni.
Véta 3: Ctvercova matice Q je ortogonalni pravé tehdy, kdyz Q= = Q7.
Diikaz:

Podle véty 2 je matice Q ortogonalni pravé tehdy, kdyz QTQ = I,. To plati, pokud K ni
existuje matice inverznia Q' = Q7.4

38 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 374.

3 Srov. tamtéz, str. 374.

40 Srov. tamtéz, str. 374.

41 Srov. tamtéz, str. 374.
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Véta 4: Jestlize Q je ortogonalni matice, tak plati: a) pro kazdé ¥ patiici do R™ plati

lQX]| = |IX]| (ortogonalni zobrazeni zachovava velikost vektor®l), b) pro kazdé X,y patiici
doR™ plati skal(QX,Qy) = skal(X,y) (ortogonalni zobrazeni zachovava vysledek
skalarniho soucinu).

Véta 5: Necht’ Q je ortogonalni matice typu n X n. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
a) Q je ortogonalni,
b) 11QX|| = |IX|l, X € R™, tj. ortogonalni zobrazeni zachovava velikost vektoru.
c) skal(QX,Qy) = skal(X,y), X,y € R™, tj. ortogonalni zobrazeni zachovava vysledek
skalarniho soucinu vektora.

Dukaz:

Dokazeme fetézec implikaci a) = ¢) = b) = a):

a) =0¢)

Jestlize Q je ortogonalni matice, tak plati QT Q = I (viz véta 4); odtud plyne, Ze
skal(Q%, Q) = (Q®¥)"- QY =%7Q"Qy = x"1y = X"y = skal(%, ).

c)=Db)
Pokud x = y, dostaneme ze skute¢nosti ¢), tj. z faktu skal(Qx, Qx) = skal(X, X), ze plati

102l = /skal(QZ, Q%) = /skal@ D) = IIZ]l.

b) = a)
Implikaci b) = a) dokazeme ve dvou krocich, nejprve dokazeme b) = ¢), a poté ¢) = a).

Vychazime ze vztahu skal(¥X,y) = %- 1% + yI? — i - ||X — §||2, ktery nyni dok4Zeme:

> o 1 - =112 1 - =112
skal(%,y) = 21X+ YII* =2 llx = ylI* =
4 4
1

- > > - 1 - > o -
- (IIX11? + 2 - skal (X, y) + I¥I1*) — i (1Z1* = 2 - skal(%,y) + I¥lI*) =

(XN + 2 - skal(®,3) + IFN* = IIXII1* + 2 - skal (%, 7) — I7I1>) =
1

-skal(X,y) + 2 - skal(%,)) = 7 (2 - (skal(%,y) + skal(%, )7))) =

. (2

> - > > 1
' (Skal(X, y) + skal(X, }’)) =5 (11 + X2Y2 + x1Y1 + X22) =
. (2

(eyy + xz)’z)) = x1y1 + Xy, = skal(%,y)

N RN =B =D =

kl—>—> =l - —>2_l_ 23 2:1. - SN2 12 — 212 —
skal(x,y) = 2- X+ yII* — - 1% = ylI* = 2~ (IX + ylI° = [IX = ylI¥)

1 - - - - 1 - - - -
=1 Q- E+PI*=1Q-E-=NI*) = 7 (10X + Qy1I* — 110X — Q¥ II*) =
= skal(QX, Qy), pro viechna X,y € R", coz dokazuje b) = c).
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Nyni dokazeme c) = a), protoze jsme praveé dokazali b) = c). Mizeme vyuzit platnost b) i c).
Pfedpokladame, Ze vztah b) plati a g, oznacuje i-ty sloupec Q. Pokud e, je i-ty standardni
bazovy vektor, pak plati g, = Qe,. Tudiz

N — > — — (0 pokudi=#j

q."q, :Qel'Qe] =e-¢ :{

1 pokudi=j"
Sloupce Q tedy tvoii ortonormalni mnozinu, takze Q je ortogonalni matice, tedy plati a).
Diikaz je hotov, dané tfi vyroky jsou ekvivalentni. 42

Priklad 20: Necht Q je ortogonalni matice typu 2 X 2 a necht’ ¥ a y jsou vektory v R2. Je-li
6 thel mezi ¥ a y, dokazte, ze Gthel mezi Q% a QY je také 6.%3

Reseni:
skal(X,y) _ skal(QX,QY)
X0 -1yl lexll - lleyll

= cos(QX%, QY)

cos(X,y) =

Priklad 21: Dokazte, Ze ortogonalni matice typu 2 X 2 ma vzdy tvar

a —b a b a. . , cos(0) —sin(0)
a) (b 4 ) nebo (b —a)’ kde (b) je jednotkovy vektor, b) (sin(e) cos(8) ) nebo

cos(8) sin(0)
(sin(H) —cos(H))' kde 0 < 6 < 2m.*

Reseni:
a)

Matice je ortogondlni pravé tehdy, kdyz plati Q7Q = I,,.
HRCAHE
(Z _ab) ' (Z _ab) - ((1) (1))

b)
Dokazano v ptikladu 15.

Definice 16: Linearni transformace ¢ vektorového prostoru V' rozumime linearni zobrazeni
@:V = V. Toto zobrazeni lze tedy reprezentovat &tvercovou matici 4.

Definice 17: Vlastni vektor linearni transformace ¢:V — V je takovy nenulovy vektor ¥,
ktery se zobrazi na sviij vlastni nasobek, tj. A - v = 1+ U.
Cislo A se nazyva vlastni hodnota (&islo) nalezejici k vektoru  vzhledem k zobrazeni ¢.*¢

42 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 375.

43 Srov. tamtéz, str. 377.

4 Srov. tamtéz, str. 377.

4 Srov. FAJMON, Bfetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 87.

46 Srov. tamtéz, str. 109,
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Véta 6: Pokud A je realna symetricka matice, pak vlastni hodnoty matice A jsou realné
a navzajem riizné.*’

Piiklad 22: Naleznéte vlastni hodnoty a vlastni vektory linearniho zobrazeni zadané matici
1 0 -4 1 0 0
A=(0 —4 0),vbézie—1’=<o>,e—2’=<1>,55=(0).48
-4 0 1 0 0 1

Reseni:

Nalezeni vlastnich vektori a hodnot ¢tvercové matice A zadavajici linearni transformaci
vektorového prostoru V.

A V=1UV=A-E-v

(A-A-E)-v=0.

V prvnim kroku nalezneme vSechny vlastni hodnoty matice A.

Charakteristicka rovnice matice A:
1 0 0 1 0 -4 A—-1 0 4
AE—A=/1(0 1 0)—(0 —4 O>=< 0 A—=(—4) 0 )
0 0 1 -4 0 1 4 0 A—-1

Charakteristicky polynom matice A

A=1 0 4
p(D)=detQE—-A) = 0 A—(-4) 0 [=23+222-231-60=
4 0 A-1
=A+4)-A+3)-(4-5)
ma koteny A, = —4, A1, = —3, A3 = 5, coZ jsou vlastni hodnoty matice A.

Ve druhém kroku nalezneme vlastni vektory piislusné k vlastnim hodnotam matice A.

A = —4

2 0 /—4-1 0 4 0

(A—(—4)-E)-(Vz> = (o): ( —4—(-4) 0 o) =
Vs 0 0 —4—1l0

0
4
0 -5 0 4]0 -5 0 4|0
=(0)=(0 0 00>~<0 0 00)
0 4 0 -=5I0 0 0 210

U11=0,v12=t,vl3=0,tER

47 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 401.
8 Srov. FAJMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 111.
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0
Vlastni vektor v; = <1>

0
Ay =3
vy 0 /-3-1 0 4 0
(A—(—3)-E)-<Vz>=<0>=< 0 -3-(-4 0 0>=
Vs 0 4 0 —3—1lo
0\ /-4 0 40\ /-4 0 40
=(0):(0 1 00>~<0 1 00)
0 4 0 -—4lo o o olo

v21=t,U22=0,v23=t,tER

(9

Vlastni vektor v, = <0) znormalizujeme a ziskame v, =
1

o sl>

A3 =5
2 0\ /5-1 0 4
(A—4-E)-<vz>=<o):( 0 5-(-4) 0
Vs 0 4 0 5-1

0 4 0 4]0 4 0 4|0
=10):{0 9 0O[0)~[{0 9 0]0
0 4 0 410 0 0 olo

U31:_t,v3220,v33:t,tER

2)

0
0
0

1
Vlastni vektor U3 = < 0 ) znormalizujeme a ziskdme v; = 0 |.%°
1 L
V2

9 Srov. FAJMON, Betislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 111-112.
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Véta 7 — Spektralni véta:

Pokud A je realna matice tvaru n X n, pak A je symetricka pouze tehdy, pokud je ortogonalné
diagonalizovateln4,® tj. existuje diagonalni matice D, pro kterou by platilo H™ - A-H = D,
kdy HT = H™1,

Definice 18: Diagonalni matice je ¢tvercova matice, ktera ma nenulové prvky pouze na hlavni
diagonale. Regularni matice je étvercova matice, jejiz determinant je riizny od nuly.>

Priklad 23: Naleznéte ortogonalni matici H (tj. ortonormalni bazi) a diagonalni matici D pro

5 0 0
zobrazeni zadané matici a) A = (11L D, b) A = (\/17 \{)E), C)A = (0 1 3>.52
0 3 1

Resent:
a)

Charakteristicka rovnice matice A:
w-a=1(y 1)-(G D=6 2-G D=05" ;20
Charakteristicky polynom matice A

p =detGE-=[""* T |=0-9-0-v-1=2-81+15=

=A-3)-(1-5)
ma kofeny 4; = 3 a A, = 5, coz jsou vlastni hodnoty matice A.

A

Diagonélni matice ma tvar D = (3 (5))

Vlastni vektory nalezici vlastni hodnoté 4; = 3 jsou feSenim homogenni soustavy rovnic
S matici

(/11 -4 -1 ) _ (—1 —1)
-1 y-4)"\1 1)
Jeji feSeni maji tvar (a, —a) pro a € R, zvolime vlastni vektor, ktery ma délku 1,

napf. (%, — %)

Vlastni vektory nalezici vlastni hodnoté¢ A, =5 jsou feSenim homogenni soustavy rovnic
S matici

(/12—_14 /12_—1 4) - (—11 _11)

Jeji feSeni maji tvar (a, @) pro a € R, zvolime vlastni vektor, ktery ma délku 1, napf. (\/%,%)

50 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 403.

51 Srov. FAJMON, Bfetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 113.

52 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 407.
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Ortogonalni matice mé tvar H =

N
<l
ﬁl"‘wl"

b)

vz V3\_(A-1 -2
oaea (5 D= (5 D=2
p(/1)=det(/1E—A)=‘A_?/_21 ‘f‘=(1—1)-1—(—«/2-(—«/5))=,12_,1—z=
—(A+1D)-(A-2)

Vlastni hodnoty matice A jsou A, = —1aAl, = 2.

Diagonalni matice ma tvar D = (_1 0)

0o 25
Vlastni vektory nélezici vlastni hodnoté 4; = —1 jsou feSenim homogenni soustavy rovnic
S matici
(Al 1 —x/E) _ ( —2 -ﬁ)

Vlastni vektor 5; = (\/Z—g, \/%)

Vlastni vektory nalezici vlastni hodnot¢ A, = 2 jsou feSenim homogenni soustavy rovnic
S matici

</12 -1 —\/E> _ < 1 —\/7)
-2 2 -2 2/
Vlastni vektor s, = (%, - %)

Ortogonalni matice mé tvar H =

c)

1 0 O 5 0 0 A 0O 5 0 0
)lE—A=)l<0 1 O)—(O 1 3>=<O A 0)—(0 1 3>=
0 0 1 0 3 1 0 0 2 0 3 1
A=5 0 0
=( 0 A-1 —3)
0 -3 1-1
A=5 0 0
0 A-1 =3

0 -3 1-1
=A+2)-1—-4)-(4-5)

p(d) = det(AE — A) = = 13— 712421 +40 =
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Vlastni hodnoty matice A jsou A; = =2, 4, = 4, 13 = 5.

-2 0 0
Diagonalni maticematvarD = 0 4 0.
0 0 5

=5 0 0 -7 0 0
( 0 A -1 —3)=<o -3 —3)
0 3 -1 0 -3 -3
Vlastni vektor s; = (1,0, 0)
A, — 5 0 0 -1 0 0
( 0 A, —1 -3 ) = ( 0 3 —3)
0 3 -1 0 -3 3
Vlastni vektor s, = (0, L L)
A3 —5 0 0 0 0 O
( 0 A3 —1 -3 |= (0 4 _3>
0 3 -1 \o
‘ —=(op L L
Vlastni vektor s3; = (O, oL 2)

1 0 0
1 1

H= V2 W2
1 1
0__
V2 W2

Ad priklad 22: Najdéte diagonalni reprezentaci D linearni transformace @: R® — R3 zadané

1 0 -4
symetrickou maticiA={ 0 -4 0 ).
-4 0 1

Vlastni hodnoty matice A jsou A; = =4, 4, = =3, A3 = 5.

-4 0 O
Diagonalni maticematvarD =| 0 -3 0 |.
0 0 5

Vlastni vektory pfislusné k vlastnim hodnotam matice A jsou
0

M =—4 v = <1>,
0

%3 Srov. FAJMON, Bfetislav. Algebra 2 [online]. Brno: Masarykova univerzita, 2022. Str. 113.
45




46



5 KVADRATICKE FORMY

Vyjadieni formy ax? + by? + cxy se nazyva kvadratickd forma v proménnych x a y. Také
ax? + by? + cz? + dxy + exz + fyz je kvadraticka forma v proménnych x, y a z. Slovné
muzeme vyjadrit kvadratickou formu jako soucet ¢lentl, z nichz kazdy ¢len je stupné dva, tedy
5x% — 3y? + 2xy je kvadraticka forma, naopak x? + y? + x kvadratick4 forma neni.

Kvadratické formy lze vyjadtit pomoci matic:

ax? + by? + cxy = (x,y) (C?Z cl/)Z) (;)

a d/2 e/2\ ,x
ax? + by?+cz? +dxy +texz+ fyz= (x,y,2)| d/2 b f/2 (y)
e/2 f/2 ¢ z

Ob¢ vyjadieni maji formu ¥T A%, kde matice A je symetrickd. Z této skute¢nosti miizeme

formulovat nasledujici definici.>

Definice 19: Kvadratickd forma v n proménnych je funkce f: R™ —» R tvaru f(¥) = ¥T AX,
kde A je ¢tvercova matice n Xna X je VR™, X je sloucovy vektor proménnych a X7 je
fadkovy vektor proménnych. Matice A tedy uréuje formu f.>°

Priklad 24: Naleznéte kvadratickou formu matice A = (_23 _53)
Reseni:

- - - 2 _3 xl x
f@ =A% = (a3 (55 ) (i) = @ =330, -30 + 532 ) =

= 2x? + 5x2 — 6x;x,

Vsimnéme si, Ze prvky vedlejsi diagonaly matice A a,, = a,; = —3 se zkombinuji tak, aby
vznikl koeficient —6 u x;x,. Tato skutecnost plati obecné, proto kvadratickou formu mtizeme
vyjadfit v n proménnych takto:

f() = XTAX = a1 x2 + apox2 + -+ + appx + Z 2a;%;y;
i<j
(pokud i # j, koeficient u sou¢inu x;y; je 2a;;).®

54 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 408-409.

% Srov. tamtéz, str. 409.

% Srov. tamtéz, str. 409.
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Priklad 25: Naleznéte symetrickou matici A kvadratické formy x? — x2 + 8x;x, — 6x,x3.°"

ReSeni:
x2 — x5 4 8x1x, — 6X,x3 = 1x% + 0x% — 1x3 + 8x;x, + 0x; X5 — 6X,x3 =

1 4 0 Xy
=(x,x,x3) |4 0 =3||x
0 -3 -1/ \x3

1 4 0
A=(4 0 -3
0 -3 -1
X1
x = <x2)
X3
Grafy kvadratickych forem
V piipad¢ kvadratickych forem ve tvaru f(x,y) se dvéma proménnymi lze jejich graf

znazornit v prostoru R3.

z = f(x,y) = 2x* + 3y?

—_— e e e e e e = = = = = = = =
~N

X Y

Obr. 31: Graf kvadratické formy z = 2x2 + 3y?

57 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 409.
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z = —2x? — 3y?

Obr. 32: Graf kvadratické formy z = —2x? — 3y?

Obr. 33: Graf kvadratické formy z = 2x?
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Obr. 34: Graf kvadratické formy z = 3y?

Tento typ kvadratickych forem ma pouze prvky na hlavni diagonéale matice, naptiklad

2 0\ X
z(x,y) = 2x% + 3y? = (x,y) (O 3) (y)
Matice kvadratickych forem je symetrickd matice, ktera mutze byt diagonalizovatelna.
Z tohoto faktu vyplyva, Ze vhodnou Upravou mizeme eliminovat prvky na vedlejsi diagonale.

Necht f(¥) = ¥T A% je kvadratickd forma v n proménnych, kde A je &tvercova matice typu
n X n. Podle Spektralni véty (véta 7) existuje ortogonalni matice @, kterd diagonalizuje matici
A, tedy QTAQ = D, kde D je diagonalni matice zobrazujici vlastni ¢isla matice A.

Kdyz zavedeme transformaci soufadnic ¥ = Qy, neboli ekvivalentné y = Q71 = QT%,
dostaneme XTAX = (Q))TA(Qy) = yTQTAQy = yTDy, coz je kvadraticka forma s prvky
pouze na hlavni diagondle, protoze D je matice diagondlni. Pokud jsou 44, ..., 4,, vlastnimi
hodnotami matice A, pak matici D mizeme zvolit

A - 0
0 - A,

Pokud ¥ = (y4, -+, y,)T, pak s ohledem na nové proménné zapiseme kvadratickou formu

-

YDy = Myi + -+ My
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Tento proces se nazyva diagonalizace kvadratického tvaru a je obsahem tzv. tvrzeni
0 hlavnich osach.%®

Priklad 26: Diagonalizujte kvadratickou formu a) 2x2 + 5x2 — 4x;x,,

b) x2 + x2 — 2x1x, + 2x,%3.%°

Reseni:
a)

Nejprve nalezneme symetrickou matici A kvadratické formy 2x2 + 5x2 — 4x,x,.
- x
2x% + 5x% — 4x1x, = (%q,%5) - ( 2 2) . ( 1)

2 5/)\x
A= (—22 _52)

v =(5)

Nyni nalezneme vlastni hodnoty a vektory matice A.

AE -4 =’1((1) 2)_(—22 _52) - (g ?1)_(—22 _52) - (/1;2 /135)
p(1) = det(AE — A) = |’1;2 /135| —(1=2) (A—5)—4=

=A24+514+21+10—-4=22>-71+6=(1—-1)-(1—6)
Vlastni hodnoty matice A jsou 4, = 1, 1, = 6.

=1
-10-(,) =) (2% 126l =0): G Zl)~Co o)
Vi1 =2t, v, =t tER

(1)

Vlastni vektor v; =

U'llHU'llN

A =6
-5 (7)

O (3 2400 ¢ 16 3

1
U21:_Et,v22:t,t€R

%8 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 411.
%9 Srov. tamtéz, str. 423,
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(3

_¥s
Vlastni vektor v, = °
V5
2z _\
Ortogonalni matice ma tvar H = 15 25
5 5
2 1
Inverzni matice K matici ortogonalni ma tvar HT = H™1 = \/35 \/25 .
BEERE

Diagonélni matici vypocitame podle vztahu D = HT - A - H.

E (2 &

V5 5 - V5 5

D=k V5 2)'(—22 52)'k\/1§ 25)=((1) 0
5 45 NG

o (5 o) (L) =vi+6v3

b)

1 -1 0 X1
X2 4 x% — 2x.%, + 2x503 = (X4, X5, X3) * (—1 0 1) . <x2>
0 1 1 X3
1 -1 0
A= <—1 0 1)
0 1 1
X1
()
X3

1 0 O 1 -1 0 A—-1 1 0
AE—A=2110 1 O)—(—l 0 1>=< 1 A—-0 -1
0 0 1 0 1 1 0 -1 1-1

A—-1 1 0
1 A-0 -1
0 -1 1-1

Vlastni hodnoty matice A jsouA; = 2,4, = =1, 13 = 1.

p(d) = det(AE — A) = = —224+3—-21=(x-2) (x2—1)
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1122

V1 0 2—-1 1 0

(A—Z-E)-<v2>=<0)=( 1 2-0 -1

U3 0 0 -1 2-1

0 1 1 010 1 1 00

=<0>=<1 2 —10>~<0 -1 10)

0 0 —1 110 0 0 olo
Vi1 = —t, v, =t v3 =t tER

3)

0
0
0

)=

_1
Vlastni vektor v; = \/% .
Y
V3

22:—1

U1 0y ([-1-1 1 0

(A—(—l)-E)-(v2>:<o>; ( 1 1-0 -1

s/ A0 0 -1 -1-1

0 -2 1 0]0 -2 1 0]0

(5 (e o

0 0 -1 -2I0 0 0 010
Uy = —t, Uy = —2t, V3 = t, t ER

i

Vlastni vektor v, = | —

0
0)-
0

TSl Gl

s

13:1

U1 0 1-1 1 0
(A—l-E)-<Uz>:<());< 1 1-0 -1
Vs 0 o -1 1-1

0 0 1 010 1 1 -1)0
=<0>:<1 1 —10)~(0 1 0 0)
o/ \0o -1 olo/ \o o olo

v31=t’v32=0|v33=t,tER

0
0=
0
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L
V2
Vlastni vektor v; = 0 |.
1
vz

411
ﬁ%ﬁw
H=| = —Z o
| V3 V6
\L LL/
V3 V6 V2
2411
% 7 7
HT_H—l_I_i_iil
_k% 6 V6
1 4, L
V2 V2
2411 211
V3 V3 V3 V3 V6 V2
pemroane|l oL 2 (TN L 2 L
B | Ve V6 V6| \y 1 1 V3 6 B
1 o, 4L 1 11
V2 V2 V3 V6 V2
V3 243 2y3\ , 1 1 1
3 3 3 V3 V6 2 2 0 o
_| Y6 Y6 _v6 L 2 o l={0 -1 o
| T 3 "w || Vv3 V6 o o0 1
Lo, )il o1
V2 V2 V3 V6 V2

2 0 0\ /N
uy2y) [0 =1 0] (Y2 |=2yf —y5+ V5

0 0 1/ \Js

Definice 20: Kvadraticka forma f(X¥) = ¥ AX je klasifikovana jako jedno z nasledujicich:

1. pozitivné definitni, pokud f(¥) > 0 pro viechna X # 0,
pozitivné semidefinitni, pokud f(x¥) = 0 pro vechna X,
negativné definitni, pokud f(X) < 0 pro vSechna X # 0,
negativné semidefinitni, pokud f(X) < 0 pro vSechna X,
indefinitni, pokud f (%) nabyva kladnych i zdpornych hodno

ok wn

t.60

80 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 412.
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Symetrickd matice A se nazyva pozitivn¢ definitni, pozitivné semidefinitni, negativné
definitni, negativn¢ semidefinitni nebo indefinitni, pokud ma ptibuzna kvadraticka forma
f (%) = T A% odpovidajici vlastnosti.®

Véta 8: Necht A je étvercova matice, pak kvadratickd forma f(X) = ¥T AX je

a) pozitivné definitni, pokud jsou vSechna vlastni ¢isla matice A kladna,

b) pozitivné semidefinitni, pokud jsou vSechna vlastni ¢isla matice A nezaporna,
C) negativné definitni, pokud jsou v§echna vlastni ¢isla matice A zaporna,

d) negativné semidefinitni, pokud jsou vSechna vlastni ¢isla matice A nekladna,
e) indefinitni, pokud ma matice A kladna a zaporna vlastni ¢&isla.®?

Priklad 27: Urcete, zda je kvadraticka forma a) —2x? — 2x% + 2x,x,,
b) x# + x5 + x5 + 2x,x3 pozitivné definitni, pozitivné semidefinitni, negativné definitni,
negativné semidefinitni nebo indefinitni.%

Regeni:

a)

—2x% — 2x5 + 2x1%5 = (%4, %) - (_12 _12) ' (2)
A= (_12 —12)

Nalezneme vlastni hodnoty matice A.

AE—A= ’1((1) (1)) - (_12 —12) - (/1—+12 /1_+12)

p) =decE - =["*? “LI=2+1a143=0+3)-0+D
Vlastni hodnoty matice A jsou 4; = —3, 4, = —1.
JelikoZ jsou obé& hodnoty matice A zaporné, je kvadraticka forma negativné definitni.

b)

10 1\ /%
xf+x§+x§+2x1x3=(x1,x2,x3)-<0 1 0>-<x2>
1 0 1
1 01
A=<O 1 0)
1 01

X1
X3

61 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 413.

62 Srov. tamtéz, str. 413.

8 Srov. tamtéz, str. 424,
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Nalezneme vlastni hodnoty matice A.

1 0 O 1 0 1 A—-1 0 -1
AE—A=2|10 1 0|—{0 1 0= 0 A—-1 0
0 0 1 1 0 1 -1 0 A—-1

A—-1 0 -1
0 1-1 0
-1 0 A—-1

Vlastni hodnoty matice A jsou A, = 0,4, =1, 13 = 2.
Jelikoz jsou vSechny tii hodnoty matice A nezaporné, je kvadratickd forma pozitivné
semidefinitni.

p(1) = det(AE — A) = =B-32+21=1-(A-1)-(A1—2)

Véta 9: Necht f(¥) = ¥TAX je kvadratickd forma spjata se ¢tvercovou matici A. Necht
vlastni ¢isla matice A jsou A; = A, = -+ = A,,. Pak plati nasledujici body pro [|x|| = 1:
a) A = f(X) = A,
b) maximalni hodnota f (X) je A;. Tato skute¢nost plati, pokud X je jednotkovy vlastni
vektor odpovidajici 4,
c) minimalni hodnota f(X) je 4,. Tato skute¢nost plati, pokud X je jednotkovy vlastni
vektor odpovidajici 4,,. 64

Tato kapitola vyuzivd vlastni Cisla a vlastni vektory, aby byla nalezena baze, ve které
kvadraticka forma ptechazi do diagonalniho tvaru, protoze matice kvadratické formy je redlna
symetrickd, a vSechna jeji vlastni ¢isla jsou navzajem riznd. Ztoho wvyplyva, ze
z diagonalniho tvaru lze klasifikovat kvadratické formy, viz definice 20 a véta 8.

64 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 414.

56



6 GRAFY KVADRATICKYCH ROVNIC

6.1 Obecna kvadraticka rovnice se dvéma proménnymi

Obecna kvadraticka rovnice se dvéma proménnymi x a y ma tvar
ax?> +by*+cxy+dx+ey+f =0,

kde alespoii jedno z a, b nebo ¢ je nenulové. Mnoziny bodua [x, y], které jsou feSenim dané
kvadratické rovnice se dvéma proménnymi se nazyvaji kuzelosecky, nebot’ je lze ziskat jako
fezy na kuzelové plose.®® Nejhlavnéjsi ztezi kuzele jsou elipsy (ve zvlastnim piipadé
kruznice), hyperboly a paraboly. Tyto fezy se nazyvaji nedegenerované kuzelosecky.

Prifez kuzele mlze byt i bod, pfimka nebo dvojice piimek. Tyto fezy se nazyvaji
degenerované a vznikaji prinikem kuZzelové plochy rovinou prochézejici vrcholem kuzelové

plochy.®

Definice 21: Z koeficientd obecné kvadratické rovnice se dvéma proménnymi x a y sestavme
dva determinanty:

a b d
A=|b c e,

d e f
_la b
5=|; C|.

Cislo A se nazyva diskriminant kuzelose¢ky, & - diskriminant kvadratickych &lent.

Véta 10: Pouzitim A a § mizeme kuzelosecky rozttidit podle tabulky 1.5

Tabulka 1: Rozttidéni kuzelosecek podle A a §

Regularni kuzelosecka (A # 0) Singularni kuzelosecka (A = 0)

Dv¢ imaginarni ptimky s redlnym
6 >0 Elipsa (realn4 nebo imaginarni) £ p y Y

prusecikem
6 <0 Hyperbola Dvé riznobézky
5=0 Parabola Dvé rovnobézky (realné nebo

imaginarni, rtizné nebo splyvajici)

8 Srov. PECH, Pavel. Kuzelosecky [online]. Ceské Bud&jovice: Jihoeska univerzita, 2004.

ISBN 80-7040-755-7. Str. 56.

% Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 415.

57 Srov. REKTORYS, Karel. Pirehled uzité matematiky. Treti, nezménéné vydani. Praha: SNTL - Nakladatelstvi
technické literatury, 1973. Str.190.
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KruZnice

Obr. 35: Kruznice

Elipsa

Obr. 36: Elipsa



Parabola

Obr. 37: Parabola

Hyperbola

Obr. 38: Hyperbola
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2 2
Elipsa nebo kruh maji rovnici = + 2 = 1, kde a, b > 0.
a b

a>b

a

—”\
% x

T
N

Obr. 39: Elipsa pro a > b.

a<b

\

Obr. 40: Elipsaproa < b

N
)

e
N

Obr. 41: Kruznice pro a = b.
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Parabola
x = ay?, proa > 0.

x=ay? proa<0

y = ax?,proa > 0.

_—
-

Obr. 42: Parabola x = ay?, proa > 0.

N
/ '

Obr. 43: Parabola x = ay?, proa < 0.

Obr. 44: Parabolay = ax?, pro a > 0.
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y=ax?pro a<0

Obr. 45: Parabolay = ax?,proa < 0

Hyperbola
2 y2
; — b_2 = 1, a,b >0
y
\ /
/ \C
Obr. 46: Hyperbola z—z — Z—z =1, ab>0
y2 2
ﬁ_ ; = 1, a,b >0

2 2
Obr. 47: HyperboIaZ—2 — % =1, ab>0
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Priklad 28: Urcete typ kuzelose¢ky zadané rovnici a) x> —y%2 —4 =0, b) x? + 5y% = 25
a nakreslete jeji graf.®

x* y
M a—
4 4
XZ 2
Y
22 2

Resenim kvadratické rovnice je hyperbola.

~ |
AR

2

Obr. 48: Hyperbola )25_2 -L =1

22

b)
x?+5y% =25
x?+5y%2=25 /:25

x2 5 2
x| Sy _
25 25
xz yz

— 3+ =1
2515

2 2

s 2
> (¥5)

1

=1

% Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 424,
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Resenim kvadratické rovnice je elipsa.

T
-

N x
—(V5)
CElinen X2 4 Y2 _
Obr. 49: Elipsa Z; + 5% 1

Priklad 29: Je zadani kuZelose¢ka a)x? +y? —4x —4y+4 =0, b) 2y? + 4x + 8y = 0.
Pouzijte translaci os kuvedeni kuzelosecky do standardni polohy. Identifikujte typ
kuzelosecky, zadejte jeji rovnici v posunutém soufadnicovém systému a nakreslete jeji graf.®

Reseni:

a)

x?+y?—4x—4y+4=0
(x—2)2+(@y—-2)2=4

Provedeme substituci x” = x -2,y =y — 2.

)+ ) =4 /4

~N2 ~N2
OO

1
4 4

Resenim kvadratické rovnice je kruznice.

Obr. 50: Kruznice x% + y% — 4x — 4y + 4 = 0.

8 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 424,

64



b)

2y* +4x+8y =0

4x = —2y* — 8y

4x = -2-(y* +4y)

4x =-2-(y*+4y+4)+8
4x = -2-(y+2)*+8

Provedeme substituci y" = y + 2.
4x =-2-(y)*+8 [:4
- (y)?+2
x=-50
Resenim kvadratické rovnice je parabola.

y=y

Obr. 51: Parabola 2y? + 4x + 8y = 0.

Priklad 30: Je zadana kuZzelosetka 4x? + 10xy + 4y? = 9. Pouzijte linearni transformaci
soufadnic pro uvedeni kuZelosecky do standardni polohy. Identifikujte typ kuZelosecky,
zadejte jeji rovnici a nakreslete jeji graf.”

Regeni:
4x? + 10xy + 4y% = 9
4x? +10xy + 4y* = (x,y) - (g 451) ' (;C’)
4=(5 )
X
xz(y)

0 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 424,
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Nyni nalezneme vlastni hodnoty a vektory matice A.

a4 _(1 0y (4 5_( 0y (4 5_(A—-4 -5
A=4E ‘4_1(0 1) (5 4)—(0 A) (5 4)_(-—5 1—4)
p(1) = det(AE — A) = |’1_‘54 /1‘_54| —A2-81-9=@+1) (1-9)
Vlastni hodnoty matice A jsou 4, = —1, 1, = 9.
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Ortogonalni matice mé tvar H = < 1 2 VE)
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Inverzni matice k matici ortogonalni méa tvar HT = H™1 = ( ;E ?)
N

Diagonélni matici vypocitame podle vztahu D = HT - A - H.
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@) (G 9 (5) = -7+ 907

y
—(x)?+9(®)?=9 /:9
~2
B (xg) =1

Resenim kvadratické rovnice je hyperbola.

1,5

q1 q2
-1,5 I N B X

-1,5

Obr. 52: Hyperbola 4x? + 10xy + 4y? = 9.
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Piiklad 31: Je zadana kuZelosetka 3x2 — 4xy + 3y? — 28v/2x + 22v/2y + 84 = 0. PouZijte
linearni transformaci soufadnic pro uvedeni kuzeloseCky do standardni polohy. Identifikujte
typ kuzelosec¢ky, zadejte jeji rovnici a nakreslete jeji graf.”*

Reseni:
3x% —4xy +3y* = (x, ¥) - (_32 _32) ' (;C/)
A= (—32 _32)

=)

Nyni nalezneme vlastni hodnoty a vektory matice A.

A=7\E_A=7‘((1) 2)_(—32 _32) =(3 2\)_(—32 _32)= (}\;3 ;\33)
p(L) = det(AE — A) = |’\;3 )\E3| X2 —6A+5=(A-1)-(A—5)

Vlastni hodnoty matice A jSOuA; =1, A,

= 5.
L _1
Vlastni vektory matice A jsou v; = ?),v_z)z 1\/5 .
V2 V2
R
1 . . V2 2
Ortogonalni matice ma tvar H = P
Vz V2
1 _1
Inverzni matice k matici ortogondlni mé tvar HT = H™1 = \/17 1\/5
V2 V2
Diagonélni matici vypocitame podle vztahu D = HT - A - H.
1 1 1 1
p=|VY2 V2 _(3 —2)_ V2 V2 :(5 0)
1 1 -2 3 1 1 0 1
V2. V2 V2 V2
.o (5 0_(x')_ ~2 ~2
(g 1) () =367+
1 1
, 2 2. (¥ , ,
Bx = BHx" = (—28v2 22v2)" \/_1 \/1_ : (y) = —50x" — 6y
V2

5(x)2+ ()2 —50x"— 6y +84 =0

"L Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 424,
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5(x’—5)%+ (y'—3)? =50 /:50
(x'=5?% ' -3)?
0 ' 50
Provedeme substituci x” = x" =5,y " =y —3
(x)?  (y")?
10 " 50 C

1

1

Resenim kvadratické rovnice je elipsa.

’”
ay
;
p
,

X’

Obr. 53: Elipsa 3x2 — 4xy + 3y? — 28v2x + 222y + 84 = 0.
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6.2 Obecna kvadraticka rovnice se tfemi proménnymi

Obecna kvadraticka rovnice se tfemi proménnymi x, y @ z ma tvar
ax®? +by?+cz? +dxy +exz+ fyz+gx+hy+iz+j=0,

kde alesponi jedna z konstanta,b,c,d, e, f je nenulova, mnoziny bodli v prostoru urcené
t&mito rovnicemi se nazyvaji kvadratické plochy neboli kvadriky.’?

2 2 2
Elipsoid: = + %> + 5 = 1

Obr. 54: Elipsoid

2 Srov. POOLE, David. Linear algebra: a modern introduction. 3rd ed. Australia: Brooks/Cole, Cengage
Learning, 2010. ISBN 978-0-538-73544-5. Str. 420.
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Elipticky kuzel: = + 2 = 72
a2 b2

Obr. 55: Elipticky kuzel

. x2  y? 22
Hyperboloid dvoudilny: St == -1

c2

Obr. 56: Hyperboloid dvoudilny
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2 ZZ

y

2
bz 2

Hyperboloid jednodilny: z— +=-==1

2

Obr. 57: Hyperboloid jednodilny

2 2
Elipticky paraboloid: z—z + 2’—2 =z

Obr. 58: Elipticky paraboloid
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2 2
Hyperbolicky paraboloid: z—z - ;’—2 =z

Obr. 59: Hyperbolicky paraboloid

Pfi urcovani typu kvadrik by bylo mozné provadét podobné upravy, jako jsme provadéli
v kapitole 6.1 a 6.2 skuzeloseckami, na zaklad¢ kterych bychom transformaci soufadné
soustavy (realizujici posunuti a linearni transformaci bodu v prostoru) opét prevedli obecnou
rovnici kvadriky na néktery ze zakladnich tvart.
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ZAVER

Cilem této prace bylo doplnéni a rozsifeni vysokoskolské matematiky, konkrétné matematické
discipliny linearni algebry, vytvofenim uceleného nahledu na problematiku skalarniho
soucinu vektorit a jeho praktické uziti. Forma prace méla splilovat obecné pozadavky na
ucebni materidl, ktery muze slouzit jako studijni podpora pro vysokoskolské studenty
predmétt algebra a analyticka geometrie ne jenom na pedagogickych fakultach.

Teoreticky pfinos své prace autorka vidi pfedevsim v tom, ze se ji podafilo sestavit uceleny
nadhled na danou problematiku a ptredstavit feSeni nékterych piikladid spolu s grafickym
znazornénim pro snadnéjs$i pochopeni uciva. Autorka prvni Ctyfi kapitoly své prace, které
svym obsahem rozsituji uéivo prislusného kursu, doplnila dal§imi dvéma kapitolami, z nichz
se pata kapitola zabyva diagonalizaci kvadratickych forem a Sesta kapitola obsahuje moznost
vyuziti teorie vlastnich ¢isel a vlastnich vektort a teorie linedrnich zobrazeni v analytické
geometrii.

Autorka poklada za vhodné dale studovat analytickou geometrii, aby ziskala $irsi vhled do
problematiky a mohla tak fundovanéji predavat své znalosti.

Pti zpracovani prace autorka prosla zdrojovou literaturu, coz ji umoznilo v dané
problematice pochopit SirSi souvislosti a naucit se praktickému feseni mnohych piikladi.

Piestoze je tato ucelena prace prvni, kterou autorka pii svém studiu sepsala, je
piesvédcena, Ze svoji praci alesponl trochu pomohla pedagogim Katedry matematiky
Pedagogické fakulty Masarykovy univerzity v jejich narocné a vysoce odborné praci. Stejné
tak je presvédcena, Ze jeji prace pomuze studentim pii studiu.
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POUZITE SYMBOLY A ZKRATKY

ad lat. ad formalia k formalni strance, k
¢. ¢islo

lat. latinsky

napf-. napftiklad

obr. obrazek

S. stran, strana

Sh. sbirka zakont

srov. srovnej, porovnej s
str. strana

tj. to je, to jest

tzv. takzvany

Viz vid’, odkaz na konkrétni definici, vétu ¢i obrazek

Ostatni zkratky a symboly uvedené v praci jsou standardnimi zkratkami a symboly uzitymi
v oboru algebra a geometrie.
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