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Piipomenns si nejprve zéklaoni pojmy p o s lonpnost i, dilelitd
pre teorii nekonednych fad,
Focloupnost '{f%n)} tvofi mnoZina hounot funkee {n) splifezenych p¥irozenym
Msldm D =1 ;, 2, 3 5 ssessues T2V, Zleny poslcupnosti 8, tedy Jsou :

8y = £, 8, = £z , 8y = PA3Y 4 ssvisenenwe 8, TXD) 5 seneuss

Fosloupnost je tedy funkce Gafinovand v mneZing piirozenych Eizel Nejdastegd
byvé ddne rovnostf{ pre nety Xlen : 8y, = f(n),

Zapisujeme : {En} = 8. , az 9 a: P esevecrvsans e en"“l’

1 By » Bpyy 0 eoennae
nebo {rm} £, 02030030y wnnvvennnnenns £(0=17,8(0),£(n%1), veunn. .
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(a) {%} = 1 .‘5’3."4" sessevRers e 5':3:’ %’ n+ $ *eerases
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(b) (\«m = -é- ’ 3'-’ r » % ? ®so03s0se00evae B}"A' » m ¥ ntg? cecrese
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(h){ﬁ*3(5~lﬁl= 4 5 T 5305 13, wuss 4+3(n-2), 4+3({n=1), 4+3n

Peosioupnos t ( &n} e nezivé o me z en 4, iestliZe existuje &isko ¥ té viet~
rusti, e nercvnost
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b opl < u LEBEY - <a L ¥ (200)
Je splndéno pro keidé pPirozenéd ¥{sle n,
Fosioupnostl (2),10),{(¢)y seese. (&) jsou omezené.
f&nm Se nezyvd nul o v é , jestliZe k 1iboveindmu {malému} a
slu ¢ pPfsiusl &islc n_ té viastnosti,Ze nro ks ¥gé n>n_ Je

i X N
Eladnému <4
3pinenc
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| enl< & BL%d -t <8 <€ (101)
Musl tody od urBitého indexu pecineie byt viechny %% ny v shsciutnt hodnoté
censf nel jekkeli melé 2isle kisdns & .
Fosloupnostd [a), (1) ,(e), (), (g), jsou nulové,Vypolitete v tichioc pffpadech &isle
n, & urdete od kterého n Je pri zvelensm € splnéne nerovnest, {(10l),
Noprikled pre posloupneet (g) mé platit
1 .n
(-3 )" ~
| -3¢
n

i
&214 (2') < £
Lopuritoovénie =n.log 2 << log £ /.(-1) 3 vypolteme n :

° > - 1%E 5 potomme o, - - J2E
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pro €= ).O"l,je B, = 3,322,nerovnost (101) 32 spinéna preo ka%dé n Z 4,

pro €= 10724 n, = 95966, nerovnoat (101) le aplnéne pre ke¥dé n Z 10,

pro € = 10"633 g ;1g’g3 «DETovnost (1C1) je splnéne pro keZdé n 7 20,

Dalsfm zmenSovéni, klednshc &fele £ se svéidule prisludné n, & existuje vidy

index n,cd ndhoZ podipuis Je vEly spin&ns nerowncst (301 ).S restoucim n zlstdve
Ya ! mensf nez jekkolimalé Xladadéislo o tedy 8, se blii{ nule,

Posioupnost {an} m6 ldmitu L, kdvk posloupnost {L - an}.je nulcvd,tj.kdy? k 14~

bovolnému malému a klsdnému &fsly € prisludf &isio n, té vlastnosti,?e pro ka3~

aé n>ng  je spinéne

lL-a i< € ¥111 L-€< o< Le+€ oY
Zapisujeme 1lim ap = L nebo jen lim a, = L
n>0p

Posloupnost,kterd mé vlaestn{ limitu L Pro b»oo,9e naztyvd konvergentn{,
KaZdé nulové posloupnost Je konvergentnf -Posloupnost,kterd neni konvergentni, se
nazyvd divergentn{,

Konvergenci posloupnosti zji3tu e me vypoltem jeji limity,coZ provddime jako

limitu funkce f(n) v neviastnio bodd.Viz I.d11,str. 97 o 98 ,

Méme-11 dokézat,Ze ursité 3{slo I Je limitou dané posloupnosti,musime se o 8préive
nosti presviddit splndnim nerornosti (101® obdobné jeko u nulové posloupnosti,

U posloupnes t1 (a),€d), (e, (), (g) Je limite L = 0, u posloupnosti (b} Je L =1,
poeloupnost (h) Jje divergentni.

0 posloupnosti (c) pravime,fe osciluje (nemd ani vlestni,ani neviastnf limitu),

Velmi Zasto se sectkdvéme s posloupnost{ geometrickcu {al.qn'l} :

51 ? Bl.q » aloqz f 3 ‘1¢q3'oo.ooououo alﬂqn.-l' LR X R R ‘q JQ kvocient

Proigi< 1 jJe tato pa loupnost nulovd & proto konvergentn{,
Pro geometrickou posloupnoet se urluje soulet prynich n ¥lend vzorcem :
n
= -1
8, T 8. g—:”f (102}
0 Zlenech posloupnosti Jesme dosud predpokisasii,Ze Jsou to redind 2isla,Takevé

posloupnosti nszyvéme posloupnosti reflngch Xisel,

Definuj{ se i posloupnosti komplexnich Bfsel,
C‘leny poslovpnosts mohou byt 1 funkce {posloupnosti funkei),co? zapisujeme :

{0} sam gm0, ..., 1" N
Napfiﬂad {xn} ® x ? 2\2 ¥ :xj § “sssesnse 'Xn » ®evoscns
(sip nx}= 8in X , 81D 2% y yiauenns 8ir n¥ , ...,

Posadime-14 ze x &islo 8y kterd pati{ defini*nimu cboru viech funkef fn{x),
ctdrzime jistou posloupnost redlnych Elaed Praviee ,Ze dand posioupnost funked
v ti{sle g konverguje ncbo diverguje, kay¥ konvergujle nebo diverguje pPisiuing
Posloupnonst redlnych &{sel,

Je zlejmé,%e posloupnost funkef mi%e kcnw rgovat v Jis tém intervelu; ktery se

nezyvé oberem konvergence dané pesloupnosti funkef,




BEKONESNE Sf1SELNE _HaDY
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Je=11 {'an} posloupnost redlnych &fsel, pak symbol

n=1 ﬂn =51+32 +33+ &.0000.*‘%*.00"..'.5'
se nazyvé nekonelnd Xfselnd ¥ada,

Z posloupnosti redilnych &fsel na strand 188 lze sestavit nekonené Yady; nap¥.:

o0
(a) —}-=1+%*}+%+.......+%+.......

n=
(b) Ei = =%+§-+i~+§+.......+§;r+......
n= 1
(@) CAF LT EX B RN SLA T

(h) é%‘ [4 *3n=1)] =4+ 7+10+13+ ..., +[4 +3(n-1)] + eerecne

Oznad&{me-li symbolem s, soulet prvnich n &lend nekone&né ¥ady, pak Zisla

al = al 3 32 = 31".‘ 32 9 83 = al"‘ 52* 53 g 20rscvany 3n = al+a2+""+an
Joou tzv.Sdsteind souity nekemelné rady a tvoid poslcupnost ( sn} snAazvanou
Bosloupnost Sdstelnych_soudtd nekone¥né_rady,

Existuje~11i vlastnf limita této posloupncsti,&ill jJe~1li posloupnost Edste&nych
soutd konvergentnf,pravime sZe 1 danéd nekoneZns ¥ada je konvergentni,
Existuje~11 1lim 8, a Je-li rovna &fslu S, pak totc &{slo nazyvéme gouitem
bekonefné Fady,

Rada,kterd nent konvergentn{,se nazyvd divergentni.

2318%ovant konvergence nekone¥né fady pat¥{ v teorii Fad k zékladni{m "lohdm,

I, miéséai_Egezex:ssase-:eﬂz.aﬁam_zmgémm,Je.iil_xe_egném.&

n=ty ¥dsteiny soudet se 44 uréit jen u ndkolika mélo typd nekonednych ¥ad,
Soudet nekoneiné_fady geometrickd:

a-qn-l = A+ 8,q + aoqz + a.q3 * sveccores * a’qn-l * sevene
n=l. o
-1 _ P S a
o, = %'SE‘TI - E'%T'q ey viz (102)
Predpoklddejme, %e {qf < 1; pek 1im e, = S= r‘il"‘q (103)

Nekonednsd geometrickd Fada o kvocientu | 9 1< 1 je v%dy konvergentnt. JeJi sou-
tet S se urduje pr{mo uvedenym vzorecem (103).Pro !QE 1 geom.fada divergule,
239.cvident, Ovaite konvergenci dané nekonedné rady vypodtenim JeJtho souZtu :

”43? 10-2“, [q-’-“rég, konve; S = %g 7
n=
1o+ niiinnnn, S - $,k0mv.;8=4 7

¢) l-é 0%Oiﬁ’ s06ncceve (—qﬂ -V-lé—’ konvﬂ; 332-\/-2. -,
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n . 1 o P |
41-; (=1)", '-?-5 s £oq= - T konv; S = & _/
240.cvi¥ent, Vypod{tati soulet nekenedné *ady ;
) P v s {sou&et dvou konverg.¥ad): /_S = =4 7
T4 8T 4F ' ' s B -
b) § - %- + §- - %g + 2w - 3%" * seey{rozdil dvou konverg.fad); [s = §- 4
1.2 1,2 o 1 y;
) =+ * * ¥ # % + ove (soulet t¥{ konverg.tad); £ S = Wi
5 52 g'f LI A ' %
a) i - ~ o o y;
Lgn-‘°“n‘ ?5*5"%)’ {s= 4 7

q

UZit{w asou¥tu nekonené Fady geometrické lze sif{tat Fadu tvaru ; e..b, ,

JeatliZe posloupnost {an) Je aritmetickd a posloupnost (bn) Je geometricks
o kvocientu jqi<1,

)
/184/.p¥{klad, Ur¥iti soulet Fady 2p-1
n

Hada je uvedendho typu,nebot Ji 1ze zapsat: g (2n-1). 1;
nx

V tomto pi¥fpadd jeat : a8, = 2n-1 ; bn=1—, q= %-

= 10%‘* 30% + 50% + ?oi%"’ “orev000c00e

Predpokldddme,Ze dend Pada konverguje,
Rovnici vyjadiujfcf hledany soulet ndschbime kvocientem pfisludné Fady
geometrické a vzniklou rownici odedteme od plivodnf :
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g = % » 5 * % o “"%’ * sususe
T T 1 1
éilﬁ. E ’2? » (2‘ “ I + é # ocomas )
4
B-dotrd e 31 -3 5=
s [
Dand fada Jo konvergentnf ,
“4i.gviZantl, Vypoltdis soulst Yedy :

D5 B ./ 8= § 7 mss aza, [Js=aen /o
o::m -y nul‘ - e «f:‘-;g.. 2‘“‘ = ¥
3 3 nEd
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/185/.piiklad, Uitim souctu S vyBetFitl konverpenci Pady < G f2nel)
g‘“m
2n+}}
n+l)(Zn=-1
Bro o =3, 2, 3, seviiie's cus vytvorine &leny #ady 819 By veveneans
Po gelten{ obdriime 8, vyJjéddfené ulgebraickym souftem o mulém podtu &le-
n%. Vypolteme 1lim 8, = 8, h

8, ln =ln o+ In(Zn+l) - 1n(n+l) - 1n(2n-1)

n= 840 = ;n/} - 1;#3“ -
n=2 ay *lp2 + 195 - 1p3 - 1p3
n=3 8y =1p3 + 15/7 & 19/4 - 1;,/5
n=4 8 WA 198 - 1% - 1p "
n=5 8 <1p’5 + 1n1l - w5 - 1p/79

:m()Jm n(Z1)-1ph - 1n(3x3)

8 =
n-1
o, =1gk +gmznﬂ.);m(ml);-ln(;a(-l) j
o > ” £n+l
8, * 1n(2n+1)-ln{n+l) = 1n .y
Mas, =iz (105 1 Q-2 ) s

Dand feda Jje konvergentni,
242.cyiZeni. UZitim soultu S vyfetiditi konvergenci fedy :

o
e} 2 (Vos2 = 2,Vn+41 +Vn ) » B) ﬁ" 1___  (odstrante

= e Vi ¢ -1 © jmenovatele)

(7S =1 -V2; xonverg. 7 (8¢ 1im Vo = +o0, reda diverg, 7

Soutet nZkterych nekone¥nyeh Fad, jejichE n-ti Zien lze rozloit ce porcidini ziemky,

Casto Jsou to Fady 4ypu ,E ) E?E%ET s ke veld,kludné &flzlo
nEY > g
ALBS/.prikind, Wypotitati soucet S nekoneiné fady N "
2Ty vl y © xS d;’::: 1 ol 3

ey
8 T S 0h -0 w
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28, "R " nes 4 .
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A = A sty 6 s " i ....3@ — ko
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t 5 = % - % g : ) . 3 " { ¢ " 5
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28 * ﬁfﬁ Bl 3 %
28 ~/%/ - .u]:.,
, A o Deand ¥uda 3o komvarzeatnd.
i %
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srlegvicend, UVAitim soudtu 8§ vysetEiid kenvercenei fudy o

o0

& < 3 - 1 ot G . S o
s FIIHRIY * £ s =1 - Bel + 5 ™ Ma e = 17 Puda je konverg. o7
(2.5}

S 1 - T 1.1..1 1 1 Bk
D AR IS CET CwEz o) ¢ S ¢ iE konverg, 7
a=1

S

1 a1 .1 1 bd ool o lye 13 o
= (n*17.T5%%7 (B, =g+ T -35Ge nej * zx+4)’& ’5%’ kondy
[2.2]
=y S 1 2" 1 e T - = £4 . -
L TSy L% g0 v g 5 - oy - gk 7575 S = &8 3 wonv. 7

«-—551 1 -~ " _ -
9)‘% m,f_’sn-g{l-ﬁ%i),~S-%;konvergentn£_/
ns

n\il ,_l l -
.LSQ..__EI__,__ ’ [an“z(l‘zm),S:%;konvergentni/
s 4n° - 1 B

DS TTamm dn 23 - wdmmr) s e ronversontar

n=J

h) S:C.‘_q 2rel /‘“n = ] - TL_Z’ + S = 1 ; konvergentns ;
, £ &
= nE(nﬁl):! —_—

\ ] 3 1 1 1 7

k) 0% n 27 8. ® 1 = iy S = & ; konvergentnf 7

N (2n~1)°(2n+1)< Len=g { {2n+1) } ! b ¢ h
n=

2odninky konpvergence nekonednych Fad,

s B e G 02 v e Tows g e

¥a-1i Fada konvergovat,musi lim &, =0 (podminks nwut n 4).Tc znamens, e Jo=li
1w a =0, lze Fici,le Fada mdde kanvergovat.Je-14 1im a, # 0, Fada divergujs.

Fre daldf dvahy je ddlesits t2ve hermonick 1 2ada
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u ni¥ lim %'= U, avdak o Pad% ge dokazuje,%e je divergentnt,

Existuje i podminks nutna a -Rogtainifct ke konwergenct nekcnesnd Pady( Bolzang~

Cauchylv konvergenént princip),kterd ase uifvd &k edvazeni konvergendafch vit
(kriterif) a kterou lze udkdy vydstiit konvergenvl nekenedpd Tady,bdyi 611 vam
Ji Jednodu$ss prostifedky,

1. ERITERIA KONVERGENCE  NEKONRMWYOR RAD, (Podminsy poetaduyiec £

Uzijeme r2kolika zdkladnfeh kriterif pro konvergenci nekonefnfeh fad 8 k) g &
pYef Eleny,

1.Kriterigm grevrdvacd.,

[Tt

y v

Neah-"éS 2 by Jsoutady s kladayumi Eleny anechi

n? -~ b3}
meT =T
. ; < . }
od urfitého indexu podfnaje deet sy = b, (fage 5“‘ ¥, Je maiorentoun k radd
S 8y Peda ST 8, je minorantog k fads 2. Une) Pak plats:

= 163 -



\
{ Konverguje-11 fada s v8t3{mi &leny, konverguje i Pfada s men3imil &leny.)

a) Je-1li fada _S_ b, konvergenini, Je také rada 'S a, konvergentn{.

(Diverguje~1li ¥ada s men¥{mi ¥leny,diverguje 1 fada s v&t3imi ¥leny.)

Pozndomkas X zjist&ni konvergence nebo divergence fady timto kriteriem,musime
u¥it pomocné rady, o ni¥ vime ,Ze Je konvergentn{ nebo divergentni.

/187/.pi{klad, VySetfiti konvergenci nebo divergenci Fady :
1 1 1 1
a) T"l*l!"? *L! P iieesie T I L0, A
g n 2 3 4 n SR

VySetiujme konvergenci :
Pomocné konvergentni iFada :

oo
o 1 = 1 1 - 1
o {n=1ln 1.2 Y73 * 3'.11' M A 7= 5 R LA Ll cwe, 3
Uraicwms, e platd "2'2' = i 111, Ze zvolend Fada je majorantou .
n (n=1)n
Filati pro ksZaé n 3 1'12 > (n-1)en
a tedy +< P - pro n Z2 jak bylo dokdzati )
n (n=1)en

Dand Pada ( s men3fimi &leny) je konvergentni,.

Konvergujf také Fady: § E&{?— ykde k Jje celé &islo,

00
b) 1 pro p 2

n=i np

1 1
Je=11i p>2 , Jjest nP>n? tedy ;5" < n?

PonévadZ Fada § iﬁ ( & v8t3imi ¥leny) je konvergentni,konverguje

i fada § l‘-s ( s men3imi &leny) pro p > 2.
n

Konvergentni jsou také Fady § (-l;)? s PZ 2, k celé &1Lslo,
n+

¢tkteré Pady pro srovnidvédni fad :

22 n-1 o H
. ﬁ.‘l: < B,y crrickd Pada 2 [ql<l (konversz,. ) é
: n=I - “,,!.51 (u‘m.) :
b ) °
DL e 1 :
E i‘»‘.a: E . - o = T:T * esces * m *.(konverg.) ;
'g n=l §
¥ 2 1) .
$ Hgn R - = ‘:.+--;17- » -%—— tecees +—%—-+ ccoyB > 1, (konverg.) ¢
: =L = 2 3 n p< 3 (aiverg.) ¢
£ 320 pxl (Fada harmonick4): >
, : (d3werg,) ¢




Zy3etreni konvergence nek,fady srovnénim s geometrickou fadou,

/188/. priklad, Dokdzeti konvergenci Fady:
o -

R W A B S
n= n.2" 1.2 2.4 3.8 n.2
<

n.2"  E13 A > 1

Pro n>1 pletf : 20

.
. 20 o0
Geom.konverg.fada 2 ].n Je majorantou k Pads .li. » kters
n=1 2 n= n.2
Je tedy tuké konvergentnit,
b) e sin---]-'-l—z =sin-§-*sin!‘-+sin}8-+........+sin-i-—¢ S
= 2 4 oh
Ze vztahu oL = sin oL »®2>0, plyne > ain
2n 00
Geom.konverg,.tada ; -— Je majorantou k fads 2 sin ‘Ax_) » kterd
n=l g
Je teké konvergentnf, [2.)
244.cviceni, Dok4zati konvergenci ¥ad : a) —.-15 » b) 2 —-—-n—_l, ) .Zn

n=
00 " 00
a) _—‘T—EE-:I » E » f) sin "—6
é,,: (2n-1).2 g 3
= 1
VySetfen{ konvergence Pady srovndnim s konvergentn{ radou BITneI) » PRp.
00 2
n=

S Tl.l.:l%_T o Viz prikled ¢i{s,/186 /.
)
1 1
245 cyide Dokézati konvergenci ®dy : 8) b)
_..Y.._fu'..; n-7—~——5(n+1) ’ < e *

So 1
&} Tn+1) (n+4) ) 2 .
n=1 n + 2n -
Vy8et¥en{ konvergence Fady srovnénim 8 konvergentnf fedou —1-2 s pfipedné
22 1 ) & nsl” °
Ton? e ST 1
= n- ¥ .
n= n=3 (n 2) 00 >
1 n
/1894 .priklad, VySeti#iti konvergenci fady i
n:

n®
Pro kn#dé n platf : -—n—-<—1 =—L2-
n+3 n

20 00

Konverg,ada —}-2- Je majorantou k radé »y kterd je tedy

n 2
n=l n=l

te ké konverg ntni, 00

/190/.pt fkled, VySetfiti konvergenci # dy 7_,.__1.__

&= R°=4n + §

Plet{: n2- 4n + 5 > (n-2)2 8 tedy 5 = < -1

n°-4n + 5 (n-2)¢ "’
00 00

Konvergentni rada E -—1—-5 Je majorzntou k ¥ d& _;_ —2--—-1—-—
(n-2) !

n=3 n=1 R=dn=+5
kterd je tedy také konvergentni,
24400 p13 =195 -

n>2

—\
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21¢ BonVergenti

o [r

4
VvésiPepd diverzence srovnénim e harponicksu Padeu » DR Inadng
80 5
m-;l-» Eatand ’?‘:‘“’ r-&;r'}
ygr & oy - =
nel $ riApe o 3
n=l ‘f’f;ﬁ:
A iy
AN/ .pikiad, Doxe¥te divergencl Pedy i
00
S"‘ 3 | 3
8) s b 4 : + A B Gesswdeng © seometesems @
— Jogimel} log Z lag 3 log 4 Log{nell
- — o . A 3
Pro keldd n pletd @ 5 * 10 Joginell 8 teldy otg o v
' R ¢ P § Loginel)
S
‘ 2
Divergentni fads _> == B Eel
il b 7388

pRe— . 2
: {ne?) =oninel) WaNntdl . w2 Vonn
2
4 .
AR T, oo
B . B2 Vr
Divergentn{ PFods . 4 § S SrmlE Fadl Chand o
ivergentnil Feda » Fes  4F minerentou kB Jdend Pedd xierd je ke

pel

e o s wen

cigent,

Teseny o
Ynines)

oo 2 0 . )
o+l " ‘%\5‘”
oS A wSett, oS 8 1 8
& on e @ <o VuT @ PSR
=zl n=l n=l nrl Ry
M >
3 . - T——
f) ; - ) BI P WA T nxylog n 7
£ leg o fig Vilogn
. "
e Kr iterium podflové (dilenberiove),
Vyslevime piimo tav, L i@t %t 0l rveallowd xritavium @
8 .
Nechi g €p Je Feds s kludnyai Sleny.Existug-14 lim B - p
"1
pek dend fude kK on verguje , J-li L,
divergule y Je=ll L> 1,
Je-1i L = 1, meize timto kriteriex o kosvergenci HMdy rozhodnout .
2800




/192/.piiklad. VySetFiti konvergenci fedy 3
o)

8) N\ m 1,2 ,_ 3 e
p) < + * decessens P 2n + Cress0as

n 2 3
= .
n+l
8 ntl
11 =22L = 345 =umdBtla=1 .14
n L_ 2° n
of
Dané feda Jje konvergentni.
00
b) 5 —-.l—- = l -+ —.].'_ 'S 1 + + mé—- &
p p p S 489 0 0 p oo 0ten s
= n 2 3 4] )
1
8 P P
R B+l _ + = n =1P .
L = lim 3, lim 1 1im ( BT ) 1 1
nP

C konvergencl dené redy nelze timto kriteriem rozhodnout,
Podilové kriterium selh4vs u dslifch zékladnich nekonednyc h # d :

1
<_ 1 —— ingych .
s g Z- n z n+l ) s Z nz 8 J ny

=
©) P ‘wim;. al?%*%"-o-..:... *%{ T¥ercnnean
nl ’
& b
E 4 n+-l = —m = n = n! - l o~
L 1lim B, lim L lim —(-n—:]'-)—r- lim Bel).n 1im BiL = 0]
n
Dang fede je kenvergentni,
&) %C"' gt g® % a”
- m-;:- % H 4 5= + 5" F o e e eea B . N * «seykde @ je ken stanta,e> (@
n=li
o+l
8.
= i ~BEh = B .2 SRR 7Y S - T =
L= lim a8 lim o lim Eff #,1im ey 8.l = a
-
Dend fuda konverguje pro & <& i, diwrw;y pre s >1,
TS“DG tg -ty =teF424gT4 3 o . L
e) Re g;ﬁ:ﬁ' 3 {-oga a&g-'t“’" 9 02 ntg ssecan
n= T
(n+l) stg === y. i
., & v ¥ vz a8t o 9.
L = lim = ————p— = lim O, Btl - 2 .1
a ¥ n 2°71
n n, tg <= 2,tg o
Jh*l & on¥Z
Z_1
1.
1 e pe 2.ty 5
L =% . Dand ®da je konvergentni, [ PH uprevd wiito : tg& = —-———277. 7
1 -1z »

448.\-\}'1‘«9514 VySetFiti,;2ds dand Fade konvergu}l nebo ddvergugk

o, 00 5
5 QQ—;‘ /- konverg._ 7 b) % 933 »  kenverg. 7, ¢} % 9-5 ,(Eonverg, 7
ne s 2@

. 3— 20+ ~
1 { dlverg. 7 e} SJne s { dlvergentn{ 7
rga

n=l
00
2) .
<7 2 (2n+l)
00
£ E Bl /7 konverg, _7
n=l \i 503
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V pi{kladech delZ{fho cviZen{ ui;l,jte i dprav® vztehu : k | = K.(k-1)t
Nep¥{klad : (n+1)! = (n+l1). nl

(2n+2)1 = (2n+2).(2n+1)1 = 2.(n+1).(2n+1).(2n)1
249.gvidenf,VySetfiti,zia dand #a de konverguje nebo divergup :

“ & o -
a) % » { konverg, _7, b) E nf * @ >0, /konverg, pro kezaé a._7

n=1 n=1

00
m -
c) § 100" | /“konverg. 7 , a) E_ Bl ./~ aivergentnt 7
1 n! n= 5
n=

[>_+]
Sw 3n % -
) ) 5os)T » (konverg, 7, ) g TZayy » { konvergentnt 7,
n=

2 20 n _
&) Z Hn;! T ? {konverg. 7 h) E l.??s%L » { konvergentnt 7 ,
n=1

n=1
250,cvident, VySetfiti,zda dand 7eds konverguj nebo diverguje :

00 o0 n
a) E -::—A- » { konverguje _7 , ®) _S_ :—l- » (Tdivergue _7
n3l n=1

n 2. 2 X -
c) % 2_n&|_’ (konvergup 7 . g) -S] n“,sin -2-.7- » { konverguje _7
p=1 ¥ n=

JeKriterium odmocninovdé (Cauchyovo).
Op&t vyslovfme pifmo tzv. 1 i m § tn { odimocninové kriterium :

n
Nech¥ E 8, Jefedes kladnymi ¢leny.Existuje-11 1im\/ a, =L,

pak dand Fads konvergugje y Je-1i L <1,
divergujae y Je-li L>1,
Je-11 L =1 , nelze timto kriteriem o konvergenci fady rozhodnout,
Odmocninového kriteria uiivém s kdyZ Zlen 8, Je n-tou mocninou vyrazu zdvislého
ne n nebo tekovou mocninu obsahuje jako ¢initele,
/193/. prfklad, VySetiiti konvergenci fady :
20

1 1 1 1 1
a) —_—= ] ¢ = ¢ * TR giadevees W * eseveces |
§ B 22 _;5 44 nP ‘

n=1 ‘

n |
L=1imV a, = lim % = 0. Dené fsds je konvergentnf, |
00

1
n 2 n |
b) an =—-—£.—""4' 82 + secesscces ¥ 2 n ".u.oo-.o {
=y arctg n arctg 1  arctg<? arctg n ‘
n
- Ma = .8 g ! . A . _a
L =1lim a, ‘lmarctgn'a‘lmerctgn'a‘ 1{ ——ag-

P

Je=1li a< %r s dané Fada konverguje y Je-1li a> f. dené rade diverguje .

00
2
9> - 2 2, N S
=7 Mene1) 293 25 T 35 P(2n+1)

Sevces e

Clen & neni v tomto p¥ipadd mn-tou mocninou vyrazu zé4vislého na a,
ale obsshuje takovou mocninu Jako &initele.ZapiZeme JeJ takto :
n

e W
2n(2n+1) =% 3 ) . 2n+l
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- &

n
11mv.a: =lmgog=ilm(2w1)n=}.n
Py

L=
“n
¥ = 1im (2n#1) . Vypolteme jako limitu funkce : 5
InX = nm{-%.ln (2:»1)} = - lim -15%3.1.1 = - lim -——-"‘;*I =~0=z0

M=1;:;L= 2.1: i-' Dand fada diverguje.

251.cvilent, VySetfiti konvergenci fady :

@ ]
a) g ( 2:1.’ )n, [konverg,.J', b) Ig By i konvergentn{ __7

G+ 1)

- - 1 o =
) n",aP divergentnt /, a) 2 / konvergentnf /
g » L il n= log™(n+1) ' -

T)_‘Q - .. 42 2
e)n= arcsinn% » { konverg,_/ £) 2 ;% J(1e 3 )n , [.l;onverg. -7

n=1 n
...B.n__ == - ( 2n2
& n= (21-1-0-1)n » £ B % h’: n2 v L L=35, konverg. /
=L (n#1)
; - - > _ )
k) ﬁ m’.sin" % y / diverg. / m) —a 5 » £ konvergentnf _/
= s (2+ % )

UEijte tohoto kriteria k vyZetient konvergence v p¥fkladech cvideni 24g8bc

4 Kr i terium integré_;_gfgnggr_m-Maclaurinovo2,_

T e o s e o Ly o e ey i

Nech¥ Z 8,Jefadas kladnymi &leny a, = f(n) , pfi¥em? funkce
£(x) 2 0 je spojité a nerostouct pro x> a 2 0, Pak ¥ada Z' f(n) m4 tyz
konvergendni charakter jako nevlg:tni integrdl

/ £(x) ax,

ol
PH uZit! se zi¥ejmd predpoklddd, Ze vypoet integrdlu / £(x) dx nebude &init
zvld3tnich potfi3f,

/194/.2111:;:&, Integrélni{m kriteriem vySetFiti konvergenci tfady @

$ 1 1 1 1
a) no‘n+I) = T:Z* m + cevcecece + De {n+ + esecce
n=

Funkce x.(x*I) je spojitéd a nerostouct pro x>1 . Urdujeme proto
konvergenci nebo divergenci nevlastntho integrdlu

00 00 t
st [T dedeea [ g

1 t-»o00 ‘71

t t
= 1im Ilnx-ln(rrl), = 1lim ,lnﬁ '
t->00 1 t-»o00 1

- Lin u;‘—ff-ln%}= Inl + In2 =1n2
> Q0



VySetifovany nevlestnf integrdl konverguje a tedy konverguje i dand Fadas
Konvergence dané fady byla vySetfovAna ufitim soudtu S.Viz cvid.2432,

o

1 4n+l

jose)
) g 1 = 1 ‘F“l“ * ‘:‘L"" "'-1"" seecose + 1 * 000
B ‘.‘4n+l % 3 {3

Funkce et je spojitd a nercetoucl pro x > O,

4x+)
o) 1 t - t
dx / 2" .5.;' 1 ,
/ = , . dz = =, 1in|2, ¥z
0 Vax+1 % 1 &3 tf-boo / t-ol 1

=%-lim ( ft-1) =
t900

Nevlastni integrdl diverguje,proto diverguje 1 dand rada.
REi.pvident, Integrdlnim kriterism rczhodnéte o konvergenci Pady :

00 3 - O - -
20, 1
&) -%—» / konvergentni_/ b) E konvergentnf _/
- » £ (4 -9 2 Tn +1' ) b4 g

n=
c) § -—?L—i-, [-konvergentnij , @) E --—-2- ’ ( divergentni f
n -
n= n=1

o0
- o n - -
e)é 3 »/konvergenint_/, £} 2 % , [ konvergentni_/
n=2 (2n=1)°-1 " ne {nel}

20 - -
g?é - o/ divergentn{/, h) 2 1 2L konvergentni _/
S o= n=

i ?
y<2n_3) (n+13.fx-;
) § -—-l}— —konvergentnij m) 3 /-konvergen. 7
£  nJdocn | £ ’ g (n+1),10° (1) * -

¥ nédaledujicim cvidenf{ volte vhodné kriterium k vySetPen{ konvergence ¥ady.
Elgvilent, VySetiiti konvergenci dané Fady :

-

n -
1000n + 1 s / divergsntini _/

o0 33. . -
a)é oR , { konvergentni ./, b)

%
o

50, 5
+

2 B 1Y n’ l-konvergentni‘./ arctg” % § [kmwergentni __7

Pox 7

é_{ “‘(m%- / konvergentni_ 7 y I Z-konvergeﬂtni 7
.n

.
&:3§ --n . { konvergentnt /,

-3
ot

i S [divergentni _,7

o0
o - - - -
")2;. “3‘5"&" » { divergentni / ) - o / divergentni _/
n= n n=] (n*l).1n{n+l) -
: 2 . - f - -
o = lll ;"I:!’ alkﬂ"arg -/ [ £ i) ~ul B
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= LA - ‘ -
5 Byl Alvergentnd o ¢ £ kenvergenta{ 7
o

]
o

2 B S % 2 A n v om < & gOA e g oY
258 9. foenb b n X 8 4 2 Feln Gl X B A _ 81 e ny,

“iselnd Pads mila obashoval zdparnd Clemye Juey-is dedi Sleny s t £ 1 g avé
Flednd a zdpornd, nszyva se Pada 8 3 t e » an_j.fet,

St i v . o e . . an o s

Fihaelid 4 2 re
veid hade Mg;g

» gngﬁl*32@a3 G T R — ’an* vede

ndktord Eleny 2800rué . pab Bads

]

fayl + Ja,l » Y le,] +....

a=4
# vischny Xleny kladné, Piatf : o0
Jentlide kunverguje Pada s absolutnimi hodnctami,tj.;ada E 3an' » Pak konvepr-

n=1
gije 1 Fada hen abselutnich hodnot, tj,#eda &, « V takovém p¥ipadd o rads
n=
G &t Byt pravime, ¢ konvergugjeo ab golutna,

?’?L/;Qﬁfki&@& VySetfiti konvergaei Yady :

> e i S

. pE 11 1 .1 1 n-1 1

8} i (“l)n 10“—'2'3 l - + - + %% 00000 ("1) ° T+ se0
nm n ;? ;2 Zz n

Bang Fada konverguje, a to abaolutné, pon€vadz konverguje p¥{sluind Fada

% absolutnich hodnot ,tj., rada
1 1
1+ + +* * snese + + tses0e
2 e ra .-
o0
n) EI" L8 0% . ges& . cos 2% s LRBE 4erer, ke & §o
3 - - .21!__._ on ,
n=

1ibovolné &fsio, oD
Vy%etfu jeme konvergenci Fady z absolutnfch hodnot.tj.iady E £08 n& :
n=

PY
Icoa nel <1

Platf  Jcos n&l £ 1 4 teay taxs o0 S o
00
Konvergentnf geometricks fada § 5%— Je majorantou k Fage 1%5%4351-,
n= n=

kterd je tedy také konvergentnt,

Dand Fada konvergu je absolutng,

Alternujici fFade miZe né&kay konvergovat,i kays Pr{sludnd Fada z absolut-
aich hodnot diverguje.Pak pravime,%e takovg fada konverguje re 1 a tivns
neabsolutné) Vig nésledu jfef p¥fklad,

Pr> konvergenci alternujfct fady se uiivé4 tsv. kriteria L o i1bPniszov a;

ilternujfc{ fada ! L konverguje, Je~li splnéno :
1) od urtitého indemu pro ka2dé g prate 1% 1€ e
2) U= || = ¢
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/196/.pF{k1ad, VySet¥iti konvergenci Fady :

n+l
a) (“lj .% = 1-%"%"'%oouoob"" (“'1).%" ®0ccoe
n=

Lt ]

l.podninka : |a .| § |a,| td+ goy < & Je splnéna pro kaZdé n ,

2.podminke : lim [a_[ =0 tj. 1im% =0 je splnim.
0
Dand ¥ada konverguje.Ale pondvad? ¥ada z absclutnich hodnot,tJ. 2 -—!1;
n=

(harmonické Fada) Je divergentnf,konverguje dand Fada relativmé,

b) .s. (_1)11"'1. '2'%;'1‘-‘ 2”% “‘%" ®scccscsco e
n=
l.podmfnka ¢ '°n+1| < Ianl tj. -%nﬁ?—;%? < 2%%3_ je spin¥na,nebo¥

po dpravé jest 4n°+ 10m < 4n°+ 10n + 6
2,podminka = lim |an| = lim 2-121::—3- 1 ¥ O neni splnina,

K vySet¥eni konvergence nelze ufit Leibnizova kriteria.
UZ{véme~-11 pro Fady s kladnymi i z4pornymi &leny p¥fmo kriteria podflového,piip.

odmocninového,zapisujeme ¢ n
s P¥{p. L = lim v |an!

&
iml S
n
254.cviéeni. VySetfiti konvergenci ebsolutni,relativni,pf'ip. divergenci Fad :

a)2 (-1)", —r—-D- y £ “konverg.abs._/; b) % (-1) T ' / konverg.absol,_/

n+l = - n-1 & =
c~)§ (-1) o r::-l)z ,lkonv.abs._/; d) (-1) .EIT%T,[konverg.relat,_/

n=

e) n+l o+l - - 00 n+l 3 - -
E (-1) Lol o s [ diverguje / ; f) (-1) .'V: y/konverg.relat._/
%. n

DL - - 00 n+l "
g) (-1) £ nTZ y /konv.absol. / h) E (=1) -m)’éﬁxiY:?
n= ™

n
- gin nox 5 Y, sin nx A y
k) E —Ez—-— » / konverg.absol._/; m) , [konverg.absolutn® /
= n - n! =
n= n=

Viyznew _zbytku Fady  pronumerické vipolty,

Jen v mdlo pfipadech dovedeme vypo¥itat soufet Fady. Nahrazujeme jej soultem
prvnich n &lend (p¥i vhodném n) 2ili n-tym Zdsteinym soultem.T{m provéddime p¥i-
bliZny vypolet souftu Fady. Chyba,které se piitom dopustime,je vyjéddiena zbytkem
fady po_n=tém &lenu_:

n=s S = 8,
g %l*amz"' %’3 * ....'..+an+k+ LA N N N N K

(V§podet chyby mA ziejmé smysl jen u konvergentnich ¥ad.)
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Ponévadi sbytek fedy Jje opét soudtem Jieté nekonedné fedy,urfujeme JeJ odhaden,
Previme,Ze provddime odhed zbytku &111 odhaed chyby.

Qdhad chyby Je nejjednodus{ pro alternujfci fady S 8, » unich¥ od
ns

urditého n polinaje Jest

l..'.‘ll a '.002‘2l.n-03| g LA AR R R ¥ :"anlg eeoenvcers >°
Pro zbytek R, tskovjch Fad pak platf :

b B, = l 'n«o-ll
2) snaménko gbytku se rovanéd znaménku pPrvniho vynechaného &lenu 8ne1

Gl s B = s,
AA97/.ptiklad, Je déna Fada :‘ SVaSNE T
B=

Urditi a) odhad chyby,seXteme-11 Zest Elend fedy ,

b) polet lend fady,aby chyba byla meni{ ne 1075,

=21 -4 .1 i .1
Ad a): sg 1 2'-03—,- %7-*5’ &

=1-1 % ‘%7*1%‘5'7%6%% = 0,63194

1
18] Sley) + oy =35 = w2 0,009
|zgl & o0,00019 < 0,0002
Seltenim Zesti &lent dané Yady se dopustime chyby mens{ nez 0,0002 .
Soulet Fady = piZeme : S = 0,63194 * 0,0002

Ad b) 'R.! s %nel
1
$ @b

Hledwéme nejmens{ prirozemé #fslo R, JeZ spliuje nerovnost

1 R uréime zkusmo : 8t = 40 320
(a+i)1 < Ib'é%m

9! = 362 880
(a+1)1 > 1 000 000 10! = 3 628 800

-

[ IX T Y TY

100 D> 1 000 000 3 628 800 2> 1 000 000
A+l= 10
A = 9

Nutno e&ftat prvnich 9 8lend, sby chyba bylas mem3{ meZ 10"6.
255.cvi%en . Pro danou fadu urditi: 1) odhad chyby,se&teme-11 k &lend ,
2) polet Zlemi,sby chyba ty 1a men3f nef damé

[+ ] ) &1sle & .
00 (™3, Hr-e, 2en 107, D ma$d, 2 n 3999 7
a=l

[+ ]
PO Ay k=0, 2 €220, oD [Byooléghs » mz 49 7

e) z_(-l)..l' ST, D k=9, 2)€=107, /D |Bg] < wig Daz g

a=l
[+

O E (=1)™2, :51-2;-. 1) k=5, 2)€= 1074, /1) B adsg s P27 7
.: *
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Septerg dalsi szdkiadnd metedy pro vivedet medn o8had shotm Pedy s

i
3 Ochaden soufin Fady £ ek pro sbyvek B, n¥iiim poewocnd geowm, dady.
_1~;r:\} uh
o— i
F198 . pdinled, Pro jské n urdiime £ =1 e ‘/ %‘? 8 eNybou necd! nel 10°° ?
=1
Eledduwe netmenil »n , pro ktesd jsot B, <« 108

S 3 3 p
b 3 gl b e + iy L EY LR ]
kn = TS ST ¥ (e ¥ Tmesys (R ¥
7 3

oo B g‘ l T - 3 re “" ogh o im g 3"»‘ e a : ]
= ?m%,ﬁ’tm ‘Ll M T T “"’"‘g = WOT e« el *“i;g

Tape] }

, g 1 , geow, I &
.{,%.. — % B4
Rﬁ = weist © ; e * LTSI
B

3 . 5 5
ﬁ?ﬁ e gﬁ;ﬁf s Hipcdme nejmendi pPirozond &isle B , prc oé% plaif
3 ool
.8 « 10
E41i ReBi o QDD K0 OO
Zkusme vydetiins,be BRo® 11

Vipoitenis s,y 8¢ dopustise eiyty sendl sel m"‘ii
Tento postup vy j6dfime obecmé ndelsduficl véteu v cdstavel B)

256.0748sps, Pro jeky polet Slent Fedy . oy prEime feil weukst s shybou
& W

nondf mel 107 7 /Tmoa o

B) Ydtem: VytvoPime-ii k dand Fedd § . pomochmou geom,Pxdu tak,aby pro vlechna
me

x :
>3 plstile g %ﬂ " qel ,
n
pak zhytek damd Fedy eplinje nerswnost i8]
0. J e |
l Rni i TN
28

P

7139/ .piiksad. Uriiti odhed chyby u fedy 2;: i% s omegime-il 80 jen ne s8i«
n=

tdal = &lenl,
L] 3
TR B e aad oo

Y 2. A ., g

2%
25T.gvilen{, Uriiti odbad chyby Gangch Fad,cmezime-11 se jen ne siftémi m Slend

< __n{nel) ® Y g “>1
o ;#‘T et 3 Gan) T} ’g‘ Pedm <7

iR F

>3 8 .
PR L RN N e 7

{2(”1)“ -] <
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@0

Necht 2_ £in) Je konvergentn{ ¥ade s kladnyml Zleny,pidident £ix}
n=l

C) Vstou :

Je spojitd,kladnd a nerostouct funkce pro x>1 , Pak

| Rnlfjfm ax
B

50
f200/.pi{klad, Ur2iti odhad chyby fedy

'L,,-g »ek- > 1, omezime-1i se Jen na
]
a:

eliténd m &lemd,

Funkce ';;,__ de pro x >1 spo.jité kladnd e nerostoucd,
x

! Hl\l J*—L- dx
j el / -l = O +1
X dx = %’i: X dx = lim - 1 +1im(

A '{‘ i+ o0

1

oi.-l- e -1
1 ) 1

T b Ea) - (*al) 2%

< 1
R. = “"l) .II&.

238.¢vileni. Urditi odhad chyby danych fad,omezime-11 se Jen na s&{tén{ p

80
a) §- —L— [ . " .arctgg 7, b)" 2‘?1)3 »

fleat :

Rzl '*‘

i
4 (2n+1)! 7
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FPUuNkENS BapDy

lleny funkinich *ad jsou funkce(vytvofené podle ur¥itého predpisu).Definujeme:
Je-li £y(x) , f£,(x) , T3(x) 5 eeceee £,(x) , ... posloupnost redlngch funkes,
definovanych v intervalu D, pak funkénf Fadou nazyvéme symbol

éi fn(x) = fl(X) + fé(X) + f}(x) + seeene * fn(x) + covee

Pro x = a, kde a je re4lné &{slo ndleZe jict interwalu D,plejde funkdn{ ¥ada
v &{selnou ¥adu

fn(a) = fl(a) + fz(a) + f}(a) + cecces *+ fn(a) * cecee
n=
Pi{klady funkdnich ¥ad =

,f__v: :%: = & *gzz‘ *?3?+......+ §+.....

00 n=1 2 1
Z(‘l) ol fl- 81"‘:"‘9;- 16!3"‘ esccvcve
n=.

Funkni Fady mohou pro nékterd x konvergovat a pro n&kterd divergovat,
¥MnoZina v3ech redlnych ¥fsel x z intervalu D,pro n&Z pf{sludné ¥fselné tady

=-2-3.l =t 8encni ob 2. I funkdni Fady.Ur&ime

JeJ tak,%e z podminky konvergence,kterou z{skdme uZitf{m n&kterého kriteria (po-
dflového nebo odmocninového) obdrZfme nerovnost pro x.Jejf refent je hledanym

konvergen&nim oborem, Pokud se v nf nevyskytuje x, je konv.oborem celd osa,Viz

/201./ pFikl,
/201/.p¥{klad, Uréiti konvergenin{ obor Yady :
‘a) ‘Zi? xn-l =1+x+ x2+ 13* ®e0ecscne + xp * cecee
n=

Danéd fada Je geometricks o kvocientu q = x,
kdyZ lql < 1 3111 kdayr |xl < 3
a tedy pro -1 <x < 1

Interval (-1, 1)tvo®f obor konvergence dané fady.
00 n-1
b) (-1) .n.xp.l =1 =-2x + 312‘ 413 * secccse
n:;

VySetfujme absolutnf konvergenci :

Takovéd rada konverguje préve

L= lim, aﬁll = 1lim I%?—:{f—h lim E;}l o|x| = |x|.11m°§l=lxl.1 = | x|

( ¥ limitn{m pFechodu povaZujeme x za konstantu.)

Dané Tada je konvergentnf,kdy? L<1, tJ.kdyZ |xI<1 a tedy op¥t pro
-1 < x<1

c)g f; = +-f-:- -»‘3‘3-'- + .......+f+.......

L= lim l-a%::l’= 1im

2= . 2]. x| «1in v = |x] 0= 0

(n+1)? nt

Limita L<1 nenf na x 2évisld a proto dand fada konverguje pro ka%dé x.
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20 n+l 2 2
da) (-1) olonofl = 10x - 10%,x° + 103013" escsecse
n=

10%22 =10, |x]; 10.|x] <1 5111-}5<x<§3
3

2
f 1 - X x
‘) -1) ot .( xfz )n - x._fz - ( X+ ) + ( —x"z ) * eosseess
n—

UZi jeme opdt odmocninového kriteria :
n

L=un || g2 = 1w | Ey] =)

Podninke konvergence : |zE| < 1 811 |x] < |xe2]

ReSenf této nerowvnosti d4vé obor konvergence dané funkinf ¥ady :
X > =1 ¥li interval (=1, + oo ).
259.cvifeni.  yr#iti obor konvergence dané funk&nf Fady @

a>§ %, <42, 17 mg :;_, /[ L=1, 1> 7

e) 2 (~1). < y £ (=1, 1)/; Q) E (-1).m.xz of (1,1 )/
n= (2n-1)(2n+1) n=
n . - n+l X a y,
°’_§3{° (2, [ -447 r)Z (1) SR L2 2)

s)fﬁ £<1,07; w ——M——,z« %)
m’ =T fon-2).®

k)é -nx /(0.+oo)../, m)ﬁ onx ’ £<o, +w0) J

n) glnnx s f L '} y @) 7 0)2 Exf' . £ pro ka3dé x _/
= n=
3
p) g L.tg 5-5 /(= 2, 2) 7“)2 n.v sin"x , / pro ka%dé x kroms xag:»k!'_/

V ndkterych p¥fpadech uZf{véme p¥i vy3etfen{ konvergen¥ného oboru srovnéni s ji-
nou konvergentnf{ Fadou,kters je majorantou k dané ¥ad&.P¥itom u ¥ad, jichZ n~ty
%len obsahuje funkci sinus nebo kosinus, vychdzime ze vztahd :

fein x| £ 1 nebo Jeos x| £ 1 nebo lein x| £ x|,

JeZ platf pro kaZ%dé x.
/202l p¥Lklad, UrZiti obor konvergence Fady 2 21.52!

Danou Fadu nutno povaZovat za altemudic:( a proto budeme vySetfovat abso-~
lutn{ konvergenci.
Pro kaZdé x platf : |ein x|

lein™x |

lagalsl

1
1

+

Mll/s g



2.

Rads p ;}* "%g J& majorentes k Padd gjﬁ ‘; Rlerd tedy kemvergyje
e 4 2 BET

pre ualid x.Tské domd siternujied Pade Yopvevgnje pro weddd x a te sbeolutnl,
250.gviteni. Urditl ebor kenwergence Pedy s

a) > cestx , pro xkebdé ¥ keewd xok Tl » é: sLa* «Tl, pro kaidd x 7
BE E’

&} ﬁ’ﬁfg Love kaddé ¢ 7 , 4 > “““’"gi‘““” » Lx>0 7
& = &y
ol funglni Fady,
Také v funkénich Ped zavédims pojuy s mety Zdstedny soulet sy(x), seulet Mdy
S{z} = zhytek Rﬂ{xﬁ pe Retdm Jlenu @

Blad
# i
o« f ‘x; a&;‘&x) * f iﬁw * LR RN EE R & nt {:X} * S"i'i.(x} + fp,"s(x} + toe i ds & P
LR Gy 7S Rnxz}
Gt
0 zoudin Fedy mluvies alefwd u Pad kowvergentnich.Soudtza fedy g t’m{:z:} e
n=l

funkce S(xz},k wil Pads keavergule o Jejimf defisifnia eborem jo konvergendal
shor damé Fudy.Fre wrlitd x=a 5 tshoto cboru obarifime soudet pileluing Slonind

Konyergenial tedy &
Sia) = S fuééi}‘
@‘H

Lnéme~11 Edstelnd soulet & (x!,sffems uréit SIx) Jko limitu :

S} = 1ixm a;&(x!

£
a0 B 2

St

~
& zapioniene L2 fm(x} s S{x} Jako soudet Fedy .

=
R 80

Pravime o funkes S5{x} je Pedou ‘2:; fa{x) definovéma,
e

Z rowvmosti Sz} = gy (x) + Bylx) 8113 B (x) = 8(x) - us(x)
plyne pro sbytsk kemv.fady : lim B (x) = ©
Pro geomeirické konverg.fumkin{ fedy urfujeme soudet podle vzorce § = 1—:% 0

Bapf.pro Pedu § Plalezed e o uinnnnn
2%
Si{x) = ‘ﬁ x.’“l = ix s cof pleti jer pre x 2 cboru koavergence,tj, x €(~1,1),
(91
Soelet e‘(x) devedeme uriit jem pro nd¥ktard typy funkdaf{ch Fed,ebdobad jake
u Heslingch Ied.

/203/,58{kiad, Urfitl seudet funkds !'ad,y *
ZI Hquxnx

fisdu lze zapsat = ¥ "2 m‘ﬁ:ﬁ r pok 8 (x) = !a.l (x}

kle 'ﬁ(x‘) @ mtﬁi‘!ﬂﬁ soudet hd\)’ ng m‘ JeJi% mety fisa roz-
lotime ma parcldim{ sismky :
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]

Fal®le 8(x) » g (2) = 3 - %% T3 . 1t Ryfx) = ¢
T ey

ARSI L. Frpoliéte agulet Mdy 4}; { \/;nw Vix 287 8(x) ® Yoy re x > g,
=l {2} seleg pre g <« e/
funkinich ed,
SR e‘gE{ %} kvoeindne Poetn spefitych funkes Je v4dy funmgor spojiton.Nand temy
LAY PRIy 4 gaudtn nekonaing myoby spetitien mmmkﬁﬁﬁ*‘;y%tf@nig za Jokyoh padedney
v ossulel Fudy S(z) wrdt Sunked spetiten. souwis ae zavedentm poim Loy, 8te nge

SEInG KeBvargemcs Punk dag ﬁgﬁygﬁ«afmiﬁm«a H
i

Tlgdnens »ng EonvVerzancs

R TR B R S gt

Funkdu! fady fm{x) kanverzuje v Jietée intervaly p B & Jnondrnsy
L

Jestliide ke kafdémy =0 sziotude tekovd ¥, RE.2 Bezdvinls |
Thwiipe >R J2 spinéng ,

P8 - s ix)< €
£t t2dy gvolime J2kEoLL meid kiadne &iado £ , lze uriit index m, od nihey podinaje
Plati & m2aé funkeq g {x) ¢

S(xi-€ < o.{x) = s(x; + ¢

pTo kafdé x ¢ intervely b
Temnic zjev PFibliZujeme gratickyn znézorndnim, v niag grafy Punkef %(x), od urdi -
téhe p pefinaje,blisf se tay &rafu funkee S(x},%e stdle 1o3¢ ¥ pdsu shramitensm
g7afy fuoked 5(x) - & 2 S(x} + £, of g90lige & Jakkoll melé,
Pondved¥ vyetlent eteinomirad komvergsmce uzittm definice byvs obvykls obtiZné,

uixvﬁektomtn. ‘eieratrassava kritersia
W e e " e S————
w 3
Tumzdnd Fads E fm{x} Je v intervalu p st2 Jnoendrnd konvex*gemaigezietugwli

R=
E Bl tav, g8 loragtnf kopvergentaf Eiselnd Pads § ®n» ®plEujict! nerovmest

A=l

, fn(x)f & "

pre keRdd A @ pro kegas X & imtervalu D, :

¥ orentd! Mdu se podeiy Rekdy uriit z tvaru n-tdho 8lenu damé funkipy Fady,




/204/.pi{klad, Prokém tl atejmomérmeu konvergenci fady 3

8) 2—!‘!!!‘- -3*—! 51-!%! 9-1523 * ceesccens

A=l
Volime &iselnou fadu E -11- a vydetiujems,niZe-1i byt majorantoun k
A=

Rk

Pro kaZdé x platf : l sin -xl < 31 S -lz
I

Igm..ng ;.lz
I-%——! i

tselnd iade E ‘L! Je majorantou k dsné funkini Fedd,Ponivadl tate

dané funk&ni hdé’ t. J e

n=1l
fada je komvergemtmi,je dané funkini rada stejnomirad konvergentaf,a to
pro ka%dé x.
b) § o8 BX 8 ces
= .x' . gf%l anégq__ﬁ; + cevccecscee
— e @ e

Volime &f{selnou Iadu -—1-;- pro a 70, Mé-1i byt majorentou k dené
2_ e

fadé,musi pletit
ns_.n.l £ 2
.n an

. <,
Je-li x Z 870, pak e~ Ze* ataké & 7 o' e tedy 2 =

L o8X o8

Pro kefdé x plati : l cos u|§ 1 g g :

gndsobenim obou nerovnost
predesld merovnost l --*1-;:-- = -l-;.-

e e
sos x|l < 2 ___
[ ) o " &t
Rada 1 Je majorentou k dsné I ds,UZitim podilového kriteria si potvr-

na
=1 ¢
dime ,Ze Je konvergentnf :

s
L-lm—l—alil(—m. “J;")'lil"iﬁ'—i -t; <1
laJorantnt fada Je konvergentni 8 proto danéd funkdni Fada Je ste jnom&rné
komvergental, a to v imtervalu (a, +oec), kde a => O.

262.cvideni, VySetfte stejmomErnou xomvergenci dané rady.V kaZdém pFipadé zd8=
vodn&te udanou ma jorantni Fadu a prokeite Jjeji konvergemci :

-s— [2)
a) !_L:.i!.x.. " [Ila,jor.fada -2%— je konverg,; danéd feda je stejno-

n=l
n=
mETRd komvergentn{ pro kaZdé x. ‘7
20

4
b) _>!_ $in Bx » { Major.fada ;1‘-7 je komverg.;dend rada Jje ste jnomérad
» ; xonverg.pro kaidé x. 7
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agctg RX s [/ Bejor,*ada E irz Je konverg.; dend Ffada je ste jnemérng

2 konverg.pro kafdé x . 7

¢l
é‘ R a=l
29
aj ?_. y / Majo . Fada E T s 21 Je kenverg,.;dené rada Je stejno-
4“1‘ B* mErad konverg.¥ intervelu <k,+es ) 7

o
M L)
e) E 1 . £ #sjor.Reda 3—3%1 Je konverg.;dend rada je
< PV Ie(2aDx g.

stejnomérné konverg, pro x T 0, 7

g

e <
. 00
£} 2 "2' me { Major.Fada ‘l-é-" Je konverg.;dand Fada je stejnomérns
e _1 konverg.pro kaZdé x. o
1
) __S_ Ma jor,Fada E —=—s~ Jje konverg,;dané feda je
8 n=2 R.e 2‘ ( n=] n.ln n o J

stejnopgrné konverg.pro kaZdé x. 7
Bb) ; ———5 » ( Major.¥ada E]_ -:—§ Je konverg.jdané Fada je stejnom&rng
n:

B=1 n+ . konverg.pro ka%dé x. _7
X) N B_ { M= jor.teda 2 :;— » k> 1,Je konverg.;dans Fada je stejno-
= mErné konverg.v interv,<k,+ce ) 7
n=i° 00
») 2 llxp_ , { Major,.Fada Z 1—.-E! » k>1 je konverg,; dané feda je
— n=2 n étejnom.konverg, v interv.<k,+.3 ) _7

00
U ndkteré funkdni Fady 2 £,(x) miZeme urdit m-ty len a,=f (n) jej{ majoranty

n=1
Jeko lokélni maximum funk:e £ (x),axistuge -11 v oboru konvergence dané Fady.

Meximum )0 (n) v3ak must splnovat podminky pro uZiti Welertrassova kriteria,
[ )

/205/.pficlad, Dokézati stejnomérnou konvergenci rady arctg —2-2-’-3
< x“+ n

v intervalu (-so,+ee),
2X
Nejprve uréime x,je? vede k lok.maximu funkce y = arct
Jp »J y 8 T‘jx .

/ 3,2
¥ = (x2m3)2'f§4 ; = rovaice 2n’- 2x%= 0 obarifme: x = + aVam

Lok.maximum nastane pro x = nV g i Fpay = arctg J@ = f(n) = 8y
R

Je zFrejmd splnéno , erctg ?ixj_, § arctg @ s &le vzhledem k nerov-
+ R R
nosti | arctg x’ Slx| 1ze zapsat - %
| 2
arctg --—~1- < —Y;— = R

B = 3 ‘ x%+ n B
Rada . B Je majorantou dené tunk&ni ¥ady s o jejI konvergenci se mi-

n=

Zeme presvidlit integralnim kriteriem :

j?" 4 $ -2 kA ¢ P
X dx = 1lim X dx = 11-[-2.;: = -2.11n{ -1
1 t‘3'993_ .Jl j

Hajoranta je komvergentni ¥*adou s proto dandé funkini fada je v intervalu
{~80,+o@) stejnomdrn¥ konvergentnf .
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263.cviteni, Deokdsoti ma.}mmémau konvergesact Pady %— Z*' %
A1)
(T Majer  Fada ;é" -2-5-5 J% gomvergeniat,

Viastmoati stejnemérmd kenvergemtnich fed, »

20
;i e
Nechl funkce £,(x) Jeou spejité v interveiu D & mschi Feds -

stejnomdfnd konvergentmf. Pak pisti : Be

1) Seudet této redy S(x) je také funkef gpoditon v dntervaly .,

2) Danou PFedu moine integrevet Zlea ps Slemu » Libovolndm intervaly <
20

Vzrikld Pada 5 FB(EJ, ide 3” ® /fu(z} dx, B souley & (x),2 r »:

s

F -

]

7
6 (x) a/ S{x) dx
To umofRuje ndkdy vypoiitat scudet fady, kterd venilkae integrovani. _ - - -
¢ znémém scudtu,

3) Danou radu miZeme derivovst Zlem po llemu jen ze pfedpokladu,ss o0 - .

Jsou 8spojité v intervsiu D a Ze obd fady ‘ﬁ:} fu(x) s Sz} =« s
Z.

Jsou stejnemdrnd konvergentni. PiMtoa Jost
Sl(x) = 6 (x)
Te nnotuuae nékdy urlit¢ socucet dane fady T ¢ piX)y Endme-ii se

E f(x).

264, gviten{ . HRads s x“'z._,ae 810 jnomérnd konvek‘genm{ T oanter-,n .

Uréiti soudet rady z‘nﬁl y kterd vanikme ‘o7 in-aii.-.
RE 4n-1 [é(x) = %’.h lsz; . i?;-‘:“.-
265.cvileni, Dekézati,e radu g ®.cos mx ize integrovat lem px 3 &oo
n=

0<a<.
266,cviden{, Urditi ftunk&ng Tfadu,kterd vznikme utegrovénim Eien po 2_er. =
gviceni,

) -8 . = & PR g
a) So (2 1)™ , ¢ §‘: (2x+1)R*1 2,b) 5 gLy E =
n= Ry L E
88

2(n+l) n=l
-g— .. - &0 L
(- -%_Q ) ] [ cosznx ' d) tg % [} l ,T LI | LaE ';
2:( b= i
ns

267._;1;_(:_;1, Vysetriti,zde Je moZné derivovati &iem po &lsmu Facu :

[ 2] .
a) Z —;3—— » (Lze, _7, b) E '—1%2—'5 y { Nelze, 7, ¢) Z 1‘%-—'-4 Lwm T

n=l B=l R=)

d) §' :x s {Las, _7

n=l
268.51&31 Urciti funkéni Fadu,kterd vznikne derivovénim dlep po d.ex. = o

00
a) 23.(2-2) ' (§- n(x-2)"1 7, b 50”‘ y ¢ g, & 7

B=1 n=i B=l
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- 96 &
:) %‘erctg wlx y £ § M}W,ﬂ?
gl . 1 e nfiy
BRG n=}
ZLTERE N Bapy
e W
Heédﬂletitéj&ﬁai funknial Padami Jeom 2z,
BN o =e+c-.x+sxe¢az3-&“q“”
— B ® P4
2=0
§“ (z-a)® = 5 4 ¢ (2-8) + g _{g5.5)% 4
> cnu 3 1 2 b &
2a{

Potendng Pady druhdhe
e
Resing 24slgs <

2812881 u kony

;}

Jestigs

T

b

[+
*

J
k4

7208/ REIxIad, Urs{iy sbor kenvergence

JEeBtE )l se setkdme & potendn{ Fudey

barmkamvexgencg Rocninné ey

¥ ptikiedy /200/"°% 4 outxing 259 *befgh

frgence R ktery vySetFime

et
2= 11-1

%
4

Rrievpnesti, e afl pl

e §
cmrl ‘ i

sBxistujiate

b

AN,
(8~R , aeR)

? uvedend limity exietu

81 B polumbye konvergence Fady Cpe

SETOmRG ég’ﬂagg@éuﬁamv&’ﬁmcﬁ dené Fedy.v kes
'f;,

Tt LR e

oteadnd fada kenvergovat nebo divargovay
i plislubng X{selns fady pro ¥ » g y X
£9. gbor Eonvergence tvos Pak jeden £

(e=R , a+d) s (=R

=

2«13, R a O
Devliastn! limiea +&, konverguie Pada pro
dané
konvergeniny charakter v kre jn{

g ?::FMQI“S«g ¢§%x2¢i}.x3

el

typu 1z prevesy nR prvad typ substituef 3 » g . #
22 stizdon + polldtkn,
Jaon koeficienty potendn Pady.

sead Vrisvieleme gvl

potendnd Pedy »

PRiewial (mesniane) Pady

silfeden v boas 4]
pedbtyn

. {»;,m Lendng Pads ge

Cill ws atNodes 4

*

1o @it dake o funking fudy

sle = vihodou s uiivé tav,

Jden §M§geficientg S ke limity
B » 14a *"'-'-1-.-= 3

ie

®
&, muae 41 hyt sens rowmy,

(g )

Jndeh bodech tohot

sk

intervals
3 E*E} ® "(&"R #*
: Pak PYada kooverguis Jom pro x

as} , <{amB , seny ,
8, Vadawii ipolet
ksfds v | 3

vyfetrisy Jej1
cb bodech intervaiu :

%

R R e

®-tf koeficisny dand Fady Gy *® z:%%g

B = lmi .fé.g . lhim%. 2 «.i?‘%g: mg = Lim ¢ ?g% )Ml lim(3e
H (el {p*3 Y 3

Obor konvergencs deme Tedy 3 (- @ s ),

0 koenvergeninsn charsktery tody pro ume Portindnens v vomty pripade

uﬁithtzv.ﬂaaﬁmova kriter:a pw‘éz\mlm‘h&yz

Plati-ii od uréiténg B podinaje

NP - S
]

kog'vergujat

”- -
pak Md&% a

m&i} -

» X4 g2

¥

» pak oteviany interval

sece (POtendng Fads se siledom v boge g)

% iutervalu mie
6% jako koovergen-

polomdzru R
+¥ intervaly (. s +® ),



Sami se timts kriteriem pfoeviddie, fe dand feda kenverguje pro x = e ¥
a tedy 1 pro x = - g,

X. & .n 2.2
> WX .10 1 L1002,
n=l v-; b \(2 ﬁ
a
n-t§ koeficient dané fady Cp = 0. » Potitejme R obéma zpisoby :
[

a=1m§

- plim o Ayed, _1 .l
[l g2 ] e -

1 1
R = 1im -2 slmﬁ-=ﬁln(n)?ﬁnﬂ-1%,1:1%
<,ch" éf—;

Ober konvargence dané Pady 3 (e T% - ),

20
50 X = - i% ebdriime &{aelnou Fadu Z(-l)n. \-/-_—i-_ » kterd Je konvergentn{,

n=l
i‘% obdriime &{selnou Fadu,kterd Je diveigentni.

-S-— n
0) (x- 4)n¢ i%‘ 1 + -%0 (x"4) + g' (1-4)2 + v oesees
n=0

Je to potenini fade o st¥edu v bodd 4 y (8=4)3 ¢

b

I
L

]

_{ R R+l

Sn_ s 2 | o liame2 1,1

ey by u‘{_i‘g; fav ) TyMaLy =31 =3

Intervel konvergence mé hranice: a - R = 4 - %- = %— s 8(* R =4 + % = -3-'%
Obor konvergence dené Fady : ( -l -2 ) N

e
prox = 3% obdriime &{selnou i"adn 2 (1) -lI s kterd je konverg,

Pro x = —; obdri{me &{selnou radu,kterd Je dive rgentni,

269.cvilen{, Uréiti obor konvergence dené potenént Pady 8 vydetfiti jejf kom-
vargenéni charakter v krajnich bodech imtervalu :

B4
e) § (=1) —- s £ (-1,1); pro x= -1 diverguje, pro x= 1 komverguje 7

R = 1lim

- ﬁ.n ::1) v {T(=1.1); pre x = * 1 konverguje _/
n=1
E. 2 . .

c) E R X 8 z (—191); pro x = ¢ 1 diverguje _?

£
Q) g n- s L (=3, 3 s PTO X* » J kenvergule,pro x= 3 diverguje 7

nal
a-1 a-i e e 5
-y Z % > 4 £ g 6~ ..z...% ' g )i pro x = ¢ V‘_jéf sonverguje 7
asl  (2m-1) » V3*E
o K 1 (gﬂ) +1 -
L a > ¥ y 28~ 1,1 ) prox= 1 konverguje,pro x= L diverguje )
fesy ~ %
o
X,

(a.x)%» (T konverguje jen prs x=0 7




b & et Cebbime xesd oo 7

=1
oe
k) (n+1) =™ , {~ konverguje jen pro x = O 7
ne
n
m} E o) y [ (= - %); pro xs = % konverguje,pro x= % diverguje _7
8 al
B) JEE_, { konverguje pro keZdé x 7
= nf

270.cvideni. Urditi ebor konvergence danych poteninich rad se stiedem rmiznym
od podétku :

0
13;51- L BR= 5, (3,13); pre x=3 konverguje,pre x=13 diverguje _7
n.
n:
20 Y
b) E 131&%: i {"B= 4, (~5,3); pro x= -5 konverg., pro x= 3 diverg, 7
= n.4
ol x-3)" , /B = +es; rada konverguje pro kazdé x 7
n
nss R»

U potenénich fad nésleduaiciho cviten{ urdujte obor konvergencas jako u ¥ad
funk&nich, (viz cvileni 259 Vs

271.cvideni, UrZiti ebor konvergence Frady :
)

B 2n
a) E (=1) ° (x=2}) , £7(1, 3);v krajnich bodech neni Fads ani Konver,,

) ani diverg, _7
x-1 )40+ =
b) x=2) sy { B =+ 0o, ¥ade konverguje pro ke¥ié x 7
ni
=1

[ ] n-l
c) ;; 45%{—\(—;_ 2, V5, V5 ); pro x = 2 V5 fade konverguje _7
A=

Yliastnosti poteninich Fad.

Necht potendni Peda E c..x” mé polomdr konvergence R > O, Pek platf{

1) Rada E enxn definuje v intervalu (~R,R) spojitou funkei S(x) , kterd
Je soultem rady, coZ zapisujeme S(x) = ; cnzn #

2) Potenlni Fada konverguje stejnomé¥n& k funkci S(x} v keidém um viendém
intervalu < &,b>> leifcim v intervalu {(~R,R),

3) Potentni feds mize byt derivovéns nebo integrovdma &len po &Slenmu libovolnd.
krét v kazdém uzavieném intervalu<a,b> lezfcim v intervalu {(~R,R).
Rady vzniklé derivovénim e integrovénia dené¢ potentni Fady maji 8 ni spo-
leiny¥ polomér komvergence,
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k4

4} Je-li 6 (x) = § ic‘a‘ﬁmJ s {suudet *ady po deriveci), pak € (x) = S,(x) ’

Je-1i & (x) = § / % dw,wmem rady po integraci),pa&é(x) = / S(x)dx + Cy
C urtime dossxsnip ¥=Q do posledn{ rovnoati,

72074 piiklad, Uréiti obor konvergence g soulel Pady :

i§~£=xox2 ﬁ»#

a, * LEBIRy B
e R 2 3
n=l

Cvor konvergence : («251) , fro g2 = 3 tadsg KOnverg.,pro x=l divergujs .

o' d
Dané ¥ada wveniki4 dntegrovdain Pedy S_zf"l =1 4 x ¢ x% o ehey ® 1%—

X
P T ®0
S(x) = % ey s & ﬁgff‘“la; Jx%;lx * = 1n(l-x) + ¢
n= nay 3

Kenstentu ¢ uriime po dosazeni g = O de rovnice 16 (x) = - la(l-x) + ¢

0 s.0+g
t = ¢
Br > mogid =34 2,%+
4}

"eﬂ'}g

«X b VL e e

Sk

Uror kouvergence 5 (-1 y1); pro 2 » * 3. fade diverguje .

; f‘ z ¢ l' + 2} ¢ eonnes = I‘%;
’ B'KE
&y
| = N N 2 ¥ 4 * . A
SG = > o ey Gy s %E (*) = ¢ The ) o

a=} [ E3)

Dund Pedn venikis serivovéals fody

272.cvilenf, Uréits ebor konvergenze soutet Fagy

a) S { 1). 2)“ s £ (=1,30:pr0 x = + 1 Fada konvergute; & (x) = sretg x 7

4.n4m3 . ‘
b) ., £ =11 ;pro x = % 1 Fude konverg,;d (g)= %erctgz + %;h 1:: 7
= 4u=- 3 e
n=l

o) B ) 3
-1) (215, %°® /(a1 Lipm ® 5 ] ¥ ; 6(x) = 7
§_( ) (2mel) # £ {=2,1}pre x5 5 1 fede diverguje; 6 (x) = z‘};—z? .




& EAYLOROYVA 2 MACLAURIK gva

e

potendnd Pady, kterd pre uZitd ¥ad mefi ne jvAi3L efunen,

jeme 2o enefill espom u nékteryeh funkinfeh Fad urfiti funkei S{xi,xterd
by soulten té Fady & kterd byle tou Padew dsfinevdng. Nynl obrscend buseme za
virtjeh pPedpokladl vyjadfovsl dansu funked iz} nekonednou potendns Fadon, Wio-
vime tde o rozvejdi funkce €(x) v nekensénou potendng Zsdy, Platd:
¥a-11 funkee (%) v jistém intervalu (a-m » &), w> 0, derivacs viech o,

ire vro ka%dé x z tohote intervelu zapast

tzve Tayiorevu $sdu funkce flx) 2213 Taylordv rozve] funbce £ix):

p-4 N - 5 A AW AR S 2

& . " N
/fﬂﬁf(n)ga; xea)? = Plgy s ﬁ%iggﬁ(zmaB - :wiéiaQX*a)z* trvaes (305}
vy, S 1 2%
{rozvoj v okolfl bodu & » PTest® rozvo) v bodd g )
“abo pro gs0
tzv. Macleurinoevu Pedu funikce fix) ¥ili Meclaurinty renved funkes £(z).

* 50 ) s » L") . {33 N
Emn‘§»-19& 2 = op(o) « EBIR2 ox ¢+ £42) G2, £ ig};xi% —— {106)
n=G nt 1t 2 1 31

{rozvoj v okolf bodu O, proat rezved v hod¥ O )
Tlaginostd Teylorovy(Maclaurinovy) Fady se ztotoXnuif ¢ visstnostmt poten&nich
Fad,
nownost pro soulet funkini Pady 8(x) = 8 {x} + R, (x)
z#& u Teylorovy(Maclaurinovy)fedy tvar £(x} = 8, (x} 4 Ro(x)
Hutnd ® postad jfeg podminka,aby Teylorova (Maclaurinova) Psda v ckolf bodu a
(v okolf bedu O) byla konvergentn{ a aby Jeif sonfet bel roves Punked £(x), Jest

lim R{x) = ¢ {107)
i &whx
Tmezime~li se na vypelet soulty prnieh (n+l) Slandt Taylar ovalMaclauringva)

cozvode t.d. af po dlen s derivacs n-tého Padv, pek pilslining chybe je vylddPena

ziytkem Ro(x), ktery je nejjednudubeji vylddren T ddgrangeord tvery
v Taylorovy Fedy (n+1)
R {x) = gfg; tfii o 2a)0* L y kde %w &+ din~a) 4§€(0, +y
¢ Hatlaurinovy Fad 3 : : ;
7 gl SR f= Az , (o, 1)

Rpla) = Srmgir—
Pres tento jednoduchy tvar zbytim byvé vypeiet limity (107) nékdy obtiZny.Proto
benvergsenaei Tagicrovy (Maclaurinovy) ¥ady ¥ funkel £{x) zjﬁé%ujeme radé€ ji posta-
tujicl podminkou,kterd pravi
Existuje-18 takové &fslo K %8 pro vieching x z Jistéhe okolf hodn 2 (bodu 0) a
pre viechra n je splnéno
[+ ] ¢ x,

pak v okolf bodu a (bodu 0 exiatuje Taylordw (Maclasurinfis) rozvoJ funkce £(x),
Taylordy (Maclaurintv) pozved sigmevidérnich funke{ provddime pedie pFedpisu(105)
rnete (106}, & fewmus vyivofujeme postupnd derivacs funkes & vip oditédvéme je jich
hoduoty v bodd & nebo v bods O,
/2087 piiklad. Maclauriniv rozved funkce cos x

Vytvolujeme postupnsd ViRl derivace Jdané funkcos a vypolitdvime jejich hodno-

ty v bodd O

£{x)= cosx

£{G)= 1

£/(x)= -sing

fﬂ'(t)"-‘ -cnsxgtu)ﬁx)asinx eEt’(‘”(x)mv:usx
£liom o

£ a2 e N0y o Pel)gym 4

ssse0e

PLERE > O

seosese
.
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Po dosazeni do (106 ) obdr¥ifme :

cos x = ] + 7:” ‘!'.x + 37.!3 Lr.x * B'T 25+ r.x + '-7Tox7+ %I—st"' oesevoas
2 4 6
cos x =1+ % (-1)'. lznﬂ’xz 1-2~1—+% -’g‘-!-+ cesen (108)

Obor konvergence: Pro ka%¥dé x ( zjistime Jeko u poten&nfch #ad)

Vznikl4 Fada skutens podle uvedeného kriteria konverguje k
bol pro derivaci kteréhokoli Fddu platt

funkei cos x, ne~

£ (x) = 1 pro vSechna x ,

Rg_vo;j_i_’t_mkce in x provedeme stejnym zplsobem nebo vyhodn&ji integrovanim

fady pro coa x :

£._.1
sto 2 = x - g, X R R -

00 7 9
in x = (-1)R-1 i n-1 = -}?pé-l,«—fx ® yop (109)
o g @ wee

Obor konvergence : pPro kazdé x
273.¢vi%en{, Ovifte si néa;edugici rozvoje funkef =

Obor konvergence:
a) e¥ =1+ fr+ % Tt eeee + %ﬂ + ees /prcz; kazd 5? (110)
) "l‘i-;": ’=1 - X <+ xz - g + aoco"‘("‘l) ofl‘*oo / (‘1, 1 ) / (111)

VIR e fople iy e Qs o

1>/ (112)

&) v-%%_; =1 -2+ o 2.0 . 32l b/ (a1, 1) 2 (113)

e) in (1+x) X - ? + *’3 %x b d -ooo"‘("l)n =1 l xn"'oo/(-l l>/ (114)
Rozvoje (111) , (112) , (113)jsou zv148tnim pi-ipadem tzv. binomické Fady -

(1+0%+1 +(r)x +(5)=2 (52 + ..cra10m, (r)x“ + "/f::ll 5> Py g oy t1as)

Exponent r je rediné &islo. Je-1i r pFirozend &i8lo, mé ¥ada

(r+1) Xlent,

Tzv, binomické koeficienty:( ) (2) = L.’-%'—ll (r) = fd%—l-l:—(%:z—l ? eos

Nap¥{klag =

(1::& =1 _+_( ) -(}) 3(3 o s,

=12 3-.x-. :ﬁ%x}+..«

12m Se 1 (’ﬁ @sz -(é)

81; wx"go; +%§‘3*...

OSdec0sevsnsesny

"
+
@

o

*

-1 '33 .2
333,

(A XXX ¥ )

V nésledujtetinm pﬁpadé provedeme pi‘edam ﬁpravu H
(a2x)™ =aT(12 x) =aT, [1 ® (’). £, (2) & 1(:;') (2)3 + ...J

Rozvoji (110) - (113) uZijeme k vytvorenf rozveji funkef
ax‘ 1

——e l*a

" leax® ’

kdyZ v t3chto rozvojich pfSemog ax® nisto
- 218 -
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Obor konvergence : L] y A

szL.

i
St N

1.

Ober konvergence : (-1 s 1)

/<-a,a>pro r>0 4
(~a,a) pro r<o0 /

1
s \7."‘__."";" » kde g Je pFirozné &1slo ,
l+ax




‘\

274.gvilent, Ursiti Maclauriniv rozvoj funkce ufitim rozvoju (110) - (114) ,
Ovéfte si uvedend v¥sledky

Rk Lt e { 40(110) dosadfme (-x) za x 7

R-1
b} 6*% =21 4 25 + 2+ ... 4 -&%ﬁ-— * eeeeejldo (11C) dosadime 2x za x 7

4 £ (r=1)
c) X =3 . g2, X _ ceat(=1)0%1 * +ej (de (110) dosadfme -x2 za x
21 (a=I7¢ x4 /pro ka¥dé x / 7

d) i%; = l+x+x®s o+ cesat 7L, seeo; { do (111).dosad{me Xz x 7

/-1 $x<1 /
e),I-l-T =1 -2 x4 x5+ ..,..+(-1).-1x2(n"1);(-do (111) desadfme x° zg x_7
+x
£) 1a(1l-x) = -x - %12 - %xj-f creee = -:-x" = eceve;l"d0 (114) dosadfme -x za x 7
V_.__ /-l< x <1 /
OVix® s1.d 3 _1 6_1 xm o3 0(112) dosadine g3 zax 7
2117 T o2 2731 b, /-lex<y p 0 F -
h) e =] o %.xz + H.x“ + %‘%‘-g.xG-o seesesjfdo (113) dossdime -x2 s x 7
Vi-x? ° o /-l2x<1 /

k) —i 1+ %-.xj + ;,2:6 + l9-242-.x9 * e..0;{ d0(113) dossdfme - za x _/

Vid 2.4 2.4.6

m) — . 1w %—.14 + 2238 | %—f-%g.xlz+ cecese;l 40(113) dosadime x* za x _/
lex4 2.4 o

Nékdy pied rozvojem funkce je tieba Ji wprevit na vhodny tvar,

/209/.ptiklad, Provésti rozveJ funkce 3221‘ o
Uprava funkece na tvar(11ll) : 33':2; = l. —]-'2—

1-%x
3
UZ4 jeme rozvoje (111) pro funkei 1—13;: s kem 2a x dosadime - %x s

oz =%[1 “ -5 4 (- §x)2 - (= %x.)3 + ]

i .2 2 J1.,2 2
=3.[1+-5x+3‘x +-2-%x3 + .] 3+gx+§-§x +§x’  JPTeu—
2T5.cyiden!, Ufitim Tozvejk (08), ( 109) provedte rozvoje funkecil :
2R-3%
a) ein ¥ ; /do (109) dosadte X zq x: £ - X . PR (G S Lok S el
AR 2 27235 20~ ity <

- 4 6
b) cos 2x; /"d0(108) desadte 2x za x: 1- f—f.xz-r %T.x4 - é—,-.xs * coee f
e) cest; {"de(108) dosadte \x za x:1- %T.x + %!-.xz- éT.xj + %?.x“ ~ seses J

48=2
) sinm 22, £ 30(109) dosadte x2 34 x: x%- %—,—.xs-# %T.im METIE +(-1)"%z§n-m .

V nékterych piipadech hledéme rozvoJ dené funkce ze zndmého rozvoje jeji derivace
nebe jejthe intesr&lu.?i‘iklady 3
Ponévadz j f',,;dx - 11‘ l*x’ » obdriime rozvoj funkce ln[ 1+x’ integrovénim rozvoje

funkce T3 . Viz rozvoje (111), (114) |
Ponévadi —L-Qx ® arcsin x, ebdrZime rozvoej funkce arcsinx integrovdnim

V122

rezveje funkce -—%__ ¢« Viz cvilent 274h H
lax

5 7
arcsiaxtxvr%, §J+%.:%..§_+%.:%:§.§-+......., /Tx<y 4 (115%



Fn~

s = =
2T6.cyident, Rozvo! funkcs arclg x 5 / xu§x3 * %r’- e S Y %ﬁ:i" & G
f-1Ex®yys ?
Rozvoj funkef tvaru (%) nebo %’ﬁl provedeme ndsobentm nebs d&lieninm zude
mého roevode funkom #{x) tlolew x # 0O,

- - 7 4 n?
B.C0Q% = x.{l - %T:zg % ﬁz‘g wé*-!-x6+ P ] = x —gx-;» + f)'!' - fé‘? eso/PT0 Roddé x/

.%a;».[x»:%rx?\*é?@s-%a N— ]31 3

x6 3,
- 1’“!' %aesa aa!‘:{}:’:‘(‘j E@@ .f"
i

g ¥
T

277.23:8enl, Urditi nfkolik &lend rozvoje funkef :
3 e 4 =
&) X.c08 2% H _If.g = ?‘rmx} * %‘r’.xj = osseecws ? /pm keZds %/ _/
[“l + 2x ¢ g-r o e §7st *ecr y /pro kadaé x/ ﬂ}

x e ™~ . “‘.. 4:‘ s .
¢) % i’x,za}_;m%.x+%.x2+§3.x3+..,;223;—-2/_
a) &= ! *'§yoxv* %wa # %?ux3 * eeeve,/pro keldé x/ ./

% . 2 - 2 136, 1 1.2,5 6
2) :g; / (1+x), 214‘1"%‘*%’3*5:%’“?:%:5*5:&. +:.

1-x /iex<y/ 7
Rozve§ funkel tvaru £(x) 2 2(x) urifme 8&{tanim, p*p, 0dd{ténim Pad; vaniklgeh

L T — e ———

b} (1+x),e®

oy

n
~3

a3

rosvojem funkef £(x) , gix) ,
Platy S ; KQQ & f’g
= anoxn : g___;T bnatn :’é‘i‘ (an 2‘“ bn)‘axn

Visledns Fada nd polomér komvergence rovny nejmendimu z &Efsel R ,ER,, kde By Je
poloudr konvergence 1. %ady,
M, i%epd. Ursity Mgelaurinfiv rozvej funkee

8} o¥ v stnx s L1 s 2% » %-5-32 » %:;24-&- Sads %;igs % %T"B *euu/pro kadas x/ 7
5

. o AD - . 4 4 -
SR LNV ‘2% ¥ S ooshx, F1vFradroFre.d
53
¥ ~ 6 6(n~1)
il @7 e 4 ( 7 ‘ g
&) '“_“;j—_’.,xﬁ‘a, gi‘@'&* #‘F bevsnenocat &@i:ﬁi ooy /PT0 kaddé 3/”7

D EE; a0 - e 2 . R R Y
’LExgY 7
ﬁggyﬁgmmgggﬁxmﬁmm urif{me s rozvod Jednotlivgeh funkel £(x),gl{x)

vagobentn dvon pfisiudngen Pad@,

Ot .
Soudinem dvou notniumgeh fad % Duatn % S bn.x" J& op¥t mocninnd Feda
ne o=

°oR
¥ X", 0 Jejich¥ koeficisntech e, platf :
e :




Sy F By ¢ Byby 3 t8ab, s Feeooly By ¥ 8,5,

Pro polomdr keonmvergsnce piaid eteind vatah jake u ssuftu Pad,

o

RKoeficienty mBZeme urdovat postupnd pedle schemat ¢

OSSR D G S SO T T 1O O 5
8 : o é : éa % B ¢ %3 gl e
R R VR T e e e A

/210/.pi{klad, Ur&iti ndkolik Zlend Maclaurinovs rozveje funkce e .sin ¥ .
Rozvoje Jednotlivyeh Punkef @

> =1*‘*%‘T’2'§’!"}*}!’ﬁ*%‘1"5*%ﬁ6*;‘713‘?+'”“'”
sin x = b4 - %ng + %Fxg - %Eﬁ? ¥ sinvesse

a,* 1, 8;= 1, ay= &, 84 é@ 8, 5%,,.¢; b,=0y by= i, b= 0, b3= - % b4t O,
S T A A A N IR A
o i_1 o : o 3 o i % o 1 glo-} 0o 1 o
65 O ¥ = L+D=1: c2=mlw=lsc3="é+%=%§34=»%4§3()
1 1 %édﬁvglli‘é’ﬁiﬁuﬁn
1&,0-%;310%9&0—&010
cdEA B | ek ke HoR
ex,emx=o~a~1.x«~1.xz+§3f0‘,x s%xﬁ 9@ = TR
sxel o dd odd gk o,
Poznémkay N8kolik prvnich Elend rozvoge aculinu dvon funke{ mifsme ziskat takd

ndsobenfm polynoad,pififemf dbdme,abychom ndsobenim z{skali viechny
mocniny, jeZ maji bt ve vfslaediy,

279.cvifen{, Urditi Maclaurindv rozvej funkce :

a) In(1-x) JIn(ex) § /- & - 22 = fFa® - L., fa<zays T

b) (&maiﬁ x)z ; l-:z + %‘!‘ * z%sxﬁ * teodsarecegy /"14::41/ ,.;;
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viirt rpoTENENLfCH R a D,

Poten&nich #Fad uZijeme k Fedenf uréditych dloh pro takové funkce,pro n3Z nelze
tyto dlohy Fedit dosud znémymi metodami,sloZenymi z kone&ného poltu operaci.

Pro tyto ’ﬁlohy najdeme PeSenf p#ibliZné,pFifemZ bude moZno politat s piedem po-
fadovanou presnosti.

Zg tim Glelem rozvineme danou funkci w Taylorovu nebo Maclaurinovu #adu za pied-
pokladu,¥e funkce splnuje podminky k rozvoji, PF¥i vypo¥tu se omezfme na vhodny
potet &lend vzniklé funkn{ Fady,kterd pro jisté x vede k Fad& ¥iselné.Chybu,
které se pifitom dopustime,uréime odhadem zbytku Fady. Viz str., 202 - 205,

V praxi Sasto urdujeme numericky postupnZ jen ty Zleny,které majf vliv na po-
%adovand desetinnd mista.Podftéme-1i nap¥. presnd na k desetinnych mist,vytvo-
¥ime je3t® &len,ktery mé aspon (k+1) nul za desetinnou ¥&rkou.

N&kdy provddime transformaci dané Fady v Jinou PFadu,kterd rychleji konverguje

a kterd tedy dovoluje vzit pro poZadovanou piesnost menZf poZXet &lend.

I. PRIBLIZNY _ VipolET __HODNOT __ FUNKCI,

8in x ; cos x 8i uv&domime,%e x znal{ velikost dhlu v miFe obloukové.Vy=
jadfuje-1i X velikost thlu v mi¥e stupnové,u?ijeme transformaini rovnice

- (2.9 -
% = 186 €111 x = i{ﬁ.a

/211/.piikled, Vypodftati

a) cos 5° na 5 desetinnych mist

U%ijeme Maclaurinova rozvoje cos x = 1 - %T“’? +<%r.x4— svocee
. T . o
X = iga'.5 = 52

2 4
T 1 r ¥
cos 5°= cos 38 =1 -HTe( 35 )t (Fg) -

1 - 0,0038G77 + 0,0000024 £ 0,9961947

= o e .

b) 8in 49° ne 4 desetinns mista
Radu pro sin 49° zfskéme vyhodnd ji Taylorovym rozvojem pro a = 45°
Velikosti v mie obloukové ¢

2""%049 ’g=%6.4§={, I'B’%(49-45)=%

V2
sin a = cos a = 5
sin = = sin a ﬁ-gg%~2(x-e) - %%EJQ(x—a)z- 9§$—’Kx-a)3+ §1%T3-{x-a)4+....
Bink RER RCED ogh (Bt
= 0,7071068. (1 + Q,0698131 - 0,0024369 - ©,0000567 )
& 0,754709

280.¢cvident, Vypodtite s udanou piPesnosti :

a) ein 1% & p¥een.0,0001, £ 0,0175.7 ; B) cos 10° s piesn, 0,0001, 20,9848 _/

- 293 &




¢) sim 18 s piesn. 0,001 , /70,309 _7, d) ein 36° s presn, 0 »C001, /70,5878 7
dedpoty iracionéln;ch funkef (vyééilodmocniny)ur#ujeme priblizné uZitim binemickeé
*ady (115).Pro n = 5, 30 % #ee-. - urtujeme hodnoty odmocnim.Cfslo,kters Je
adpocnencen, nehredine scudtem nebo ro&dllem dvou &isel,z nichZ prval je m-tou
mocninou prireozenche Bfsla,

7212/ piiklad, Vypo&téte ne 6 desetinnych miet V "

a3a81+2=3"+2=3.(1+?-—)

3=3\/1+ z==3<‘1~~—3=)2‘r

4 2,3, (% 2,4 |
%[ 1> ,(~§>»e- TE SURT Ll IR SO RN

3[1*—5— W TS—‘IgF?ES "331‘%'775(3:]

3.[ 3 + 0,0061728 - 0,0000572 + 0 ooooooa] = 3,0183492
/213/.p¥f{xlad, Vypoitéte na 5 desetinnyech mist V 12

= 5.4 - rg- 3. 5. [ -(5).0.032 *(5) .0,032%- (3 .o,oaz3+(7).o,oaz4+.

1 2 3 4
= 5’[1 - 0,0106667 - 0,0001138 - 0,0000020] - 4,946088
<8l.evifeni, Vypodtote
*1 Y B45 e ) dss.ntate; /73004 s b) \fIEE na 4 des.mista, 72,0022 7

282.gyilén{ NapiZté binomickou Fadu pro V 0,997 V 70, \/ 40, pri vypoé&tu
8e omezte na dva ¢leny rady a odhadnéte,kterd des.mista Jsou urdena presns,
{70,999 ; 4,125 ; 2,1 7

Hodnoty expenencidlni funkce «X uriujeme podle rozvoje (110) :

x = 1 + %‘{:X + %.!.°x2 "%Toxa + vesesese * n,.!‘ + sesa0s (DI‘O kaZdé x )

%

He

e

Pro x=1 dospé&jeme k *ad® pre ireciondlnf &fslo @

1v1 03 Frdotht s tudstadm e

e =
% 2+ 0,5+ 0,16666T + 0,041667 + 0 »008333 + 0,001389 + 0,000198 + 0 » 000025
= 24118279 . Pro zajiZtini 4.des.mfeta by bylo tfeba vyvinout jest& &len.

Pro z = % sbdrzime adu 3

Vesivndoddobdedd oo
%3+ 0,3303333 + 0,0555555 + 0,0061728 + 0,0005144 = 1,395578

83.gviden, Vypoitéte

a) o% 5 preen. 0,001, /77,389 7, b 1 s sresn. 0,0001 , £70,3679 _
2} Y& o ppesn, 0,001 y & 1,849 7 , aﬁ_&_ pfesn,0,0001 , /70,7788 _7
&

Hodnoty lugariimicke funkce,pokud jids o piircpene ;hﬂqritmy,uréugame uZitim né-
rychledi neZ u rosvoje{lld),

sledujfclnc »zzavoje,pondvadi plisludng fads konver

Jey 1l 3 1 i 213
Pecrr 1atE = 2.( x v Zxd 4 %.x’ . I g:ii.x B pmrnnns
= . A - - . .
Hiedsme-31 in & o> WIOLIheie 2 Toviaios iwﬁ * & nenrdmoen w.okteron dosadine
3 » Yy Tt E

40 rozvese,

- P23



Pe—

/2147 .prikiad, Yypolditeti 1in 2 pa 2 desetinmnd niste.
e 2, % dshod x = 4

s 3

1n 2 = 2,{ x +4l-,x3 +§.x§ % verneses ) pre x =%

l i
'50 * ‘g"’t‘? % LR X R }
e 2ol O,$3333333 * Q,O 34568 * 0, 00082304 ) = 0,6930041
84.gviteni, Vypoitdte 1m 3 8 prespostsi 0,000l , £T1, 0986 7
Yypote: &isie W mokne urdit Lud z rozvoje funkee erceih 3, pebol arcsin 1 = %

Rebs 3 reivoje funkos aTcty x , pebol arctg 1 = § "

Poale ({1315%):

T L 35
sresin 1 *'z = ] *% ¥ :‘;5 *1‘%‘2’ ﬁﬁ% T o fmensecies g
Podle ¢vid.276,
?:a - 1,1
ﬁ!‘ct@l = 1 “"z“"' "9‘“’ wEd B e E e

V obou pFipadech konvergu,ji fady veimd pomsiu,takie pii v¥poZiu napt,jen ne dwe
desetingd mists bylo by tieba sedist v&ts] pocet Elznd,

Vychézime-ii # rezvoje pro srotg x,vidime,2e prisiudng Pads konverguje i1s ryohe
leji, &im menai je x.

Velme s vghoaou x = %5- a omamf T arctg % s & Zehof g ¥ = % P N4
Vytvofme: tg 2 2s = -2
y Potg ey = iz

- ; P 11% a tg %
- oSty
s S 7 .
Ponévadk  tg 4 = t8 T , Je 4y = % . Prfolusay resdfl oznatise
: v L A
Y x@_'f»‘%jst;é@haﬁ kiléaf‘_}y Y.

& 1
Y gy = -3
)‘ 1«9%@}5 1@1«%2: m
1 : -
¥ = arctg 5% .
Z rovnoetl / 2/ & po dveszeni £/ %/ &/ 3/ obdrifes s
Y pl

A z 5
T TA4Y -V = barctg § - wrotg "*{g

Podie ovid.276 rozsvineas &z“ctg% 8 ercig e :

% 4 {3_ L, o 2y il . LR O WS T S |
i - ) = e s 6w b R T, S T + ‘““2”? T easxwo
, "5 :g g 5‘ ’;;’7 j,& z» £3% 3 23’:5 §23§.7 |
2 Lo | 1
= 4 [5 "%"" 1{)5’;5"” e 5‘3&5{} L‘é‘%ﬁ e A R R I O }

T
4,[0 2 - 0,0026667+ 0,000064 - O, oc«f:vafmsj - | o,000841 -

Podithne~11F na des.mist,nemaji na tate mista viiv ﬁaiﬂf #leny obou rad,

o=

1

£ s8R0 iuag ol

= 0,7853979

:-s‘gk Alh\

s 3,1415016

s




-1, INTEGRACE UZItfe poTEndnfcr Bap,

Jeov funkee, k nim? nedovedeme elementdrnfmi metodani vyletdits rrimitivnd
Tunkez #4141 Je? nedovedeme integrovat uiitim zndmyeh integrafafeh agted, Tskovd
Tkne rozvineme v potendng fady o integrujeme &ilen po Clenu v piislufnds kone
vergendnis intervalu, <
7223/s pHkiad, Vypodftati integrsl jC§~ dx

z

RozvoJ funkce & .

X
(".x = *%Tox"' %!'og* %?023 * sosesas P bafl"nyaageé /lh %
«%x a %“f‘ 1 +§;'x+§r.xz * vswies # ln-r.xn'% # o

S

J& o

b

i

/( $r1e e 1 el Ly

in Ix! + x + ?}7{.22'# arseren o *x‘;%'l';rgxn * oeen + ¢

1]

Folftdme~1i uiitim potenéni Fady urllty integrdl funkce neintegrovatelnd elem
zentérnind netodami ;musedf intepradns meze lefel v konvergenmdinim intervalu p¥i~
#ludnd potendni Fady.

1
b4
216/ pitkiad, VypoXtéte j{ £ax ,pridems sedtite est gien pidsluing rady,
d,1

UZijeme primitivn{ funkece vypoltend v predeflém PH{klads,

1
(2012 +x+ 32 o hde Lot e |
0,1

it

rl
[ X
: -g-dx

6,1

He

0*14%**3%4”5'}%‘*3%3‘”{“lnm*'i%“*ef%ﬁ*fﬁé%ﬁ”““}

1 0,1
0,25 0,002 500
0,055 556 0,000 055
0,010 416 0,000 001
0,001 666 0,000 COO 016
e e e ek Sl sl soid
1,317 638 0,102 556 014
- 0,102 556
. Sttt
1,215 082
1m0 2,302 69 “_}
3,517 77

285.cvident, Vypodtite integrély :
x?.n+ 1

sin x = - o x n+l yi

a)l /f = dx, ; C+ x ST Y BT = coees +(-1)041, TZRe TSR Yoo/
- 4 =
b) /g;otg'—g dx, { C +lnix!-'§':x§!-# Z‘T‘IT “® eas *('l}n' m‘g'r* ®eosae _’/
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c)/-e-;dx’ é-c-%+1nlxl‘9§+m+oeco"'
x

286.cvident,

xn -
nzn‘*l’g + OfRsezoe _//
Danou funkei vyjéddfiti Fadou.
x 2 - 2n=1
&) / &—t d;t » _/- X = % + 5.2! + aoooo*(_l)n-’lo x
o

TZTTG=1IT *eoeees
x
b) / arctg 1“
0

2n+l
™ essew "‘(“‘l)n‘*le X
X
¢) / In(1+t)
0

+ @ %o 0o e 7
(2n+1)? -
T xz x3 xﬁ n~1 x° -
@t /x o + = * ces0e +(“1) ° + ®s 000 /
gy fRaCprige i G2 dnenve
. % 1 -, 290 9 xon-8 =
d)o/ ;—;ﬁ'ﬁ,/x-‘--m*—-i-g"‘ evssccs + ) -8+.“'“° _/
X — ~— -
E) / 1 dt ,_ﬁf'x + %o%*‘ ‘_%"%"‘ e “x‘-z'*ooa. . Wc X4n 3 e //
6 ;/"I:—t'{ ? o 2 (n-1)! 4n~3 -
287._cvideni, Vypo¥ftati dané undité integrdly :
0,2 e~ X
a)

0,1 x

dx s pfesm. 0,001 , / 32,831 _/

0,5 _ -
b) [ ! — dx s plesn. 0,001 , / 0,494 _/
'] 1+x =

0,5
e) C!

0,25 _
a) ]. e X dx na 4 des. mista, / 0,2448 /
(6]

dx na 3 des. mista, [-0,497 w4
l+x

1 = -
e) 5[ cos Vxdx na 4 des. mfsta, / 0,7635_/

1,5
£ j
A

K i

.arctg ¥ dx aa 4 des. mista, { 9,1211

! W4
0,5 2 B
g} cos fﬂ dx or 3 deg.ziag 500 4
0
0,325 5.,
) Viue X
J
0

- e -
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INTEGRACE DIF ROVNIC pomoc { fad,
Nelze-1i Feseni diferemcidlni rovnice uriit pomoc{ elementérnich funkci konednym
poltem operaci,hleddme pFibliiné reseni diferencidlni rovnice uzitim poteninich
Fad,.
vYPOSET PARTIKULARNIHO HRESENI.
V aplikacich urfujeme nejlastéjl partikulérnt Felen{ vyhovujic{ potétednim pod-
minkém, U rovnic k-téhe Fédu

r(x,y,y: y., y(3), sessses y(k) y=0 jaocu polétedni

*® L)
podminky dény hodnotami ¥y , y‘, ¥ y(s), ....y<k 1) pro urdité x=x, .
Potétedn{ podminky pro rowice I.Tédu se zapisuji y(xo) = a8,
poXétedn{ podminky pro rovnice IX.#6du se zapisujis y(xo) =a, y'(x') =Dd
@ podobn& u rovnic vysiich Padd, k
1. BeSent diferenciféin{ rovnice ve tvaru Taylore Maclaurino rady @

_ X=X, (x—xo)2
¥ = y(x,) ey (%)
Postup vypoltu sestdvé v podstaté z tdchto krokd :

a) Do dané rovnice k-tého Fddu dosaedime dané podétedn{ podminky a vypolteme

‘y‘(xo) P Lesesesscve (116)

y(k)(x.), tJ. hodnotu k-té derivace v bods x .

b) Rovnici postupné derivujeme a po kxa%dé derivaci dosadime x=x 8 dosud
zndmé vy331 derivace v tomto bodd (po pfip.Gpravé na explic.tvar).
7e vzniklé rovnice vypo&teme vZdy hodnotu derivace o ?83 vyB81 v bodd Xy

/217/.pbklad, Uréitd fedeni rovaice y = x°y p#i podétetnich podmfnkéch :

gy =1, y© =1,

7®a 30y (400 12y(9) 4 52 y®=30.2+0+0: y& (0 =60

¢) Dosadime do ( 116) e A 0O a vypoltené vyd3{ derivace 3

a) Dosadime do d ané rovnice + y.(O) = 0,1 , tz &ehoZ y.(o) =0
b) Danou rowvnici postupné derivujeme : Vipodet vysi
f.’??:“.’?‘.‘?.??‘.'?‘.’???.......................?ﬁ???'.’f........... o OTURHER, e
v = 2xy + 2oy i yP= 2,00 0 P 2y =0
y(4)= 2y + 2xj + 2xy + xzy. § y<4)= 2.1+0+0 § y(4)(0) = 2
= 2y + 4“"’ x y' E ‘E
y)= 2y v 4y + axyTe 2" By P P y9agae0+0 : 0 =6
= Sy’* bxy + xzy E E
#8)a 125" + By + 2y(® P y6)a32,04040 P 8 =0
4T 20904 200y(4) + 2253 s Maz00+0+0: yPo =

2 4 5 6 7 8
x 2 b B o Rl v B PUP
y = 1l *‘i'!-l 1l + 21 0« 31 «0 4!02 + '5'!'06 + %Too + 7!O° + 8'.60 + se0sne
Po upravé obdriime partikulérn{ releni dané rovnice,vyjédrené radou :
y31l+x+ i%;x4 + 5%.x5 + g%g.xa 4 ceeesees ¥V jejim konvergentnim intervalu.

Podle potfebné piesnosti vytvoiime sl delsi &leny rozvoje.

24400 P15 227



2. Refent difc

7 S B 30 S A4 S B

A
£t
nebs ¥ o= 5

£
J £ RS R

Poat
7218/ .piisied. Send rownioe w4 ¥y B
“ Y 2 a2 s e S
SR ¥ 1, oy 0l
UEijewe Fady
3 4 ¢ 3
VR, P BT 4 ayx 8,7 4 8,3 Bg% b Bgh * Ao
srinek & repudlene kol % F
l_“’-‘r’@,@* v “Cp""{;‘i* G E S u e # L 3,
-
Pax
% ; &
¥Rl azn” e i:em%:if'z +BE  ienes
= B ne o g e P _r -
¥ = By P SRR+ JEXTH 42, FF sssuac o PO dOBsBELY ® O
3= 8, + O o+ 0 o+ 0 % Lieea., & Zehe¥ g, = O, ¥Fab
. s P 3 5 6 o me ot
7= Za,x + mim +odE,R e ’:“m,{_ﬁ * mﬁxy * '?a,?x" ¥ Baaw L TTISPT T
b} Vytvolime ty Jerivace potendnf Fade, Jel se vyshytod v dand rosnled a de
" :
remnice dosadime zs v.v°,v . Fhiton
" . R
. % 2R * é:@..ix: * 12&4::2 + 2o 7o

{x;y = %

Viraz yr) ¥ Ry

B &gi"k, 2 TR
upravine na smonedlisn podls momln =%

28, + (Gaqgelix + 1::@.32 + {2%%2‘*" + (3lagrayin < ‘.m«a?va@?xg’@ 5 0ay e
2 rowvnosti uaohedlenl plyps »
2a,* 0 é’sﬁfl =0 gaf s f ?mﬁv “z Q.B"ag + :r:jv GE S 4% G;; fiﬁ’asz‘mﬁ = @
w0l e cE 1 e g § oo §om
B © ® : ; :
Fiadend parsikuldrnd Fedend dand rownics :
= 1+ Gﬁx i e - g-ﬁi‘“ + oz’ ® 0.3 & »&i‘g & o+ .zt % vews
y=1-=- éuﬂﬁ * i:ﬁ?,‘»xﬁ Y sesevecece
288.¢cvifent, Urdit: pariikuldérnd Felenf dsnd pownice 3
aj y"ﬂ' yz = exg y(G) {;“J‘ = 1 o* K+ &uxé P gsaes0 _‘f
) o o ]
e} ¥'- 3 = x(xsl), (O} = 1 5 fy=lsx# %ﬂx”z  eecsse
c} y'= l+x~ yg, y{ﬂ) = 1 H éuy = 1 % %ﬁ.’ﬁ?"’ %‘oxz +* %314 i %aé*n.km;
a) 3% xyz = 2,co8 ®, y(G)=l; / y =19 2x »%332 - ger‘i B GunsEE b
3 N : 2 o 3 % s
e) ¥+ 8y = , ¥(0= 0, y(6) =a ; L7 = ax ~ § 5023 “ %Y.xs ¥ worin g
0 ; - £
) y ~y.eX= O Ly 2, y00) =1 fz=2ex e % » .?’7&}., + %»  oaee s
A VS 8.

a B e




" - ) 12 1. 78 5 -

&) ¥y + yecos x =0, y(0)=3, y'(O)=0 , Ly =3« fyz‘“}# ;;gzaé» ggx% ﬁ}&é—““* winn f
h} yw T Yecos x = x, y(0)=, ¥y (0)=0, £y =1 fz,-%,xg% w%"x:’ve g‘%‘wxﬁ T oeeeesay g
o - | N "

% i 4 % b \
K}y =¥ o8in x v y = L, s = y {0 = I, /5 ==« %&;%2“”& W.xéw 3 R

(4) {3} o 4 = "/ % o wm'v;‘i,. N
B} Xy ¥ 439l 3y w1 = O, il)= -l,ly {li= 1, 3,5(«.}- 2y ¥ (1) = 31 ,
(UZ1jte Teylorovy Fady y = £(1) + zﬂ(li{x«l)* gﬂé-gl}-{x-l)ztv .
nebo potenéni Fady ¥ Fag v ay(x-l) + &az'(x“It.}z** ocrstacecas }

i

(¥ = =1 (xa) = (x-1)% (x-1)% cressn. il y = - }i pro fx-1i<: 7

VEPOSET  ORECNEEHO ReSent,

Obecné Yeseng diferencidlnf rovnice Je vyJjédrenn konstantami, a to u diferencidlnich
rovnic n~tého Péduv p konstantami.

1. UZf{véme-14 pri v¥podtu Maclsurinovy rady,zevedeme obecné konstanty tek,Ze po-

loZ{me £00) =4, £ =B, ) =c, £70) = D v oo 2810y oo
/219/.»5?&156, UZitim Fad uréiti obecné fedSen! diferencidlng rovanice

(:!.~-1r2h.y'B - x.y' -2=0,
(4
Dsné rovnice jeo drubého 16du, zavedene  dyd konstenty : £(0) = 4y £ (0} =B,
&
&) Dosadime de dené rovnice: £=0,y=4,y=8B:

(1-0).y"(9) = 0B =220, 5 Zehot ¥y (0) =2

b} Danou rovaoici pestupné derivujemeﬂ 4 . Vypodet vy#a{
I:f&jupné@darigece e : Dosazendi :  derivace )
L] 2 L. & : ue : (-1}
3%y * (1ex%}y =y =0 2 ¥y ~B = : Yy =B
i3 [ °
me ey e amhgWao | 4L 00, A
we - SR .
~ gy - 71'?‘4)* {1-x2).y(5)= o E '"92’3 w y’f}j‘ = Q E y(5)= 98
26y 95 (3) 4 (1.,2)16) ~128 ey a0 1 J06) a5 006
: y(” = 9,25.B

Dosedime do Baclaurinovy tady :
5 «»

y = £(0) + L{-P-.x 0&{9)-.:2 * reennren

Yy *A+Bx e g-’».xz + gi—.x’ +%-t‘ + %..:nf:g % E&w.xﬁ * esenes

=A+5.(f7+§*§f—,+2ﬁ§mx7*”...,.,. } vzofg+4§; +%—fi...}

V posledn{ rovnosti ae vyskytulfl rozvoje Punkes aresin x , (arcsinx)z.
takie ohecné redenf dané roevnice mé tver

Yy = A +B.arcein x + (srcsin x)°
2, UZivéme-11 pii v¥podtu petencnf tady y = By * Byx ¢ naxz + e,x’ MEITIITE

zavedemd konstanty tak,Ze u rovnic n-téhe Fhdu povadujeme n koeficientd zs
pevné, Polofime tedy :

l,'i,&l*aglz’*c,&jmz?$ LA

/220/. pliklad. UZit{m ¥ed ur¥it1 sbecné Zedan{ rovnioe s exyeyzo.

Rovnice je druhéhe Fédu a proto gevedems g " Ay 8y * B,
Obecnd Fefieni bude mit tedy tver:

¥ 5 4+ 8By ¢ azxz + a3x3¢ &42“ + eﬁzsé aéxgo &ﬁﬁé aﬁxé

+* txorev 8



]

y"= B + 2&21 + 3.,22§ 45‘330 5.5x‘* 6.6!5* 7.116* 8‘8‘1+ 9.9x8 T cevene

By = 2a, + 6u3x + 12a 422 + 20&5x3+ 30161‘# 42-125* 56-816+ 72a9x7 L JETe
Pro dosazeni de dané rovnice za y , y' ’ y" provedeme upravu 3

y' = 232 + 6331 + 12a4x2¢ 20.513+ 3oasx4+ 423715+ 56a8x6 + 12.9x7 ¥ e e

xy’ = Bx + 2a2x2+ 30313+ 4a4x4+ 5asxs+ 6-615 + 707!7 * cecesees +
351 + .sx + 07!7 * esocens e

y = A + Bx + a2x2+ 33x3+ a4x4+ > 6

i2§2+ A)+(6a3+2B)x+(1204+352)x2+(20a5#4a3)x3+(30.6+Sa ‘)x4§(42a7+6a5)x5 +

+(5685+Tag)xb+(T2ag+880)xT + L.... = 0
Z rovnosti mnohollend plyne :

232+A=0 H 683*ZB=0 . 12a4+3a2=0 . 20:54483=0 . 3086*50480 § 4207+635=0

=P et %" - T%i"é w088
Dosadime do poten.éni fady : |
y = A +Bx -5 - 38 + gaxt + g8 - e - B Lol B
y = Al 1-%x2+%‘--;§16+ cesssees )+ Bol x-%a’#ﬁé-ﬁ;x?* seves )

289.cvilenf, UZitim Fad urditi obecné reSeni diferenc.rovnice 3

a)y.*X‘ISOp X‘A.(l--lyxsij%s—.‘!*....n....)*
+ B x -3%;!‘ —.-4%3-:71 méo veece) 7

b) y.-v*yzo, l‘y=Bx*A(1""12"2-nx ‘-%: ™ sescecve ) _7
3 6 9

c) y. + a’m = 0» é-y = A.{]- - &_.:3’ "%_ 6 5.‘%.?_.19 ¥ escesces ) +

Qg { QX‘%QX 2‘2— - secessdee ) _7

a) g + a*xPy %0, £y = AL - lﬁ.“xl + Lgéjl"ﬁ"sxa P owsenn ¥

+ Bxo( ) - gg%..‘x“' + g.%rm..exa » seve) S

ssces0000s

B00D & 0000

[ XXX X XN )
XXX YY]

&5

[EYXXRY XJ
[ XXX R A N2
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