Kapitola vV,

FOURIEROVY RaDy

PERIODICKE __FUNKCE,

U nZkterych funkei se pribsh funkce opakuje. Takové funkce vyjad¥ujf periodické
d¥¢je, 8 nimi% se setkdvdme v technickych dlohdch (chvént konstrukcf,ustéle ny
pohyb pistu parnfho stroje,ustdlené toZivé pohyby,st¥f{davé elektrické proudy
a pod.). Definujeme je takto :
Nech¥ £(x) Je funkce definovanéd pro vZechna redlnd x. Existuje-1i takové klad-
né &fslo p, %e pro ka%dé x plat{
f(x + p) = £(x) ,
pravime, Ze funkce f£(x) je periodickd s periodou p.
Poznémka, Je-1i p perioda funkce £(x), pak kaZd§ celoXfselny ndsobek k.p Jje
také periodou funkce f(x).Nejmen3f klaanou periodu T nazveme zgklad-
nf, té% primitivn{ perioda.
Pro prib&h celé periodické funkce stad{ tedy zndt jejf prib&h v jed-
nom a to kterémkoli intervalu délky T,
P¥ipomenme si nejjednodus{ periodické funkce a to funkee goniometrické sin x
& Co8 X 8 periodou 2% :
sin(x + k.2%) = sin x, cos(x + k.2¥ ) = cos x
Erevedenf periodické funkce s periodou T na periodické funkce s periodou 27 .
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Plat{: Funkci f(x),definovanou pro v3echra x a majici zdkladnf periocdu T, 1ze

transformact x = -—2%:-—.11 (117)
pFevést neg funkei periodickou F(u) s periodou 2%,

Tecy: platf-1i f£(x+T) = £(x) , pak po transformaci f(x) = f(ﬁ%r-u) = F(u)

A - oy g S e

nd platit F(us2F ) = Flu),
Toto tvrzeni si ovi¥{me ,kdy% rovnost F(u) =f(—2$1—.-u) zap{¥eme pro argument u+2T

Fwem) = [ x8-(w2 )] = fusk+ T = 200D = £(x) = Fu)

P# vySetiovéant periodickych funkci miZeme se tecy omezit na funkce s periodou
2w ,nebc% na takové funkce lze transformovat funkce 8 jinou periodou.

Rozvej funkce v potendnf Padu byl nejjednedud3in vyjédrenim dané funkece neko -
nefnou fadeu. Daldim dfle¥itym pripadem reozvoje v nekonednou fadu Jje rozvoj do
ta2ve trigonometrické % aa ¥, Jjej{% &leny budou obsahovat pee~
riodické funkce ain nx s €08 nX. Trigonometrické Pady odvozujeme pro perig-
dické funkce.
K tvaru obecného lemu trigonometrickd Fady pfichdzime z obecné funkee sinové
£{x) = Assin({wt + ¢,
vyJadfuifci jednoduché harmoniecké kmiténi, Vig T.d41, str. 79,
Jkazuje se,Ze slo¥itljdf kmitdnt 1ze vyJadrit jako soudet nekonené Fady jedno-
duchych harmonickyeh nitd.Obeeny Zlen této Fady mé tvar
U, = Ajesin(nowt  + ‘Ipn) s

coZ lze rozepsat w, = %.( 8in nwi.cos fn + cos nwt.sinfn )]
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a uvést na tvar U, = 8,.008 newt + bn.sin N Wt

e AL o O e i e 78 e e 8.

zjednodudeni klademe u, = %.ag a kterou pro T = 2¥a tedyw= 1, zapisujeme :

a ,-«29.
@ » 2 (ao.cos kx + B.sinkz) ¥l
kzi

e

B
|43
T+ 8008 X + blsin x + a,c08 2% + bgsin 2X % cossee * 8, co8 kx + bksin EX +,44

Uvaivjenme-1i soutet jen pro k=1 af k=n, obdrZime tzv. trigonom. polynom

- _
Pn(x) = 59 + 3 {akcos kx + Bysin kx )

Jestii¥e tpigonometrickd Fads je ate jnomdrnd konvergentni, pak jeji scudet je

spoiiton periedickou funket #£{x) o periodé 2F . Zapisujeme
on

Y
P{x) = EQA 455 { &pcos kx + boein kx )

Pro jejt koeficien a 8 b, ee¢ odvozuje
Jed rw'awksg& s J

./ /f(z) ax , o =g zf{xﬁ.coe kx dx , k=1,2,3,... {118)
0 r -
~¥ R g
by = ?% }(f(x),ain kx dx , k=1,2,3,..4 {119)

-¥
Trigonometrickd Fada s tekovimi koeficienty se nezjvd Fourierove Fada funkce £{x).

osficienty (118),(119) ee nazywajf_Fourierovy koeficiepty funkce f£{x),
Urfani Fourdsrovych koeficientd ném usnadnuje tato sktutefnost @
Je=11 f£{x} funkce 1 1 ¢ & &, jsou : je~li #{x) funkce sudéd , jsou
a = O 5, = O

2006 e

Fouriarovu fadu zapisujleme obvykle Jako zoulet dvou fad, , Fady kosinové * a

o
s Pody sinové $
¥la) = %ee +(a1cos X+ 8,008 2z + 23c08 IX * esesse ¥ 8,c08 kx + asesa) *

+{bysin x + bysin 2x 4+ bysin X 4 s.eeee * BSIn kX 4 seols)
1 2 3
Lichd funkee £{x) se rozvins jen v Fadu sinovou,sudd funkce v Fadu kosinovou,

»
»

J Funkce £(x) Je v intervalu < a,b> ohrm i¢end,
} Interval <a,b > moZno rozdfliit ns koneZny polet intervall, v nich¥
L& funkece f{x) spojitd z monotinni,
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kaidén bodd neapoiitosti ex tetuld Romedud jednvetronnd Lims 7 «
nap¥, v obr. g2 0

m £x) = 83 5 aim f{wd = A0 Bpai.
Kz Lo e Ot %
=~} w f{ewld}

BICHIBTOVE  VETA  pro coudel Poarlerovy Fade o

Spinufe~i? fuokee £{x} DMysehletory poduinky,pek Jajf Fourlerova Fada konver -
guje v kxafddn bodd ¥ ¥ aodnoid

P

o | £lwe0) o £lx0) }

o

Ean)

3

S

!
s

To znawend: v.hedd nesrodilseki Js S(x) rovne sritmetickému priméru jedno -
slranyel 1lsit v tom bodd,
v.bodd spoiitontd Je B(x) = f£(x) .
FEEV/ pidltad, Urditi Fourierdy rozvoj periodické funkee s periodou 27, kterd
& v zélladnin intervelu periodicity (- » T D takto definovéna :
lx} =2 pro -wcxiw
T{«T)= £(¥)
a 7 ‘ Funkece splnu;)e Dirichletovy podminky :
: / / 1) V intervalu =% ,¥> je ohranilend.
; 2) V celém intervalu -7, ¥D je spojitd

%&;? ﬂw -F © ¥ (74 ra a rostouct,
rd # 3) Krajnf body intervelu jeou body nespo-

&
Obr.63 Jitosti l.druhu,
Vipodet Fourierovych koeficientd dané Fady :

%, = %!;ltdx ’*}'-[zﬁ];‘ 0

Dang funkce Je iiché,koeficienty &, Jjsou pro ka¥dé Xk rovny nule,Ovi¥{me si to:

¥ ¥

a = 3 [x.cos kx ax = }, [f.ain kx + 5-cos kx ] a
4 ¥

gé.—. {g.ain k¥ + iz-.cos k¥ - [gaain(-kf) + . .cos(-kf)]}

&
[}

i

1 0 +
¢ - C08 kY + 0 - 2 C08 kT } = ¢
31 dy :

T
by =’~§, X.8in kx dx =%®["§.COB kx + .ainkx] =
s k -
¥ T
3

$. {- focos kT » # .5in kT = [- Ecos(-kT) i-g.sin(-kf)]}

#

1

% » {= %'!.GOG k¥) = = %o("l}k

; . L
blgz b2=-l'b3=§'b4=‘§ bs g,ooo¢9-0.
Pouriertv rozvoj funkce £(x) = x v intervalu (- ¥, Ty
x = 2,38in % - ain 2% +§.sin 3= -%.ei.n 4x +§.sin 5% P sssnmeinissees

= Qa(aink*%ﬁin 23"‘%@31?2 33“’;‘03111 41* &.Sin BX b VIR O B2 IO w 0N )

Fodle Dirichletovy véty je pro %aidé = % intervalu (=T, ¥) soulet Pady roven
PH{81ndné funkdni hodnotd, Napf{klad pro x = g

*&W %
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Po tpravd obdriime

¥=6 -3 +4-§-\/§ +§--0~7 #2- f-§~ 5- L > sasansovs

Pfichézime k nekonedné &fselné Fad¥ pro WM,které k vypoliu Iisla ¥ neu?i -
jeme .,Museli bychom selist velmi mnoho Zlend,abychom se dopustili malé chybye.
Nap¥., seftenim sedmi &lend obdr¥ime 2,5485,...

Reda tedy velmi pomalu konverguje k hodnot# 3,14159.... .

V bodech nespojitosti =T, jest soulet roven aritmetickému priméru

jednostrannych limit v t&chto bodech.
£f(~F-0) = lim x 2’ £(~TF+0) = lim x = -7, S(=T) = f+.s—$'2 =0

x> ~-F- r»—f+
- T+ (-7 '
£(¥=-0)=linx =% £f(T+0) =limx= =¥ s(ﬂ’)-—-l————)-=o
X = ; xo T+ '

V ndsledujfcich obrazcich jsou n&&rtky grafd ndhrednich spojityeh funkefl @
£1(x) = 8;(x) , £5(x) = 85(x) , £3(x) = 8y(x) , £4(x) = a4€x§ . Pozorujte, jJak

se piibliZuji grafu dané funkce .
al(x) = y = 2.8in X

y
P
//
/-ur V—zr P P) T i o o v

Obr.64

8(x) = ¥ =2. (sin x - zain 2x )

N N s

Obr.65
BB(x) = y=2.(sin x - ésin 2x + 3sin 3x )

| /K
Cbr.66

= 2.(8in x - zsin 2% + 3sin 3x - Esin 4x )
| /\

Obr.67

/u

2
~~
W
N
f

L
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7222/ .priklad, Urditi Fourierdv rozvoj periodické funkce & periodou 2% ,kterd
v zdkladnim intervalu periodicity (~F, ¥ > je definovéna :

i £ = 3af

Funkce splnuje Dirichletovy podminky 3
Presvédtte se !

e e e s e 0

Funkce je sudd a proto koeficienty bk = 0,
Obr.68 Opét si to ovéf{ime vypoitem,
g1 1 3 1" 73 3 i
sk T8 o u L | } .y L
%o f.,2’2°"‘77'[3'].,=?%‘{3"‘3’ 3% 3 "3
1 (M2 iy =k [ X 2x 2 L
a, =7 /2 +C08 kxdx=§7.[r.sinkx+—z.cos kx-j.sinkx] =
k I 4 k k -5
1 { 4 27T } 1 47 p x
s = «CO8 kx - 0COB(~-k T ) | = o=, 3=, co8 k¥ =Sa(=1)
27 ﬁi K 2 v
- = - = Pt T - T |
.1 = 2 ¥ 82 %, 33 %’ a‘ g ¥ as - ‘5% ’ 36 b m § escecos
: x
L[ e [ r ]
bk = r [ 222.31n kx dx = P i f-coe kx + -I.sin kx + —s.cos kx -1r=

1 £ 2 [ '”
= e { = T—eC08 K¥ ¢ «CO8 XTI w | m > kT - ” (~k & =0
T { X o F-cos(~-kT) + -P- cos )

Feuriertv rozvej dsné funkce :

2
2-.12 %— = 2,008 X + i.cos 2X -~ g.cae 3x ¢ -g.cos4x - --§.cos X * vieieie e
2
= %— “ 2.(co8 % ~ iﬂz.coe 2x + Q'Bfé—cos 33X - :-g.cosd,x + -é-g;cos 5% = ences )

Podle Dirichletovy véty je pro kezdé x z intervelu < -7, ‘3!'} soudet Fady
roven v tomio pripadé® prisluEné funkéni hodnotd.Napi. :

&) pro x = Q obdriime

w

¥ 1 1 1 1
0:'—'@“.( 1 - 5 + - + - ¥ GHEGEw )
6 LI S S S

V zévorce je nekonelné Fada &lselnd, jeili soudet S lze z2 vzniklé rove

nice vypolitat : 52
Y]
b} pro x = 2%
2 2
F o 7%
Ig = 'gg"' = 20( %‘ i*é{’tt.'“%) + 3;2‘0 "‘1) - —'E'o"%‘*‘ %‘5. = erssese )
"23 1eda 2 o3 i 2,
3 2® ';2 ? 52 62 g2
Soufet ¢iselné Pfady ns pravé stirand jest tedy g -

/223/.p8iklad, Urditi Fouriertv rozve] pericdické funkce ¥y = CDS 88X Ppro

¥z * 27, & je necelé &islo.

: 7 11T 1L in 8

= & % 2.8in 8

s = = = & e ¥ £ R AL LIS L
o TF 008 6x &x =22 ein ax | ge {am e+ gin aﬁ”} —

- r (¥ L fr ,

8, =% f e0s @x , COS RY = gk ; i cogla*nlx <+ cos{e=-nlix !dz =
~r = b -
I Y Bin(a+n)n ¢ e, gl o
> 2‘5,5 i@m JBinlavaly 4 Eznwm(awnzx Lﬁ_w
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= st*' 3 D piaen s He wewn  gimlaam? B ® 2 regvedang d Y&
¥ wn;amawm Fo ooe ominlaen) 3'; o regvedani & go dpravd
3 fen o " 28 o
© -2 v«n«wﬁmm BY o8 B Y ® bl gin 8 (-1}
7] mﬂ méﬁ' ) )
2, = . S8R AF . . Z8.8in s ¥ ,;r s ® oo GRe8ID BE z”i_aas%ﬁ L
L T o Nl:x""g B Ry = ¢ v ; P o il T T O R T
1 Fle%= 1) & B ¥ (e 4} Towt. g T Tlee 16
Fourierdy rozvod Jend Dunkes s
4 . Al
CUS 8K = i&aﬁ&u&f’ @T - w‘i‘gﬁ- <> W ﬂME * ytﬂﬁwgg“ "™ %eseasnne }
/fia - 15

Jeiss . plikiad, Urdidti rowve} ,mmdia:m' fankes o ;ﬁ&!’im’lﬂ’ﬁz 2F Jkterd Jo v zakisds
oiz intervelu pericdicity Sakbe dafinovans:

fHu) 50 pre «-F g0

Pl = v  pre IR |
O, 69 & ?"i P Funkes g;mz'%u;m Maiohletovy podninky.
/ %{/ _ OvEPte si to .
~F 7 0 P

Yyputet kosliciantld Fourierow rozvoje remdisme provést fedinou inlegrecd
v intervale <= ¥, :w’)i. Integruleme v intervalsch ¥ <0, ¥, pondyadl
dané funkce ,;a v kaidén  téchto intervald Sinsk defincovéns,

ny Ty ‘{f‘”" ¥ {‘“]*”%"*i"*{%f’“ju }“‘%‘"T'T

& r 3 A p %1
sy Ty { !ye«&‘r% kx dx ¥ { ¥:008 X dx}w «-5,»{0 + ig".aia Kz + :chok;xL i
a"}‘W{ :’2"’@9”&?”3:‘}’}Eﬂwuiﬂﬁvkwﬁi;twﬁg{wﬂ 1}

: - s s 2 ,
ﬁmanéaﬁz-ﬁaaxa- ’a4i{;,a§-w§§~§,,06“9,soaao

75
2 ; !
] | . ifo T2 . W .1 -
by, F e, j‘:m:mkxﬁx % :El-ﬂlﬂkxdx'“ﬁ”{g"{xuﬁﬁﬂﬁ.’l*“‘ 840 kx 4 |
X ¥ {«»ﬂ" 1,’” I x LE kﬁ 3 ¢

B

v 3 .
=% | Fcou X% 40 -0 -0 P XU RTINS NV
. 4 11 p F o . :
01 = 3 N ‘@2 g o ‘:‘{RQ bs = ‘]§ » hé ® i 3 h%- = %: 3 !35 = "’%;’ 8 sswssan

Foardertvs vooee) dand Punkae
, 2 3 i
£lx} = T s f wee x e «*;_g,:.mﬁ}x + ﬁ~m&hs‘jx * pesewesew 3 W

+ { Eiﬁ X o %‘e&iﬁﬁx * %’wainsa L %’.éﬁ.ﬁék’ b LR }

Pedle Dirlchleievy v&ty soulet Pady v bedech nearsiitosti se roynd aritmee
tickdmn prlnira Jefnentranngoh 1imlt v téchte bBodssh

H-¥=03 sF, HNe¥40) =0 8 prnin B ¥ 8 SgBew 5
o ;, ’ e ’ " e &
U Fadm §, £{F o0) =0 upente S(w) 22D, &

& A

£
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290.¢viden{, Rozvinte ve Fourierowu Fedu v intervalu <- & 2> Punked

&) f(x} = § /-f(x) = 8in ¥ - 11‘12: + ;@iﬁﬁ Lo mfo:olmuak,w;}
N =*
2 - 2 "
b) £(x) = %ﬂ /2(x) = % - coB X + i'f cos2x - %imajms“_j
) £(z) = 3+ X, /£(x) = %-.frz -~ 4{cos x - ‘%'coszx + é‘caﬂx tea
2 4 n -
\:1) f(x) = ‘i‘%pf"" ‘%" 9 }‘{ f(x) =008 X -~ "13‘(:0823 + 1?‘0083! o otocvev_.j
-7,0) - X
3) £{x) ={o ¥ =¥, [E(x) = (sin x + *8indx + FBiNSx + .., f”
1 v <o ,7>, - z* 3‘9 éﬂ
- 3 6 1 1 -
£) eex) <2 v -7,0> £(x) == § - £ (sinx + doindz + BeinSx + ... 7
i PO o g TR ¢ L Eh > -
g) £(x) = {O v(-7,0) [£(x) = §+ 2.(sinx » Zeindx + peinSx +... 7
SEE ey 0,7y, , * 2 ¥ go S
- = =-X_2 lc
i rﬂ'v (- ,0) /72(x) = T - F - (cosx- Scoalx + 2-51:055:; + L)
h) x) -
v (0, ),, »3ginx - %sinzx - goin3x - feindxs., 7
~x v (-F,0> - & o1
&) ia) = { £tz = .ﬂﬂ_*l x é (1)
ov (0,7 > - I 2n+1) 1 S8 R,
) ax v<0, > = = 8=b
z) £(x) = {bx v-<-;',0>, / £(x) et A -L——}- «(cosx + %cosBx * see) *
+ (atb).einx - %sian + i'eirx’:‘x - ...-7
et {‘ K Tex) v <-7,0) |
n) f£(x) = - "
k £(x) = ein x + $ein2x + #6IN3X + v0uvvenes /
%»(‘Jr-x) v((),l'),Z ¥ és }s -

FTo Fourierdv rozvoj periodickych funke! s periodou 2% a se zdkladnimi inter -
7aly periodicity

<O, 2¥> nebo <a, &*2¥> , g libovolné &fslo ,
Jene pfi vypolitu Fourierovych koeficientd rovnosti

¥ a+2%
/Y(x)d‘x = f;(x) ax = /‘f(x)dx ,
-¥ © a

34
- -

Tfsle2ujfel obrdzek naznaduje geom. smysl uveden jch rovnoat{ .

&y
3 R0
F=a— ' N 4
I == il ,
-r ] T 2F E? 4 ¥ a Ir¥ §F aeld¥ &

Tiniilseh plochAch platf : Py + P, =P, + Pl' I PR P3’

T:mrztl oro Tourlerovy koeficlenty obdrZfme v uvedenych pi{padech z rovnostt
LEoune Aaiyi integra¥ni meze (-~ F,¥ ) nahradime integrafnimi mezeni (C,2%}
By I.Prote v tichic p¥l 6ech latis
. ?1 pﬁ;‘w}sf B | pasdw
- Tt Ay = o= T(R)c08 kx @x b, = ;%jf{x}sam facals &
a




/225/.ptiklad,

1

Uré&iti Fourierldv rozvej periodické funkce y = x se zékladnim

intervalem periodicity (0 , 2w),

Obr.71 //]/
-4r - lo 2
27

21 i
ao-;/xdx=.[
0

s

[ '%/ X,C08 nx d4dx

2

Funkce splhnuje Dirichletovy podminky,
Ovéfte 8i to ¢
’ 2 AT

A
or
2T

2 ]o = Laf =or

rs )

= -:—, [;’:-.sin nx + lz—.con nx ]

n 0

*%. {z-f.ain,an +i—i.cuZnﬂ' - [0*#.1]}8%‘{%‘7.1-15} = 0

n
T 2w
bn‘%’/ x.8in nx dx =% [--I‘T.coenx #-lr-;-.sinnx] =
o] 0
-%.,{.Zfeoaznr-oti-smznr -[-ooo]} 3-%
= .
bl & -2 » b2 = -l’ b3 == -% ? b4 -1 - E 9 ®ecvevssccce
Fourierdv rozvoj dané funkce :
x == 2,(s8in x + -i.sin 2x + %.sin 3x + -‘l;.ain A% ¥ seseces F
w X e X g1 .1,1 1
Pro x = 2 ebdrZime : 3 1 3 + 5 7 ¥ e aree s ae

Ciselnd rade v posledni rovncsti mé tedy soudet 2

40

291,.cvideni., Uréiti Fourleriv rozvoj dené periodické funkce se zdkladnim
intervelem periodicity (0 , 27) 3

a) £(x) = H7¥-x) ,

b)
f(x)=

e)
f{x)=

4)
f(x)=

e) £(x)

[ f(x) = sin x +%.sin 2x + %-.sin I * svnwe
-’25 v (0, T) ('f(x) = gin x ~ %‘sin2x + %eian - %ainh: + ...._7
g-r v (T,2T),
{ sin x v<0,¥> [ f(x) = % + -:-Lz-sin x -1%.( cos 2x ,
0 v<m2r> + SgEAE L 088X, )7
1 v (0, T)
=i = A 2 1 1
0 v (F,27) £1(x) =5 + Z.(sinx + Fsimdx + gsindx + ....) 7
% pre x=0,% 27,
s , Lz = %’fi“ + 4,(cos x + %_-cos.?x ¥ seonset -]'?cos BX #ees) +
n

- 47.(sin x + %sizﬁx %sin nx +e..) _7
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Feurierdy roszvej periodické funkce s gbecnou periodou T = 2% ,
Vzorce pro Fourierovy koeficienty vzhledem k obecné period® T = 2¢ pil u4-

kladnim intervalu periodaicity (-%t, t) obdriime ze vzorcd (118),(119) uFitim
trsnsformalni révnice (117) prepsané do tvaru

u= 2%y g1 uw =fx ,

priten? ei myslime,Ze vzorce jsou sapsény pro funkei F(u) . Po transformeci
obdriime :

t t 4
a, =% . / f(x) ax , & = -}; ( £(x).cos k.%x dax , b= [f(x).sin dx ax
-t - -
Peurierdv pozvo] mé pak tvar
et 4 T s e
£{x) = Zag * &yc08 1.;1 *+ a,c08 23X ¥ o0l ¥ blsin 1.{: + bgsm 2.%:: * L,...(220)

/2267 ,piiklad, Urtiti Fourieriv rozvoj periodické funkce y
intervalu periodicity <~ g " % > -

u

X pitd zékladnim

#

IR

Jde o Fourieruv rozvo] ve tvaeru (120}, kdy% t
Vypolet Fourierovych koeficientd :

! v
8, =;—-/2xdx 33.%.[12]‘ =%.0=Q
5’_ =%
2

%
U

4
2z
4n ,.

i 4
XeC0O8 R, --%x dx =% [ Znain Znx + —%cu 2nx ]

v

-%
= %{%.-h ¥ _":'rf.l Yy - [- -—f-x-‘-ein(onﬂ') + —J'-zcos nl’]}

4n
r
.2 2
b, * X.8in 2mx ax = g [- f—cn o8 2nx + -—zem in 2nx]' 2

o

RN L

4n
bl") bza-ngzzg.b48-1.bss%,looooo;

Pourieriuy rozvoj dané funkce :
x = —}-.( sin x -}3}—011:3: + ls‘zain 9X = ceeccsnes )

/221/.ptikled, Funkcei y = sinm x vyjddriti Fourierovou radou pii zékladnim
intervalu periedicity <0, T,
Punkce splbuje Dirichletovy podminky.Vypolet Fourierovych koeficientd :

-% /:mxdx--s. [coax]: 8--,g;.(-l-l) =§-

.-.g {--—’—'-cnnif-ro-({icoalf-O) }=§. {=1)

a. slninx.coan.-—;—xdxt- /2.s1nx.c052nxdx =

= , /[ad.u(1¢2a)x * ain(l-zn)x] =

§ { VT e»(th)x ]o’ - ﬁs—. [cos(l-Zn)x ], } z

¢]

8 =-3. {!-n%r.(-l-l) - e (-2-1) }=§ {Tn%f - E%T-'i'} .- ’__4,:__.

(4a°«1)
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7228/ 3 p¥fkindy Urfiti Pourierdv rozoe)
Jo v rdkledniis (ntorva)
£lx) = j’ a v (U5
~® v {EL0,

» werisdd 2%, biesd
2t} takte dofinovdns:

b
f | '&5“ y
| { § i
b 72 e f - .m.!,.\_ + - s
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Funkce eplnuje Dirichletovy podminky. Vypedst Fourierevsch keeficianth :

" t 5 ag‘ﬁ‘ > & 2‘25
%*%[ adx » %! i~a) a4z = B Exjg 4*:%6[3{} = e~ $2i-t) = 0
G' t 0 L E
t 2%
7
&, = g ){ 2,C08 NL.EX dx » % { {=a). vo8 n igt ds =
a f
: e | 3 {& I x 1
= & X ; -8 X -
= nw * L.iiﬂ j e ¢ aai.s r—guxmg = -»-»{9.0) _...(g.,c:;“

t

L 2t
b, & 8 i 8.8i0 Ne g«.: dx  + % / {(=a).0in n, %x dx =
t

2%

s
5]
P . £
ﬁ"%‘v a&’f“b Lcaa "%"ﬁ} + %"wiz%,“ﬁ [QOS—.IE"!;I ]

Q
L

L
i
i
.

2 {cos ol - 1} 2., {cos 2o ~ cos n?r} = r%%" { l - (-»l)n}

blg%ggy bgucg b3%§9 b@me' bsg 5%’ PEr s r v eV ae R
erierﬁv rorve,] dané funkes @

f{x) = {aingx*&g‘.ain%zx g‘,sinig-'xi« ....0...ﬁein ‘ZQ:M,:.,_

Nédrtek grafu nahradni funkce

a5 (x) = % {siﬁgx %-.sin —gx g‘.sin —%»-” }

-sﬂ.?\
*-%::7‘%
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‘ i 5 s L0z 88 (s1p8E, - slagx SeslniE v,L.)
{ & 2 : P 3&, 3?%;' % § &
fall- yx) v iR 3
D9ar2) Dunkee ve Fourlsroyw Padu g B.Des kesipasvewn.,
Tarket £lx), které v intervelu (0.t Mrichietovy peduinky, shosse ndkay
roelTdie bud ve %ux‘i@srrma IaGe sinovow vebo ve Fourderovy fadu koeinovou,
Ui comanmae 8l,%e liche f’unkce {5} byis v intervaly (=%, T} vyjdgtene fadoy si.
{g m? sudd fumicce byls v intervelu It ) wydsdbens Pedou kosinevon
= -G}a LG udijeme pro asd sandn Walkyde k funked £(¥) vytveripe pomoCnon perio-~
ou Sunked Blx) , a to

A

]

-
hoswy tav.lichiu periodlckym S e u d o b, tzv.scd fm porivdickfm pro-
Codionhenta, tekte defdnevanou ¢ a dlounfenin, tekte dei'lnovenon
K3
i @ i
f iz} v intervalu (O,¢ > * FEx} v dotervalu (D,t%
Flyis ) v Py Plwys . . s
$aEd P =flex? v intervain (=t 0 € (%) ¢ £i=x} v intervalu fot, 3%
¢y fixd : feey §r Fiu}
: : " ~N
i ! : f S, E/M !
& | % ! g i
B dore S S ) i — - _—
¢ 0 t = -t c PR
’ .f"ﬁ, %
L o “
mswm_f,‘x) | b, 7

ogcr Fix) nd v ebou pripedech zékladn! interwel perlodicity {~t,t).J{ prfalus-
né Ssda Fourlerove bude vyjacfovet funked lx! jen v intervalu {0, v} .Flatnost
»ezvaje v Krajnich bodech tohoto intervelu(d,¢) winy vyhetiujene,

Fourierowy koaficiensy Be ji tvar 3

“y * 0 § hxz =0
¥ .
o % { -femx).ain(-ngx}dm /f(x} sin ,%; dx X
]
-t . 8= 't“ f“(-x}.cs}s(-ngx)dx* /f(x}cos DEE dx
= £/ ftodoetn ndx ax
z / ,
& 8, / Fix}l.coe n %x dx (ded)

Fburieovai-aﬁa Kosinewid:

60
iz} = b .ain 02y £(x) =28« 3 122
P T ] 58, 8,06 n gz {1
n=
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/229/,p¥iklgd. Funkei £{x} = x.ein x rozvinouti pro ® z intervalu (0,¥>
ve Fouriercvu fadu ®)sinovou , M) kosinovou,

&) Rozved ve Fourierovu ¥adu sinovou :
Pomocné funkce : %) {‘x.sin x v(o0o,¥)
x =
- [-x.ein(-x)] = ~ x.8in x w(-7, 0>
Vypodat Fourierovych koeficientd funkce F(x) se zékladnim intervalem
periocdicity ( -¥, ¥ ) :

&, & 4]
bn = ; / X.3in x.2in nx dx
OAF
/[x.cos(l-n)x - x.co8(l+n)x ]dx
0
- 1 m—a]-'--agcos(n-l)x [ =2egin{n+l)x- 1 coa(n+l)x ]'}
b, =5 {[—-I.sin(n-l)x + 1)° N+l (nﬂ.)z 5
1
% ;_{ co8(n-1)T = —Fem—y = | O + (n+1) ¥ - —k
L (n-—l): (n-1) [ (n 1) 5 W (n+1) ]}

cos(n+l)T= coa{n=-1)¥

]

——%-———»z {cos (n=1)7 -1]

(n+1)%. (n~1)
Vysledek v uvedeném tvaru nemd smysl pro n =1,

- _ 16 . 2 2 - 8
bz--g”bB-o.b4- ?%?;,bszoibsa 57‘?‘77;",--...;.0-’

Pron=1 Je nutno bl vypo&itat jinou udpravou pFfslusného integrandu :

"800

> 4 ¥ EEL'
by = -’-,2-[ X.8in x .8in x dx = 52.- / x.ainzx dx = 2,% / {x - x.co82x)dx =
0 (o]

¥ 2
=%{%[x2]:-{§.ain2:+%c_932x ]O}s %[_; -[0 + * - (0 +% )]} = ;
RozvoJ dané funkce ve Fourierovu ¥adu sindvou @

f(x) = ;.ain X - l".s‘ o( ﬁ‘?.ﬂin 2% + ;2—?-;2—.81114! +* ;‘él"',?oain 6x + ceveasn )

®

v intervalu<o ,¥>

B ) Rozvoj ve Fourierovu Fadu kosinovou
Pomocnd funkce = X.8in x v (0,7 )
F(x} = {
~X.8in{-x) = x.8in x v (-¥,0)
Pro vypolet Fourierovych koeficientd a, uZijeme p¥fmo tvaru (121) :

(1]

]

a, =§- /x.sin X .c08 nx dx = } /x. 2.8in x.c08 nx 4dx =

: § .
{[ F-Tcos(m-l)n '—‘—;;_r sin(n+l)x ].-[— !-‘éicoe(n-l)x* -—1—-——2 51,,(,,_1):] }
0 e 0

=k
¥
= % { -—-Icos(n*-l)f** 0+0-0 [ Woa(n«l)"* 0+0 ~ 0]}

cos(n=-1)¥ _ cos(n-1)¥ _ 2 oco8(n=1)¥ pro n=0, 2, 3 ,.es
ne n+l (n+1). (n=1)



- 2 - = 2
-r;’ 823“?, 83—%, 34"'3:'5‘-‘.. *20susesene

-

K

vypeitene 8y Jjinou upravou p¥fslu¥ného integrandy 2

® , T il x 1 X

i ®s8in ¥ .cos x dx = 7 /x,sin 2% dx = 5?[- 5sc08lx + Tesin2x ] =
o 0

2

*O»(O+O)}

&

1
-2

Trzved dané funkee ve Fourierovu Padn Losincvon:

- i 7 co8 2x  cos 3% cog 4x "
E) sl e f.cos z - 2 i % ke ‘fx—-i}“ + ,_,3..,!:_4.. ~ sses} vV interv, <6, 7>

oy del

Toovigengs Dancu funkei rozvinouti v intervalu (O, 7} ve Fourierovu Yadu

%) sinovou , (3) kosinovou :

2) f{x) =z , ) wa(x) = 2(sin x - %‘ﬁinZX + %-sirﬁx +eee) v interv, (0> _.7
B) / fix) = g- g:(cosx + :j‘gcosBx + slicosSx + eee) v<0,7)_7
) £(x) = - %, a) /£(x) = dotn2x + foindx + doinbx+.... ) v (0,7) )
B) /£(x) = %(cosx + 5130”3" + -;-'-Ecos‘)'x-!—...) v <0, T) _7
2) £(x) = 2, a) [ f(x) = ﬁz. (ii—'i ginx + f*%f—'—i sin3x + a—r—z-g-z—'isirﬁx +oao )+
] eeo
1 3 5

-2 ¢ sin22x 5 812 4x silg 6x ....),v(O,JT)_7

d) £(x) = x.cos z, a) [-f(x)': - %-sinx + Z(Tﬁ——sian - fzeirax + f-s-sin4x +e0)

v (0,7) 7/

etate B o 4, _5 17
8) £x)= - = 4 osx - =( os2x + —5—5co84x +
l ¥ ¥ 3% 5.3

+ -%Zs—zcosz+ o) v 0,72 /
s -



