Kapitola XV,

CVICENE v INTEGROVANT?

Neuréity integral.
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Podle definice neurditého integralu funkce f(x) jest integrovani funkce opadnou
operaci k derivovéni funkce.P¥i integrovani funkce f(x) hledéme k funkei #£(x) i

definované v jistém otevieném intervalu I, takovou novou funkei F(x) ytak zvanou
Primitivnani funkei k funkei f(x),kterd ma tu vlastnost,%e pro viechna x

z intervalu I jest F'(x) = £(x) . Napf. 3

Je=li f£(x) = cos x , definované v intervalu (~0c0,+0), Jest F(x) = sin x "
nebot pro ka?dé x z intervalu (=00,+00) jest (sin x)’ = cos x .
Pro primitivni funkei k funkci Y = £(x) se uZiva symbolu

ﬁ‘(x)dx nebo /yd_x 5
ktery se vysvétli pozdéjSimi uvahami.Symbol &teme yrintegral f(x)ax °°.
Funkce f(x) se nazjvd funkce integrovand (integrand), x je integradni proménna ,
dx je diferencial integradni proménné,f(x)dx je integrovany diferenciilni vyraz.

Ponévad? vsechny funkce,je? se 1i3i Jen aditivni konstantou,maji tutés derivaci,
pak obrédcené musi k dané funkci f£(x) existovat nekoneéné mnoho primitivnich funk-
ci F(x),jeZ se 1i3i aditivni konstantou, zve int egrad&ni konstanta.

Proto piseme J/%(x)dx = F(x) + C , napd. d/gos xdx =sinx +C .,

Ve vysledcich cvideni bude integradni konstanta vynechavéna.

K integraci funkce f(x) se ufiva raznych pravidel a metod,z nich? nekteré vyply-
vaji primo z derivovani funkei, jiné se ziskavaji umélou cestou.Neurdity integral
funkce miZeme vypoditat Sasto nékolika zplsoby,pri &em? obdriime vysledky Zasto
formélné rizné,Tyto visledky se ale lisi Jen aditivni konstantou. .
PonévadZ neexistuje obecna integradni metoda,kterd by vedla k integraci jakékoli
funkce, jest integrovani funkei daleko obtiZneéj¥i operaci neZ derivovéani funkei,
§ 35. INTEGRACE UZITiM zAKTADNfCH vzomcS.
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n+l
J/;pdx = %:—I +C , n#-1; d/rx-ldx i},%dx = 1lnix| + C-

J/;xndx = a:/;ndx H v//;dx = ax + C ; J/”dx =x +C
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263.cvideni. Vypolitejte neurdité integrély :

ayxmﬁ, b)ﬁx7u, ¢)[2x ax, )/ 3x%x, ez/gdx, f)/;‘sdx, 5)ﬁ-th,

-10

o 1 3 -1
h) 4x-3dx, kg/f3x'ldx, mz//;zhx, n 2x5dx, o{/fx3dx pZ//;x 3 ax ,

vz
r“//;o’l3dx, sz//;,4x'o'16dx, tZ//kz dz .

1-t
Visledkys a) mx'?, ©) g8, o) %%, @) 3x, o) Px, £)- = ©) =, n2x,
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k) 3.1nlxl, m) %xg, n) Exs, 0) gxz, p)-3x %' r) EI,—.B , 8) 2"7" 1S4 5y Z

V nésledujicim cvideni nahradte integrand jedinou mocninou integradni prom&nné.

264 yovidend., a?/%d.x, b%/?ﬂx, c)/isd.x, d)/}—%d;:, e3/V£ ax, f‘)/'a;zdx ,
X
)
s)/’?a;lrdx, hylvx3 ax, k?/‘?-i dx, mz/éﬁ dx, nZ/%_;- dx, o) V?;; dx
p)/?.% dax, q?/;é:- d.k, ryé dx, s) Vzc—V"; dx ..

Vysledky: a) 3.lnlxl, b)= )lc’ c) % , d) ;2?, e) %xﬁ, £) éxa;c?, g) Ban; g
X .

h) m‘fnxVx_n , ) 2V, m) % , ) 3625,5, 0) ?é-’i , D) %_4% y @ i!_.;
X
r) %2-.?;2_, s) ‘%—.Vx—} ¥

Neurdity integral soudtu (rozdilu) funkei.

© 00000000000 000600000000 0005000000000 0600000806006000006006cc0sssssccsss

‘/2- f(x) +g(x) 7d&x = [f(x) ax 1/@;():) dx

Tohoto pravidla uzZijeme zagtim pro soudet mocnin.
265.cvideni. Vypoditejte neurdity integral :

a)/(ll»xS-n- xs- -5)dx, b)/(x+ = ¢+ VJ-: + 2 )dx, c)/( 1“V7 537-; “ﬁz A
b's

. 3x
Vysledky:

5x+1x4-2-x-5x, b)2x+ln|xl+3xV-+ZV— c) 8/—5,+— +-;£'- .
¥z -

V nasledujicim cvideni nejprve d8lenim ditatele jmenovatelem nahradte integrand

souctem mocnin. xE
266.cvideni. / ~2x+l ax, b)./( 1-=x ) dx, / x+12 . d)/ 1-x)° i .
e)/V--ea'Z+1dx, f)/(2V'+1dx.

Vysledky: a)x+§-—xz-,b)x-?_lnlxl-—,c) x+§xV;+2V;,

(121)

secc0ere
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a) %-(h gx— gx2+ éxB). e) ‘ng_ - %;x]?x_s- + “Vx;, f) 4., lnlx| - \7-; - }c . .
X

Neurdity integral goniometrickych funkci budeme provadét zatim uiitim vzored :

,/‘-smx dx= - cosx +C;fcosx dx= sinx +C; —2- tgx +C;/;ixz- ==cotgx+C ‘
§ | sin x '

#9000 000000000V P00 N0LRCOPLO00CD009006000a00 .

cos

e beceeines

© 000000000000 00000060000000621¢0000500080+00500800060000000060e00000s 0000080000000 0060ace

. . 1 (122)
267.cviteni. a/(‘Bcosx -3sinx)dx , b)./‘(sm.x ~ cosx)dx, cz/‘m dx ,
5% -0,8 e +3C0 3~ 2 tg
a) a 3 e) co0s8”’x £9 4o f_)/i‘ln X C s X3x / co X
/b.sin b'd ’ / coszx ’ 2s:.n2x.vos ’ cos X
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V¥sledky: a) 8sinx+3cosx, b) —(cosx+sinx), c) %tgx, a)- %ootgx,e)sinx—o,stgx,
£) Btex - Bcotgx, g) 3tex + 2cotex .
vV dal3ich pripadech zavedeme v &itateli funkci,kterd je ve jmenovateli a délime.

. 2 2 2 2
268.cvieni. a) [25%Edax, b) 5&0_5.21_&:1, c)‘/cotgax ax, d/ sin“x-2cos"x+
cos™x 3sin"x 4cos™x

Vysledky: a) tgx-x, b)- g(cotgm-x), ¢)-(cotgx+x) , d) 2tgx ~ Zx é

4le u¥ijeme k tpravé integrované funkce- zdkladnich goniometrickych vztahi.

2 2 .
259.cvidenis a) (sin% - cos’é) ax, by‘—-—z-l'-——z-dx, c) —gcosex s ;
sin"x.co8 X CcOSX - sinx

dz/l-tg-%s—iz dx. Vysledky s a)x+cosx, b)tgx-cotgx, c)sinx-cosx, .d)=(cobgx+tgx).
sin"2x

]
2 2 ' 2
270.cvideni. a/%gg—gzédx, b)./‘cos )2: dx, c‘)/2sin § dx, d‘)/vl_'zéE_dxmo =dx ,
2 , >
e) ].Tc%EZidx’ £) %}g—g—gz%dx . Vysledky: a) ﬁgﬁi, b) Eﬂ‘f.’;i‘i‘., ¢) x~ sinx y
d) gtsx. e)— °—°§-55 , £)-cotgx - x

Integrace exponencidlnich funkei X, a>0 a e*

9 0006000600808 8800000000060 0000000000000000000000000s00 0000000000000

/axdx=ax.logae=ax.]_%-§+0 5 /exdx= e +C

ses 000000

(123)

essesence
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56060 006060300020 000805 0000060000000 006000800080600000s0008000

271.cvideni. a)/‘loxdx, bi/ 2¥gx, c)‘/ (‘%)xdx, dz/‘(VE)xdx, e / V;;‘ dax ,
2 - o
£ / 5*Fax, s>/ a*¥ax, / (@*+ 3%) ax, kz/a"<1+ év;—: )ax, m‘)/' o*(1+ _e-;mx
cCOos X

2% 3X x
n)\/‘-zi—_:-i-dx,, o)/:?-ﬁ:dx. Vysledky : a) le.I]]:;w, b) EX.I}E, c) (g) ‘Tn%TB' ’

X 3x X X X x
d)]—g_»;.v;;, oy 2Ye%, £) 1325, ) i W) Ty * 2T * Ry ) e~ =

n) X+ tgx, n) e+ x, 0) %er - T
ntegrace prevedenim na neurdité integraly : (124)

6 9 60968 8007 0600006000000s0000000s0000000000000000008000000

= arcsinx +C; ‘/‘I-szdx = arctgx +C ; - =ln|x+ v;z+a |+C
e + a

¢) [ —2—ax, a) o lis X g h";

? 9

Vaz- a.zx2 Vl— x2

ssecoccece

272.cvideni. 4 1
= a) [=————ix , b) [~—=—ix,
V4— 4 VB- 3x2

-1
1 a 2
e) [ ———dx £) [ ——dx g) /(2x+2) ax .
foor / b+ bx" /
Vysledkys a) 2arcsinx, b) Y;erosinx, c) %.arcsinx, d)3arcsinx - x,

e) %arctg x, f) %.arctg X 4 8) %arctg x

XK funkci arctg x vede integrace racionédlni funkce lomené typu 5—1-‘—2-}. , kde P(x2)
: . +

je mnoho&len obsahujici jen sudé mocniny proménné,Jde o integraci racionalni

funkce neryze lomené,kterou vidy vyjadfujeme souétem mnohodlenu a &asti ryze lo-
mené.Dosédhneme toho délenim &itatele jmenovatelem nebo Upravou ditatele a délenim,
Integrace vede k funkci arctg x , kdyZ délenim obdriime zbytek rizny od nuly.

- 143 -



1"..-.--"'""'

/93/.pFiklad.(Citatele délime jmenovatelem a¥ po konstantni zbytek )

4
/z—:?&zdx=/(3xe-10+;%%—l)dx=x3-10x+lsarctgx + C

x+ 1

/u/ .pi’-iklad. (8itatele vhodn& doplnime,abychom mohli p¥imo d&lit )

x+1 /—‘%{—Iidx /(1-—2——)dx=x—arctgx+0

27300\'1693-10
) X - 11 a /4: - +
a/;z /x+1 - x+1 . 2x + 2
e)/ l(I ox? : / §1+x2 Vysled.k;y a) b—(x—arctgx), b)x- 2arctex,
+ X

L1+ ) ) 3— -x+arctex, d)5x 3:: 4 2+2arctgx,
274 ,cvideni. e)?ICt@"% » £) Injx}+ 2arctg x .
a) —Z——dx b) / ———ax, ¢) a) n2 _ .o ; &) B
lx = b; v2+2; Vsz_lg

Vx2+1 - v 2_ V1+§2 V ;:2 ( V pifipadech f),g) délime &ita-
JJ.X, dx.
l-x

tele jmenovatelem.)-

Vysledky : a) 3,1nlx+ V21!, o) mlxs Vi1, o) 2.1nlxe ViEos|

v 2 arcsin x +
a) 182 1n|x + Vx2+1|, e) gln':u v;z-2|, £) WX VX =11 o _
vz x + ¥x°+1 +1nlx+v;2+1|.
DEsfTRA OLOH &is. 57 Vypoditejte neurdité integraly @

7.

2a)Li‘?-i'-M-’5dx [tees 7+ b./gﬁ-—)dx /3?+_.

.
’

5cos X
3.8) q’—"i-'-@d.x £ eX+4 . 1n Ix+¥x = ’7, 3 [Egx-cotgx _7;
/ s:.n22x
.a) 24- e .sm X ax , /365~ cosx_7; /‘2_” *r 2 ax , /[ x+ 2arctgx_7;
5.a)/( )ax, [4.1n|x+v;2:_|+ )/ V1 - cosex ax ’ ['-Vg.cos x 73
V? ‘Vl—? - 2arcsin x _/;
_afgiﬂL ax , a _2x2_-1_2_1_:_-_§ 7 b‘/‘-'.‘-'--—sé-lf-}S dx 4 /[ cosx - cotgx/
Vx sin"x ,
2t + -
7.ay o¥( 1- 2 ?— dax , oS+ 3: T /—izﬁzidx [ Stex - geotex 7;
8.0) [ Vx +1)(x- Vx +1)ax, [szf +x _7; /Q:_ﬁ%g dx , [~ 7tgx + x_7 ;
cos“x
9.8) V? +i ax [x+ Z‘ 5xv- 7; b) cos 2x 4. ’[_-—cotgx - tgx_7 ;
vx + —_————

?_7 pIy V;B' " sin®x.cos’x
10.2) xNx' = 1+8in’x +2cogx,. /= Ecotsx- 5.7
—5.1.nlxj_7 T - cosZx s
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§ 36, INTEGRACE SUBSTITUSNY METODOU.

Integrace zavedenim nové proménné je metodou,které uiivame v riznych for-
zzch velmi €asto.K nejjednodussim pripadim Fadime ty,pPi nich% po zavedeni nové
croménné obdrZime funkei,kterou dovedeme integrovat uitim vzorci.

-ednoduché je nékdy integrace sloZené funkce, jeji? vnitini sloikou je funkce 1i-

. T integrélu J/}(ax+b)dx zavedeme novou proménnou z substitudni rovnici z= ax+b

z vypolteme diferencial dz,abychom nasli vztah mezi diferencidly dz , dx a mohli
iiferencidl dx vyjad¥it diferencidlem dz ¢

z=8ax+b, dz = (ax+b)’.dx = a.dx , ax = %.dz

-ba diferencialy se v takovém piipadd 1isi Jen multiplikativni konstantou.Touto
substituci tedy pivodni proménnd x vymizi z integrandu,

~any neurdity integril se tak transformuje na neurdity integral %//;(z) dz ,

ttery lze pripadné vypolitat,
Fostupné uvedeme integraci substitudni metodou u ndkolika typi sloZenych funkei :

|0000.0'|.0..l.00c.'ll.t.na.lo'.otoo.t.n.oQ.o-0.000..-00..0....0.‘000..0

% _ 1 zn+l ax+b)B+L
ﬁax+b)dx/. —/;dZ:a.-—nT'_-Iz a. (0t +C, n;é-l

tt.t'.’...‘..l..!.'.l.l....Q.l'..QCOQOQ!.l'.v.lClCtquo'..-n.00..0..0.‘.

)

(125)
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c75.cvideni, Vypoditejte neurdité integrily

a)/ (4x-3)*ax, bf/ (x+1)ax, °)f(1‘ B’ax, d)f@ 77 _/(3 2)
X X+

8~ , a-sdx,k 1
) [Z=—ax, SV”"”" ./5" s w s o

, . To o sd6 6 -1 wi
Vysledky : a) 26(4x-5)5, b) 12(x+1)7, ¢) -(1- é) , d) s e) =

) i:ga g) - 32 s (8-3x)"", h) - 5.5(5-61)i s k) 1V 4%49 , m) - V

Velmi Casto se setkéme s integrélem :

oon-.-o-couo.o-.;o.-o-o--aa.-o-c.co.onouo.nnotoo-ooaaoococool.oncaoovo.a.ao
.
L]

J/kax+b) dx J/;E;sdx ~/f--dz = .lnlax+b)+C, J/;+a = 1ln)x+al +C§(126)

.
..-uo-oct-o-o-uo.oco-ooo-.o.o.c.;-oooo...ococ-o-u.o.-o.o--o-.-oo-o'u.n..oo

®esscsoces

- 276.gvideni.
-1 1 1
a{//k5x+5) dx, bz//;izgdx, c{//&:de, d{j/;gzdx, ez//ngdx, £) ;2:;2;dx

Vysledky: a) zlnl3x+5I- b)7lnl7x-9lo ¢)=-1nll-x], 4) 5.1nlx+2],e)a.lnlx-2!
f)—zlnla +b°x]/,

Na predefly pripad uvddime integraci kaZdé racionalni lomené funkce s linearnim
Jmenovatelem.P¥itom mo#no postupovat dvojim zpisobem jako v pfikladech /93/a/94/.
/95/.priklad (D8lime &itatele jmenovatelem a¥ po konstantni zbytek)

J/%x§ ::?+2x—§!: ij/23x?- 5+ 2 - Z’EE:I)dx = xo- §2+ Ex - glnIZx—ll + C

/96/.pfiklad. (Gltatele vhodn& upravujeme a pak d&lime.)

fx;-_2 2-;Idx /-@‘g—i%;lidx 1/(1 + p2p)ax = & + ginf2x-1140
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277.cvideni.
al);a""l /}ﬂ‘dx cz/‘—*,;ax Q) [Zyax, e) -:zd.x f/r_-fdx.

Vysledky 3 a) 2x +3.lnlx-2l, b)=x -6.1nlx-3ll*, ¢) x ~4,1nlx+4 ,d)z(x- 2-1nl2x+ll)
e) 3 + P+ 4% + 8.1nlx-2{, £)- f—:- - %xB- %xz- X - ln|x-1] .

é/sin(axﬂ))dx = %-/;in z 4z = - %.co.s zZ = - %.cos(axﬂ)) +C g
g‘/ cos(ax+b)dx = %/cos z dz = %.sin z = %.sin(ax+b) +C g
/ mdx & %I/;::?; dz = .tgz = Z.tglaxed) +C e
é/mdx l/.;;z; dz = - é.cotg zZ = - é.cotg(axq-b) +C §

278.cvidepni.

a)/sin(Zx-})dx, b) cos(3x+2)dx, cy‘sian ax, dZ/;iné{- ax, e)‘/(.5-0032x)d1'

/ n) [—A—ax, x)/—t—ax, m)/—L1 ax
sin’ (3x-—7) cos 8x l+cosx l-cosx l-cos4x

(V p¥ipadech h),k),m) uiijte vztahd s sin®a = l:gg_s_Z_g , cosla = %—f‘gﬂ )

Vysledky s a) L“é-zi"—'ﬂ, b) %sin(}x-ce), c)- écosSx, d)-2cos3, e) 3x- %sinzx "
£)- %cotg(}x-?), g) §.tesx, h) te}, k) - cote , m) - f.cotg 2x .

.
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.
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.
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: A8%¥0gy L fyzgp oLz L 1 ex+d Lo 450,808
: - o 1nA a.lnA :
: s (128)
: /eax"bdx = %:-/ezdz = %“-.ez = é.e"x"'b +C , a #0 ¢

S 00 0000000000000 0000000000060 00000000000 00¢600Ce00060200000000COC0GCORCRIROGISRSIOIOSTTDOIEOS

279.cvideni.

? x-83x, bz/ o/ X Jax, cy e~ >X+155 / 105%*54x, ez/ °Xax, f_)/' a~Xax
5)/ =1 dx, h)ﬁe + e )dx, k) / (e*+ 1)3dx " |
2X

Vysledky s a) ex'a. b) 7e7x'5, c) -3'3’“’1, d) 3%3];-};, e) 2%35. £) x'l
X -x B
g8) e+ ™%, h) 2(e2 - e 2.), k) %3'_:_: + ge2x + 36 + x . !

@0 0 0000008060000 000000000009 00060080000 0000800600 el 0060000006000 0C800VCOCICERISIDBSE

= .arcsin z = l.a.rcsin(axq-b) +C

1
.. / ‘ M—CoxeD)? CaxeD) "——zl_z a a

o & 201 (Naznadené ﬁprava vede k zavedeni substituce t = %_ﬂ )
)

Y (. S l.arcsin ax+b:

1 P | /‘
‘/QVc-(am-b)2 ax-s-b v as Vit ve
1-(Z==)

...c..no.ooc-oohoua»o-oo.oooonoaooo ®esesesscesne 0 evevsccsneensense

»-ooo-oo ®secgs0c0c0escees
N
~~—
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T—————REE-

Bez uvedené Upravy mofno zavést pfimo substituci ax+b = t \/_ 8ild (ax+b)2= c.t
280.cvideni.

—1 sy, ——axr, o)f L _ar, a)/L1 o,
V 1=-(2x+3 )2 V1-2 BxZ /VQ-—J—:E /vl+—;!

e)/————dx, f)/——-L-—dx g) h)-—l——dx,
V 2--1:21:2 V V ;2

36-5x 2=3

k)/ 3 . Vysledky: a) %-arcsin(2x+5), b) %arcsinSx, c) a.rcsin:;-x 7
Va-(;-zx)z
d) %arcsingx, e) %&rcsingx, f)?arcsin%, ) -‘-éarcsin 5‘6’5, h) ;;-arcsin -’% ,

5 k) -2arcsin 22'— .
Na uvedené piipady lze phevést integral
/ 1 —dx , kiy: a<o0 .
V axz-o- bx + ¢

Pri jeho vypodtu upravujeme odmocnénce doplnénim na &tverec dvojdlenu a uvedenim
na tvar (129).

/97/.p¥iklad. / dx - / dx ___/ dx -
V-}xz+6x+ 4 vl+ -}(x2-2x+ ) V4+3—5(x2-21+1)
= dx = eevee =‘-loarcsin x-l 'V’.-l-C
Voo3(x-1)2 v v
(V upraveném integrandu mo?no u%it substituce (x—l).vg = m%)
28l.cvideni.
1
o TS —L ¢, ¢ ax, @) [ —2—ax .
V3'+-2x--x2 V—2x2+3x42 / V«-Zx—x2 V#x-?
Vysledky s

a)=-arcsin ;E_x’ b) v—;'_a.rcsin ‘—*-’5‘:}-, c) arcsin(x+l) , d) 3.arcsin —xz'ﬁ .

Podobnych obrati u¥ivéme pii vypodtu integraly

s essvere0cece ooo-cconoo.oonaooo-onooooa'onanoonontonooa.o--ooooaollooo.

kdyZz jmenovatel je

—— i g 30 » nerozloZitelny,tj.
/l+(ax+b) /c+(ax+b) /ax +bx+c kdy? B2 4ac < O.

$ 0000000000000 0000000000006800000060060088000s0006co060ss0 s e

282,.cvideni,

1 =
8.) /_;2*1‘. ‘/91-4}( X . 3 / 2 dx e\)/'
/ 1+(x+1) /x 1) +4 /;4-(2-5::) ‘A +4x+5 2+3X+3

V§sledky : a) zarctgax, b) Garctg—z, c) —arctg?, a) -—-arctg%—
é) %arctg -’5%. ) arctg(x+1), g) arctg’—‘il, h) :‘\35”“5%32» k) arctg(x+2) ,
m) Zv;.arctg %;2 .

(130)

sev000000
s00s00000000

ooooo ¢ ess0s000000

Jednodussi cesta je pFi vypodtu integralu / o » U ndho% nemusime upra-

(ax+b)“+ ¢
vovat integrand tak,aby misto &lenu ¢ obsahoval jako v predeslych p¥ipadech +1,

= AT =



\

QOIIH000.9'...0'o"..00Iloﬂ.'b..l.tlll.a.lo'ea.o’l.oos..t.5&‘!

. = zla Ll 4z = %olnlz + sz+ ci= é..lnie;z#:- -zb;2+clg

: VN )%+ ¢ V2 +c (Bylo zavedeno jea eax+b = z .} «(121)
. .

E / —ax pro a > 0. {(Odmocnince upravujeme dopinéaim na étverecs

. V ax2+ bx +c dvoj€lenu a uvedenim na prededly tvar,) :
283,cvideni.

a)/—l—-dx, b) [—t — —ax, o))t ——qx, d)j' .
V#x +5 V144x2- 52 Uazq- b§x2 BX - 2

——-—-—-dx, ) ,h)nﬂm—}u———d_x.;

1L 1
T —
V(x-l)2+ VI+(3-5X)2 VJ?-:- 2x%+3 555- 2x +xz

k)/ 2 dx , m/ vg dx . Vysledkys a) %lﬁlEX‘# %/»’4»}:24- s lv,
V4x2+ 4x + 3 \lax -2x =1
b) jzl-.lnll2x+ Vltl-#xz- 52], c) %nln,bx + Va2+b2x2, s d) -V-;#,lnjx%g + V}xz- 2} 9

e) lnlx-l + Vx2~2x+4 l oT)= ln’3—5x+v25x2m30x+lol,g) lp'x-@-l +Vx2 +2%+3 !
“; h)-lnll-x-a- \45 +x2| s k) lnl&x-;»l +Ul+x2+ 4%+43 l
J m) lnl}.wl Afox® -6x =3 I

l.a) -—2-——-—-dx £ %arctg %l 3 b) s/ =cotg(2x+a)_';

]

DEsfTRA OGIOH &is. 58

= +2x+5 1w cos(4x+2a)
2.8) [ —tas éInlx+2+ sz-r 4x+lll_7; b) 2dx =3 ra %2- 7
V-g-mm 1- 3x+ 3x° (1-x)
X +4x+1l
— o X -2%
5'a)j/‘_l___¢x 4 arcsin ;"2"_1 7 b)/‘( e+ o™ ) ax, [2x+ _e__é-v_e___;’?;
le2x~=
2
- 4x4
4,8) /"2 ,arctg Xt 7 X = X405y 7x+ +26 ln|x+3 7
a/x 2x+5 ¢ 77 - x+3 = :
R ax o= . X4e . b) 5dx = 1
J a?/.\f"—_5_ 4x_xz v & SRes -2 "7 y x“+ l+x3+6x2+ 4x+19 L '(—x_'_—l)-f =
6+8) T—‘:Z-;dx é_ %arctg igﬁ “7; bl/(e-Bx - aSwGX dax, [ =6x +
X + 4x “
-3x
36 7
7.8) —.—V‘;'._—dx v (Inlx- g{ MaE Z-Ix+1]‘7; b) f@si’x x4c0s2x)dx, /X + l;sian 73
v2x2-»x+2
1 -2 2x=1 = i'mv,___q___,.,a = i B - .
8.a) [ —m—=—dx [ —=.arctg == 7 b x , [Tarcsin == 7
2 X“-x+ 2 vy \#2 v ;2 £ VE

9.a) s+ [ arcsin 2x=2 7 3 bi/ s [=2x+ 3; \*vr:arctgm 7

Vle-9?-2 Ve = vZ
© x x5
10.8) [ e —iix [InIEXa-l+V9?-6x«e‘2 L?; b) ”"“'; dx ,/ 9x- }3* + +

X . )
9x"=6x+2 27 In{xz+3]7.
Poznémka,P¥ipomenme si,?e pri zavedeni nové proménndé za valtPni linedrni slodlku
sloZené funkce se diferencidly dz a dx 1i%ily jen multiplikstivni konstantou,

kterd byls derivaci linearni funkce,za ni? jsme zavedli novou Proménaou .
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7isté zobecnéni dosavadni substituéni metody se objevi pri vypoétu integrali

: £(x).a.2"(x) dx /a—f%x—) ax (132)
: x :

®® 0 ¢0 00090008 0¢CO0006000P00000COEECSIECEOOOEBNOEBROICOIOOIOEOIEES

" prvém p¥ipad€ jde o integraci funkce,kterd je soudinem, jehoZ jednim Einitelem
¢ néjakd funkce f(x) a druhym &initelem je jeji derivace,pfipadné derivace té
Iunkce aZ na ndjakou multiplikativni konstantu.Pfi vipodtu integrélu zavadime
~ovou proménnou 2z = f£(x) , z 8eho¥ dz = £ (x).dx 3ili  ax = d? ) Pak
f X
/f(x).a.f'(x) dx = [ z.a.dz = a/ztdz = %.22 = g.l-f(x)_f‘ +

“ondvadi jsme soudin £'(x).dx nahradili diferencidlem dz nové proménné,vymize-
-a plvodni proménni z integrandu daného integralu.

Z¢hoZ vysledku doséhneme,kdy? za diferenciil dx dosadime dx = —32

£ (x)
vsak pPechodny zépis formédlné nesprivny,nebot integrand v tomto z4dpise obsahuje

ivé proménné.Pivodni prom&nré krécenim derivaci f£’(x) také vymizi.
Stejnou substituci vypolitavime druhy integral s

/a.f'(xzix - afl B (x).dx = a‘/-l-dz = a.lnlzl= a. ln|f(x)]
£(x) i z

7 nésledujicich cvidenich je tieba vystihnout, je-1i integrovanad funkce soudinem
zebo podilem podle uvedenych vzori nebo dé-li se na tyto pripady upravit,
284.cvieni. Vypodtéte neurdity integral :

a)/(}xa-x+7),(6x-l)dx, b)/(x4-2x2+ 3)(x5-x)dx, c) [sinx.cosx dx |,

d)/tgxo——l?-d.x, e)ﬂl/’——-sZ dx, “)/2—'3;—11-—x-dx, g)‘/arctgx.-é—:;‘? ax

co8 X 81in

.ObdrZime

n) [ BECBIN X5 yesledky: a) %-(BXE-x+7)2, b) %(x4-2x2+3)2, c) %.sinax ’
e

d) %@tgzx, e) = %.cotgzx, £) 1n°x s 8) z:l;'(arctgx)2 , h) %(arcsinx)a "

. . ’ 4x=8 sin sin x..
285.cvideni, a) b) ?—d.x c) d) [/ tg x ax
/2x =8x+7 AP cos X :

82% icot
e) [ cotgx ax, f) [/ —S908<X 4y o) h)/—?d.x
/ ’ sinx.cosx ! cotgx sin™x e cos™x

1
k ——-d_x dx, dx .
g x.dnx )/(le-xg) arctg x n)/v 2z .

l1-x".arcsin x

Vysledky: a) Zl.ﬁ,:n(42::"3-433:{.1-7)a b) %ln(x2+5), ¢)-lnjcosx|, 4) jako ¢), e) lnlsinx/,

£) ialsin2wl g)-lnjcotgx!, h) lnltgxl, k) 1lnllnxl, m)inlarctgx|,n)lnlarcsinx].
Uvadené metody lze uéit po ipravé integrandu pro dvé goniometrické funkce :

/98/.priklads __g-’E..__. % __2_ ln]tg%] + G, lavedeno
s:.n x sinz.cosz tg’é.cos x zZ = tgz

/99/.p¥iklad. f dx = '———— dZ2__ _(zavedeno z= g-c-x y dz = dx )
cos X sm(z- +x) gin z o
= hltg§l= ln,tg( I + zx)"t' C
. Vyevétlete,preé integrél / aef’(x) s, , kde k je redlné &islo,se vypoite substi-

f(x) +k
tuci z = £(x) + ko
Uzijte toho v nésledujicim cvideni.
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287.cv1ceni. 3 ox
» (cos X 4o sin X 5. o) i d)‘/‘ e .
sinx +l 1+ 3cosx o+ 1 02X g2 !
23. -
e) —5——dx / g) — =2  4x .Vysledky:a) ln|sinx +1
3a” "+ 5 x(1+ 1nx) ’ x(3=- 5 1nx) "

b)- 31n|1+ 3cosx|, ¢) 1n(e®+ 1), d)zln(e X ), e) mln(}a5x+5), £)1n{1l+1lnx|
g) 1n|3- 5.1nx|,

oooooooooooooooooooooooooooooooooo °
0

S /F[ f(x)_7.a.f (x) dx /—a“f—-—(-’ﬁz—dx substituci z=f(x) .(135)
; F[ “£(x)_7
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.
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.
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3

/100/.priklad: (3x+2) .3 (3x2 +Hx=7 )2 /zavedeme z..3x +4x-7,2z &ehoZ dz=2 (B3x+2 )k

/ /2. -} /z3 dz = 1%z = I%.a(ixzﬂx-'?)s
288.cvideni.

)/(x-— 5)*2 2xdx, b)/::z(x3+6) dx, c)/2x.V?+1dx, / %0 -8dx,
e)fam x.cosx dx, f) [cos 4. sinx dx, g)/cosx.Vh- 4ginx dx, h)/ X ax

cos“x
k) .@252?_‘ ax, m)‘/x.sin 2ax, n)/[ 2x.cos(xP+1)ax, o‘)/‘-z-.sirgz ax ,
sin™x
p) in V; dx, @ eX.cos eXax, r) tg 5x dx, s)/cotg(2x+1) ax .
p 4

Vysledkys a) S—-—Eg—— b)=- 3(x3+6) 2 ?}(xz-rl);, a) E.a(x —8) . e)gslnax 5
2
£) -——5—"°°s5x. &) 2.V #s1mx)’, b) —E—- k) —55-—“ %, m) 298X, n)einG4l)

lsin(2
0) GOS- s p)_zcosv;’ q) gin e 5 T) l.;lg%EZ— ]'_n_EEES—ELI—)—I

289.cvideni.

a) Xo© dx, b)/zz.e dx, ¢) -—-—dx d)/‘sinx cosx dx, e/

f)/-,\/ x dx, g)/S_lA_X.de Vysledkys a) ze , b) = —-3-— c) 29 5 d)e&':"nx .
e) glnsx, £) %V( n %), g8) 5T m_ .(in x)®* .

290.cvideni. x} v
8.) p:S ax, b) C) —_— %, d)/Fd-x 0
/(1*; ) /‘a(a§+27)E Voo e 1 |
X ix, £ 6x=5 3 208 Zax. 1) sin x, k)/ co8 X 5o
” Va2+ x2 )/ ~5x+6 —/Sin - e sm X
) / sinx .. oq) [8inx ax o) [ eimdx .. o 1
Vcoszx a +2c0sx m coszx.m

q) = ax , r)
X.1nx.1n(1ln x) (a.rcsinx)3 Vi__?
Vfsledky: a) -——2-, b) B’a :_t:3 +27 , ¢) S.VtH-xS, d) %a(xi-t-l)z, e) V a.2+x2

2(1+x%)
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£) V3x2-5x+6, 8 —Le m) L 5jsin x, m)

[

3sin”x 2cos“x

3 .
- ) 3¥(1+2cosx)
cos x 4
0) =2.W1vcos’x s D) QQVz:fgxg Q) Wiin{in x){, r) e S s
2{arcsinx )~
Substituci f(x) = a P£'(x).dx = dz prevadime nasledujici integraly
na zékladni Jntevrély (124) ¢

$e0esr0eneacaes outﬂal..a'@loa@lpaeoobaﬁLJJO?!093‘ﬂllae...ﬂ@!“&l’.@ﬁb

//' aef §x ? f.,ﬁli.zmln f —8.f7(x) . (134)
: J ‘y'l«-@(x,}? / 1+ 5?(@?‘“ Véi’(x)}z 5
Eaeeoe.moeae;eoovuoo:oovecneaoa«@eawziecs oooooo a e .D reélne :
29l.cvideni. -
a) [ X dx = dx = § -ui——mdz = %arcsin zZ = %arcsin 40

Vix" ./ Va- (xz 2 V122
(Dosazeno »°= Z, 2%.dx = dz )
~ I x s
b) [=FE—ax, o) [-E_ax, a) [ gy, e?/, —& ax, £)/edx
f Vicox® J/ Vaog¥ f Via® VioZx Vors ek

sin2x

g) dax = [ L ,h)/-———-—-—-dxk . ST
/ V_(l-x) / V' 1-(VX) x.Vl— 1nx)° V4-9s:m x

Vy¥sledky: b) gar051n 22—, c) 2&rcsxn ;; s d) 959%%52§—, e) arcsin e |

T) -;arcsin e'V§ s 8) 2arcsin V;9 h) arcsin(lnx), k) %.arcsin(gsinax}n
v

+

a) f__ f g)/ cOS X hy- dx ’ k}/f dx
cf e 1+x a +31n x (1+x).Vx x(1+ln )

i )

Vysledky s a)zarctg % s b) garctg 2“ c) —;Earctg 3 , d) earctg —3-—

292.0v¢écn1,' 5
[ @ “/"?’“‘”" Vfrar Of sdae e

&) Earctg s T) 2¢ J; - arctgv- )y &) -.arctg 51nx’ h)Zarctgvm k)arctg(in x).

293.cvideni., 3 B 2
) X ix, b) 1 X, ¢) cos x ) a4 ".lng ax .

X =1 (1:;; v 25s1n2x Vai + 2
Vysledky: a) Eln(x4+ ngM1 Js b)Y 2, ln(Vx + Vl+ ),c) 5.1n[531nx + V 25s1n2x l
ay 1 "3“«4 V“E’m

in

L0 °

Intagrace rozklacdem integrované funkce na soudet funkci.

Pro n&které integraly mijeme Jiz uz1t rozkladu integrované funkce na soulet ta=-
¥ovych funkei, jichz integrély dovedeme jiZ znamym zpisobem vypoditat. Nékdy je
rozklad pifimo pafrnf a uéeluy, jindy je tireba integrand upravovat.,

glOl/ngiklad. 1= 2c08x T 2 2= cosx
i - ___z—dx == cotgx + = = +C
j'“-“z—sm g R bm < / sin x  sin x

( U druhého Integrélu zavedeno sinx =

1 -1
b) /§ﬁ£§£ﬁgﬂlm_m¢g J/r £9£EE§§2—qix 21n(1+x ) + lnlarctgx| + C ,

1+x 1+
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Velmi dileZité jsou integraly :
l) proec>0

b 21n L X
/x +C /x +C x +C / * x2+cdx =2 (Fac)e 2 arcts

ax+b .o = -2x_4 b [_dt, -/ X
+ z-a¥c~x +bearcsin ~=

2) pro ¢ redlné (zavedeno x=tV¢ )
ax+b dx = ax.dx + b.dx = % 2X.dx +Db ——i——dx = a.Vx2+c +belnlx+ Vx“+ci
Vx2+c x“+c V;2+c V§2+c v;2+c

2% .cvideni.

/iz—dx /‘ _L2x5y a/ﬂidx a) >/'-§2‘-:Luw
* 3 4x7+3 4-x V v9x -4
Vysledky: a) gln(x +9)- 3arctg3 s b) 5——arctg - Eln(4x +3), C) = 4 V4—x +
+ Sarcsin¥, a)- EV 22 - V2.arcsin xWo,u , @) §V9x2 31nl5x+ Vo2~ 41 .

Na prededlé pripady prevedeme integraly typu

-/r(Mx+N).(ax2+bx+c)n ‘pro n = -1, % y - % (135)
Lze urdit dvé konstanty kl y K tak,%e pro kaZzdé x je splnéna rovnost 3

(Ux4N) « (ax°+bx4c)? = kl.(2ax+b).(ax2+bx+c)n + kee(ax2+bx+c}n
a tedy také rovnost Mx+N = kl.(2ax+b) + k ,kde 2ax+b= (ax2+bx+c)' (136)
8ili Mx+N = 2ak).x + (bk1 + k2)
7 rovnosti mnohodleni plyne soustava linedrnich rovnic o neznamych k; 5 k3
2ak1 =M ’ bk1 + k2 =

UzZitim konstant kl ak, ,je? dovedeme naznadenym zpusobem vypolitat,nahradi-
me integrovanou funkeci soudtem dvou funkci,které jiz dovedeme integrovat.
Uvedeného typu (135) ufijeme zatim pro n=-1 a n = - % ytj. pro

Mx+N Mx+N
—— & a —_— dX
ax +bx+c 4//\/ 2+bx+c
Prvni integral je zvlast dulezity,kdy% ve jmenovateli je nerozloZitelny kva-
draticky trojcélen.
/102/.piiklad. J/f 9x - 2 G wu &

V-9;2+ 12x%- 2

Provedeme rozklad integrandu na soudet dvou lomenych funkci,z nich? jedna m&

v &itateli derivaci trojélenu -9x2+12xm2,pfipadné aZ na konstantu kl ,a dru~
h& m4 v &itateli konstantu k,.

(-9x2+12x-2)'= - 18x + 12

UZijeme p¥imo rovnosti (136) ¢

9x - 2

¢ili 9x - 2

R 1 ,

7 rovnosti mnohodlen( plyne: ~18k, = 9 , 12kl + ko= =2 Cild ky=- 5, K= &

P [ o18x+12 4o o4, = - 5.3, + 4.0,
+12x=2 v~9x2+12x-2

- 15D =

(-18]( + 12)01[1 - k2
-18kx + ( 12k, + k, )




= V -91:2 +12x=2

Integrdl J, vypolteme upravou na tvar (129) ; Jr = %.arcsin va_—'_?-
2
1 V 5 2 3x=2
= meY=9x +12x=2 + .a.rcsin +C
2 3 V2

Rozklad na soudet dvou lomenjych funkci lze provést primo upravou “na poZado-
vany tvar.Aviak je tfeba vystihnout,jak nutno éitatele dopliovat.Napfiklads

/ 9x-2 ) - 2 =18x + 4 5. . §-18x+12)+(4-u)dx
v-9:Z+12x-2 v 9_:-(2+l2x—2 v-9x2+12x-2

Integral Jq vypodteme substituci z = -9x2+12x-2 i Iy

- Z'Jl + 4eJ2  (jako u prvnino zpusobu roz.k'ladu)
, V ndkterych piipadech je tato uprava slozitéjsi. Napriklad.

/—zzx—"ﬁ—dx s (5% -3x+1) =10x - 3

SxT=3x+l 4

=7 .?x_:l. I%/%x_tldx _ /(10X-5)+(3+ 7
- f ~3x+1 -3x+l - ; 5x2-3x+1

10x=- 61

- .J + .J
I%)/:;;:;;%fdx J/:;;";:' I% 1572
Integral Jy vypodteme substituci z= x2-3x+l integral J’2 upravou na typ (130)

95.cviéeni. Vypoltéte integraly 3

- 2 x+1
a) / 1n(x“+2x+10) - arctg =3~ + C 7
x +2x+10 x & g

’o)/ 8x= 11 4y , [ T- 8.V5+2x~ - 3e.arcsin ’-‘-‘-’v—%- +C 7
+2x-x '

s £ %.VB?-llxa-Z + %—s.lnlx— % + V—%.V}?—llxél 7

c) / —_——ax
V}x =11lx+2

DESITKA O1oH &is. 59 ! Vypodtéte neurtité integraly :

1)/x+1 2) f__x __ax 3)/5x-7x5+ax+5x- :
;z-rx-rl ! / 4x°+lx+5 x +x+1

4) x -2 KA 5)/ 211‘2 ix, 6) éx- ax, 7) X ax
V;z-10x+2 V9_3:2+6x+2 sz+2x+2 VZ?-'- 4x+5
—2XD3 _ax , 9) X2 ——gx , 10) X dx . Vysledky
VB-ZX—-;Z V3+ 4x- 4x2 V54-x—1-z2

1) z.ln(x2+x+1) + ?;'.arctg va,_;l y By é.]_n(a-xz-o- 4x+5) - é.a.rctg ‘%‘.ﬂ

3) gx -61(2 +11x+2. 1.n(x2+x+1) - % .arctg 21ch1 . 4)V?-10x+29 +3. lnlx-S+sz—10x+2 |
5) e V;?+6x+2 + -% ].nl}xq-l +V9:_:2+6x+2| 6) 3.V?+2x+2 -4, 1n'x+l +V? '
?7) Z.Vsz+ 4x+5 - —.ln'(x+l)V2_ +V2:—zz wx+5], 8)=2 V oxt -5.,arcsin x;l ,

9)- %VB#HE- 4; + %.arcsin —2——- s 10) = v 5+x-x2 + z.arcsin V;I_]‘ R
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§ 37 INTEGRACE METODOU PER PARTES (po & &ds t ec h).

Integr,ce metodou per partes se j)rovédi podle rovnosti

© 9 00000 0000000000800 00 280000000000 0C0000000000060609000COCISECIIOIEOBOIEDTTSTDS

/u(x).v"(x)d_x s W) — / 0’ (x) v (x)dx

strudngé /u.v' = UV = /u'.v

@900 005000000000 0000 0EEE000e 0000060000000 000000009C©@069CO6060000G6CLCSsE

(137)

®sevecoconocses
e060B00Cee00000 0

Metoda per partes spodiva v tom,Ze integrovanou funkci zapiseme jsko soudin tako-
vych dvou funkei u, v’, z nich? za v’ povaZujeme tu funkci,kterou dovedeme inte-
grovat,abychom urdili funkei v. )

U%iti rovnosti (137) vede k cili v podstaté ve dvou pfipadech,a to kdyZ integral
na pravé strané rovnosti dovedeme

bud vypoditat jinymi metodami,p¥ipadnd opakovénim metody per partes,

nebo vyjadrit hledanym integrélem tak,aby z rovanosti (137) vznikla rovnice pro
hledany integral jako neznémou.

Postupné uvedeme nékolik typu funkci,jeZ moZno touto metodou integrovat.

€0 0660066060606 680 8008000000000 0800000000 00600000600000e60000000000600e4a0

/x. f(x)dx nebo obecnéji (Mx+N) Jf(x)dx

000000200

ceeseosveces

u v’ v (138)
Funkce f(x)—v musi byt takové,abychom dovedli urc:Lt v__ﬁ‘(x)dx.
/103/.pEiklad. .Zgvedeme 3
(5x+3). e5x'2 25—2 P g / e?*2ax i u=5x+3 v's o2X2
B . u’= 55— = Vv = 1 3x—2

e 23_2‘e3x-2 - g.eix-E

= éeBxQ.(ISX-r 4) +C

Vipo&et ceoee. ¥ a/~3X-2
3x—2

24pis pPi volbé funkei u a v’ a p¥i vypoitu funkci u' a v provadime co neapre-
hledné& ji,pFfipadné uZijeme naznateného schematu,ktery vede k spravnému sestaveni
rovnosti pro integraci per partes.
296.cvideni.

a) [x.e¥ax, b) x.eaxdx, ¢) [ xe3%ax, d)/ (2x+1).22x'5dx,e‘y‘x.sinx dx

f)/ (3x+2).cosx dx, g?/x.sian ax, -—-’2‘-'-9-9-§—§-’-‘-dx
J/ sin™x sin"x.co8"x
m/x.tg x dx, n)/‘ 208 .= dx, o/x.sin x 4x, p‘)/x.cos x dz, ?/)/;:,sinzgdx
- S TR a 5-6x dx . Visledky: a) (x-1)e*, b) ;_]i(x- %)ezx :
1l+2x

2x=3

(2x+1= ﬁlﬁ') , e)sinx- x.cosx, f) (3x+2)3inx +3c0sSX,

c) 3}3-(::— 1-11;3).5", d) 2
g)- 2c052x + z‘-_sian, h) =x.cotgx+ lnisinxl, k)-x(tgx+ cotgx) + inltex| ,

m) x.tgx- 3 + lnjcosx|, n)- 2( ——2—- + cotgx ), o) f - Ex.sinZJr- 8°°52"5 g

p) 2 ’ésian + gcosax, Q) f{a- Fsinx - zcosx, r) x.V142x = 3.V(1 x)3
&) - §VGon" - 1%2.3(5-&)7 .
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/xn f(x) dx ; n piirozené ;/P(x)af(x)dx ’ P(x) je

u v mnohoc len

-aoooaotoo.ooaoa-ato ------- $900ce02ae ¢ ®9c00650a0as000a0 *o0r 00000

(139)

?eco0casce
[EX R Y T YT

Funkce f(x) miZe byt napfes sinx, cosx, sin(ax+b), cos(ax+b), sin® %, coszx,ex,ax,

ax+b acx-!-d’ sinh x, cosh Xoeses

Je-l:. n stupel funkce u ,uZijeme metody per partes n-krat,
29’7.cv:Léeni.

a) / +CO8 x dx, b)/xj.smx ax, cz/‘ «sin2x dx, d‘)/ 2.coslns: ax,
e)/(x2-5x+2)ee dx, :t‘)"/\x2 Zxdx, 8)/ % .cos® x dx, h)‘/'r;.cosh x dx .

Visledk sledlg s a) (xz-e)slnx + 2x.,cosx, b)-chosxi-szs:Lnx-eracosx ~6sinx ,
c) Tcosax + zsm&x, a) —»—-3—~s1nb: + ;ECOS]D{ » €) (x2-5x+7).e .

«coOsh x

2
£) = —2-— (xPex+ 2-), g)?ﬁ- Fsin2x + Ecos2x- Bs:.an, h)(x5+6x)sinh x -(3x2+6).

V nékterych pripadech je t¥eba mocninu xP nahradit tak soudinem x xh »8by bylo

noZno vypoditat integrél £, th(x)dx zavedenim u = ¥ y v= th(x) :
29800Viéenio

a)/ 0@ dx, b)./xse dx, cz/xg’.e dx, d) $=/X2.Vi?&

1+x
2

15

e) --—~—2--dxx y £) o Vysledky : a) (xz—l) b)=-e™ .(2- +x +l)
(14:2) 35+5§

c) -’J;.(xj- 1)«,@353, a) £°. Vl-e-? V(l+x2)3 y €) = m + z.arctg %

2 36 0G5 ggﬁ?a?x%s

V nésledujicich pripadech volime funkce u a v' obrécend :

$%0c0s0000000cncncsas ©d2c0ees000000ss ®t0eres0000s00n00s $secevcrectevssnsas

/xn.,lnx dx ; n £ -1 /xn.ln(ax+b) dx , n piirozené
vl u d

(140)

®®0000%0000eec

P.arctgx dx R /xn.arccotgx dx , n pFirozens
4
v

299.cv15eni. a
a)/ .1nx ax, bz/;:‘2 1nx dx, c)/ln Xax, d)/l° - dx,e/V;.(lmc)dx

f?/ «In(x~1) ax, g?/‘ In(x+l) ax . Vysledlgy : a) E(Z lnx-1), b) 5%3 Inx-1),

®o00rec00cctcone

c)- -(lmc+l) d) --2-(1ng + :QE__ ) e) ﬁ(lna - zln.x + g )

£) gen-ln(x-l)- 5X - 22- Zln(x-l) g) —x;'iln(xd) - éx3+ éxz- Fx .
BOO,cv:Léeni.

a)/ln" dx , b)/(lnx)dx, CL/M& Vysledky s

a)= -(ln5x+3 10%x46, 1nx+6)b)~ (lnax +2.lnx +2) , ¢) lolxl.1nlinxl - 1n)x],
301l.cvileni,
- )/x.arctgx dx, b)./zr}.arctgx ix , cy.x‘*.arccotgx dx .
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U

x2+1

4
Vysledky : a) ctg X - %, b) %_iarctgx -2é + T

5 4
c) %‘—arccotgx + I%ln(xaﬂ) + §—5 - %U .
nésledujicich integrald zapiSeme integrovanou funkci £(x) jako soudin 1l.f(x)

a zavedeme u = f£(x) , v' =1, z Zeho% uw'=*£(x) a v=x.

Tohoto obratu ufijeme zvladté pro zékladni elementdrni funkce In x, arcsin x ,
arctg X.

302.cviéeni

a) [/ 1nx dx, b)/logax ax, c¢)/arcsinx dx, d)/ arctgx dx, e) 1n(x +1)

£) V" dx, g)'/ln(x+ V? 1), h arctgv_ ax , ‘/(arcs:.nx) dx .

V¥sledky: a) x(inx -1), b) x(logax l'n_ ), ¢) x.arcsinx +V1—:-cz y 4) x.arctgx+
- %ln(x2+l), e) x.ln(x2+l) -2x +2arctgx, f) a(VE =1).e ,g)x.ln(x+V1?+1)-—VXE+ ’
h) x.arctgv; + arctgv;c - VSZ , k) x(arcsizrz:)‘2 +2arcsinx.Vl-? -2X .

Metodou per partes integrujeme &asto soudin dvou funkei rizného charakteru.Je-li.
integrand podilem funkci,ae t¥eba jej zapsat jako soudin a spréavné vyst:.hnout,
jak zavést funkce u a v .Napfiklaeds

/arcs:.n X 4x = arcsinx.———l—dx = 2e¥x+learcsin x + l-l-.Vx+l + C
xX+1
u v’
-
! DEsfrka OIOH &is. 60 Vypo&téte neurdité integraly s
L
arcsin §

l)fx.arcs:.n X ax, 2)/%’ 3) e, 4y’x.(uctg;)2dx :

2=x

5)/‘x.arctg X3x, 6) 3% -1 .axctex dx, 7)/1n COSX_4 8) 1n sinx o ,

in
2xx cos X sin™x

9)/ xInX g, lo)/_légzﬂ_)_dx Visledkys 1) x- VI—;E.B.I‘GS:LD. x 3
V(xz—l)2

2) 2. l-x.arcsn_nv- + 2 V— 3) 4.V2+ 2,Y2—x.arcsin 2 s ) x2+l(arctgx)2
-X.arctgx + zln(l-t-x ), 5) Vl+?.arctgx - 1nlx+ Viex 2' 6) +1 .arctgx -Ev—

7) tgx.lnlcosxl+ tgx -x, 8)-(cotgx.lnlsinx|+ cotgx +x) ,

9) arctg¥x -1 = Jnkel. , 10) 2.Vx+l.ln(x+1) - 4°Vx+1 s D=1 .,
-1

Integrace_per partes pfevedenim mna rovnici prohledany

integral.
/104/.p¥iklad. eXecosx dx = J Zavedeme : u=ex\ v’= cosx -
I S 4
- - - u =g —== v = ginx
e.cosxdx:e.sinx-/e «8inx dx
Zavedeme: u =e> v = ginx

X . X x u'—ex>—v ==COSX
e e8inx dx =—e .CO8X + e~ .co8x dx = =
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Ti{m jsme integréal funkce eX.sin x vyjadrili hledanym integréllem J.Po dosa~-
zeni do prvni rovnosti obdrZime rovmici,v ni% neznémou jest hledany integral:

/ex.cosx ax = eXsinx + eXcosx -/excosx dx -

2‘/ex.cosx dx
/ex.cosx ax

eX(sinx + cosx)

n

x
g.(sim: +cosx) + C

3.cvideni. _— %
a) /ex.sinx dax, b) / X dx C)J/lg—“}—cdx o
J e X

X
Vysledky: a) F.(sinx-cosx), b) éz—wx(zsin’z‘- +oosx2 Y, ¢) %(ln %)%,
— e

‘ !
pesirrka OIOH &is. 61 : Vypodtéte neurdité integraly 3

5”
l)/eax.cosbx ax , 2)/ e, sinbx ax , 5)/e3x.sin2x ax, 4)/ex.c053x dx
X

-X
5)/32 0C0S2X dx , 6)/e g.sin};c dax , 7) ex,sinex ax , 8)/ex.coszx dx,

ax
9)/sin inx dx , 10)/cos lnx dx . Vysledky: 1) —S—;z.(a.cosbx + b.sinbx)
a“+
ax

3x X
2) —%—-z.(a.sinbx - b.cosbx), 3) %.(Bsiﬁx- 2c082X) ,4) ?.6‘ (cos3x + 3sin3x),

a +b
pe -X x
5) ——z-ez.(L&sinzx + cos2x), 6)= ge 3.(sin§ + cos}i ) Mg (1~ 2sin2x + c0sS2X )
17 s/72 5
x
8) %.(sian + cos2x +2), 9 é.(sin 1nx = cos 1lnx ), 10) ch(cos lnx + sin lnx)
05/ .piiklad. f sinx dx = J
Zavedeme$
/sinx.sinx dx = - sinx.cosx +/cosax ax u = sinx\v'= sinx
1= COSX = V = =COSX
= - %_'-sian + / (l—sinzx)d.x Integrél pravé strany nelze
poditat stejnym zpisobem.
/sinzx ax = - %sian + X -://sinax dx Presvédlte se !
/sinax dx = Bo(x - gsio2x ) + C

06/.ptikled.

/V?de:/.mdx u= Vifra vi=1
x VP +a -/x2 dx ul:v;a‘;—_”v=x

i}

, Viésa
X dx = Sﬁ.‘."él:édx,_ szadx-—/a
/szm / ¥ =

Vifia
/ % +a dx x.Vx2+a -/ +a dx + a.lnlx + Vx2+a|

2 rovnice vypolteme hledany integral,dilezity pro daldi integraci

oooc-..oc.couo.-otono-»no.o-n».ooo.-o"ooonvoo.onot..-c-c-oo.'.o.

§ /V +a dx = %.é‘ x.sz-e-a + a.ln]x + V;2+a]_7, a redl, § (141)

oooouoa.u--ooocnooelo-ccnooctno-eooo.o--unooonn-'-cunuoo--v.oOQQ

X +a

it
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Podobnyxn zpﬁsobem vypoété’ce sami stejné d&lezity integrél $

AT TEEEEEREE R R RN sesoesce esesccse

/ a- x~ 4dx = %.[' x.Va—;z + a.arcsin z—_- 7 ,a>0
a

T E R RN R I eeeessessssss s BORe s seesssee

(142)

o.oo.oo.t
ssc0ecssoe

S obdma integraly se Casto getkéme a proto jich také ufivame jako vzorci.
Pozddji je vypolteme i jinym gptsobem,Nyni jich urijeme k vypodtu integralas

/Vax+bx+cdx pro a > O nebo a<o0

Kvadraticky trojélen upravime doplnénim na (tverec dvojélenu jako Vv /97/ «DPte

Gprava odmocnénce 3 3x2—5x+1 = 3(x2 -X + 1]3‘:) + (1- 2) = 3(x=- %)2 + ;]j
NG DERY-

Nov4 proménnd 3 Z = @(2};—1) 42 8ehoZ =3z

vz
:—- Z+Edz —Vé z.Vz+ +éomlz*vzz+[]f’_]=
Pavodni

proménné 3 -2-1’{:; V 3x2-3x+1 + -——-].nl-é(2x-l) + V 3x"-3x+1 I

Po dosazeni 3

S

Vypodtéte neurdity integral 3

R

pesfrra GLOH &is. 62

1)/ V;:Z— 2x -1 dx , L 3555 V 2_ox-1 - ln|x-1 + V? 2x-1] +¢ 7
2) / VoxP-6x -1 ax , [ i’fai.Vsz-sx-l - #m‘ﬁ‘v__‘;}- + VoPoex-1

3)/ V 2exex 4x i~ et V2+x+-x2 + l-;.lnlzft + % + v2+:‘:+xz |+C 7
4) / V3+2x-? ax , 5
5) / V1—2x—x2 dx , [ Vl—2x—xEr + arcsin ’V{_—;—l- +C 7
6)/ Va+x-x2 ax , £ 5= =l Vzw:-x2 + g.arcsin ?-’3"—1 +C 7
7)/ x.in+2?-l dx , 2 @.vxie-x?-l - %111(x2+l + in+2?-—l Y+C _7
. 2 .
8)/ (x+1).Vx2-2x+5 ax , ’.E.zﬁ,vxz_ax.,_} & B dn a1 + Vx2-2x+3| +C 7
2
9)/ (27{-3)-“5'042-:: dx N é— M.Vwa_xz + g.arcsin Ega__ + C _7

+C_7

+2x=X +Z.echsixlx--z--"'l +C 7

™~

10) [ xzNF2x+2 IX V(x2-2x+a) + R exe2 zlnlx-l +
+Vx x+2' 7

V ulohach 8-10 jsou integrély typu (135) pro n= %, je? poditéme pomoci
konstant kj,k,.Viz rovnost (136) a priklad /102/.

- 158 =~



} 38, INTEGRACE RACIONAINf FUNKCE LOMENE.

Prvnimi tPemi zékladnimi integrainimi metodami byly vypodteny integraly
téchto typd raciondlnich funkci lomenych 3

/%‘dx, /a%_-sdx, /%{-g-dx, /i—}c%-dx Viz cvid. 276,277
a C v,
/;ﬁ' ax, /m—d):, n p¥irozené Viz cvié. 275 a-e

1 c d 2
-dx dax /;2——&! (b“= 4ac < 0) Viz cvid, 272 e-
./ l-|-x2 . ./ za.‘?-o-b:('}'x2 : +bx+C ’ . 275,285
f gﬁﬁ_ﬂ, / Ux N ar, (b2- 48c < 0 ) Viz cvid. 2%ab,295a
' a x +b +bx+c

/k.P’Sx) ax, k.P'gx) ax , n pYirozené Viz cvid. 285ab,290a
P(x) [P(x)_ P(x) je mnohollen

Dal3i zékladni neurdité integraly racionalnich funkci lomenjch.

1 _ v
/ ———(xz+ 2)n dx = Jn , n pPfirozené
a

Politéme-1i integrdl J,_; metodou per partes ( u = (?._1275:1_, v'=1 ),
+a

dospé jeme k rovnici,kterd vyjadfuje vztah mezi integrdly J,_; & Iy %
Jn-l = W + 2(11 l).Jn_l 2a (n 1).Jn .

0600800000008 0000000 0000000000000 sbSOSIOOS 60 esecs000000 0000

1 X
J. = . 2N=3 ) ¢ J.
a 29.2(11-1) & (;z-raz)n-r + @am3)edpy 7

z &eho% (143)

Seoss0s0e
esecssee

es6000000000s000s08000000RORSSTS ee0 0000 ecnss e

™4m pfichézime k tzve redu k $nimu vzorci,kterym integral J, prevedeme
na integrédl J,_ ;. Tak mo¥no prejit postupné z integrédlu J, a¥ k integralu

dx 1 X
Jl=f;z:—;2'=a.arctga +C
304.cvideni UZijte reduk¥niho vzorce (143) pro vjpodet integralld 3
») e =gl 5 dx 7=]‘.(‘x + —=.arctg = ) +C
[EblEs s [F T E e
v dx =2 + X + —]'—-.arctg 2 +¢ 7
f 9 ' e 36(x2+9)° 216(+9) 648 3 =

c)f dx__
P+1)
d)f&g-x:ﬁz' [2_(-#53 + %.arctg}x + ¢ 7

Pognémka. Pro malé n (napf. n=2 nebo n=3 ) miZeme takové integraly vypoditat
zpisobem,kterjm byl odvozen redukéni vzorec.Hledéme-li napif.integral

dx &n aitt/ B o D ey B mmmsi s 3
/ -;2—2-3( 3 , zadneme polita -?-—-2—2-( ) -?——2—2-( )
v u

%im# obdriime vztah mezi integraly J‘a a J3.Stejn$m zpisobem najdeme vztah mezi .
integrély J, & Jp ,prifem? vychhzime z integralu Jy Jktery jiZ znéme,

[11‘5‘:8‘2‘0"3;) . Ig.arctsx + ¢ 7
+
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Ji¥ zndmymi obraty a ufitim redukdniho vzorce (143) vypodteme integraly

© 6060585060020 00 008 E00EP0GL0LNLRIECESISIOOETSOETDN 68008000 c00000s 000000800 0c0ea00000

Konstanty kl,k2 urdime podle rovnosti (136).

: Mx+N Mx 1 :

: (x"+a°)" (x°+a°)" /(x +a“ ) s

: z (redukdnim vzorcem ) :

. 1 Sx Trojélen upravime doplnénim na dtverec dvojdlenu (145)
: 2 ’ B < H

: (ax“+bx+c)? a po zavedeni nové proménné obdrZime (143). :

E Mx+N 2ax+b 1 E

. — = dx = k.. i ax + § f e dx s (146)
8 (ax“+bx+e )™ 1 (8x” +bx+c)? . (ax“+bx+c)? .

L) b’\f__/ :

: z (145) :

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooo ss0s 0

305.cvident.
a) (XX:;) ax , a2 %—i‘ﬁfﬁ + ggv_é-.arctg ‘-/—_125 +C _7
b) /m dx =/[('x+5]).2+ 53 dx =/-(-z-2-t-53 4z = (2=X43) =eees
) 1+(x2::13:+10)2 * s(xg:?ulo) + goazota(xe3) + 0
O[O e 6
U £ g Gl S e
[ DESITKA ULOH &is. 63 }
1) / X2 dxy, s 59-9?2"’19}"22 b .arctg?-:-:]-' +C _7
x°=2%+3) 32(F=2x+43) 32V2 Ve
K /&% k. L by T TR 0 S
3>/(_xg_<_+xf5zdx, [";—(—;ch—:;%+-5-%.arctgg-§—_?—+c 7
%) ﬁ&;zdx, [E‘;%-é.amtg%»fcj
5)/m ax , [.-2(—;%;_35 -i.arctg(x+l) + C 7
6)/' -(;2%1]:{3_)2 ax, e 2(; :1.:6:3-15) - é.arctg % + C _7
7)/ (xz, —22{;4-5)3 . & ﬁs—)? * ﬁ%@; o gg,arctg %}' @

2 2 2.
8) 24x 2 1 x +1 3(x"+1) 18(x"+1) 5
dx, (x“=2),/ o (arctg + + + _
/ (x+2x°+10) : ’ 2 x4+2x2+10 (:c“4-2x2+10)2

2 2
9) 32x3+16x . (x2=z) - X"+ I R - 52 S 2
/ (x +2x°+5) ’ a X +2X°+5 < £§72 =
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10) [ _oxdse9x? y 7%0= 1 2x0-1
z-x'%;—l‘-l)-z ax, (X‘B—Z), [m- + v;.arctg Vg + C _7

Joznémka., V této Gvodni &4sti pro integraci racionalnich funkei lomenych byly
zv148té shrnuty integraly téch funkci,jichi Jmenovatel je nerozloZitelny kva-—
iraticky dvojélen nebo troj&len,pripadné jeho mocnina.Jsou zdkladem pro dalsi
integraci.

integrace raciondlni funkce lomené s r oz lo % itelnym Jjmenovatelem.

ce~li jmenovatelem racion&lni funkce lomené mnohodlen stupns aspon druhého,
nahradime jej soudinem mnoho&lent linedrnich a nerozloZitelnych kvadratickych,
ofipadnd jejich mocnin.O rozkladech mnohodlent pojednava kapitola III.,§ 8.
Pri integraci budeme rozliSovat nékolik pFipadd podle rozkladu jmenovatele.

20 stupné neZ jmenovatel).Neni-li tomu tak,délime Eitatele Jmenovatelem aZ po
zbytek,ktery je niZSiho stupné neZ jmenovatel.Pijde tedy o integrdly typu
J/rgggl dx , kde P(x) je mnohodlen stupnd m-tého a
Q'(}“) Q(x) Jje mnohollen stupnd n~tého ,pridem? m<n .
I. Necht mnohodlen Q(x) m4 n T G zn 3§y c h redlnfch kofent Xp9XpyereeseX
takie Q(x) = an.(x-xl).(x-xz).(x-xa)..............(x~xn) .
kde a, je koeficient pii x® v mnohodlenu Q(x).
Dokazuje se,Ze racionalni vyraz ryze lomeny g%%% lze nshradit soudtem n tzv,
parcialnich (elementérnich) zlomki s linedrnimi jmenovateli a kon—
stantnimi ditateli s
A A
P 1, fo s B g mmamennesnssge tn (147)
Qx)  x=x;  x-x, X-%, X=X
Vipodet konstant Al'Az’Aa”"’An musime provést tak,aby rovmost (147) platila

pro ka?dé x.Ukd¥eme to na konkretnich pPripadech,v nich? konstanty znadivéme
nejéastdji A, By Cy Dyeveeees

/108/.priklad. S5x - 14 dx = J
X =X - 4+ 4

l.krok: Rozklad jmenovatele.
]
Xom Pm 4x + 4 = xa(x-l) - 4(x=1) = (x—l)(xz- 4)= (x=1)(x=2)(x+2)
2.krok: Rozklad na parciélni zlomky.

5x - 14 ) A B c :
EIRGEDEE) = 5T t 52 /Gl (x-2)(x42)

5x - 14 A(x~2)(x+2) + B(x-1)(x+2) + C(x~-1)(x-2) (143)

3ekrok: Vypodet konstant A, B, C; .providi se hlavné dvojim zplsobem :

l.zpisob (uvedenim na rovnost mnohodlenti a porovnavanim koeficientd)

0ux+ 5x= 14 = (A+B+C).X° + (B- 3C)ex + (= 4A~2B+2C)
Z rovnosti mnohodlent plyne rovnost koeficientd u stejnych mocnin,coZ
vede v tomto piipadé k soustavé t¥i rovnic o trech neznémych A,B,C 3

A+ B+ C = 0 Reenim soustavy obdriime jedinou trojici
B-3C = 5 A=3,B==1, C=z=z-2
= 4A=2B+2C = - 14

24905 P11 e B =



”"—"——'

2.zpisob; postupnym dosazovénim koienl mnoho&lenu Q(x),p¥ipadné ji-
nych malych celych gigel,do rovnosti (148) 3

Sx=14 = A(z=2)(x+2) + B(x-1)(x+2) + C{x=-1)(x=2)
pro x= 1 -0 ==34, A=3
pro X= 2 -4 = 4B, B ==1
pro x=—2 = 24 = 12¢ , C =—2

V pripadé vsech riznych redlnych aednod uchych kofend mnohodlenu Q(x)
je tento zpusob velmi vyhodny.KaZdy koten vede primo k vypodtu jedné
konstanty.

4, krok: Dosazeni konstant do ditatelt parcidlnich zlomkl a rozvedeni daného

integralu na soudet integrald 3

3 = 3. [Aax - --dx . 2/—-—-dx 5. 1n(x-1)- In(x-2)- 2.1n(x+2)=

X=-1
= 1n(x-1)7 - 1n(xz-2) - 1n(x+2)® = (z=1)° . @
(X-Z).(x-o-a)
109/.priklad.
G dx = J
;;-7x2-5x 2.3

Rozklad jmenovateles 6x5-7x?~32 x(6x’ 2_0x-3)= Xof o(x- g)(x+ 3)—

= x(2x~3)(3%+1)
Rozklad na parcidlni zlomky s
1 AL, B8 /. x(2x=3)(3%+1)
x(2i—3)(3x+1) x 2x=-% 3%+l
1 = A(Cx~3)(3x+1) + Bx(3x+l) + cx(2x-3)

Konstanty vypocteme druhym zpusobem.Dosazovénim x=0,%x= 2 5
x:—; obdrime A:—;,B_%,C_I%

32
\/ (2x-3 )2(3x+1)9

i
|
X l

Tz l-mx + .),%m(zx-z) + InGEA)= cenneee = 10

306.cvideni. Vypodtéte integraly 3

o Tin(x-2)2V2xs 1y, | 222 A5
Jaem o [ PRmRREEA =0 .»_x.l.v-\J

a zlnlx+ll - Eln}x+2l + Izlnlx—El +C _7

c) x =1 ax ,
CX+1)(1?- 4)

d)/ 52xdx ' /" mlex-1l - 6.1ni2z=3] + 5.1nl2x-51 + C 7

(2x-1){4x -16x+15)

e) o+ 1 ax , [ x+ %lnix! - glnéx@gl + v;ln Ix-3} + C _7
-5%"+6X VF
£) 2% = . = = 3 z:;yi ¢ ;
_/x ~5%°+6 - ‘ 2V§ = 2 2\/’- x+ V3 " =

g) 1§x2—£W-22_u /il @3)2 @) 1+ C 7
—6x°=13x+42

h)/ux D U6 R0K4153 gy /" 2% + 7x + 1n l(x-2)3(x+5)’l + C 7
x3-2x ~gx+18 (X-3) -

Poznémka. V pPipadé g) urdete zkusmo jeden koien mnoho&lenu a ostatni urdete
délenim prislusnym korenovym dinivelem.Viz § 8 »

24905 711
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II. Necht mnohodlen Q(x) m& opdt vZechny koieny reédlné,ale ndkteré z nich
vicenésobné.

V rozkladu mnohollenu Q(x) se objevi mocniny linedrniho dvoj&lenu.Md-li tedy

napf, mnoho&len Q(x) t¥i rtzné reidlné koreny X9 Xp Xy z 9p¥idemZ kofen X1 Jje troje

néasobny,kofen X Jednoduchy a koien x3 dvoanasobny,pak v rozkladu na parcidlni

zlomky opét_s_konstantnimi Eitateli musi byt zlomky o jmenovatelich (x-=-xl)3 N

(x-—xz_)9 (1:-23)2 a mohou byt jesté zlomky o jmenovatelich (x-xl), (x—xl)z,(x—x%).
Rozklad by tedy obsahoval maximdlné € percidlanich zlomkd 3
P(x) A " B % C % D & E F

(x—x]_)3 (x—xz) (x--x3 )2 N =Xy (x-xl )2 (x—xl )3 X-X, (x—x3 )2 * X=Xy

/110/.priklad. o+ 1

i -3;3 +3x2 -y

Rozklad jmenovatele: xqm3x3+3x2-x = x(x3-3x +3x=1) = x‘.(x-'l)5
Rozklad na parciédlni zlomkys

=+ 1 A, B c D 3
"“""‘_‘3 = - e /e "'l)
x{x~1) x ¥ X1 * (x-1)° ¥ (x=1)° =

13+ 1 = A.(x--l)3 + Bx(x-l)2 + Cx(x=1) + Dx

Konstanty 4,B,C,D vypolteme opét druhym zpisobem.Po dosazeni ko¥enld Jmenova=
tele x=0,x=1 obdrZime jen konstenty A= -1, D = 2,Pro urdeni zbjvajicich
konstant B, C dosadime do rovnosti postupn¥ dvé libovolna mald celsd &isla,
napf.s x=2 , 9 = A+2B+20+2D ¢ X = =1, 0 = =8A- 4B+2C~ D
3=B+C 3= 2B~-C
B=2, C=1

2
J = - lnjzl+ 2.1n(x~1) - (x—l)-l - (x—-l)"z = 1p X1 _ _x s +C

| ixl (x-1)
; 30730‘Viéenic 4
ey [Eeuledeexes o g G1)? |, sxPess L,

(x-1 );‘3 (x=2 )3 |x=21| 2(x=2 )2 (x=1) =

2 +10x°= X lngx-lz - S5x+l c
W[ EEE . £ I

i i)
. DESfTRA OLOH 3is. 64 J{ Vypodtéte integraly
1 [ 3nixi + Elnjx-1l - Hinixe2) - —2 7
/ £ el “ gaisll - 1 3G-l) "
2)/x-x+2dx [_6__+1nx2 + C 7
+2%°+ ¥ x+1 Ix+1) -
3) _éx + 1 dx é- - X + C 7
/ (x“~1) (;2-1) -

4

2
"')/ = dx £ L 4 lnix+l] +C 7
;+5;2+8x+4 X42 -

5) O-6xP49x4 7 oo [ —2— + Inx-5 + C _7
f (x°~7%+10) (x= L4+ 4) ’ 2(x-2) -

IE ¢ g i = D

1 1
- Injx=1| 1o lx+1
w4 2x 4(x-1)2 e + 28 x + Flolx+ll F

6) xs
dx
/ (x-1)2(2-1) °
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?7) £2 —6x2 +11%=5 - 1 i
~ —1 o +mfx2] +C
FodouP-52x+1l6 s rrowsy B 2 2| +0 7

2(x-2
8) [ O-2x°+ 4 1.1 x 1 1 1
ax , m|-=-| - x1 N SN
x7= 4% + & T ‘x_2| X(+2§) 2(x2) + 7
9)/ x=1_ g¢ [mr_%-_z_,sc7
-3x=-2 x+1 x+1 -
10) dax " 9x2+50x+ 68 11n|gx+12gx+2)16‘ "
f (x+l)(>c+2)d(X+§)3 ’ c 4 (x+2) (x+3) * B (x+3) i

ITI. Nech® mnoho&len Q(x) mé koPeny redlné i jmaginarni ,pFipadné vicenasobné.

Pak v rozkladu mnohodlenu Q(x) se objevi dvojlleny 1ineé&rni ,p¥ipadné jejich moc-
niny,a nerozlofitelné kvadratické dvojéleny nebo trojéleny,pfipadné jejich mocni-
nye. '

P¥i rozkladu na parcialni zlomky musime poditat s tim,%Ze by elementarni zlomky,
jez maji za jmenovatele nerozlofitelné kvadratické mnoho&leny,mohou mit gitatele

1ineédrni.NapT.:?
B(x) =—L+—§'—2*;z"zcxm P EE o S
(x—m)2(1:‘2-|-q2)5(zax2-t-bx+c)2 x-m  (x-m) +q E+") (x“+q°)
4 Kx+L & Mx+N
:ax2 +bx+C (au:2 +bx+c )2
/111/.piiklad. 2x + 2 iy = 3§
;5- x4+ 2x3- 2x£+ x -1

Rozklad jmenovateles 1:5—}{""1-2::3 -21;2 +x-1

(xs—l)-}c(x5 -].)+2x2 (x-1) =
(x-1) (4232 +1) = (x-1). E+1)*

Rozklad na parcidlni zlomky:

2x+2 A Bx+C Dx+BE 2 2

______—2-——2 = /. ( _l)( 1)

(x-1) (¥ +1) x=-1 ¥ x2+1 ® (x2+1)2 x ol
ox +2 = AR+ + (Bx+0) (x-1) (xF+1) + (Dx+E)(x~1)

Rovnost upravime na vypodet konstant prvonim zplsobem 3

0uts 0u0+ 0. 4Rx+2 = X (A+B)+ B (-BsC)+ ¥ (2A+B-C+D)+ X(-B+C=DE)+(A~C-E)
Porovnanim koeficientd u stejnjch mocnin obdrzime soustavu pdti rovnic 3
A+B=0, -B+C=0, 2A4+B-C+D=0, _B+C-D+E=2, A-C-E=2; A=1, B=-1, ¢=-1,D=-2, E= O .

2
1 x+1 2% 1 x~-1) 1
J= [—dx - S5—dx - T—ghl:ln +—2——-a:c'ctgx + C
x=-1 x“+1 _/(x +1) 2 +1 1

Poznémka. PFi vypodtu konstant druhym zplsobem dosadili bychom do rovnosti nej-
prve jediny redlny koilen x=1,co% by vedlo k A=1l.Dosazujeme-1i pak 1libovolna ma-
14 celé &isla.napfes x=0, X=-1, X=2, x=-2 a soulasné A=l yobdrzime soustavu

gtyt rovnics C+ ==1, 2B-2C+D-E==2, 10B+ 0+2D+B= =19, 30B-15C+6D-3E= 27 42 nichZ
plyne B= -1, C= -1, D= =2, E= 0 .

308.cvideni.
a) e 1, |1+x Lorct 7: b) ax ~Lin ———2——2-—’:4
]n e - A |
,/-]_.:;E ax o[ \l-x gemete = xi+;3+?+x’ B @2 (54D !

- %arctg x _/
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2
c)/ i ax d)/x dx, e) x s+ dx, ?ifﬁzdx
X'+ 4355 ol ° (x2+x+§)(xa44x+5) fy; ~6x+13)

Vysledkys c) %ln,%% + Es.arctg v—’g‘ y d) zl;ln ’(‘x—:’lﬁ')i% + -v-_-;arctg %—l ’

2 2x+1 1 13x- 1 -
e) —=—arctg = garctg(x+2) , f) 22, arct 12:
37 vz 3 ' s(ﬁ-sxu;) T

- DESfTKA OILoR &is. 65

6 4 '
1 X +x-4:2-=2 1 ‘/'“ .
) e dx , [x(-—m*l)#lnﬂ2+1+c_7

S—

2)/(_::"%?)’-’&' [garctgx-‘-:(—xi‘:—)-ﬁlnﬁa»cj
5)/_(?%1_)2_&’ [:%.ﬁz.p%lni—z“)% +-2;(3£.arctg-2—’vc_§l+c 7
4)/&7}35 ax | a 5_(;3:_1) " éln X::i + Ba—vg.arctg 2%1 +C_7
5) f%’éﬁe ax, /iafxe[3)fPixer - 3—(:%% - égﬁmtg?z\[;:é +_7

) r ux?. gy - Glie -
REE ¥ gD Py 1T 407

7) 2x ax " EF— - hnlxall + BaQed) 4 ¢ 7
/(l+x)(x"’+2x2+1) - 2(x 2 2 Ixal + 3 i ’ N

2 2
8) X +3x~2 - 5%+ 2 1 x=1 8 2x+1
E dx —5;2__ + wln + ——.arctg £22= + ¢ 7
/(x-l)( +x+1) » ¢ 3(xF4xel) O ¥ +x+1  3Y3 V3

9 [LesDiugaars TRl -l 2zl Loy 7
f (x+2)(x2+2x+2)2 dxs £ x m gm sarctg(x+l) _

10) x7+ 2 i - X 25“ 2x+1 2 xq. > 13 x2
tg - 2' a» + I
‘/‘(1—:24-:“1)2 ? £ xz+x+1 * V3 ¢ Vg In(x"+x+1)+ ==z ¢+ 7—_7 |

M

Z&vérem integrace racionélni funkce lomené uvedeme nékolik integraly, jichz
integrand obsshuje ve jmenovateli dvojélen (x4+ 1) s

3
) 7— dx , "1 =t) ; b — dx, (x%= t); 1 =3
a f 3 41 = %) 5 b) /;4—:1 @ o) f—g—ax, x= }),

2 \, ‘, v
N 1 - 1 X"+ xV2 +1 2 xVe2
day /T—--dx =—=oln Syi.=if 3o ~fearct + C 7
< x4 » L 42 x“- xV2 41 gl-? =

V poslednim piipadé uijeme rozkladu jmenovatele 3

e 1 = (x2+l)2 - 2%P = (x2+1)2 - (lea_)2 = (x2+ W2 + l).(xz- &2 .+ 1)

= 185 =
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§ 39. INTEGRACE IRACIONALNICH FUNECS.

S integraci nékterych iraciondlnich funkci jsme se jiZ setkali u zéklad-
nich integrainich metod.Byly to integraly téchto typd :

J/.; W dx, (viz cvid.26ke-s,266¢-f) ; J/rC(ax+b)m ax, (275 g-m), /z=ax+b/

‘/f 6 £(x) 8.2 (x)dx, (288 b=-d) J/'Egﬁiﬂzl_ dx, (290 b=f), /z= £(x)/
5 £(x)

Druhou skupinu,kteréd obsahovala funkce s druhou odmocnincu z kvadratického mno=
ho&lenu,uvedeme v prehledu pozdéji.
Nyni piistoupime k daléim iracionédlnim funkcim,jejiché integrace se vhodnymi

-—--‘

© 0 06 00000000 E VLGOI L00NLN0LEIELTO0HSODTOSVEEOOENUGO000000C000NESIOIOSCDHO

J/rR( x , af( ) dax , kde f(x)=x nebo f(x)=ax+b nebo £(x)= 553% (149)

Substituce 3 é (x)

©® 500000008 CT0COYOE0 0000 E00DE00C0CE00 9008080000 E0SE0000000008000060¢Sss

secs0csscee
e0sse0o0e0ce

Symbolem R(x,af(x) ) naznadujeme,%e jde o funkci raciondlni v x a v odmocniné

3f(x),coi znamend,%e $islo x a odmocnina af(x) jsou vazény vzdjemné & s konstan-
tami raciondlnimi operacemi(sditénim,odéiténim,nésobenim a délenim).

/112/.pFiklad. f V2x+1 dx
rllilad __;;_

J ; Zavedene V2x+l = tz, vypoéteme x ,dx
. _ -1 _
t tz . X = T 9 dx - todt
Jd = ——-2——-2—.t.dt = 4, - at
/Q—El—) /(te—l)

Zavedenou substituci jsme obdrZeli integrél raciondlni funkce lomené v pro-
ménné t.Rozkladem na parcidlni zlomky vypolteme 3

t = 1 2t V2x+l -1 v2x+1
Jd = ln = ln - + C
T+ L~ 1;2 1 i
V +1 + 1
/113/.piiklad. !; £l E Zavedeme x4l _ ¢
x -1 (x+l)(x-1) E x=1 =
+ Vypoltems :
-6t .
J: to = - d.t ® 3 - 2
41:3 ‘(7= 1)2 2 Pox =52, dx:--%l-z
&7 P vl (>-1)
. 2% 2
X+1 eX+l = -l =
J=-§t=-§\j +0 e mi o
Na piede$ly pripad lze nékdy uvést integrély typu ax
?(x-a)r.(x—b)s

/114 /.priklad. / 9 / @(x—l) ;
(x+2).V(x—i§3:(x+2) x=1)(x+2). 3 x-l)z(x+2

| SO, x’l P ——— i;x"l + C
(x-L)(x+2) 3

Pozndmka. Abychom pozdé ji dovedli vystihnout,o jaky typ integrélu iraciondlui
funkce jde,pozorujeme v kaZdém cvileni a desitce Uloh zadané integrély a ové-
fujeme si jejich pFisludnost k uvedenemu typu.

- 166 -




%2, cvideni.
- e:) /_T‘de ) b)/ﬁ' dx, c¢) /X.Vam ax, d)
x(1+Vx ) 14 x+1
Y /cn-ui;____dx, £) ___-dx y g{j/r hz//,b
J @) Nax 53".’,1 1+ x

Iysledky: a) -ia: + 3.1n a; b) 2.( V;c -arctgv;c Y c) -_r%(}x-\?a).V(awx)3 .

9
1+¥x l+ax

) 2u( Vx+1 = loVx+l + ]g), e) 2.arcthl+x, £) 2 x"l.(5x3+ 6x2+ 8x + 16) ,
3) E-g-a—.a(ixi»l)z s+ h) Vl--x2 w 2,arctg V%{% + C.

— - ﬁ

onsfrka 6LOH &is. 66 J

-

1) x ~2.n(ie Vo + Ao o L c
fa‘:@‘z"x' L2y S TG T Y
2)/ 1 ax , ['5.(6;4-111,?;-1,)4-0_7
ax;(EX"l)
3) 1 Vx-'-l - 1
fx.Vx-bl

ax , { 1n

Vx+1 +1
4) ______dxht-!-l-i-l . [m x+1 + Vx4l 4 4.anx+1 -1l +c 7

Vx+1 -1
5) l . ax, r& 1 + gln,aEx#‘_ +1| + glnlan-@ - 2' 7
f X - 53x+2 dx+2 +1
6) j 2x+ . [' %-ln 3xX+E -2.v2x2+3x+1 - v2xz+5x+1 + G 7
b'd X

ax ,{ - 2.arctg x+2 L, ¢ 7

(3x+5) V(2x+3)(X+2 R ¥ "

8)/111"‘ / 1n 1+x - V1-x +2arctglx+c_7
l+x Viex + Vix S

N ST, Va vl_ﬁ c
| (1-x). Vl—-;2 ' 1-x ;7

10) ax 0" $n(t?+5+41) - 1nlt-1| + V3.arctg 2ELL

a(x—-l) o{x+1 )2
kde t = \75-1-2
x -1

264l Lo 7,

G o

26 e 6000065 E3005e5008N © 5 0060600600068 0000060c0600000000000006000000000000000

fR( z, VE(x)»s af(x ’ Vf( )y ceeeees. ) dx , kde
ax+b

£(x) = x nebo f(x)= ax+b nebo £(x)= e (150)

®0c000000000000°

e eeensgo@oe00goOs O

Substituce 3 t = %f(x) y B8 Je spoledn§y odmocnitel

Integrand integralu uvedeného typu obsahuje rizné odmocniny o spoledném odmoc-
nénci,
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Spoledny odmocnitel s = 12,

y e R
/115/.pEiklad. / p ) x = J Zavedsme t = 1@; & urdime s
X X - X

x = t%® |, ax = 12.411,4¢

V;}= la;g = tg, W: 12\/2—8 = ta, V;= la;g = te, a;z l@.’:ﬁ: 1'749 ?;= l%;z; t2

Po dosazeni obdriime 3

S_ 785 1263 5 o4 .3 L2
o - 7t7+ 12% - - 77t K 1 L
J=12 " = = 1208 %r+5+i;+t + 3.1nlt=1] +

+ 2°lnlt+ll ), t = l%;

310 cvideni. 4
b) c) ;
/ch' . % / Ve ,/ x,<V" 7 ) '

ax, © .
VJ:; + al+x / 1 + ax+l / l + Vx+1
Vysledky: a) ln —b= s b) EV_ - 4V- + 4, ln(V’ +1),¢) —é %

(x+1)
F+ln

e) 3-.V(x+l)ﬁ5 - E.V(m-l)lI + 8.e(x+l); -(x+1) + go (xu) g-, txﬂﬂ)? .

£)- gm* gmi zm- 2Vx+l - 3Vx+l +6Vx+l-6arctgVx+l +5;1n,6;i. + 1;’

Binomické integréaly

I , ) 2.1 -S.alﬂc + 6.91«» - 6.1n{1 + Y1+x ) ,
( ax +1)

t'.oatatnonoooo-o-coﬁooooocoolna-oouonloh-lobooo-ooooo..nooaloleueee@ao

. P 5
: /xm.(a + bxX?) ax " D ,n, p.... raciondlni &isla E
é Prevadé ji se urditymi substitucemi na integrily racionalnich funkci,g
5 kdyZ aspon jedno z &isel D, m;l . m_;-;_ +p Jje &islo celé. :
. . )
¢+ l. p Je celé &islo . Jde o znimé integraly typu (150) . 5(151’
g 2, E-;—l Jje celé &islo. Substituce + a + bx® = t4 ’ é
§ 3 —n-l-' + P Jje celé &islo. Substituce 3 a + bx® = t3xB :
E a4 Je jmenovatel zlomim p E
/116/.piiklad. -
fx S 5 208 )2
/ = dx = [ x7e(3-2%x7 ) dx = T
v 5= 2-55
m=%:n=§:P=-%3m;1=2(celééislo)o Zevedeme 3
‘ 3 s - 2:3 = ‘b2
TeegfotPrat = -3 -F )= 5# -
| P2 2 3 2 %
: xg = T ) - ( 5“7;5; "
2 Al p X =z
- - f " - " s 2
= - 81 F)+C; t= |32 : , 2
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31le.cvidenis a) 1

b) %2, (1-:-::3)2 dx , c) dx
Vl " axg / J/[X'3 .;l-t-x"'E
Vysledky: 8
a) é.b(l-‘- é? )5 -2.V(l+ 3? )3 +3.V1+ \;I(:_czg ‘b)%(lﬂ?)g - é(l+x§)§ "

c) Et“ - g‘t9 s bt = 14t

312.cvideni, a)/ £ (142%° )’56_2’ b)/ 2 c)/ )v/-——ix—— .
Vysledky s a7l+li v "; V(1+x)

a)= 1]3‘15"-'7-'(1+2x3 )i b) ;l: ln,t“'l .arctgt ,t= :l+x ; C) = 3:_{352_-@ +
X

X
2V1=x

2

- garcsin x, 4) + C.

E

% ’ \fl+;2
© pESTTRA OGIOH dis. 67
e

3
1)/“21!3“1)2&: 2)/—-i——dx, 5)/ s ,4)/ & ax ,
x ' Xeo %1+;3 5l+x—i © .32—5

5)/ 6)/ - © ax, 7)/ A 8)/ L,
V 1+ 3:;5 V1+x 1+ xz’
9)[3(1 + Vx ) ax, 1o)fx.3( 2+x3) ax .

Vysled.ky H
314-; - 1

1) - &(x7 2)2. 2) 3.1n
hes? soh G
1)- _g__;z_ai-é) , 5) Bt7- 2674 36, b= e 2 L —23-— -§E*—l—)i—

+ 3arctg 31+; 3)2.&(1-&){’-]‘1— g&(lﬂi-l)gy

t +1
Vz 2t-1 3_a_x.? §-1 1, toabel 1 £2-1
- t — t = H ol-n. cln. arctg
“Barcts VG ' x PenlE - —tel  2V3 W3
{7 2 £41 =
6=V 142® 5 8) Loan Bl lojopg 28HL ¢ o M
PR TG T v ' x

2 7
2 7%( Az - ).+ Ve )z , 10) 1—%(10::3 -16).(2+ © ) + C .

Poznénks. K tzv. binomickému integrélu vede néds integral funkce,kteréd obsa-
huje soulet tvaru (a+bxn), umocndny jakymkoli raciondlnim &islem a pripadné
vézany s mocninow proménné x nidsobenim nebo délenim.Pozorujte priklady cvile-
ni a desitky Gloh. 2

Pon¥vad? exponent n je teké raciondlni 3islo,neodpovidé vidy ndzev ,,binomicky
integral’ ‘nynéjsimu pojmu dvojdlenu &ili binomu.
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Integrace funkci obsahujicich druhou odmocninu z_ kvadratického mnohoclenu.

Eulerovy substituces.

Zékladnimi metodemi jsme integrovali hlavmé tyto pfipady funkci;obsahujicich
druhou odmocninu z kvadratického dvoj&lenu nebo trojélenu:

dx , a € 0. Viz cvideni

1 1
/——ax, /————ax /——-—-1
Vl—x2 Vaz— beZ Vax2+bx+c 2728=3,280,4281

1
—dx , a > 0 . 274 , 283
J/(Vx2+ V;;?+bx+c
——gﬂz:iL——dx s t = ax2+ bx + ¢ 290 e,f

Vax?+bx+c
DES.UIOH 8is.62
j/V —x2 ix , J[V 2+bx+c d&x , a < 0. pPes 4 - 6
fo2+b dx , fV 2+bx-c-cdx,a>0 1l =3

J/kMx+N).Vax2+bx+c ax , 7 <10

DES.ULOH &is.59
/ _Mx+N 5y ph. 4 =10
Vax§+bx+c
Uvedeme obecnou metodu pro integraci funkei,které Jjsou raciondlni v x a v odmoc-

niné Vax?+bx+c a jejichZ integraly znalime

J/rR( X, V;;?+bx+c Yax

Tato metoda spodiva v tzve Eulerovych substitucich. Rozlisujeme
tii pPipady 4
1) Je-li a >0 , zavedeme substituci Vaxsbxec = © * A

2) Je-li ¢ > 0 , zavedeme substituci Vax2+bx+c = xt + VZ

3) Ma-1i kvadraticky trojélen dva realné kofeny (zvlasté raciondl-
ni) X19%n miZeme postupovat dvojim zpasobem :
a) provedeme rozklad a upravu :

a(x—xi)(x-xeszv VA(x—xl)
Vatex)) (xx,) =‘/ = - e -

gim? to pPevedeme na iraciondlni funkeci,kterou dovedeme integrovat.Viz /114/.p¥.
b) po rozkladu zavedeme primc substituci

v;Zi-xl)(x—xz) = (x—xl).t nebo Va(x«xlj(;tﬂfs = (X=X

U ka¥dého z uvedenych t¥#i pripadi postupujeme déle tek,Ze uzitim substltuéni
rovnice vyjadfujeme proménnou x,diferenciél dx,odmocninu Vax +bx+s & viechny
ostatni vjrazy s prom$nnou x novou proménnou t a dosadime do dasné integrované
funkce.Po upravé obdriime funkci raciondlni v proménné t.Jde ndkdy o zdlouhavy
viypo&et,sloZeny vétSinou z Fady algebraickych operaci,ktery musime prehledané za=
pisovat.

Uvedeme priklady funkci,které uZitim Bulerovych substituci obylejné integrujeme.
P¥itom u ndkterych pripadt poznamendme integraci i jinou substituci kterd vede
k jednodus3im vypo¥tum.

- 170 =



¥-17/.priklad. V tomto pPipadé miZeme uZit kterékoli Bulerovy
substituce.Presvédite se ! Treti substituce by

x=-1
m———— O 3
nebyla vyhodné,ponévadZ kofeny trojélenu jsou
/ x.b;z+3x+l i v . !

iracionalni.
UZijeme l.substituce :
\fx2+3x+l = t-x

Ze substitudni rovnice vypodteme

_ 2 2 2
- -1 e 242 46642 ab, x-1 o L2imd VP oomele toxate Lol E43t4l

i
ey

5+2t (3+26)° 342t 342t  3+2t
Po dosazeni do integrandu a po upravé obdriime:
J/r -2t = 4 4 _ 1n,2ill + In|3e2t] = 1n[(ExL).(Ge26 l
(¢ -1)(3+2t) t=-1 t -1

kde t = x+~l?+5x+l.

l U%ijeme druhé Bulerovy substituce.Tfeti by
/ A =Jd pro iraciondlni koieny trojélenu nebyla vi-
1+

V1-2x-xz hodna.

Ze substituéni rovnice

f/llax.pfiklad.

l1-2x-x" = xt - 1 vypolteme ¢
2
2t=2 2+ 4t-2% 2t(t-1)
X = S3— dx = _T-E_dt 1+ le2x=x" = 1 +(xt=1) = xt =
t 1 (t°+1) +°+1
Po dosazeni do integrované funkce a po upravé obdriime 3
2
J=-[—t=2=214t - Inlt-1l - 1nlt] - 2.arctg ¢ = lnlt'l - 2arctg t ,
t(t-1) . (£°+1)
kde t = R A s V1-2x-x (ze substituini rovnice)
x
/119/.piiklad.
Pondévad: a < 0, ¢ < 0 ,zbyva uiit tieti Eule~
/ —dx = J rovy substituce.Je to moZné,pondvad? kofeny
(x—l).v-?ﬁx-a trojdlenu jsou realné,dokonce celd &isla 3
Xy = i, X, ¥ 2
Ze substituéni rovnice V-(x-l)(x-a) = (x=1).t vypodteme 3

£ =\2==, x = 242 dx dt, x=1 = 1 5 v-(x-l)(x-2) =
! 2’ (t2+1)2 2+l

j x~-1 t©+1
1 _ 2=x 2-x
J=- (l-f—z-—)dt=-2(t+arctgt)..-2(-—-—+arctg—-)+c
tT+1 . x=-1 x=-1
Eulerovy substituce lze uZit i k vypodtu zakladnich integrall .
/120/ .pEiklad. .
+adx = J V ;2+ a=t=-x (l.Eulerova subst.)
2 2 2 2
t -8 t-+a tT-a tT+a
= ax = dt, t=x = t- —2 = =22
! 262 2t 2t
2
J_/.(L‘%Ldt-/(t+ )dt-%.(t—uzg'--ra.lnltl)
1 v;? V 2 t*-a® t2-a t2+a
= go/ XV 48 + a.lnlx+ ¥x“+al_7 + C , nebot —2- = b z.Vx%4a
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I
{L pEsiTRA GLOH &is. 68 U%itim Eulerovych substituci vypoStéte integralys

1
|
|
-

1 = V 2 v 2
1)/ dx , /" 1nle+l + Vx w2x+2 | + d= VX SIS 4 g 7
1+ VXZ+2x+2 x + 1 i

2) x -1 . - 2.V2;2-2x+l =X v = V2xg-2x+1 + -7
VZ;Z -2X+1 o -

N

+C_7 ( Také x = § |

24X~ +v5+_1.__
x V2

3)/ L ax, I =ty

x.VZ-rx-? VE

4) o - V2 4x- 4
=’ ) / arctg E . + C 7
./x.Vx2+ 4x- & - 2

5)f 1 ’ & 1 m}-x + V2(1+x_22

+C 7 ( Teké x+l = § )

(x+l).v2+l V§ - ¥

6)/ ; dx' [ 1n !5"! = \[—l
(x=-2) .V-;2+ 4x-3 \/;.; + \/_:_

7)/_£____dx /- 2.nlx- Vel - Z.nlex-1 - oVPoxer ] +

3
- sz— +1 - +C _7
N * 2(2x~1 —2sz-x+l)

8)/ L ax é“;+§,v;?-_1-%lnlx+vg:ﬂ+c z
- v—xz«-l
9 1 o, 5@ -VaEaP )-x+07

(x + V;z-l )2

+ C 7

dx ['ln

10)/' 1 lx + Vx2+l| - .Vl__."'x w0 7
o (x+ Vx‘?‘d ) % -

V pfipadech 7) = 10) , u nichZ jmenovatel obsahuje soudet =x + v;2+px+q je
vyhodné zavést p¥imo substituci x VX2+px+q =t , cot je v podstaté

1.Bulerova substituce.

§ 50, INTEGRACE GONIOMETRICKfcH FUNKCE.

Zékladnimi metodami byly vypodteny integraly goniometrickych funkei hlavné
té&chto typi 3
a) (ufitim vzorca) .

/sinx ax, /cosx ax, dx2 . /dx2 , a integrély,jeZ se na né po upravd
sin™x cos™x

: i 2
pfevedou.jako 3/t82x dx, /cotgax dx, /W dx
de.co8 X

Viz evideni 267 -~ 270 .
b) (metodou substituini)

/sin(ax+b)dx, /cos(ax+b) ax, / ey Viz cvil. 278.
sin (ax+b) cos (ax+b)
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/tgx ax, /cotgx dx, /cosn&.sinx dx, /;innx.cosx dx, (ccax=z nebo sinx=z)

/ 880X 4o (pec.cosx = /a.cosx , (b+c.sinx= 2z); Viz cvi&., 287
b+c.cO8X b+c.s8inx

¢) (tpravou a metodou substituéni)

ax . dx _ viz p¥ikl., /98/ a /99/
sin x cos X
/sinax dx, /cosax dx, /;111 (ex+b)dx, _/cosz(ax-rb)dx

uZitim rovnosti cos°a = 1—*‘-’8—?@ , sin®a = k_c_g_s_Zg nebo per partes (/105/)

J
Posledni skupinu integrald doplnime redukdnimi vzorci pro vyssi mocniny funkei
sin x _a cos X.

n n-1 n-1 ,
Jn = [/sin x dx = /ein =x.sinx dx Per partessu= sin x v = sinx
u v’ n=2

u’=(n-1)sin X.C08X,V ==COSX
ObdrZime vztah mezi integraly Jn a J » 2 néhoZ vypolteme J,

P T YRR R R R R R R RN NN NN N R AN AR AN eesc0cesvercsenss e u.

1 n-2 n-l
/ sin"x dx = 3./ (n-1) fsin x dx - sin X.cosx 7
n n=-2 n-l (152)
cos x dx = -.[(n—l) cos x dx + cos X.sinx _7

sessecoesoece

s00000000000 0

0568000000000 000080C000000R000000000s000800000 es o0 s 0ncsvsssoe e

Redukéni vzorec pro cos'x se odvodi stejnym zplisobem.Obéma redukinimi
vzorci se sni%i exponent o 2.
313,cvideni. UZitim redukénich vzorcl vypodtéte integraly s

a) sin3xdx, b) cosxdx, c)/sinxdx, d)/cosxdx, e?/'smxdx

Visledky s a) %cosix -cosx, b)- %s:‘uéx +sinx, ¢) - cosx + zcos5x - gcos 5% 5
d) sinx- §s1n5x+ ésinsx, e) rgx - cosx.( ésinsx + zgsian + -rgsinx ) .
- Je-1i exponent n &islem celym zapornym,lze také u¥it redukdniho vzorce.Zéklad

tvo¥i integraly / / =—, Pro n sudé,integraly dx 5 _dx pro n liché.
in x cos x sin x / cosx

/121/.pfiklad.
-2 1 =3 =4
a) Pro n= =2 Jjest n-2=—4 3 /sin x dx = mcosx.sin x + g— sin x dx ,

L]

2 &eho% vypodteme six‘;.“x 2[-cotgx -898X_ 7 . Liiceeeee
3 Zsinzx'

-1 -2 =3
b) Pro n= -1 jest n=2=~3 3 /sin x dx co8Xe8in X + .’f./sin x dx ,

-3 :
/Binx %/‘dx = cosg = secccesccce
§l4ccvj.é§nio sinx 2sin™x

ax : 1 . 1 - _2 Sy 1 5 ,
a) /:;-;4-;, [ tex+ 31753::_7. b) mdx,[cotgx gcote’x~ geotg’x 7

i 1 T
c) -;5:—:3- " [—is—%+2.ln|tg(§-rt; 1
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Mnohé integrély goniometrickych funkei jsou typu
R (sinx , cosx ) dx ,

co? znamend,’e integrandem je funkce raciondlni v sinu a v kosinu.Patfi sem
viechny integraly uvedené v tomto &lénku a integraly funkci,v nichZ je sin x
a cos X vVAzén vzdjemnd a s konstantami s&iténim,odditénim,ndsobenim a délenim.

Ne# poznéme obecnou metodu k jejich integraci,uvedeme predem dva zvléstni pii-

pady
./fR ( sinx ). cosx dx 3 zavedeme-~li sinx = t , pak cosx.dx=dt §
ez

»

J/ﬂR ( cosx ). sinx dx ; zavedeme-li cosx = t , pak sinx.dx=-dt:

®0800s0cscnsece

.
€6 6000860386508 060606008080000068060086ec00008080660000000208¢06000002309 000030000

Nap¥iklad symbol R ( sinx ) znamend funkci racionélni jen v sinu.

8asto je moZno integrand na takovy tvar uvést.Prislusnou upravu provédime néko-
lika zplsoby 3

a) uditim goniometrickych vztahi

/122/.priklad. _2122%_ dx = 2 _EEEEE' cosx dx ; (sinx = t, cosx.dx = dt )
l+sin'x l+sin'x ! ’

%//:3Lir at = —952 = arctg z = arctg t2 =

arctg(sinax) + C

b) rozkladem mocniny
/123/.pfiklad.J/rsin5x de = sin®x e d e l—coszx
2+4C08SX 2+c08x 2+¢0sX

2 2
= =2t gy = /¥ Lat = ....= 36 26+ 3.Infte2] =
2+% 42

Obdobné mifeme integrovat liché mocniny funkci sin x a CO8 X »

/124 /.priklad. J/Lossx dx = costx.cosx dx i//kl—sinax)z.cosx ax ; (einx = t )

.8inx dx ; (cosx = t )

=f/21-2t2+t4)dt = ¢s.= Sinx- %sin3x + %sinsx +C
¢) rozsifenim zlomku funkci sinx nebo cosx

/125/.priklad. 3x _ sinx.dx - 1 e
sinx,.co082x% sin?x.(coszx-sinZX) (l-coszx)(Zcoszx-l)

dt 1 1 V2cosx+l
(cosx_—_t):- = eoee = D e m——
/<1—t2)(2t‘3~1) .

g%
315.cvideni. a)‘j/' coBX,8indx oo , [ arctg(cosx) - 1n,cotg é; +C 7

cogx~1
cosx+l

+ C

VE. Vzcosx-1
sin®x. (1+cos“x) -

b) [ _sin’x ax ,/ cosx - 2arctglcosx) 7

cos“x+1

316.cvideni, Upravte ndsledujici integraly na tvar (153) 3

a) ax b) dx , c) ___gg;__n_ . a) dx
9 5 2
(2+cosx) .8inx sinx.co0s”’x sinx.co8 ' x sin~x,cosx
Visledkys

a) b) d)
ax =—.sinx, ax %~ 8inx, n ax w4 COBX
(2+cosx) (1=-cos“x) (1~cosX)cos’x sin“x(1-8in“x)
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Obdobdbns vypodteme integraly

ﬁin%c.cos“& ax , / E-iﬁ’i ax
COSmX

kdy% aspon jeden z exponentli je lichy.Funkci s lichym exponentem rozloZime;je-1i
ve jmenovateli,zlomek rozSifime.

/126/.pitiklad. / in’x.cos’x dx = sindx.costx.cosx dx = [sin x.(1-sin' 2x) .cosxdx

z;sin'*x - gsin x +C
4
/127/.piiklad. -:—;’;7’35 :: z.cosx ax = /(;:’:nxx) sCOSX AX = eoeve
, 317.cvideni. a) sin°x.cos’x dx, b) [ cos 6x.sin’x dx, c/cos X / in x
sin x cos X
e) cotgsx ax, f)/%x g) ii%dx Vysledkysa) 351n %= ssm >x .
b)- %cos7x + %éosgx - ncos]-]x sy C)- e, - Binx"d)3.cos% - ctsx 5
e)- zcotg x- ln|sinx| , £) —— + cOSX + tgx, g)- 282’—{ 2232 z - glnltggl

Pro Gplnost uvedeme jeSté& na tomto misté integraci funkce tvaru R(sinx , cosx),
jestliZe obsahuje jen sudé mocniny,pfipadné soudiny stejnych mocnin funkci sinx
a cosx,Uzijeme k tomu goniometrickych rovnosti s

sin™x = l;czo_s_Zi_: ’ coszx = ;:_cgﬁ ’ sinx.cosx = 3¥§
/128/.priklad.

a) ain“x.coszx dx

/( -1:3-3-9-2-1‘- )2. -1-1"-%535 ax =§‘/.(l-c082x—c0322x+c0332x)dx
= - Iéx - -@]f_sin4x - EésinBZx +C
b) [ecos™x ax =ﬁ 119%8—2-’5 )Zd.x = l]f‘/‘(1+2c032x+00322x)dx=gx+ s_f|_.£_2§_ - g%znl_t-}_ +C
c)‘/éinix.cos%c ax = (sim.cosx)5u= %/(‘sian)3dx= E—écos32x - I%cOSZx +C
318.cvideni. a) /s:l.nax dx, D) cos®x dx, c)/cos“x.sin“x dx

d)/sinsx.cossx dax, e) sin®x.cos'x 4ax . gsledky : a) gx - + §%§‘—*5 5

2
b){—g sian(cosx.,.Z':%s_x _a),c)m(Bx—sml&x+gsin8x),

5 > >
a) = cos2x . cOS"2X co08-2x , €) 1% _ sinsx | sin‘ax

Un;versélni metoda kvjrpoétuintegrélﬁ/R(sinx,cosx)dx

se zaklédd na substituci %
tg 3 = t
Fro t;ransfomaci integréalu musime novou proménnou t nahradit funkce sin x a
cos x.Potrebné vztahy pro argument 2 ziskéme nejvyhodnéji ze zcbrazeni v jed-
notkové kruinici 3 . .
sin ’z‘ = y COS ’2‘ =
1+t 1+t
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Funkce sin x a cés x urdime ze vztahy s

1

1+t

sin 2a = 2.sine..cosa cos 2a = cosaa. - sinaa
2 2
v 2sin2cosz COSX = cOS g - gin E =
l+t
Ze substituéni rovnice plyne 3 ]2{ = arctg +
1 X = 2.arctg t
. , 2
= 2.(arctg t) «dt = "—Zodt
1+t
/129/.p¥{kled.
1 - 2t
/-i-:_@_xax.—. At e Emat=-2 =2 At = eeeenn.
cosx 1=t 1+t (t+1) . (£°+1)
1+%
2
2 (tgx + 1)
lnit"'l) 4 =1.n|1+sinx| + C
£%41 “x
tez +1
31900Vi§enio
6 8.) l+ sinx dx, b) dx . c) dx a) dx
l- 8 l= cosx 1+ sinx 3sinx - 4cosx
il Vslediy :a)- b) - coteX , ¢) -—=2
o Vysle sa)—t_ X - CO c
/ Se 4sinx+ 3cosx 1-tgs ! 2 1+ tez
X
1, [ét85 -1 1
d) s.ln ’ )
teF + 2 2~ tgx

: i)
pEsfTRA OTIOH &is. 69 {

1 2 -~ sinx [ 1nl2+ cosx| + =%,arctg( 2teX ) 4+ ¢ P
/2 + cosx ’ V3 £ g
2) 1 ax, C-gnfte]+ 1 4 ¢ 7
sin2x - 2sinx 8.tg 5
1
.arctg( 2tgs ) o]
5 = 3cosx [ 2 o gxz ¥ J
5t 4
4) 1 ax a 3.arctg g’z: + + ¢ 7
5 + 4sinx ' >
2
5)] 1+ cosx 5 Fa 2'lnlt3§l Fecotg 3+ C 7
sin x s
3teF + 1
1 " FE.arctg + C 7
ax
/ 2sinx - cosx +5 . Y5 Vs

_8inx - cosx &
sinxy + 2cosx

7)/
°/

9)

: o 4y
sinx + \rcosx
sinx,cosx ax ,
sinx + cosx

[-’é-;.lnlsinx+2cosxl + C 7

3 - \BteE -
t =1 Sl- 2 . X
-t2~-~+-; 2\/5 It e | s Yz ./
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. 2
10)/ 1 + sinx ax , [21{"'17532‘ & tg’é % %.ln’tgél +C _7

sinx.(l+ cosx)
ypgahuje-li funkce R ( sinx , cosx ) jem s udé mocniny funkci sin x a
»0s x, piipadné i souin obou funkci, nebo jde~li o funkci R (tgx ), Je
ryhodnd j8i uZit substitudni rovnice

tg x = t, zniZ plyne x= 2tg oy dx:-m-—l—zdt
7, jednotkové kruinice pro argument x ¢ sin X = 5 sy COS X =
1+ ¢ i+ t
/130/ . Eriklad.
2
' smx l"'t . 12dt=—. L t:Véarctg%—x
1 + cos“x 1+ —-2 1+ t (£=42)(t°+1) 'R
1+%
320.cv1cem..
a) sin X ax, b?/‘s:mx.cosx c) -tg.'_;ci 1+ tEx oo
: l+ sin™x 1+ sin'x sin'x +cos x 1+tg;x sin2x
Visledky 3
aL)x- -\T-__Larctg(vgtgx),b) 15:—3\3:'(:1:5(T:‘tg?‘x +l),c)--—arv% ctg tgex . d) inlsinx + cosx!l
2 L=

&) %( tgx + lnltgx] ) .

L o

pestTrka OG10H &is. 70

4 " ; L4
1) dx .2)/cosx+smxdx'5)/' dx ’4)/31nxdx’
1+ sinzx cos 2% s:mix.ccsix cost

2 P4 & ;
5) 6?/‘sin X = COS X gy 7) [ sin Zxdx, 8?// dx
. O 3 T 2
as:Lnx+bcosx gin'x + €08 X cosS X 1 + 3co8™X

9) 31n 2x _ gy, 10 sinfx.cos'x dx .Vfsledky: 1) 2, arctg( Vutex )
sin'x + co8'x Va

2) zl;. 1n| 2tEEX| . Zsinx.cosx, 3) (tg x—l)(tg x+1068 x+l), 4) tgx+ Esin.?y - gx .
1-tgx 3, 687%
2 -sin2x
) L arct ——Ew 6) ——-—. s 7) t& 2x+C nebo —-—-2—- +c
7 &b & A +51n2x ’

; 3
8) %.arctgf-?, Q) arctg(tgx), 10)%-%34- %%-’5- +C .

Integrace g on i ome trickymi substitucemi .

'.ooo-uoo'.-.ooocou-oo--ouon-----.o-e-ot.oo-oooo.-oo'c'u...-'oooconorttcooo

:/R(xsVp2x2+q2)dx,px=qﬁst: /R(x,vzxz—q)px= 94
' _ wnaii.atin A S cost
] «154)
i V 2 22 :
: R (x, ¥ ¢°= p°%° Jdax , px = g.sint nebo px = gecost &

/131/.priklad.

> fi e
= dx ;— t v-]- dt /Sin tdt-—ooo— 1+2 (x Ll 1) -+ C
V1+ ? T2V Vl*_tgzt 5 cos“t 4/ cos o

/132/.piiklad. (zavedenos x.\fé =tgt )
. 8. " a.sint 1 1 v—?—-z
AZ 2 =5—=dt= ost dt = Y- @
/ f V R coszt P 2lx| ‘
cos cos {zavedeno: X = Eg—s'f )
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§ 4/ INTEGRACE METODOU NEURSITYCH KOEFICIENTU.

U nékterych funkci znime predem tvar pFislulné primitivni funkce.Jde o ndkte
ré funkce tvaru P(x).f(x) nebo %%%% ykde P(x) je mnohodlen,Primitivni funkce
je vyjadfena jistym mnohodlenem Q(x), jeho? koeficienty uréime tzv.metodou ne-
urfitych koeficisenti.Postup vipodtu lze v hlavnich rysech vyjédrit dvéma kroky:
l.kroksRovnost,kterd mad na levé strené dany integril a na druhé strand zZnéamy

tvar primitivni funkce,derivujene,
2.kroksZe vzniklé rovnosti ziskdme po upravé rovnost mnohoclent,kterd nds poveds
¥ vypodtu koeficientd mnohollenu Q(x).
Uvedeme tIi rovmosti,jejich%f spravnost ge dokazuje a JiebZz ufijeme Xk vipodtu
t¥i typh integraly :
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E E Px & o - :L : 7 -
T.typ 3 .N/{;~—~L~z-—~dx = Q(x}.VYax“+bx+c + kij/:mm"”“m“~"dx + C 4, ¢ {155

e % *

E V;;2+bx+c ’ Dax§+bx+c :

skde Q(x) je unohodlen stupnd o 1 ni%fihc ned wnohodle ng}. .:
/133 /. pPiklad, - 2 .

= [L1X 100X 4y - (Ax3+Bx2+CX+D}.v;2+6x+5 + k://lumjh—u——f ax
+OX+5 X +6X+5

oAb 2 3 .2 P
l.kroks: Adx =195x =(3Ax2+23x+0)v;2+6x+5 + (Ax7+Bx” +0x+D) (2x+6) + Kk

bzz+6x+5 2.VX2+6x+5 VX2+6x+5

2.krck: Rovnost nésobime vyrazem yx2+6x+5 e uvedeme na rovnost mnohodlend :

1lx#«-195x2 = 84,5+ (21A+BB)XB+ (15A+15B+2C)x2+ (10B+9C+D)x + (5C+3D+k)
Ze soustavy Ctyl rovnic vypolteme neznidmé: A= ;é, Bze 2%, C= lgi,D:- lgi, k = C
Pak T = F(117~ 7757+ 105x - 175). i rexe5  + G
32t.cvideni. | ) )
a) E?:;E_iimdx ,Z"(%x2~ §x+ %)y;2+2x+2 + 51n'x+1 + VX2+2x+2l +C 7
ng+éx+2
B) 1= % +x2

% o 2525 ,Vl+x—x2 - é%.arcsin i:%ﬁ + C 7
Vv 2 Vs
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J/'P(x).cos mx dx = M(x).cosmx+ N(x).sinmx;:/Maohodleny M(x) &
N(x) jsou tého? stup-

®
)

P(x)esin mx dx = M{X).cosmx+ N(x)esinmx.'né jako P(z) 7
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Fish/ pTiklade J i//kx2+5x+5).0052x ax = (A2x2+A1x+Ao)ccs2x +(Bzx2+31x+Bo)sin2x
Po derivovéni obdrZime rovonost,kterou uvedeme na tvar :
{x2+§x+5)cosax =[éBax2+(2B1+2A2)x+(Al+2Bo)}nos?x +[}2A2x2+2(BE-Al)x+(Bl-2AO?}sinZJ

Porovnévéme 2v1a3t mnohodleny pii cos2x a zvldst pii sin2x(v tomto pripgdd je nsa
levé strané pfi sinlx nulovy mnohodlen),&im¥ dospéjeme k soustavé Sesti rovnic;
. i 1
2 nick 3 4,=0y Ay= 5, A= g ; B= 5, Bi= 2%, B, =2 .
Jd = ( %x+ g)cas 2x + ( %x2+ gx+'g)sin 2x + C
322.¢vi . i Ry P A
¢ SyiEend (x2+BX+2).31n 2x ax, é’;(cx+5)sin2x - &(229+6x+3)cosax 7

S8 2000004002906 0052C08005900000s020000650C80060000066000635¢€ LN ]

IXI.typ 3 d/rP(x).ekxdx = Q(x).ekx + Cs P(x) a Q(x) jsou tého? stupnd. : (157)
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Py derivovani rovnosti kr&time mocninou ekx a uvedeme na rovnost mnohodlent.

323ocviéeniiv/f(x5-2x2+5),eaxdx s £ ( %XB- Fu %x + l%)mesx +C 7.

= 178 =



