Archimédova statika v geometrii

JAROMIR SIMSA

Abstrakt. Clanek je podrobnym vykladem tématu, ve kterém se poji zaklady dvou
disciplin: eukleidovské geometrie a newtonovské mechaniky. Zpuisobem zpracovani je
prispévek uplnym podkladem pro demonstraci mezipfedmétové kooperace pii vyuce
matematiky a fyziky na ¢tyfletych gymnéaziich.

1. Uvod

Na prikladech z elementarni geometrie ukazeme, ze za kazdou mate-
matickou teorii se mtze skryvat (nékdy zjevné, nékdy utajené) néjaka
pfirodni nebo socidlni ,zapletka“. Tato myslenka neni ve sporu se sou-
CGasnym pohledem na podstatu matematické teorie, jez spociva ve for-
malné-logickém odvozovani disledki nékteré soustavy axiéomu. Pii tomto
pojeti matematika neni — na rozdil od ostatnich pfirodnich véd — bez-
prostiedni vypovédi o svété kolem nas. Prestoze vychozi postulaty kazdé
matematické teorie mohou byt vybrany libovolné a diskuse o jejich plat-
nosti samotné matematice neprislusi, skutecné zajimavé a bohaté struk-
turované vysledky dostaneme obvykle jen tehdy, pokud vychozi definice
a axiéomy jsou odrazem nasich zkuSenosti s objekty a procesy realného
svéta. (I kdyz se néktefl matematikové holedbaji, Ze jejich vysledky jsou
krasné samy o sobé a nemaji zadny presah mimo matematiku, nelze
takova vyhldSeni brat zcela vazné.) V soucasnosti je to dobfe vidét na
intenzivnim rozvoji geometrie topologickych variet, ktery by byl nemys-
litelny, kdyby nebyl podnécovan otdzkami, jez kladou fyzika mikrosvéta
elementarnich castic a fyzika makrosvéta galaxii.

Vratme se vSak z vySin atraktivnfho svéta moderniho vyzkumu na
pevnou zem Skolské praxe. Dobfe vite, Zze nékolik zakladnich poucek
z geometrie trojuhelniku je nasledujiciho typu: TFi primky, které jsou
Jistym popisem pritazeny danému trojuhelniku, prochdzeji jednim bodem.
Takova jsou napr. tvrzeni o prusecicich téznic, vysek, os stran ¢i os vniti-
nich Uhli. Budeme-li je posuzovat z hlediska metod, jimiz se dokazuji,
pak k nejsnadnéjsim patii poucka o osach stran. Lezi-li totiz bod X na
ose strany AB trojuhelniku ABC, pak |[AX| = |BX| (obr. 1); lezi-li navic
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ina ose strany BC, pak |BX| = |CX]|. Pro prisecik S os stran AB a BC
tedy plati |AS| = |BS| = |CS]|, rovnost |AS| = |CS| ale znamena, ze
bod S lezi i na ose tieti strany trojihelniku, strany AC.

Jisté si uvédomite, Zze podobné snadny je i diikaz tvrzeni o prisec¢iku os
vnitfnich thld. Tyto osy jsou totiz mnoziny bodf, které mizeme snadno
popsat pomoci vzdalenosti od stran trojihelniku (u os stran byly ve hte
vzdalenosti od vrcholi trojihelniku). Podobny mnoZinovy popis ndm ale
schazi u dalsich vyznamnych pfimek nebo usecek, jakymi jsou naptiklad
spojnice vrchold trojihelniku se stfedy protéjsich stran, tedy téznice.!
Tvrzeni o téznicich proto obvykle dokazujeme jinak, nejcastéji na za-
kladé vlastnosti stfednich pficek trojahelniku a stejnolehlosti (viz [2],
kde je uveden i jiny pékny dikaz, ktery vyuziva pouze vlastnosti obsaht
diikaz véty o téZnicich trojihelniku, ktery podal Archimédes?, je soucas-
nou matematickou vefejnosti témér zapomenut. Pfipomina se nam vsak
v samotném ndazvu téznice, odvozeném od slova ttha. Archimédes totiz
tihy (¢i cheete-li, hmotnosti) konkrétnich téles. Objevil pfitom zakladni
zékony statiky. Podivejme se proto spolu, jak se takova (ve své podstaté
fyzikalni) metoda muze uplatnit v geometrii. Uré¢ité pfitom ocenime, jak
nékteré intuitivné neprihledné geometrické vysledky maji pfirozenou fy-
zikalni interpretaci.

1V oddilu 3 tohoto ¢lanku ukizeme, Ze i pro téznice takovy popis existuje.
2 Archimédes ze Syrakus, asi 287-212 pf.n.l., jeden z nejvétsich a nejslavnéjsich sta-
rofeckych matematiku, fyzika a astronomu.



2. Archimédovy axiomy

vvey

byly lidem zndmy od pradavna. Teprve Archimédes vsak tyto jednotlivé
poznatky systematizoval a extrahoval jejich podstatu do jednoduchych
statickych zakoni. Tyto zdkony povazoval za neménné a univerzalni.
Navic pozadoval, aby se veskeré vypoCty a tvahy opiraly pouze o né.
Dnes bychom Fekli, Ze Archimédes postupoval piisné védecky: vybudoval
statiku jako axiomatickou teorii.

Archimédes ve svych ivahach dtvtipné kombinoval prvky diskrétni a in-
finitezimdlni povahy. (Sami se o tom za chvili pfesvédéime na piikladu
kéch slozenych z hmotnych bodi apod. Budeme proto radé&ji mluvit
o hmotnych soustavdch misto télesech. Kazdou primku, kterd prochazi

Axiom I. (Existence a jednozna¢nost) KaZdd hmotnd soustava md prdvé

jedno téziste.

Axiom II. (Zakon péky) Tézisté dvojice hmotngch bodi A, B o hmotnos-
tech my, ma je ten bod T usecky AB, pro ktery plati m1|AT| = ms|BT)|
(obr. 2).
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Obr. 2

Axiom III. (Redukéni princip) TéZisté hmotné soustavy se nezmént,
zaménime-li libovolnou jeji édst (tzv. podsoustavu) jednim hmotngm bo-
dem splyvagicim s tézistém této podsoustavy a magicim celou jeji hmot-
nost.

Zkusme se nyni ve svych mys$lenkéch pfenést do Archimédova starého
Recka, do dob, kdy se jesté tak striktné nerozliSovala matematika od
fyziky, a podivejme se, jaké geometrické vysledky se daji z uvedenych
tF1 axiomu odvodit. Teprve na zavér v oddilu 12 si fekneme, jak se nase
,hmotnostni“ tvahy daji formalizovat tak, aby se vyhovélo sou¢asnym
pozadavkim na exaktnost matematickyjch teorii.



3. T&zisté trojuhelniku

Predstavme si, Ze z tenké homogenni desticky je vyroben model obecného
trojihelniku ABC. Abychom urdili jeho tézisté, postupujme jako Archi-
médes a rozlozme cely trojuhelnik na velké mnozstvi tenkych ,paska“
rovnobéznych se stranou BC. V | limitnim“ pf¥ipadé jsou tyto pasky
hmotné usecky U, V; (obr.3).
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asecky,® ktery oznac¢ime 7). Podle Axiomu III mtZeme kazdou tsecku
U,V, zaménit hmotnym bodem T,., jehoz hmotnost je pfimo umérna
délce tsecky U,.V,.. Proto tézisté T naseho modelu trojuhelniku ABC
vrcholu A se stiedem Ag strany BC'. To ale znamend, ze bod T lezi na
téznici AAg (blize konci Ag, nebot u tohoto konce maji body T, vétsi
hmotnost). Zopakujeme-li nasi tvahu pro rozklad trojuhelniku na tsecky
rovnobézné se stranou AB respektive AC, dojdeme k zavéru: Bod T lezi
na vsech tfech téznicich AAg, BBy, CCy (obr. 4 vlevo). Jinymi slovy, tyto
tri usecky prochdzeji jednim bodem.

Zduraznéme, ze predchozim vykladem jsme jesté neodpovédéli na otaz-
ku, v jakém pomeéru se téznice trojihelniku navzajem déli. Vylozme, ja-
kym ,trikem* na ni nasel odpovéd Archimédes: misto desticky ve tvaru
trojuhelniku ABC wvaZil soustavu tri hmotngch bodu A, B, C o téze
hmotnosti (rovné uréité jednotce). Takovou soustavu S budeme zapiso-
vat nasledujicim zpuasobem

S ={14,1B,1C},

podle zdkona paky pravé bod X. Podobné tvrzeni plati o soustavach, které maji
osu (popf. rovinu) soumeérnosti.
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kde kladné ¢islo pfed oznacenim bodu znaci jeho hmotnost. Zaménime-li
podle Axiomu III dvojici bodi 1B, 1C hmotnym bodem 2A, zjisti-
paky) |AT| : |AoT| =2 : 1 (obr. 4 vpravo). Podobné redukci na soustavy
{1B, 2By} respektive {1C,2Cy} dospéjeme k zavéru: TeZisté soustavy S
leZi na vsech trech téznicich AAg, BBy, CCy a déli kaZdou z nich v po-
meéruy 2 : 1 (ve sméru od vrcholu ke strané). Zdiraznéme, Ze toto tvr-
zeni jsme po vzoru Archiméda odvodili jednoduchou, le¢ pozoruhodnou
avahou o vhodné tfibodové hmotné soustavé S, a to nezdvisle na pred-
chozim vykladu o modelu trojuhelniku, sestaveném z nekonec¢né mnoha
hmotnych tsecek. Jazykem hmotnych soustav lze také ziskat mnozinovy
popis téznic, ktery jsme slibili v avodu ¢lanku v poznamce 1 pod ¢arou:
Naptiklad téznice AAg je mnozina tézist téch hmotnych soustav trojic
bodu
S = {pA,¢B,rC},

ve kterych jsou body B a C ,nadéleny® stejnymi hmotnostmi ¢ = r.
V dalsich oddilech ¢lanku ukazeme, jaké dalsi poznatky o obecném troj-
thelniku lze ziskat jingmi vhodnymi vybéry trojic hmotnosti (p,q,r).
(Pro lepsi pfehlednost budeme hmotnost bodu X zpravidla znaéit mx.)
Ukol 1. Uvahou o &tvefici hmotnych bodt {1A,1B,1C,1D} ziskejte
pfitom na redukované soustavy typu {2F,2F}, kde E a F jsou stfedy
libovolné dvojice protilehljch hran étyfsténu ABCD.

v

Pokud ne, charakterizujte ty ¢tyfuhelniky, pro které je odpovéd na tuto
otazku kladna.

Vv
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vektory KT, = %KE’ aKT, = %KL, kde bod K je stied uhlopticky AC,
bod L stifed thlopticky BD, bod E prusecik téchto thlopticek; konecné
E' znaéi bod soumérné sdruzeny s bodem E podle stfedu L. (Stejnd
vyjadieni plati i pro nekonvexni ¢tyfihelniky ABCD obsahujici thlo-
pricku AC.)

4. Ortocentrum trojuhelniku
Necht CP je vyska ostrothlého trojuhelniku ABC' s vnitinimi thly o,

c

B, v (obr.5). Na rovnost
|AP|-tga = [BP|-tg3 (= |CP])

miuZeme pohlédnout jako na zdkon paky pro dvojici hmotnych bodu A,
B o hmotnostech tg « resp. tg 3. Zvolime-li proto hmotnosti vrchola A,
B, C jako
ma =tga, mp=tgh, mc=tgy,

vySek trojuhelniku ABC. Posudte sami, jak efektné jsme pravé doké-
zali netrividlni tvrzeni o tom, Ze vysky libovolného* trojuhelniku pro-
chéazeji jednim bodem, zvanym ortocentrem daného trojuhelniku.® Na-
vic muzeme okamzité doplnit, v jakém poméru se vysky navzajem dé-

vy

{tgv C, (tg o + tg B) P}, plyne ze zékona paky tmeéra

|CV|:|PV] = (tga+tgf):tg~.

4V pfipadé tupothlého trojuhelniku je jedna z hmotnosti vrcholi zdporné, v ptipadé
pravouhlého trojahelniku ,nekonecné velika“.
5 Pokuste se sami o jiny diikaz. Cty¥i mozné ditkazy najdete v [2].
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5. Body dotyku vepsané kruznice

Do libovolného trojuhelniku ABC' vepisme kruznici a oznaéme D, Dy,
D, jeji body dotyku se stranami trojihelniku (obr.6). Obvod trojthel-

Obr. 6

niku ABC' je témito body rozdélen na t¥i dvojice shodnych tsecek, jejichz
délky oznacime takto:

|ADy| = |AD.| =z, |BD.|=|BD,| =y, |CDy =|CDy|=-z.

Jestlize tedy ,nadélime® vrcholtim trojihelniku hmotnosti

bodu A, C a koneéné bod D, tézistém dvojice bodu A, B. Odtud plyne,
ze t8zistém celé trojice A, B, C bude spoleény bod tusecek AD,, BD,
a CD.. Dokézali jsme tak toto tvrzeni: Spojime-li kaZdy vrchol daného
trojuhelniku s bodem dotyku vepsané kruzmice na protéjsi strané, dosta-
neme tri usecky, které prochdzeji jednim bodem.

Tento priiseéik se nazyvé Gergonniv® bod daného trojihelniku.

Ukol 3. Libovolnému trojuhelniku lze pfipsat t¥i kruznice tak, ze kazda
z nich se dotyka jedné strany trojuhelniku a prodlouzeni dvou ostatnich
stran. Dokazte, ze t7i usecky, z nichZ kazZdd spojuje vrchol daného troj-
uhelniku s bodem dotyku pripsané kruznice na protéjsi strane, prochdzeji
jednim bodem.

Tento priseéik se nazyva Nageliv’ bod daného trojihelniku.

NAvoD: Vyjadrete délky Sesti tisecek, na které je rozdélen obvod troj-
thelniku vrcholy a body dotyku, pomoci délek stran trojuhelniku. Tak
zjistite, ze jde (jako v tivaze z oddilu 5) o tfi dvojice shodngch tisecek.

6 Joseph Diez Gergonne [zergon], 1771-1859, francouzsky astronom a matematik.
7 Christian August Nagel [nagel], 1821-1903, némecky geodet a matematik.



6. Stied vepsané kruZnice

Uvazujme opét obecny trojihelnik ABC' a polozme si otazku, kde lezi

ma = |BC|, mp=|AC|, mc = |AB|.

(Odpovéd budeme potfebovat hned v nésledujicim oddilu 7.) Bod O je
prusecik ptricek AA;, BB; a CCy, kde Ay, By, Cy jsou ty body stran
BC, AC resp. AB, pro které (podle zakona péky) plati Gméra

BAi| _|BA| |CBy| _|CB| |AGi| _ JAC]
|C Ay |CAl”  |AB;| |AB|” |BC,| |BC|

Vzhledem k tomu, Ze podil |BA;| : |C'A1| udavé pomér obsahti trojihel-
niktt BA1 A a C A1 A (maji totiZz spole¢nou vysku z vrcholu A, viz obr. 7),
plyne z prvni rovnosti, Ze tyto dva trojihelniky maji shodné vysky na

A

B Ay C
Obr. 7
strany AB a AC. Jinymi slovy, bod A; méa od stran AB a AC stejnou

vzdélenost, takze piimka AA; je osa thlu BAC. To znamen4, Ze bod O
je stredem kruznice vepsané trojihelniku ABC.

7. TéZisté obvodu trojuhelniku
Na zakladé predchoziho vysledku ted snadno odpovime na otazku, kde

vy

vodu daného trojihelniku ABC'. Jde vlastné o soustavu t¥i homogennich
hmotnych tseéek AB, AC' a BC o hmotnostech, které jsou pfimo tmérné

stiedy Ao, Bo a Cy (obr. 8).
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Podle Axiomu IIT mizZeme nasi soustavu tfi hmotnych tsecek zaménit
trojici boda Ag, By, Co 0o hmotnostech

mAOZk-|BC|, mBOZk‘-|AC|, mCOZk-|AB|,

kde k > 0 je libovolna konstanta. (Poznamenejme na tomto misté, Ze

prvki stejnym kladnym ¢islem. Vysvétlete sami, jak tato vlastnost plyne

z Archimédovych axiomil.) Zvolime-li k = 1, dostaneme trojici vrcholi
trojuhelniku AgByCy o hmotnostech rovnych délkam protéjsich stran.

v

trojtihelniku AgBoCo.

8. Barycentrické souradnice
Zkusenosti z predchozich prikladi napovidaji, Ze vhodnou volbou hmot-

nosti vrcholi daného trojuhelniku ABC miZeme ziskat soustavu tii

thelniku. Dikaz je snadny: oznac¢ime-li Y prisecik pfimky AX se stranou
BC| je bod X tézistém trojice hmotnych bodt A, B a C, pravé kdyz pro
jejich hmotnosti plati

mp:mc =|CY|:|BY| azirovei my:(mp+me)=|YX]|:|AX|.

(Vysvétlete sami.) Je dobfe vidét, ze takova trojice (ma, mp, m¢) vidy
existuje a je pro dany bod X jedina, nerozliSujeme-li trojice

(ma,mp,m¢c) a (kma,kmp, kmc),
kde k > 0 je libovolna konstanta. Doplnime-li ,normaliza¢ni“ podminku

ma+mp+meo =1,



stane se ptifazeni X — (ma, mp, mc) jednozna¢né. Cisla ma, mp, mc
se pak nazyvaji barycentrické soutadnice bodu X.® Zavedl je poprvé
némecky matematik August Ferdinand Mobius (1790-1868), ktery s je-
jich pomoci podal vyklad projektivni geometrie. Zdiraznéme, ze bary-
centrickd soustava soufadnic je zavisla na volbé vychoziho trojihelniku
ABC. Je ndm rovnéz jasné, Ze témito souradnicemi muzeme popisovat
nejen vnitini body trojihelniku ABC, ale vSechny body jeho roviny (na
obvodu trojiuhelniku ABC je aspon jedna ze soufadnic ma4, mp, mc
nulové, vné trojihelniku ABC aspoii jedna zdpornd). V nasem stoleti
nasly barycentrické souradnice uplatnéni v algebraické topologii.

vrcholi o hmotnostech
my =sin2a, mp =sin2p, meg =sin2y
pfi obvyklém oznaceni vnitinich thla?

9. Variace hmot
Vime uz, ze kazdou trojici pficek AA;, BB1, CC1, které prochézeji jed-
nim bodem trojuhelniku ABC' (obr.9), miZzeme interpretovat jako téz-

v

nice (tj. pfimky prochazejici tézistém) soustavy vrcholi A, B, C's vhod-

A

Cl Bl

B Ay C
Obr. 9

nymi hmotnostmi m 4, mp, mc. Je jasné, ze kazda zmeéna té€chto hmot-
nosti (pfesnéji Feceno, zména pomért my : mpg : mc) obvykle vyvold
zménu smért téchto téZnic. Pro nas je ted na tom zajimavé to, Ze né-
kterym zménam (fikejme variacim) hmotnosti odpovidaji zmény téznic
s jasnou geometrickou interpretaci. Jakmile takovou interpretaci obje-
vime, ziskdme okamzité p€kny geometricky vysledek. Vysvétlime to na
nasledujicim piikladu.

8 Recké slovo Bagio [baris] znadi tiha.
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bodt {pA, ¢B} a bod T t&zisté soustavy {qA, pB}, pak body T' a T’ jsou
{qA,pB} je totozné s tézistém soustavy {I—l)A, %B} (srovnej pomér hmot-
nosti), kterd vznikne z prvni soustavy {pA, ¢B} ,pfevracenim® (tj. zob-
razenim x — 1/z) hmotnosti jejich prvki. Vime proto, jakd zména téznic
nastane pii pfechodu od trojice hmotnosti (ma, mp, m¢) k nové trojici
(m/y, my, my,) uréené predpisem

1 | 1

! !/
my=—, mh=—, myp=—.
AT ma TP T meT Y me

Dostavame tak nasledujici vysledek.

Véta. Necht AA1, BBy, CCy jsou tii pricky trojihelniku ABC, které
prochdzeji jednim bodem. Necht bod Ay je soumérny s bodem Ai podle
stredu strany BC', bod Bs je soumérny s bodem Bi podle stredu strany
AC a bod Cy je soumeérny s bodem Ci podle stiedu strany AB. Potom
pricky AAs, BBs, CCy rovnéZ prochazeji jednim bodem.

Ukol 5. Zjistéte, jaky geometricky viznam mé variace hmot

, _ |BC]? , _ |ACP? , _ |ABJ?
my = ma mp = ms mg = mo

10. Stépeni a lepeni

S = {pA,¢B,rC}.

Dosud jsme zkoumali jen ty téznice soustavy S, které prochéazeji jednim
z vrcholi A, B nebo C. Chceme-li pracovat naptiklad s téznici, ktera
protind strany AB a AC' ve vnitfnich bodech K a L (obr. 10), je mozné

A

Obr. 10
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,Loz8tEpit“ hmotny bod {pA} na dva body {p1A} a {p2A} tak, aby
bod K byl tézistém dvojice {p14, ¢B}, aby bod L byl tézistém dvojice
{p2A,rC} a aby samoziejmé platilo p = p; + p2. Nékdy je vyhodny
i opacény postup: dva nebo vice hmotnych bodd, které ,,sidli“ ve stejném
misté, dohromady ,slepit“. Uvedme jednu ukézku.

Priklad. Dokazte, Ze kazda pfimka, kterd déli obsah i obvod daného troj-
thelniku ve stejném pomeéru, prochézi stredem kruznice jemu vepsané.

RESENT: Pfedpoklddejme, ze néktera pifimka méa popsanou vlastnost
a protind strany AB a AC zadaného trojihelniku ABC v bodech D
a F (obr.11). Ozna¢me strany trojahelniku obvyklym zptisobem a, b, ¢

Obr. 11

a odvodme, jaka je zavislost mezi délkami z = |AF| ay = |AD|. Rovnost
pomért
S(AED) |AE| + |AD|

S(ABC) ~ |AC|+ |AB| + |BC]

(S znadi obsah) muzeme pfepsat ve tvaru

-a:y-sina_ Tz +y

‘be-sinae a+b+c’

NI

coz je ekvivalentni s rovnosti

1 1 a+b+c
oy be

Zvolme hmotnosti bodt B a C takto: mp = b a m¢ = ¢. (Proé¢ vo-
lime takové hmotnosti, pochopite, podivate-li se zpét na oddil 6.) Podle

splituje podminku a1y = b(c — y), neboli

bc—y)
—

a; =
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Podobné bod E je tézistém dvojice {cC,azA}, pravé kdyz pro ¢islo ag
plati
c(b—x)

T

a9 =

Vzhledem k odvozené zavislosti mezi ¢isly x a y se lehce ovéri, ze ¢isla ay
a ag definovand predchozimi rovnostmi spliuji podminku a; 4+ az = a.
To jsme pravé potfebovali, nebot nasim tmyslem je hmotné body a; A
a ag A slepit. Protoze tedy plati

{bB,a1A} U{cC, a2 A} = {aA,bB, cC}

(jisté chépete, co znamend sjednoceni ,disjunktnich“ hmotnych soustav),
miZzeme na zakladé Axiomu III tvrdit, Ze téZisté soustavy {aA,bB,cC}
(coz je, jak vime podle oddilu 6, stied O kruZnice vepsané) splyva s té-
zistém dvojice bodt F, D o hmotnostech

mp=a1+b, mp=as+c

Tak jsme dokazali, ze stfed O skutecné na pfimce DFE lezi.

Ukol 6. Metodou hmotnych bodti dokazte, Ze v libovolném trojtihelniku
ABC vplati: Osa vnitrniho dhlu pri vrcholu A, stedni pricka trojuhelniku
rovnobézna se stranou AC a spojnice dvou bodu, ve kterych se vepsand
kruznice dotykd stran AC a BC, prochdzeji jednim bodem.

NAvoD: Vrcholim ,nadélte“ hmotnosti ma = b —c, mp = b, mg = ¢
(a, b, ¢ jsou obvykle znacené délky stran) a vyuzijte postupné vysledek
oddilu 6, pak ,$tépeni“ bodu B podle rovnosti mp = (b—c¢)+c a koneéné
,Stépeni“ bodu C' zplusobem

bla+c—b) (b—c)(b+c—a)
+ .
a+b—c a+b—c

mgc =

11. Shrnuti

Predchozi priklady ukazuji, ze nékteré geometrické véty je mozno zis-
kat itvahou o vhodnych soustaviach hmotnych bodid. Zamyslime-li se nad
tim, co maji tyto priklady spolecné, zjistime, ze vSechny jsou zalozeny
na jednoduché (az genidlni) myslence: K téZisti celé soustavy se mai-
zeme ,dostat” vice zpusoby, a to tak, Ze budeme opakované uplatriovat
redukcnit princip z Aziomu III k rizngm podsoustavam vychozi soustavy.
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Této myslenky si byl Archimédes dobfe védom. V jednom dopise Era-
tosthenovi® napsal (pfelozeno podle [1]):

Povazoval jsem za nutné Ti napsat, abych vylozil zviastni metodu,
ktera umoziuje objevovat nékteré matematické véty. Jsem presved-
¢en, ze tato metoda nebude o nic méné uzitecna ani pri dikazu
téchto vét.

Archimédes tedy spravné vytusil, Ze metoda hmotnych bodd neni
pouhé pomiicka pro objevovani vét, ale Ze v sobé skryva i myslenkovy
potencial, ktery bude mozné rozvinout do dokonalé matematické teorie.
(Za dob Archiméda byla jedinou takovou dokonalou teorii ta, kterou
svymi Zdklady vytvoril Eukleides.) Tato Archimédova predstava se na-
plnila az v novovéku se vznikem vektorové algebry. PopiSme nyni, jak
takova teorie vypada.

12. Formalizace

Hmotny bod v n-rozmérném eukleidovském prostoru, ktery budeme zna-
¢it E,,, je libovolna uspoiadand dvojice (m, A), kde m je relné ¢islo a A
je bod prostoru FE,,. Neni nutné predpokladat, ze ¢islo m, které nazveme
hmotnosti bodu A, je kladné. Pfipoustime tedy body s nulovou i zapor-
nou hmotnosti.'? Je-li

S = {(mI,Al)a(mQaAQ)a'"’(mN7AN)}

libovolna koneénd soustava hmotnych boda v E,,, pak bod T' € E,, na-

N

ka -TA, = 0. (%)

k=1

Vidime, ze takova definice nezavisi na poradi jednotlivych prvkia sou-
stavy S. Neni rovnéz nutné, aby body Ay byly rtzné, coz umoziiuje
hmotné body ,$tépit* nebo naopak ,slepovat®. Z nasledujici véty plyne,
ze kazda soustava S sestavena jen z bodi kladnych hmotnosti mé prave

9 Eratosthenes z Kyrény, asi 275-195 pf.n.l., fecky astronom, matematik a geograf.
Autor zndmé metody vyhleddvani prvocisel (Eratosthenovo sito).
10 Vyznam maji i situace, kdy hmotnosti bodu jsou komplexni &isla, viz [1].
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Véta A. Teziste T soustavy S existuje a je jedin€, je-li soucet hmotnosti
vsech jejich bodi riuzny od nuly. Poloha téZisté T je pak urcena rovnosti

N N
<ka> PT = my - PAy,
k=1

k=1

kde P je libovolné zvoleny bod prostoru E,. (Bod T pochopitelné na
volbé bodu P nezavisi.)

DUKAZ je snadny: Protoze TA, = PA,—PT,je vidét, ze definiéni rovnost
(%) je ekvivalentni s rovnosti z formulace dokazované véty. Je-li soucet
vSech hmotnosti rizny od nuly, lze z této rovnosti vypocist

N
}:7nk'PAk
_ k=1
PT =—F—
> Mk
k=1

Je jasné, Ze definice (%) pro dvojici hmotnych bodd
my-TA; +mo-TA, =0

je vektorovym zépisem zékona paky, ktery jsme uvedli jako Axiom II.
Zbyva oveérit redukéni princip z Axiomu III. Zfejmé staci ukazat, ze té-
zisté T libovolné soustavy S s vySe uvedenym popisem je stejné jako

SI = {(mla T/)a (mT-‘rla A?"+1)7 (mv"+27A7‘+2)7 SRR (mN; AN)})

kde T” je t&ZiSté soustavy prvnich r bodt z S a m’ soucet jejich hmot-
nosti. To je ale snadné: pro tuto soustavu r bodil pouzijeme dokazanou
Vétu A, pritom za bod P zvolime bod T'. Dostaneme rovnost

m - TT = <ka> TT = my - TA,
k=1 k=1

podle které mizeme nahradit prvnich r séitancti na levé strané (x), a do-
stat tak ekvivalentni rovnost

N
m - TT + > my-TA, =0,
k=r+1
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v

(kone¢nych) soustav hmotnych bodi a dokézali jsme platnost Archimé-
dovych axiomt. Tim se stal jeho ,,hmotnostni“ pristup ke geometrickym
situacim, ktery jsme ilustrovali predchozimi priklady, z hlediska poZadav-
ki, kladengch dnes na fundamenty matematickych teorii, exaktnd.

13. Dvé vyznamné véty na zaver

Pfi vybéru piikladt jsme se vétSinou omezili na situace, ve kterych
k uplatnéni Archimédovy metody stacilo nalézt vhodnou trojici hmot-
nych bodi; vicebodové soustavy jsme uvedli jen v Ukolech 1 a 2. Tvrzeni

poucce.

Cévova'l véta. Pricky AA,, BBy, CC, libovolného trojihelniku ABC
prochdzeji jednim bodem (obr. 12), prdvé kdyz plati rovnost

ACY| |BAY| |CBy]
. . = 1. C
CiB| Al [BiA ©

A

mp, mc, pak podle zakonu paky plati

|ACl| _ @ |BA1| _ @ |CBl| _ %
|CiB| ma’  |AC| mp’ |B1A]  m¢’

11 Giovanni Céva [Geval, 1648-1734, italsky inZenyr a matematik.
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Odtud plyne rovnost (C). Obracens, plati-li (C), je vhodné zvolit hmot-
nosti vrcholi naptiklad takto:

_AG) o AG |BA)]
IC1 B’ ICyB| 1A.C|

mAzl, mpg

Diky (C) jsou pak rovnosti pomért z prvni ¢asti ditkazu opét splnény. To
ale znamena, ze pticky AA;, BBy a C'Cy prochéazeji jednim bodem, a to

t€zistém trojice vrcholi A, B, C se zvolenymi hmotnostmi. Cely dukaz
je tak hotov.

Dodejme, ze Cévova véta se obvykle formuluje pro obecnéjsi situaci,
kdy body A;, By, Cy jsou libovolné body primek BC, CA resp. CB
(rtzné od bodt A, B, (). Pak je tfeba rovnost (C) zapsat v obecnéjsim
tvaru

AC, BA; CB; 1

. . — /
;B A;C BA ’ (©)

pricemz ,podilem* dvou nenulovych, linedrné zavislych vektora u, v ro-
zumime to ¢islo p # 0, pro které u = pv. Stejnym zptisobem lze ,adap-
tovat® i predchozi diikaz. Mozné vite, ze Ciniteliim na levé strané (C’)
fikdme délici poméry trojic bodi (viz [4], kde je uveden i odlisny dukaz
Cévovy véty, zaloZzeny na skladéni stejnolehlosti).

Lev4 strana rovnosti (C') ma vyznam také pfi posuzovani otazky, zda
body Aj, B1, C1 (zvolené jako diive na pfimkach BC, CA resp. CB)
jsou kolinedrni, tj. zda lezi na jedné primce.

Menelaova'? véta. Necht Ay, By, C1 jsou libovolné body primek BC,
C A respektive CB (rizné od vrcholi A, B, C daného trojihelniku ABC,

C
?
A/]_/
Bl /
/
/Cl A B

Obr. 13

12 Menelaos Alexandrijsky, fecky matematik a astronom z 1.stol. n.l. V arabskych
prekladech se ndm zachovaly jeho prace ze sférické trigonometrie.
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obr. 18). Tyto tFi body lezi na jedné primce, prdve kdyz plati rovnost

AC; BA; CB;
;B A,C B,A 1 (M)

DUkAZ: I nyni (pro ¢tendfe mozné piekvapivé) uplatnime Archimédovu
metodu, doplnénou o znamé ,Stépeni“ a ,lepeni“. Redlna disla p, ¢, r
z rovnosti

AC]Zp-CIB, BA]ZQ-AIC, CB;ZT-B;A

(z4dné z nich neni ani 0, ani —1) jsou éiniteli na levé strané rovnosti

My

soustavy {1B,¢C}, tedy i soustavy {pB,pqC}, tedy i soustavy
§= {1AapBa (—1)A,qu},

ve které bod A |lepenim anihiluje®, tj. zmizi z rovnosti (x), kterou je

t6zisté obecné definovano. Rozdélme soustavu S na dvé podsoustavy

S1={1A,pB} a S>={(-1)A,pqC}.

v

tém celé soustavy S, je tézistém podsoustavy Sy nutné ten bod pfimky
AC, ktery zaroveil lezi na piimce A;Cp; ozna¢ime ho Bj. (Upozor-
ovSem mozné s ohledem na symetrii podminky (M) pfedpokladat. Pii-
pad pg = pr = qr = 1, tedy p = ¢ = r = 1, neni totiz pro Menelaovu vétu
zajimavy.) Bod Bj je zfejmé tézistém soustavy {rA,1C}. Porovndme-li
ji se soustavou 8o, zjistime, Ze rovnost B = Bj nastane, pravé kdyz
r:1=(-=1): pq, neboli pgr = —1. Tim je cely dikaz ukoncen. (Osvo-
jite-li si dobfe Archimédovu metodu, pak mozné seznate, ze vyloZeny
dtikaz neni viibec ,trikovy“, nybrz je naopak velmi pfirozeny.)
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