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RNDr BEDRICH POSPISIL:

NEKONECNO
V MATEMATICE






Spisovatel této knfiky, RN Dr BedFfich Poapiiil, se narodil 25. z4H
1912. Dne 29. dubna 1941 byl gestupem zatien a odsouzen ua tfi léta
do kdznice, odkud so vratil 17. kvétna 1944 ve stavu tak zuboZeném,
%e pires nejpellivéjsl oSetfovini zemiel dne 27. Fijna 1944.

Od &ervna 1936 do nasilného zavieni teskych vysokych Zkol byl
tlenem mého topologického seminafe. Za tuto kratkou dobu vyrostl
v jednoho z nejpfednéjsich svétovych badateld v obecné topologii,
kterou obohatil 0 mnohé vysledky fundumentdlniho v§znamu. Mimo
jiné urdi) veimi originelnim a damyslnynt zpaisobem ,,poc¢et’* prvki
dilezityech nekoneénych souboru, na pf. ,.potet' viech moznych
topologif na libovolné nekonedné mnoZind.*)

Dne 14. ledna 1937 by} promovén na doktora pfirodnich véd. Po
pfedepsaném dvouletf na mij podnét pozadal o docenturu matema-
tiky, ale habilita¢n| #zenf, a& ovSem v komisi probehlo pifznivs, bylo
pierudeno neblahym 17. listopadem 1939 a teprve 10.dubne 1946 bylo
posmrtnd dokon&eno. Zaroven se zesnuly stavé 3. kvétna 1946 mimo-
FAdnym ¢lenem in memoriam druhé tidy Ceské akademie véd a umani.

Po zavienf vysokych 8kol sna?i se Jednota &eskoslovenskych mate-
matiktt a fysiki strudnymi svazky ,,Cesty k vddéni‘* nahrazovati
zakézané vysokolkolské vzdélani Ceské inteligence. K této préci se
pfihlasil také Posplsil a tak vznikla tato knizka, majicf za tikol snadno
pfistupnou, ale zérover védecky pfesnou formou dati poudeni o pro-
blémech nekoneéna. Je to ukol, k jehoz feseni byl Pospisil svymi
pracemi kvalifikovén lépe nez kdokoli z nis. Rozdélil si kol velmi
vhodnd na dvé &dsti. V prvé &4sti vychdzi od znalosti o koneénu,
které kazdy ziskal uz v détstvf, a ukazuje naprosto srozumitelnsd a pfi
tom zcela exaktn&, Ze je nesprdvné ukvapend pfendlet predstavy
o koneénu na nekoneéno, %e vdak nekonelno je stejn® jako konetno
pristupné piesnym logickym uvaham, jejichz zavéry ovdem vykazujt
podstatné rozdily mezi koneénem a nekoneénem. Pospisil se prdvem
vyhyb4 popularisaci a nikde neobdtuje vdcnou spravnost jasnosti
vykladu; pies naprostou exaktnost je viak vsude doko’-ale srozumi-
telny kazdému pozornému Ctendfi. Styl této edsti maze byti vzorem
kazdému matematikovi obracejicimu se k nematematikiim. Druhé
tést vychdazi od revise predstav o konegnu, o které se opirala &dst prvé
a v pfesnd systematickém postupu rozvédi elementarnf &4st obecné
theorie mno%in s aplikacemi na &isln pFirozend, raciondlni a reilné.
A¢ druha &ast je oviem obtiZznejii neZ prva, nenf ani k jejimu studiu
tieba Zddnych vétsich pfedheinych vadomosti; vyZaduje se tu oviemn
jukési vyspélosti v usuzovénf, té viak maie étenif nabyti v posta-
titelné mife petlivym prostudovénim &dsti prvé. Pieji kriwné knlice
o nejvice dtendid. Eduard Cech.

*) O vadecké Zinnosti B. Pospfiila viz mtij ¢lénck v Casopise pro
pdst. matem. a fys., roé, 72, str. D1 az D 0.



PREDMLUVA

O pojmu nekoneéna uvaZovalo a stile uvazuje mnoho lidi,
filosofi i hloubavych laiki. Pfi tom je v téch ivahdch mnoho
planého, lidé ¢&itaji otdzky o nekoneénu k oném neurditym
a mystickym otdzkdm, o nichZ radi uvaZuji, a& jsou sami pfe-
svédéeni, %e k nijakym konelnym zavérum dospéti nclze.
Chci je z ivah toho druhu pfenésti na zcela exaktni pole, uké-
zat jim, Ze pro nds ivahy o nekoneénu nejsou jiz o nic mystié-
t&j8f neZ kterékoliv zcela exaktnf matematické ivahy. Kniha
ge déli na dvé odli¥nd psané a rizné tdely sledujici &4sti.
O tom v uvodé. Sna#il jsem se spojit srozumitelnost vyklada
s logickou pfesnosti; rozhodné nemohu souhlasit s populari-
sdtory, ktefi jasnosti vykladu obétuji vécnou spravnost.
Myslim, Ze spravn& vykladand véc neni o nic obtiZnéjsf k po-
chopeni.

B. Pospiéil.



UvoD

Zskladnim pojmem naich uvah je pojem mnofiny. Je to
snad trochu nezvyklé slovo, jehoZ viak se nenf tfeba lekat.
Mno#inou se rozumi prosté souhrn, soubor, skupina jakych-
koliv véci. Na pf. mnoZina deskych krdlé viddnuvaich pfed
rokein 1848, nebo mnoZina viech kniZzek, které mdm v knihov-
né, na pt. mnoZina bodid v roving, které od daného bodu 4
v té%e rovindé R maji vzddlenost 6 cm; je to kruZnice leici
v rovingd R, majici stfed v bod® 4 a polomér dlouhy 5 cm.

Patfi-li néjakd véc v do mnoiny M, Fkdme, Ze v jo prvek
mnofiny M. Je-li na pf. M mno%ina deskych krilfl vlidédnuv-
sich pred rokem 1848, & je-li v krdl Vdclav IV., pak v je prvek
mnoziny M. Je-li naproti tomu » Napoleon Bonaparte nebo
planeta Neptun, pak v nenf prvkem mnoziny M.

Mno#ina je pfesné popsina, kdyZ je Fedeno, kterd véci jsou
jejimi prvky. Prvki mi¥e miti takové mnoZina riznd mnoho.
Na pf. mnoZina autorovych sourozenci mé jenom jeden
prvek. MnoZina viech lidi, kteff v tomto momenté jsou obda-
ny mésta Brna, je mnohem Zetnéjsi. Jestd daleko detndjsi
je mnoZina viech lidi, kteff moment4lng %iji na této planeté.
Viechny tyto mnoziny, byt by mély hrozné mnoho, pro mne
tfeba nepfedstavitelné mnoho prvki (jako tfeba mnoZina
viiech lidi na zemé&kouli), pfece jen se daji spoditat. Naproti
tomu gi viimnéme, kolik mé bodd jekdsi dsedka U. Je jich
rozhodné vic neZ 180, vic nez 1000, vic neZ milion, vic nez
trilion; 24dnym sebe vétiim &slem se nedopotteme. Ril4 se,
%e tisetka U m4 nekonetné mnoho bodd, Ze mnoZina vSech
bodii na dseéce U je nekoneénd. Podobnd je tomu s mnoZinou
N viech pfirozenych &isel. (Pfirozenymi &sly rozumime celd
kladn4 &sla, t. j. &sla 1, 2, 3, 4, atd. do nekone&na.) N je ne-
konednd mnoZina: pFirozenych &sel je vic net 5, vic ne 857,
vie ne¥ t#i miliardy, ..., Z4dnym &slem se jich nedopoéteme.

8 kone&nymi mnozinami si vi rady ka?dy &lovék. M4 o nich
zoela jasnou a (dokonoce!) zcela spravnou pfedstavu. VEeoky
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mnoZiny,s kterymi se b&Zné setkdv4, jsou kone&né. Jind vSo
jo s mnoZinami nckonednymi, t. j. takovymi, které maji ne-
koneénd mnoho prvkil. Lidé sprivné pozndvaji, Ze tu jde
o mnoziny s mnokem v&tdim mnoZstvim prvkd, Ze je tu rozdil
kvantitativni. Ale to je vde, co si uvédomuji. Pfedstavy,
které maji o konednych mnozindch a které pro koneéné mno-
Ziny jsou spravné, beze vieho piendsejf na nekonedno. Dosta-
nou se tim do protimluvi, které jim &inf z nekoneéna cosi ta-
jemaného. Proto prohladuji hned na tomto mistd: Za prvé nen{
nekonedno o nic méné, ale také o nic vice tajemné, ne% koneé&-
no; je pfedmétem Gvah stejnd rigorosnich a logickych, jako
jsou dvahy o kone2nu. Za druhé, nckoneéné mnoZiny jsou
oproti konednym tak nevyslovné veliké, Ze ta zména ve veli-
kosti, v kvantits, zplisobuje, Ze nekonetné mnoZiny jsou
i kvalitativnd n&co zcela jiného nez mnoZiny kone&né. Dokon-
ce se dd vystihnout rozdil mezi kone¢nem i nekone¢nem 2istd
kvalitativng, aniZ by se o mnoZstvi prvki viibec mluvilo. Ne-
kone&no je prostd néco jiného neZ koneéno, m4 jiné vlastnosti,
cof ostatnd je i danym slovem nekonelno krdsnd vystiZeno.

Prvni ¢4st této knfiky m4d sezndmit étendfe vécné 8 nééim,
co jedtd neznd, totiz s nckoneénymi mnoZinami.

Mnohé co se zd4 spravnym a dokonce jasnym z ndzoru, se
ukézalo nesprévnym. Ctendf uvidf, jak si bude musit opravit
ptedstavu. V prvnf &sti za ,zfejmé* povaZuji jen b&iné
vlastnosti koneénych mnoZin, pokud jsou sprivnd znimy
i tfiletym détem a néco mélo o éislech ze 8koly.

Ovicem i tHleté déti mohou mit nesprdvné pfedstavy a nade
znalosti o &slech byly do néds vpraveny v dob8, kdy jsme
(oprdvnéné) vefili vic autoritd ulitelové neZ svému rozumu,
Predstava, kterd nds tolikrit zklamala, mohla by klamat i ve
vé&cech, které v prvnf &dsti pFijimdm za sprdvné. Tu nediivéru
odstrani &ist drubd, v niZ za zndmé povaZuji jen dvd véci:
logické my$leni a &esky jazyk. Ctendf s mySlenim prvou &sstf
vytifbenym tam nabude piedstavy o tom, jak vypadd
matematickd theorie a litku si zopakujo a uccli.
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PRVNI CAST

1,1. Spotetnost. Pfirozenymi &sly rozumime &sla 1,2, 3,
4, ... atd. do nekone&na. UZ{vd se jich k poéitdni koneénych
mnoZin. Co to znamen4 na pf., Ze mnoZina M m4 7 prvki?
Znamend to, Ze je moZno prvky mnoZiny M oéislovat pfiroze-
nymi ¢isly od jedné aZ do sedmi (v&etné); pfi tom kazdému
prvku mnoZiny M jsme pfifadili pfesué jedno z éfscl 1, 2, 3, 4,
6, 6, 7; riizné prvky majf riiznd
pfirozend Cisla a viecka &isla 1,2,3, °® °
4, 5, 6, 7 jsme pfi dslovdni uplat- °
nili. Na pf. mnoZina teéek v obr. 1
md 7 prvkd; lze ji totis odfslovatna @ ® o
pf. takto:

Obr. 1.

2 3

¢ 3 & & e
.7 anebo Py

tfeba ° o

[ ) )

$ 5 6 7 6 5

Obr. 2. Obr. 3.

Obecnd fekneme, e mnofina M mé m prvkd, kdy? jeji prvky
lze oéislovat piirozenymi &fsly od 1 do m (véetng). Takové
mnoziny M jsou pravé mnoziny koneéné. Tedy: mnoZina M je
koneénd, kdy% je moZno jejf prvky oéislovat pfirozenymi
&isly od 1 aZ do jistého m (v8etnd); to &slo m se nazyvd podet
prvki mnoziny M. Kaidd konednd mnoZina mé zcela urdity
podet prvkid; neni mozZno, abychom p#i jednom odfslovani
upotfebili &isel 1,2, 3, 4,5, 6,7 a pii jiném oislovdni jedné
a téZe mnoziny M upotiebili jenom &isel 1, 2, 3, 4, 5; &tdme-li
dvakrit po sob& konetnou mnoZinu M, po kazdé tfeba jinak,
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musime obakrdt napodist stejny podet prvki. To je pfesnd
formulovéno a dokdzdno v dodatku.

I n&které nekoneéné mnoZiny mozno poéitat pomoci pfiro-
zenych &fsel. Vezméte na p¥. samu mnoZinu vSech pfiroze-
nych &sel, kterou vidy budu oznadovat N. Pak k odfslovini
prvki mnoZiny N (coZ jsou zde ndhodou pfirozens &isla sama)
arcif nestaéi pfirozend ¢&fsla od 1 aZ do jakéhosi m (véetné);
téch by bylo p#ilis mélo. Abychom oéislovali prvky mnoZiny
N, vezmeme na pomoc pfirozend &isla vdechna. A pak se
oviem odfslovdni hravé povede. Jednidku 1 oéislujeme jed-
nidkou 1, dvojku 2 oéislujeme dvojkou 2, &slo 365 odslu-
jeme &islem 365 a viibec kaZdé éfslo m odislujeme tymz
tslem m. Timto nasnad® jsoucim zpisobem jsme odislovali
celou mnoZinu N; ka?dému prvku mnoZiny N jsme pFifedili
pFesné jedno z &sel 1, 2,3, ... do nekonetna; razné prvky
maji riiznd pfirozend dfsla a viechna &sla 1, 2, 3 do nekoned-
na jsou vyderpéna.

Tento piklad byl pfli§ trividlni. Ted tedy néjaky t&zsi
piiklad. Oznaéime si N? mnoZinu, do které patif prav® viecky
uspofddané dvojice {m; n}, kde m a n jsou ptirozend &sla, na
pi. dvojice {1; 1}, {7; 5}, {2; 1866}, {dva miliony; 366} atp.

3 0 pg pF po e e

Q#i@};[&?};ﬁﬁ}; o . ° °
/;7,1} i fi?} ; {3.3} i bﬁ} i [3,5] ;e . e do nekonecna
) * * do n;koneénc.r * * *
Obr. 4.



Pfi tom slovo ,,uspofddané* znamend, ze dvojici {7; 5} a dvo-
jici {6; 7} povaZujeme za rizné, tedy pFi dvojici {m; n} zdleii
na tom, Ze m piSeme napfed a n potom; {n; m} je obecnd jind
dvojice. Nyni si napifme tabulku prvki mnoZiny N2. V prv-
nim f4dku budou viecky dvojice {1; n}, v druhém budou dvo-
jice {2; n} atd. (obr. 4).

V ne&f tabulce jsou sepsany pr4vé viechny prvky mnoZiny
N2 a 24dny neni v tabulce dvakrdt. Pro jednoduchost si ta-
bulku oznaéme schematem tedek

[ ] [ [ ] [ ] ® ®
® [ ] [ J [ J [ J [ J
. I ° ° . e do nekoneéna
[ J [ ] [ ] ® o [ J
[ J [ J [ J [ ] [ [ ]
do nekoneéna
Obr. 5.

Ted si ukd%eme, %e mnoZinu N? je moZno odislovat privé
viemi pFirozenymi &isly. Cislujeme jako na obrdzku 6.

Popis. Od kazdého prvku v prvnim fddku jsme si tedy
vedli paprsek nalevo doli (odchylky o 45 stupiiéi od vodorov-
nych Fidki). Zadali jsme nahote vlevo a ili po paprsku, do-
kud to &lo. A% jsme vyderpali véecky tetky na jednom paprs-
ku, pfikrodili jsme k nejbliz§imu paprsku napravo. Tfm zph-
sobem pokradujice do nekonedna jsme o&islovali viecky tefky
v schematu a spotfebovali jsme postupnd vSecka pfirozend
tisla.



Vezmeme-li nyn{ zase na misto schematu s teZkami pii-
vodnf tabulku mnoziny N?, dostdvime odfslovéni mnoimy

N2 pomoc{ vech ptirozenych é&isel.

Mnoiina N? dd se tedy olislovat pomoct (vdech ) pfirozenjch

&isel.

Vsimnéme si jeitd jedné vEci. Bud M n&jaké mnolina,
zeela libovolnd (nemusi to byt mnoZina N2), jenom to o nf
budeme piredpoklidat, Ze jejl prvky moZno psdt do sche-

matu tvaru:
L [ L )
[ ] * [ ]
o [ ] [ ]
[ ] L ] L J
® L ] [ ]

do nekonena
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Pak podle obrdzku (7) je zase moZno mnotinu M ofislovat
pomoct vdech pFirozengjch &isel; je to totiZ dplné totéZ jako
tomu bylo u mnoziny N2,

Poulku 1. Daji-li se proky néjaké mnofiny psdt ve schematu
tvaru jako v obr. 7, pak je moZno tu mnofinu oéislovat pomoct
(vdech) pFirozenych &isel.

Tato poudka vede k zajimavym diisledkim. Oznaéme N?
mnotinu viech uspofddanych trojic {m; n; p}, kde m,n a p
jsou pfirozend &fsla; takové trojice jsou na pf. {I;2; 3},
{8; milion; 365}, {3; 2; 1} a podobné. Na pofddku é&lend tro-
jice zase zdlez{. Takovou trojici, tfeba {5; 365; 122} miZeme
si myslit rozloZenu na prvnf élen 5 a dvojici {365; 122}. A na.
opak ten prvnf &len 5 a dvojice obou dalsich élent {365; 122}
ge sloZi pravé v tu trojici {5; 365; 122}. Misto trojic {m; n; p}
moZno si tedy myslet dvojice {z; y}, jichz prvni &leny jsou
prvni &leny nadich trojic, t. j. £ = m a druhé &leny jsou dvo-
jice utvofené z obou dalsich é&lent, t. j. y = {n; p}. Tedy
v-{z; y} je z pFirozené &slo a y je prvek mnoZiny N2. Ale jak
uZ vime, moZno prvky mnoZiny N2 oiislovat; ten prvek,
ktery md &slo m, oznaéme y,.. Tedy ,, ¥, ¥s, - .. do neko-
neéna jsou pravd prvky mnoZiny N2, katdy jednou. Pak mno-
Zinu N? moZno psdt v tabulce

fio (1o s (0 : Ol f1d: OO 2 0 o

Rl lon] i o] if2u] i o
ﬁ#iﬁd:{&#;@};pﬂi ° ° o do nekonecna

g L L] L] [ ] [ ] ] ®
o e [ [ ] ) ® ) ®
do nekoneéna
Obr. 8.
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co% je pravé schema jako v obr. 7. Tedy podle poutky 1
umime 1 mnoinu N3 oéislovat pomoct (vdech) pfirozenijch Hsel.

Uplné stejné uvazujeme d4l. N* bude mnoZina viech uspo-
Fidanych &tvefic {m; n; p; ¢}, kde m; »; p & q jsou piirozens
¢sla. Ctvefici {m; n; p; ¢} moino si myslit sloZenu z &sla m
a trojice {n; p; q}, tedy misto naSich &tvefic moZno si myslit
uspofddané dvojice {z; z}, kde x je pfirozené &slo a z je uspo-
Fadand trojice pfirozenych &isel, tedy z je prvek mnoZiny N3.
Vime uZ, Ze prvky z mnoZiny N3 moZno odfslovat pfirozenymi
Haly: z,, 2y, z3, ... do nekoneéna. Dostaneme pak mnoZinu N*¢
v podobé tabulky

ﬁ'z'j i iz} flzf ﬂzJ i [1zf [1,4 ;. »
Lz a2z} f22]: ° ° . .
B2} Bzl 324 (32 324 ¢ o o donekonedna

[ ] [ ] [ J o [} [ ) [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] ® '. [ J [ ] [ ]
do nekonecna
Obr. 9.

A to je zase schema jako v obr. 7 a tedy podle poucky 1 umime
t mnoZinu N4 oéislovat pomoct (véech) pfirozenych &sel.
Stejnd bychom mohli uspofddané pétice {m; n; p; q; r}, kde
m; n; p; q & r jsou piirozend &sla, rozloZit na &sla m a &tve-
fice {n; p; ¢;r} a vid8li bychom, Ze ¢ mnofinu N3 umime
oltslovat pomoct (vlech) pfirozenych &isel; pfi tom NB je
oviem mnoZina viech nadich pétic. To si &tendf udéld sém za
cvideni a foté% si udéls tfeba jests pro N® a N7. Kroky, kte-
rymi jsme od N2 pie&li k N?, od N3k N¢, od N4 k NS atd. jsou
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poféd dplné stejné. Vidime tedy, %e bychom mohli pak postu-
povat jakkoliv daleko a stdle by ndm vychdzelo, e mnoZinu
NE umime oltslovat pomoct (vlech) pfirozenych Ssel, at je k
rovno 2, nebo 3, nebo 4 atd., at je & sebe v&tél. Pfi tom N¥ je
oviem mnoZina viech uspofddanych k-tic pfirozenych é&isel,
t. j. skupin % pfirozenych &isel, kde zdleZi na pofadku.

Ted se na moment vratme ke konednym mnoZindm. Méjme
pét véei, na p¥. piimo é&isla 1, 2, 3, 4, 5. Utvofme ted viecky
uspofddané dvojice {m; n}, kde m je jedno z &sel 1, 2, 3,4, 5
a n je jedno z &sel 1, 2, 3, 4, 5. Tedy dvojice si miZeme se-
stavit do tabulky:

{1; 1} {1; 2}, {1; 3}, {1; 4}, {1;5},
{2; 1}, {2; 2}, {2; 3}, {2; 4}, {2; 5},
{3; 1}, {3; 2}, {3; 3}, {3;4}, {3;5}, (*5)
{4; 1}, {4;2}, {4; 3}, {4;4}, {4;5),
{6; 1}, {6; 2}, {6;3}, {5; 4}, {5;5},

kterd mé pét ¥4dkl a 5 sloupoil. Viech nasich dvojic je zase
konetnd mnoho a jejich podet je 52. Obecné médme-li £ prvki,
tfeba nechf jsou to &sla 1, 2, 3, ..., k sama, pak viech uspo-
fddanych dvojie, jichZ &leny jsou nase ¢isla 1,2, 3, ..., k, jest
zase konednd mnoho a jejich podet oznadujeme k2. A ten podet
k2 se nikdy nerovnd k, je vidy v&téf s jedinou vyjimkou, totiz
12 = 1. Definuji: podet prvki mnoziny M je k2, kdy% je
moZno prvky mmnofiny M odfslovat (véemi) uspofddanymi
dvojicemi {m; n}, kde m je jednoz &fsel 1, 2, ..., k a n je jedno
z &gel 1,2, ..., k.

Rovnice 5° = 25 znamend: Je jedno a totéZ, mé-li mnoZina
25 prvlki, nebo 52 prvki, t. j. je jedno, zda ¥islujeme mnoZinu
pfirozenymi &sly 1,2,3,4,... aZ do 25 anebo dvojicemi
{m; n}, kde m a n jsou &sla 1, 2, 3, 4, 5. Vskutku 52 = 25,
nebof moZno v tabulce (*;) nahradit nale dvojice tak, aby
vznikla tabulke, '
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1; 25 3; 4 6
6; 7; 8; 9;10;
11; 12; 13; 14; 15;
18; 17; 18; 19; 20,
21; 22; 23; 24; 25,
a pFi dslovén{ misto dvojic vzit stejnolehld &fsla, na pF. misto
{2; 3} vzit 8, misto {4; 2} vzit 17 a pod. Anebo zase misto
&sel 1 aZ 25 lze pti Sislovdnd uZiti pFislusné dvojice.

Snazme sc délat analogii pro nekone#né piipady. Rikali
jsme, e mnoZina M m4 m prvki, kdy% prvky mnoZiny M bylo
moZno odfslovat &isly 1,2,3,...,m. Tim zpisobem jsme
mohli pod{tat koneéné mnoZiny. Abychom mohli obdobnd
potitat i nekonefné mnoZiny (zatim aspoii nékteré), zave-
deme si novy symbol §,.*) Budeme fikat, Ze mnoZina M, tento-
krédte nekoneénd, m4 8, prvki, kdyZ se ndim povede otislovat
prvky mnoZiny M pomoci viech pfirozenych &isel. Pak té%
budeme &, nazyvat polet proki mnofiny M. ¥, je jakési nové
&slo (e to ovicm nekonedné).

Hofej&i vysledky miZeme vyslovit tedy takto:

KaZ#dd z mnoZin N, N2, N3 atd. md N, prokid.

Ted ale definujme mocniny &sla 8, obdobn k tomu, jak
jsme definovali mocniny kone¥ného &sla. '

Definujeme: Potet prvkii mnoZiny M je 8,2, kdyZ je mo%no
prvky mnoZiny M oélslovat mnoZinou N2, t. j. viemi uspo-
Fidanymi dvojicemi {m; n}, kde m a n jsou piirozend é&isla.
Tedy na pf. mnoZina N2 sama m4d 8,2 prvkid. My ale vime, Ze
N2 m4 &, prvki a tedy

R’ =%

Tato rovnice znamend: Je jedno a totéZ, ma-li mnoZina ¥,
prvki anebo 8,2 prvkd, t. j. je jedno, zda #slujeme mnoinu
phirozenymi &isly, nebo uspofddanymi dvojicemi pkirozenych

*) Cteme jej alef nula.
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&sel. A to je vskutku pravda. Nebot predeviim moZno nafe
dvojice y = {m; n} odislovat ptirozenymi &isly: ¥, ¥s ¥, --.
a misto dvojice ¥, uzit k ¢islovani pifsludného &sla k. Ancbo
zase misto &isla k lze pfi &islovdni uzit piisluiné dvojice y;.
Nebot &ésla k& a piisludné dvojice y, si pfesné odpovidajf jak
jsme ui dokAzali. [Na pf. dvojice v tabulce v obr.4 se
stejnolehlymi &isly v tabulee v obr. G.]

A to je pozoruhodné! Pro jedniZku je jeité 12 = 1; pro
dvojku se viak uZ 22 1i§i od 2 a &im jdeme vyse, tim vice se k2
od k lisf. Posloupnost

12, 22, 33, 42, atd.
sice se v prvnim ¢lenu shoduje s posloupnost{
1,2, 3,4, atd.,

ale ve druhém é&lenu se uZ od ni rozejde a ten rozchod se
zvétiuje, ¢m véti éleny bereme, a to velmi a velmi znaéné,
&im dél vice. Ted by se zddlo, kdyZ pfejdeme od koneénych
&sel 1, 2, 3, ... k nekonednym, z nichZ prvni X, jsme si jiZ za-
vedli, Ze rozchod druhé mocniny oproti &islu samému jestd
jen vzroste. Pravy opak je viak pravdou. Pro prvnf nekoneé-
né &slo N, je druhd mocnina §,2 zase rovna samému &islu ¥,
jako tomu bylo u jednigky. V daldim uvidime, Ze na poéitdni
vech nekoneénych mnoZin nevystaéfme s jedinym &islem 8.
To jde jen u pomérné ,,malych‘ nekoneénych mnoZin. Proto
budeme musit k poéitdni nekoneénych mnoZin zavést mimo
N, jedtd jind nekonednd &sla. A uvidime, Ze pro kazdé takové
nekoneéné éslo a bude a2 = a. Z toho je vidét, Ze k rozlisenf
riznych nekoneéen je naprosto ilusornf zavidét symboly oo,
0%, co? a podobné. Symbol o sdm nevystihl by ten fakt, Ze
je nekoneénych é&isel mnoho; a 02, w0?® atd., nenf zase nic
jiného, nez oo samo. Proto nutno na celou vée jft z jiného
konce.

MnoZiny konelné dohromady s takovymi nekoncénymi
mnozinami, které maji 8, prvkd, jsou t. zv. mnoZiny spodelné.
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Dohodneme se, Ze mezi kone&né a tedy i spodetné mnoZiny
budeme é&itati t. zv. mnoZinu prézdnou, jiz oznadime @. Mno-
zina @ je definovéna tim, Ze nemé viibec Zddnych prvki; je
jen jedna prdzdnd mnoZina. Poget prvk mnoZiny @ oznatu-
jeme 0. Na pf. mnoZina ruskych car, kteff vlddli v roce 1923,
je prdzdna.

MnoZina, kterd neni spodetnd, nazyva se nespodetnd. Dosud
jsme poznali samé mnoZiny spoletné. Zakladatelé theorie
mno#in se jistou dobu domnivali, %e jinych mnoZin nenf.
Brzo véak poznali sviij omyl. A my si v dal§im odstavei uké-
Zeme, Ze skutené jsou nespoletné mnoZiny a to dokonce
i mezi mnoZinami, o nichZ dtendf jiz slySel.

1,2. Nespotetné mnoZiny. V sexté se v aritmetice probiraji po-
sloupnosti kone&né i nekoneéné. Jak se dostane takové po-
sloupnost:

@,, 4y, g, ... do nekoneéna?

Ka%dému pfirozenému &slu & pfiradim jakousi urditou véc
a;; @ je t. zv. k-ty ¢len posloupnosti; a; nemusf byt é&slo,
miiZe to byt véec jakéhokoli druhu; a také nemusi byt ta ay
raezi sebou riznd. Tak na pf. méme posloupnost:

9, Jaroslav Vrchlicky, 365, Jaroslav Vrchlicky, Jaroslav
Vrchlicky atd. Viecky dalsf &leny necht jsou Jaroslav Vrch-
licky. Jest tedy @, = 9, @, = 365 a pro viechna ostatni & jest
a;, = Jaroslav Vrchlicky.

A ted k véci! Oznadme na okamZik M mnoZinu viech po-
sloupnosti, jejichz éleny jsou vidy rovny budto jednidee 1
anebo dvojce 2. Tedy na pf. posloupnosti

1,1,1,1,1, ... (samé jednitky 1),
anebo
1,2,1,2,1,2, ... (stH{davé 1 a 2)
jsou prvky mnoZiny M. MnoZina M ndm bude prvnim pikla-
dem mnoZiny nespotetné. Ze M je skutetns nespodetnd, doké-
Zeme tak, Ze budeme pfedpoklddat, Ze je spodetnd a z toho
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predpokladu odvodime ndjaké nesprévné tvrzeni, nebo roz-
por, protimluv. Pak ale mus{ byti nds pfedpoklad nesprévny,
tedy M nebude moci byti spoetnd, bude tedy nespotetns.
Takové diikazy jsou v matematice velmi obvyklé; jsou to t.
zv. dikazy nepfimé.

Mysleme si tedy (nesprdvnd), e M je spodetné mnoZina.
Pak M mé budto koneény podet prvkd tFebasn anebo mé X,
prvki. Prvky mnofiny M, t. j. posloupnosti

@, Gy, 0y, ... do nekoneldna,

kde a;, je bud 1 nebo 2, se dajf tedy odislovat pomoci pfiroze-
nych &isel, a to budto pomoci &isel 1, 2, ..., n anebo pomoc{
viech pfirozenych &isel. Ty posloupnosti si napiSme do sloup-
oe podle pofadovych &fsel.

a,V, a;(V, a4, ... do nekonedna
je prvni z nich,

a,®, a,®, a,®, ... do nekonena
bude druhé z nich, a podobné dal#f budou

a,®, a,(®, ay®, ... do nekoneins,
a9, a, 9, g, ¥, ... do nekonetna,
atd.

Té&ch f4dki jo n v pHpads, Ze M mé n prvki. V tom pipads
doplnime podet Fidkid na &, tim, Ze jako dalif fddky piSeme
vidy tfeba )

1, 1,1, ... do nekoneéna.

Mé-li M &, prvki, je ¥4dkd uZ samo sebou nekonené mnoho.
Ka%dy fddek je jeden prvek mnoZiny M a vecky prvky mno-
Ziny M jsou tak vylerpdny. A ted kyteny rozpor dostaneme
tak, Ze si sestrojime prvek mnoZiny M, kiery pfece jen v Zdd-
rém fddku napsdn neni.

(Prvky mnoZiny M jsou posloupnosti, tedy celé Fédky.)
Je-li a;® = 1, pak necht b;®) = 2 a je-li af®) = 2, pak necht
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b = 1. Tedy bi® je vidy zase jedno z &isel 1 a 2, ale jiné
neZ a/®. A ted uvaiujme posloupnost

b,M, b,@, b, b, ... do nekonedna.

k-ty &len nadf posloupnosti je tedy b;™®. Cleny b,® na’f po
sloupnosti jsou &sla 1 a 2 a tedy nade posloupnost je prvkem
mnoZiny M. Ale nafe posloupnost nenf napséna v Zddném
fadku:

a,M, a,M, a, V), ..,

a,l(z). a,n(z), aa(z), e

Skutednd neni napsina v prvnim fddku: nebof prvni &len
prvnibo Fddku je ¢,V), kdezto prvni ¢len naii posloupnosti je
jiny, totiZ b,(). Nenf napsdna v druhém fddku: nebot druhy
¢len druhého fadku je a,®), kdefto druhy é&len nadi posloup-
nosti je jiny, totiZ by(®. A obecnd nenf napséna v k-tém Fidku,
nebof k-ty &len k-tého Fadku je a,®, kdefto k-ty &len nadf
posloupnosti je jiny, totiz b_*). Skuteins tedy nade posloup-
nosti nepf napsdna v 24dném f4dku a to jsme chtéli za Gde-
lem dosaZenf rozporu dokdzat. Tedy né$ piedpoklad, Ze by M
byla spoéetné mnoZina, je nesprivny, tedy: MnoZina viech
posloupnostt, jichZ &leny jsou. 1 nebo 2, je nespoletnd.

Methodd, Lkterou jsme ziskali posloupnost b, b®,
by®, ... do nekoneé&na, budeme ¥ikat methoda diagondly. Je
to methoda stejné vtipnd, jako jednoduché. Mame-li sestrojit
posloupnost, kterd nenf napsdna ani v prvém, ani v druhém,
ani v 24dném jiném fddku, délime to takto: Prvni élen vo-
lime jiny, neZ je prvni ¢len prvniho ¥ddku; pak ta posloup-
nost bude jind neZ ta v prvnim Ffddku. Druhy é&len volime
jiny, neZ je druhy &len druhého fddku. Atd. Obecné k-ty &len
volime jiny neZ je k-ty &len k-tého Fddku; pak ta posloupnost
bude oviem jind, neZ ta v k-tém fidku. Nebude tedy rovna
24dnému Fadku. (Pfi tom jsme se oviem musili starat o to,
aby sestrojovand posloupnost ziistala v mnozind M.)
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Methoda diagondly ndm dovolf dokdzat nespodetnost jisté
znémé a dileZité mnoZiny. Jde o mnoZinu viech redinych
&sel; budeme ji vidy znatit R. Pfedev8im ciframi budu roz-
umét &ésla 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Viimnéme si redlného
&fsla na pf¥. — 365,2222... (samé dvojky); to &islo je urdeno
tfemi vécmi; pfedeviim znaménkem minus —, za druhé ja-
kymsi éislem 365, které stoji pfed desetinnou &drkou a které
je budto nula anebo pfirozené &slo (v nadem pfipadé 365) a za
tketi jakousi posloupnostf cifer, kters stojf za desetinnou ted-
kou, v najem piipadé posloupnostf 2, 2, 2, 2, ... (samé dvoj-
ky). Podobné &fslo + 0,324000... (samé nuly) je urdeno zna-
ménkem -, &slem O pied desetinnou &rkou a posloupnostf
cifer 3, 2, 4, 0, 0 (samé nuly) za desetinnou &irkou.

Shriime: Redlné &slo je uréeno tfemi vécmi: za prvé zna-
ménkem + nebo —, za druhé &islem pted desetinnou &érkou,
které je rovno budto nule anebo je to piirozené &slo, a za
tfeti posloupnosti cifer za desetinnou &drkou. Jestlize za dese-
tinnou &arkou jsou od jistého mista samé nuly, pak je zvykem
ty nuly vynechdvat. Na pf. + 0,324000... (samé nuly do ne-
koneéna) 1ze psét téZ 4 0,324 anebo + 0,32400 a pod. Podob-
'nd —368,000... (samé nuly) je totéZ jako — 368 atd. Dile po-
vaZujeme za totéZz +0,000... (samé nuly), t. j. 40 a
—0,000... (samé nuly), t. j. —0. Tedy + 0 = —O0. Misto 40
¢i —O piSme prosté 0. A je3t& jedna véc. Je-li pfed desetinnou
¢édrkou &islo a a za desetinnou &irkou samé devitky, pak je to
toté%, jakoby pfed desetinnou &irkou bylo &sloa + 1 a za
of samé nuly. Na pf. +15,999... (samé devitky) se rovnd
416,000 (samé nuly) & pod. —37,999... =—38.000...=38.

Podobnd nechf za desetinnou &irkou na k-tém mist® je
cifra ¢ riznéd od 9 a na viech daldich mistech samé devitky,
pek smime nahradit ¢ cifrou ¢ + 1 a na dalsfch mistech psst
samé nuly. Na pk.

+ 15,996594999. .. (samé devitky)

+15,996595000. . . (samé nuly)

se rovnd
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aili
+ 15,996595;
podobné
—368,9875 = —368,9875000... (samé nuly)
e rovnd
—368,9874999... (samé devitky).

Symbolim jako —368,9874999... H{kdme (desetinné) roz-
voje piisludného ¢isla. Vidime tedy, Ze nékterd redlnd &fsla
majf dva riizné rozvoje.

Vzhledem k tomu, Ze je tu privé popsanéd dvojzna&nost,
musifme byt pti aplikaci methody diagondly pon&kud opatr-
néjsi neZ diive. Jde o to dokézati, Ze

R je mnofina nespoletnd.

Postupujeme jako dfive. Mysleme si (nesprdvng), Ze R je
spotetnd mnoZina. Pak R mé budto konedny podet prvki,
ttebas », anebo m4 ¥, prvki. Prvky mnoZiny R se daji tedy
odfslovat pomoci pfirozenych &isel, a to budto pomoci &fsel
1,2, ..., n, anebo pomoci viech pfirozenych é&fsel. Prvky mno-
%iny R napi§me pod sebe a znaménka vynechdvejme; v k-tém
tddku bude redlné &fslo majici pofadové &slo k.

V prvnim #4dku bude &slo

a), ¢,Me,MeyD) .. do nekonedna;
pfi tom é&islo a» pfed desetinnou &irkou je pFirozené &islo
nebo nula a ¢,(V, ¢,(M), ¢;M atd. jsou cifry. Podobnd v druhém
féddku je &islo

a(®, ¢, ey (Dey( ... do nekonelna,
a dal¥f fidky jsou

a®, ¢, dcy(® .., do nekonedna, atd.

Téch tddkt je n v pHipads, Ze M mé » prvkid. V tom piipadsd
doplnime poget f4dkid na ¥, tim, %e v dalsich fddcich piSeme
vidy tieba éislo

0,0000... (samé nuly).
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M4é-li R ¥, prvkd, je F4dkd u¥ samo sebou nekone&nd mno-
ho. KaZdy Fidek je jeden prvek mnoZiny R a vecky proky
mnoZiny R jsou tak vylerpdny.

A ted ten kyZeny rozpor dostaneme tak, Ze sestrojime
prvek mnoZiny R (t. j. redlné &slo), ktery pFece jen v Zddném
fddku napsin nené. Je-li cifra ¢/® rovna jedné, t.j.: =1,
pak necht d/® = 2; v opaéném piipadg, ¢. j. neni-li ¢/®
rovna jedné, necht zase d;® = 1. Tedy d;® je vidy zase
cifra, ale jind neZ ¢/®. A ted si viimn&me ¥sla

+0,d,0d,@d,®d @ ...;
na k-tém mist® za desetinnou &irkou je cifra &,®. A ted bud-
me opatrni! Cifry d;® jsou jednitky a dvojky. Proto to nae
&slo se dé psét jen tim jednim zpiisobem. (Nebot dva zpiiso-
by psani byly mo#né jen tam, kde od jistého mista byly za
desetinnou é&irkou samé devitky anebo nuly.) Mé-li se tedy
nade &slo rovnat né&jakému &slu, musf se s nim shodovat ve
viech cifrich za desetinnou &irkou. Tedy se nafe ¢islo ne-
shoduje s ¢slem
a(l),cl(l-)ca(l)cs(l) .

napsanym v prvaim fddku: nebof prvni misto za desetinnou
drkou v prvnim Fddku je ¢,(1), kdezto u nadeho &sla je jiné,
totiZ d,()). Neshoduje se ani s ¢fslem

a(® ,61(2)(7,(2)03(2) s
napsanym v druhém Fddku: nebof druhé misto za desetinnoun
dirkou v druhém Fadku je c,®), kdeZto u nadeho &isla je jiné,
totiZ d (2.

A obecnd se neshoduje s ¢slem

a® 0, e, Mo, ®
napsanym v k-tém ¥ddku: nebotf k-té misto za desetinnou
darkou v k-tém Fédku je ¢, kdeZto u nadeho &sla je jiné,
totiz d,®.
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Skute&né tedy nalezené &fslo neni napsdno v Zédném Fdd-
ku, a to jsme chtdli za ddelem dosaZeni rozporu dokizat.
Tedy n4§ predpoklad, %e by R byla spotetnd, je nesprdvny,
tedy R je nespoéetnd, coz bylo dokazati.

1,3. Kardindinf &isla. V prvni kapitole jsme si vSimli, Ze
52 = 25 a %e 8,2 = R,. Prvnf rovnice znamenala, Ze je jedno,
mé-li mno#ina 25 prvkid nebo 52, t. j., Ze je jedno, &slujeme-li
néco pfirozenymi &sly 1, 2, 3, ... aZ 25 anebo uspofddanymi
dvojicemi {m; n}, kde m a n je vidy 1 nebo 2 nebo 3 nebo 4
nebo 5. To proto, %e téch &sel 1, 2, ... aZ 25 a nasich dvojic
je stejny podet, t. j., Ze nafe dvojice se daji otislovat pomoci
tisel 1,2,3,...,25. ‘

Upln3 stejnd rovnice ¥y? = ¥, znamenala, Ze je jedno, mé:li
mnoZina ¥, prvkid nebo ®2, t. j., Ze je jedno &slovat pfiroze-
nym1 éisly 1,2,3,...do nekoneéna. nebo uspofddanymi dvo-
jicemi {m; n}, kde m a n jsou pFirozen4 &isla. To proto, ¥ettéch
dsel 1,2, ... do nekonedna a nasich dvojic je stejny podet,
t. j., Ze na.ée dvojice se daji o¥slovat pomocf &isel 1,2, 3, ...
do nekoneéna.

Ted si obecnd mysleme dvé mnoZiny A a B a necht prvky
mnoZiny B se daji odislovat pomoei prvké mnoZiny A. (P¥i
tom nafe mnoZiny mohou byt nekonedné, dokonce i nespo-
tetné.) Je-li C dal¥f mnoZina, pak je Gplnd jedno; uZijeme.li
k slovdni mnoZiny C prvkii mnoZiny A nebo prvkd mno-
#iny B. Zajisté. Mysleme si totiZ, Ze prvky mnoZiny A jsou
jakési ndlepky a prvky mnoZiny B jakési stitky. (To oviem
jen kvili ndzornosti.) Odislovdni mnoZiny B pomoci mno-
ziny A se provede tim, %e kaZdou nédlepku nalepime na p¥i-
sludny &titek. Odfslovdnf mnoZiny C pomocf mnoZiny B pro-
vedeme tim, %e kaZdy §titek (prvek mno%iny B) nalepime na
piisluinou véc z mnoZiny C. Ale na tom 8titku je nalepena
ndlepka, tak’e jsme prvky mnoziny C zérovei oéislovali n4-
lepkami, t. j. prvky mnoZiny A. Ty &titky jsou tam jen pro
parddu. Tedy jsme k &slovini mnoZiny C misto mnoZiny B

22



mohli rovnou uZft mnoZiny A. A oviem misto odfslovéni po-
mocf ndlepek jsme stejnd mohli uZit 8titkd, protote o kadém
étitku vime, kterd nélepka na néj patifi. Tedy zase misto mno-
#iny A bylo k slovdni moZno uZit mnoZiny B. Je to vplné
jedno. Tedy:

Dd-li se mnoZina B oéislovat mnoZinou A, je vplné jedno zda
ufijeme k &islovdnt mnofiny A nebo mnoZiny B.

Jestlie dvé mnoZiny A a B jsou takové, Ze je iplnd jedno,
Hsluje-li se mnoZinou A nebo mnoZinou B, mohou-li se p#i
dslovdni vzdjemné zastupovat, ikdme, Ze jsou spolu ekvi-
valenini (rovnocenné). Tedy:

Dd-li se mnofina B oéislovat mnofinou A, pak mnoZiny Aa B
jsou ekvivalentni. Jestlize naopak mnoZiny A a B jsou ekviva-
lentni, pak se mnoZina B dé o¥slovat mnoZinou A. Nebot
mnoZina B se samozfejmé dé odfslovat sama sebou, t. j. mno-
Zinou B. Jelikoz ale je jedno, ¢islujeme-li mnoZinou A nebo B,
mii¥eme mnoZinu B odfslovat také mnoZinou A. Hofejii vy-
sledky shrneme:

Dvé mnoZiny jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdy¥
jedna z nich se d4 odislovat pomocf druhé.

Oznadme N(n) mnoZinu pfirozenych &isel 1,2, ... aZ do
n véetné. Na pf. N(5) m4d prvky 1, 2, 3, 4, 5. Déle je-li B mno-
fina (tfeba i nekoneénd), pak |B| bude podet prvkii mnoZiny
B. Na pf. jsme méli

18] =0, IN(B)| =5, [N] =%, IN?| =x*

Kdy? se dala mnoZina B oéfslovat mnoZinou N, ¥{kali jsme,
e B md |N| (totiZ 8,) prvkil. Obecnd B m4 |A| prvki, kdy? se
dd B otislovat mnoZinou A.

Rovwnice |A| = |B| znamend oviem, Ze jo jedno, zda feknu,
%e n&jakd mnoZina m4é |A| prvki & |B| prvki.

Tedy to znamend, Ze je stejné &islovat mnoZinou A & mno-
%inou B. Tedy: Ze mnoZiny A a B majf stejny podet prvki,
t. j. Ze |A| = |B|, znamen4, Ze mnofiny A & B jsou ekviva-
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lentni, &ili, %e jedna z nich' (kterdkoliv) se d4é otislovat po-
moci druhé.

Podle prvni kapitoly tedy
N2 = [NJ, [N?[ = [N, [N¢ = [NJ

a obecn®

IN¥ = |NI.
Oznad&ime-li obecnd ¥,* podet prvki mnoziny N, moZno peéti
No? = Np» ¥o® = Ry, N = ¥ a obecnd N* = ¥,.

Ctend¥ si sdém uvddomi, e definice mocniny R,?, ¥ atd.
skutednd odpovid4 piislufné definici mocnin »3, n¢ atd. pro
plirozené n.

Symbol |A| oznadujici polet prvki mnoZiny A je jakési
,s8islo*¢ kone&né nebo nekoneéné podle toho, je-li A mnoZina
koneénd & nekonednd. Konelnd z t&ch &sel json 0, 1,2, ...,
zkritka nula a &sla pfirozend. Nebot koneénd mnoZina je
budto prizdné a pak podet prvki je 0 anebo mé «» prvki, kde
» jo pfirozené &islo. Tém &slim |A| Hkédme kardindlnt ésla.
V mluvnici se Fik4 ,,zékladni &ili ,,kardindlni* &slovky slo-
vim jeden, dva, tfi atd., kterd oznaduji polet na rozdﬂ od
tislovek prvni, druhy, ti-eti atd., t. zv. ,,fadovych* &ili ,,ordi-
ndlnich*, které oznaduji potadové &islo. V theorii mnoZin se
zavidéji té% t. zv. &sla ordindln{, jich% pravy rozdil oproti
kardindlnim vysvitne a% u nekone¢nych mnoZin. To viak
pfesahuje rimec knfrky.

- Kardindlni &sla |@], |N(1)], [N(2)] atd. a |N| je zvykem
oznadovat 0,1, 2, atd. a ¥,. V pfedeSlém odstavei jsme po-
znali, e mnoZina R viech redlnych &sel se nedd odfslovat
#4dnou z mnozin N(1), N(2) atd., ani mnofinou N (t{m méné
oviem mnoZinou @). Tedy se nerovnd anil, ani 2, ani 3 atd.
ani ¥, (tim méné ovem nule). Tim jsme dospéli k novému
kardindlnimu &slu |R|, které je zvykem oznadit ¥.*) Pifeme

*) Cteme alef.

24



tedy ® = |R|. Cisla %, & & nikterak jedt& nejsou viechna ne-
koneénd kardindlni éisla.

Sna?me se nyni porovnévat kardindlni &isla podle veli-
kosti. Napfed si ozfejmime, 0¥ jde, na koneénych éfslech. Co
to znamend 5 < 7 (8ti: 5 je mensf neZ 7)? Znamend to toto:
M&jme sedm koleéek 0O 00000 a pét kfizkd +++++.
Pak miiZeme &slovat koledka pomoci kifzkd, ale vidy ndm
pfi tom néktersd kole&ka zbudou, aé jsme kifiky spotfebovali

viecky:
O O O O O O O
+ + + + +

nebo tfeba

C 0O O O CO0
+ + + + +

'Néjakd koletka vZdy zbudou. A to sliivko vidy je velmi dd-
le#ité! Vidime to na nekonednych mnozindch. Cislujme totiz
mnoZzinu N touZ mnozinou N, na pf. &sla v zdvorkdch
Uslujme &fsly bez zdvorek. MoZno to udélat rozmanitymi
zpisoby. V nésledujicfch obrézcich jsou é&isla v zdvorkich
oéfslovédna pod nimi stojicimi &sly bez zdvorek. Jedno &fslo-
vén{ je takové:

1) @ @) @ atd
1 2 3 4 atd.
Cislo (n) bylo vidy odfslovéno dislem n.

Nezbylo nic, 24dné &islo v zdvoroce a £4dné &¢islo bez zdvor-
ky. Ale mifeme ¢slovat jinak:
1 @ @) @ atd
1 2 3 atd
&slo (n + 1) bylo odislovéno &islem 7. Cisla bez zdvorek jsme

vypotiebovali viecka a pfes to jedna zdvorka zbyls, totiz (1).
Dokonce i nekonedné mnoho zévorek miZe zbyt:

AN
|
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1 (2) -3 @ (5) (6) atd.
1 2 3 atd.

Cislo (2n) bylo otfslovano &islem n. Cisla bez zdvorek byla
spotfebovdna viechna a pfes to zbyly vSechny liché zdvorky;
jen sudé byly odislovény.

Vzhledem k poslednim dvéma pfikladim bychom byli na-
klonéni Fici, Ze &sel v zdvorkdch je vie neZ &isel bez zdvorek.
Ale chyba livky- Vidyt pfece obojich &isel bylo ¥,. A bylo
by trapné fikat, Ze N, je v&t3{ neZ 8. Z této trapné situace nds
vyvede ono dileZité sliivko vZdy. Nam se sice podafilo, kdyZ
jsme se o to snaZili, éfslovani zafidit tak, aby zbyly n&jaké z4-
vorky a aby pfi tom byla spotfebovdna viecka éisla bez z4-
vorek. Ale nestalo se to vidy. V prvnim pifkladé totiZ 24dnd
zdvorka nezbyla.

A ted tedy uZ miZeme definovat, co to znamend, Ze néjaké
kardindlni ¢&islo a je men3i neZ jiné kardindlni &islo b, coZ
piseme symbolicky a < b. Definujeme takto: Zvolime si mno-
%inu A, kterd m4é a prvki, a mnozinu B s b prvky. Povede-li se
ném oéfslovat mnoZinu B mnoZinou A &4ste¢né a dovedeme-li
mimo to dokdzat, Ze Gplné oéislovani nenf moiné, pak a je
men&i ne? b, t. ] a < b.a < b znamen4, Ze budto a < b ane-
bo a =0, t. j., Ze umime B odislovat pomoc1 A af u 84stednd
nebo Gplné. a S b se &te: a je nane]vys b,anebo b je aspofi a.
Ve druhé &4sti uvidime, Ze rovnice a = b se miize dokdzat
tak, %e se dokd%e a < b a b < a. Je to velmi pohodlny zpi-
sob, jehoZ budeme hojné uZ{vat.

Pfiklady. 1. 0 <1, 0<2, ..., 0 <Ny, 0 < ¥, zkrdtka
0 < a, je-li jen a % 0.

Nebot kdy% &islujeme jakoukoliv neprdzdnou mnoZinu
mnoZinou prizdnou, pak nemime, ¥m bychom &islovali, a
tedy ta neprdzdné mnoZina vidy zbude dokonce celi.

2. 1 <Ny 2 <N, ..., zkritka n < N, je-li n pfirozené.

Nebot &isla 1, 2, 3,4, ... do nekoneéna lze &isly 1,2, ...
aZ do » vdetnd olislovat vidy jen ¢dstedns.
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3.% <X

C4stetnd je moZno totiZ redlns &isla odfslovat &sly pFiroze-
nymi. Cislo +1 otislujeme &islem 1, &islo 4 2 &slem 2, zkrat-
ka ¥slo +n &slem n. Ale vidy n&jak4 redlns &isla zbudou.
(Kdyby totiZ bylo moZno oéislovat viechna redlns &isle pfi-
rozenymi &fsly, pak by mnoZina R méla 8, prvki, coZ vime, %e

nemd.)

4. Je-li n pfirozené, pak » < X.
Vskutku é&fsly 1,2,3,...,n» moZno olislovat redlnd &sla
+1, +2, +n. Ale pfi éislovdni mnoZiny R &sly 1,2,...,7
vidy néco zbude. (Kdyby ne, pak by R méla » prvkd, ale

vime, 7e nem4.)

Kardindini &fsla miZeme seditat a ndsobit tak jako piro-

zend &isla.Co to znamend
getitat? Jsou-li A a B
dvé mnoZiny, pak A+ B
bude ném 2znamenat

mnozinu, kterou dosta-

neme, kdyZz déme obd
mnoZiny A a B dohro-
mady. Tedy A 4 B je
mnozina t&ch véci, které
patif do A anebo do B.

Véci, které patf i do
Aido B, také k mnoZi-
nd A + B &itdme, oviem
jen jednou. (Obr. 10.)

Méme-li nyni 5 véci a
mimo to 7 vécl, ale ji-
nyjch, pak viech t&ch
véci dohromady je 54-7.
(Kdyby mezi t&mi 5 véc-
mi a témi 7 vécmi byly
nékteré stejné, pak by

——— hranice mnoZiny A
—----. Jranice mnoZiny B

srafovdni mnoZiny A+B
28 $rafovdni mnoZiny A.B

Obr. 10.
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jich bylo dohromady ménd.) Rekneme obecnsd: Jestlize
mnoZiny A a B nemajf spolednych prvki a mé-li A a prvki
a B b prvki, pak mnoZina A 4+ B m4 a + b prvkii.

‘Tedy a -+ b vypodteme takto: Zvolime mno%inu As a prvky
a mnotinu B s b prvky, aby nemély spolednych prvki. Pak
a + b je potet prvki mnoziny A 4 B.

V tom je ale mali8ky hadek. Mimo nds bude poditat a 4 b
néjaky nad piftel. Zvoli si mnoZinu A’ s a prvky a mnofinu B’
s b prvky, aby nemély spoleénych prvkid. Pro ndho a + b
bude podet prvki mnoZiny A’ 4 B’. Poditali jsme oba dplnd
sprdvnd podle pravidla, ale nevédouce o sobé, zvolili jsme za
A kaidy jinou mnoZinu. Na pf. a = § a jé jsem zvolil za A
mnotinu 1, 2, 3, 4, 5, kdeZto mbj piitel za A" mnoZinu I, I1,
I, IV, V. A také ty druhé mnoZiny B a B’ jsme mohli zvoliti
odlidng. Kdo ndm zaruéi, Ze ném ob&ma vyjde totéz? Vidyt
pro mne a + b byl podet prvké mnoziny A + B, kde¥to pro
ndho, pro mého piitele, to byl poéet prvki jiné mnotiny,
totiz A’ 4- B’. Tato zdvada je jen zddnlivd. Podet prvki
mnoZiny A + B i mnoZiny A’ + B’ bude totiZ stejny a tedy
ndm obéma to a +b vyjde stejnd. Pfi &teni druhé Sdstisi to
Stendf sdm dokéZe ve cvidend 12,2; je to tak lehké, Ze se o to
miize pokusit ihned.

PHiklad. 5 4+ 7 = 12; nebot 1, 2, 3,4, 5 je 6 prvki, dile
1,2,8,4',6,6’,7 je 7 prvki a mno¥inu 1, 2,3, 4, 5, 1’, 2,
3',4',5,6', 7, kterd m4 5 + 7 prvki, lze otislovat

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,
tedy mé 12 prvki.

Spoditejme si, co je to 1 4 ¥;- Za mnoZinu A si vezmeme
mnoZinu, kterd obsahuje jeden jediny prvek, tiebas &fslo 0.
A za B zvolime mnoZinu N vech pfirozenych &fsel. JelikoZ 0
nepatifdo N, nema.]i mnoZiny A a B spole¢nych prvkﬁ Polet
prvki mnoZiny A je 1, podet prvki mnoZiny B je ¥,. Tedy
mno%ina A 4+ B m4 celkem 1 + &, prvké. Co to ale je A+B?
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MnoZina A -+ B obsahuje 0 a ptirozend &fsla, t. j. A +~ B m4
prvky
0,1, 2, 3,4, atd. do nekoneéna,

které moZno odislovat pfirozenymi &fsly:

0,1,23,.

,2,3,4,.
a tedy mnoZina A 4+ B méd ¥, prvkﬁ Tedy 1 + ao N,
Uplnd stejnd na pf. 5 + 8 = ¥,.

Méme-li toti% 5 prvkd I,II, II[,IV a V a §, prvki 1,2,
3,4, ..., pak je moZno dohromady je oéfslovat pfirozenymi
Hsly:

I II III IV V 1 2 3 4 do nekonedna,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 donekoneéna.
Obecns, je-li » libovolné pfirozené &islo, pak
1+ Xy = ¥y
Méme.li totiz » prvki 1, 2, 8', ... a%n"anyprvki 1,2, 8, ...,
do nekonetna, pak je jich celkem N, nebof je miZeme oéislo-
vat piirozenymi &sly:
1,2,8,...,7, 1, 2, 3, 4, .
' do nekoneéna,
1, 2 3, ..., n, n+ln+2n+3'n+4
do nekonedna.
Ale nejen tol Dokonce
¥y + Ry =N,

Mime.li totiZ 8, prvkd +1, +2, +3,... do nekonedna
& mimo to jinych ¥, prvké —1, —2, —3, ... do nekonelna,
pak je jich celkem ¥,, protoZe se dajf takto otfslovat:

+1' —'l’ +21 '—2: +3’ _3) +4’ _4’
1, 2, 3, 4, &5, 6, 17, 8,...

do nekonedna,

do nekoneéna.
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M4 tedy éislo #, tu pozoruhodnou vlastnost, Ze se vitbec ne-
zvétsf, kdy% k nému pfipoétu 1 anebo 2 anebo jakékoliv pfi-
rozens slo. Ba ani tehdy se nezvétii, kdy% k ndmu pfipoétu
to &fslo 8, samo. Je tomu tedy zcela jinak ne% jsme na to
zvyklf u konednych &fsel.

Co to je ndsobeni? Je-li A néjakd mnoZina a B také ndjakd
mnoZina, oznadime AXB mnoZinu viech uspofddanych
dvojic {a; b}, kde a je prvek mnoZiny A a b je prvek mnoZiny
B. M4-li A 5 prvki, na pt. 1,2, 3, 4,5 a m4-li B 7 prvkd, na
pt- 1,2, 3,4, 5,6, 7, pak A xB sestavme do tabulky

{1;1}, {12}, ..., {1; 7},
{5;1}, {52}, ..., {6; 7}.
Tato tabulka m4d 5krét 7 prvka.

Obecnd se vypodte axb (&ili a . b, &ili ab) takto: Zvolime
ndjakou mno%inu A s a prvky a mnoZinu B s b prvky. Utvo-
Fime mnoZinu A X B (vBech uspofddanych dvojic {a; b}, kde
a je prvek mnoZiny A a b je prvek mnoZiny B). Pak a xb je
podet prvki mnoZiny A XxB.

Stejnd jako pHi séitdni miZe nd¥ pFitel poditat tak, Ze si
zvolf jakési jiné mnoZiny A’ s a prvky a B’sb prvky; a . b pro
ndho bude podet prvki mnoZiny A’ x B’. Bude to ale toté%
jako podet prvkid mnoZiny A X B; vyjde mu tedy totéZ jako
ndm (cvideni 12,2 ve druhé &sti).

Pfiklad. 5X7 = 35, nebot 5X7 je podet prvkii mnoZiny
AXxB, kde Amd 5 prvki 1, 2, 3,4, 5a B m4 7 prvii, 1, 2, 3,
4,5,6,7. Rovnice 5 X7 = 35 plyne pak z toho, %e prvky
v poslednf tabulce, kterych je 5x 7, se daji odislovat &sly
1 aZ 35 ne pf. takto:
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Vypotteme si ¥ X R, Jest ¥y X Ry = [N X N|. Aviak Nx N
je mnozina dvojic {m; n}, kde m a n jsou pfirozend ¢sla, tedy
N x N = N2 Tedy 8 X 8% = [N X N| = |N?| =82 = §,.

Tedy

Ro X ¥y = Ny.
Co je to 2 X8y ? N(2) obsahuje dva prvky a to 1 a 2. Pak prvky
mnoZiny N(2) XN jsou
{1; 1}, {1; 2}, {1, 3}, ... do nekonedna,
{2; 1}, {2; 2}, {2; 3}, ... do nekoneéna.
A mozno je odislovat pFirozenymi &isly tfeba takto:
1,3, 5,7, atd.
2,4, 6, 8, atd.
Tedy N(2) X N m4 &, prvkd. Aviak N(2) m4 dva prvky a N
mé ¥, prvki a tedy N(2) x N m4é §, prvkd, &ili

2X Ry = N,
Je-li » plirozené é&fslo, pak vidycky
nXx No = “0.

n X ¥, je totiZ poet prvki mnoZiny N(n) X N; nebot N(z) mé
n prvkd a N md ¥, prvka.

Prvky mnoZiny N(n)x N jsou uspofddané dvojice, jichz
prvod élen je néjaké z &fsel 1, 2, ... aZ n a druhy élen je libo-
volné ptirozené &slo. Mozno &i tedy N(n)x N sepsat do ta-
bulky

{1; 1}, {1; 2}, {1; 3}, ... do nekoneéna,

{n; 1}, {n; 2}, {n; 3}, ... do nekonedna
a olfslovat pfirozenymi &fsly takto:

ln+1 2n 4 1, atd.
2,n + 2, 2n + 2, atd.

....................
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Popis. 0d kazdého &lenu prvntho F4dku vedeme svisle dol&
paprsek. Zadneme ¢islovat nahofe vlevo a jdeme po jednom
paprsku, dokud to jde. Kdyz jsme odislovali viecky prvky na
jednom paprsku, pfejdeme k nejbliz§imu pravému a odislu-
jeme zase shora doli atd.

Mocnéni kardindlnich &fsel jsme u méli:

Zopakujme: A® je mnoZina uspofddanych n-tic, jichZ éleny
jsou prvky mnoZiny A. a® se vypoéte takto: Zvolime mnoZinu
A s a prvky, pak a® je podet prvki mnoZiny A®. Nagemu pH-
teli, ktery misto A volil mnoZiny A’ 8 a prvky, vygel pro a®
podet prvkid mnoZiny A’ ktery je stejny jako polet prvki
mnoZiny As. Tedy mu vyslo totéZ co ndm.

Ve cvienf 12,4 si étendf sdm zjistf, Ze pro kardindlni &fsla
plat{ stejnd poletni pravidla jako pro isla ptirozend (viz
druhou &dst). Budeme jich uZivat.

1,4. Kollk je racionalnich &lsel? Jsou-li @ a b dvé reélnd &sla, pak
jedno z nich je menaf a jedno véti. Je-li na pf. @ to mensf, pi-
feme a < b. Na pf. zdpornd &isla (t. j. &sla se znaménkem —)
jsou mensf ne% 0 a ne% kladné &fsla (t. j. 3sla se znaménkem
<+ ). 0 je menif neZ kladn4 &fsla.

Nékterd redlnsd &fsla se nazyvajf raciondlni. Jsou to takovs,
kterd se dostanou délenim dvou celych &sel. (Celd &fsla json
takové, kters majf za desetinnou &srkou samé nuly.) Nulou
délit nesmime.

Cisla, s kterymi se pfi praktickém méfeni setkdvdme,
jsou vesméds racionélni. Zédnou délku nelze zmé&¥iti absolutnd
ptesnd. Vidy ndm vyjde jakési &slo pfesné jen na jisty
potet desetinnych mist.

Af méfime sebe pfesnéji, vidy nds vysledek lze vyjédFit
raciondlnim &islem. I kdy% sprdvné hodnota nenf raciondlnf,
&ili jak ikdme, je irraciondlni, vidy se d4 nahradit raciondl-
nim &slem a vidy s jakousi chybou, ale ta chyba méiZe byti
libovoln® maléd. At ale stupfiujeme piesnost pozorovén{ sebe
vio, at mdme pkistroje (theoreticky mluveno) naprosto
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pfesné, t. j. tak pfesné, Ze chyba se dd4 zmensit pod kaZdou
sebe mensf mez, nikdy se ndm nepodaff rozeznat redlnd &fsla
od raciondlnich, vidy ndm raciondlni &sla budou prakticky
vypliiovat celou osu &iselnou.

Osou &iselnou rozumime p¥i tom”pHimku, jejiZ body jsou
odisloviny redlnymi &fsly, a 1o tak, jak jdou za sebou podle
velikosti:

X o1 0+05+  +225

Obr. 11.

Racion4lni ¢sla p¥i tom leZi na ose &iselné husté. To znamend,
%e prakticky vyplni celou osu, Ze ke kazdému redlnému &slu
ve vzdalenosti sebe kratéi se najde raciondlni &fslo. Cili mezi
ka?dymi dvéma (sebe bliz&imi) redlnymi &isly leZi vidy né-
jaké raciondlnf &islo. Na pf. mezi &sly —5,874... (atd. jakési
cifry) a + 6 leZ{ &islo 0, mezi 4 2,75... (atd. jakési cifry) a
+2,76... (atd. jakési cifry) leZi &slo +-2,755000... (samé
nuly). Anebo mezi &fslem

—366,9968395795. .. (atd. jakési cifry)
a &slem

—366,9968417674 ... (atd. jakési cifry)
le%f &fslo

—366,996839580000... (samé nuly).

Mezi dvéma &sly lef vidy n&jaké dislo, které m4 za dese-
tinnou &irkou skoro samé nuly a takové #slo je vidy racio-
ndlni. Na pf. posledni &slo se dostane délenim celych &isel;
rovni se toti

— 36699683958 : 100000000.

Tedy na kaZdém sebe meniim kousku osy ¢iselné se vysky-
tuji raciondln{ ¢isle. Zakreslime-li si na osu #selnou jen racio-
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nalnf ¥sla, pak se ndm i pfi sebe podrobnéjifm pozorovén{
jevi osa &fselnd dokonale vyplnéna.

Mzeli jsme dosud dvé nekonednd &sla: %, a 8. ¥ bylo v&tii.
Ale také byl rozdil v mnoZindch, které mély N, prvki a &
prvkd. MnoZiny s ¥, prvky byly mnoZiny N, N? a pod.
Viimneme-li si pfislusnych schemat, vypadalo to takto:

N:

. . . . . . o do nekonelna
Obr. 12.
N2:
[ [ ] [ ] [ ] ® L ]
[ ] [ ] [ ] [ ] ® [
P . . ° - o do nekoneéna
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] L ] [ ] [ [ ] [ ]
do nekonelna
Obr. 13.
A ¥ prvki méla osa &iselnd:
do nekoneéna do nekoneé;a
Obr. 14.

Vidime hned rozdil. Ta prvnf schemata jsou Fidkd, jednot-
livé body jsou daleko od sebe. To posledni schema je piimka,
body jsou t&sné u sebe, jsou husté, vzddlenosti jsou libovolnd
malé. )
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Snad proto m4 tedy posledni mnoZina vice prvki nei ty
diivéjsf? A oznadime-li si Rac mnoZinu viech raciondlnich
tisel, pak i pfi naprosto dokonalém pozorovén{ (kdy se pfes-
nost dé libovolné stupiiovat) schema mnoziny Rac bude vy-
padat zase jako ukazuje obr. 14.

Od celé redlné osy se nerozeznd. M4 tedy mnoZina Rac
také 8 bodd, nebo pii nejmensim aspoih vic ne %y. Ale chyba
lavky!

Vech raciondlnich &isel je pouze N,, tedy prdvé tolik jako
pfirozenyjch Hsel a o nic vic. A dokonce toho uZ tolik umime,
%e si to dokd%eme wplng hravé. Raciondlni &slo je ddno
»parem** (t. j. usporddanou dvojicf) celych &sel. Na pt. &slo
+0,328 = + 328 : + 1000 je déno pérem {- 328; 4 1000}.
Nebo &fslo + 3,333 (samé trojky) se rovnd +10:4-3 a je
ddno pdrem { + 10; + 3}. To raciondlni ¢lslo se dostane tim,
e prvnf &len piru délime drubym &lenem.

Nejdive si spoditdme, kolik je t&ch pari celych sel.
. Prvnf éleny jsou celd &isla, t. j.

jednak &slo O ........ v podtu 1
jednak &fsla
+1,4+2,43,....... vpoltuy,
—1,—2,—3,... ... vpoltu¥,
Celkem .............. 148+ % =(148) + R =2+ R =2,.

Tedy: Prvnich ¢lent nadich pari je 8. Druhé &leny jsou zase
celd tisla a tedy: Druhych &lend nadich pdrd je ¥,. Nadich
péri je tedy

¥ - R = X
Tedy nafich pdri celych é&isel je 8. Ty pary moZno tedy
odislovat piirozenymi &fsly:

pl’ pﬁ) pa’ L
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KaZdému péru p; patH jakési raciondlnf &slo r;. Na pF. péru
{—8; + 7} patii &slo

—8: 4+ 7=—1,142857142857...

(cifry 142857 se stdle opakujf). Misto pari p, pidme pfisluind
raciondlni &sla:

1973 T3y Tgy - - -

tim dostaneme posloupnost, kterd obsahuje viecka racio-
nélni &sla. Ale jestd nejsme Gplnd hotovi. MiZe se stét, Ze
riznym pdrim pati{ stejnd raciondlnf &fsla. Na pf. pru
{+ 32; —28} patif &slo

+ 32 : — 28 = — 1,142857142857 ...

(cifry 142857 se stdle opakujf). A to je stejné &slo, které
patfilo pdru {—8; +7}. Proto jsou v naif posloupnosti
1373 Tas Tgs oos
nékterd raciondlni &fsla napsina nékolikrdt. Neni to jestd
sprévné ¢islovdni. Ale hned to napravime. Nahoru k #; si pfi-
piSme (1), Misto r; piSeme r;(1); na%e posloupnost je:
r, W, r, (D, D)y D

Obsahuje viecka raciondlnf &fsla, ale nskterd se opakujf.

KdyZ se ngkteré &fslo v nadf fadé opakuje, tak je tam prosté
nechdme jen jednou a to (na pf.) na tom mist®, kde se vysky-
tuje po prvé, a ta opakovand vynechdme. Na p¥. r,(1) nechdme
a Skrtneme viecka 7. (1), kterd se rovnaji r,(1). Zbude jakAsi
men3f fada:

TADR KON X R

Cislo ,® ge v ni vyskytuje jen jednou. Ted r,(® nechdéme
a Bkrtneme viecka r; (1), kterd jsou rovna ry(2); vznikne fada

rl(l), rz(z), ry®), r ‘(3), rﬁ(s)’ e

V ni se prvni dvé &isla vyskytuji jen jednou. Z nf zase r4(® po-



nechdme, ale jinak Skrtneme vie, co se rovné r;® a ve zbylé

fads®
rl(l), ra(z), ra(a), r‘(4)’ 1-5(4), ra(‘v), .

se prvni tfi &sla vyskytuji jen jednou.
A tak stdle pokradujme. Tim postupn® jsme si urédili &sla
n@, r,®, 7,4 atd. Sestavime z nich posloupnost

rl(l), rs(z)’ ra(s)’ r‘(4), e

kterd vznikla Skrtnutim vieho zbyteéného.

Tvrdim, Ze tato posloupnost. obsahuje viecka raciondlnf
tsla. To jist8, nebot jsme pfi nafem Zkrtdni vlastnd nio ne-
ubfrali. 8krtli jsme jen opakovan &sla, ponechévajice vidy
jeden exemplaf neskrtnut. Dile se v naif posloupnosti nic ne-
opeakuje. P¥i prvnim 8krtnuti jsme totiz krtli vie, co se rov-
nalo 7@, pti druhém v3e co se rovnalo r,® atd., pfi k-tém
gkrténi jsme Ekrtli vie, co bylo rovno r;(¥). Ze dvou stejnych
¥sel je vidy jedno 8krtnuto, nic se tedy neopakuje.

Tedy mdime (vSecka) raciondlni &sla oéislovdna (bez opa-
kovéni)

D, 7@, 23, ..
1, 2, 3, ..

Jeitd si nutno uvédomit, Ze to &slovdni jde skutednd do
nekoneé&na. To ale jistd. Mezi raciondln{ &fsla patif totiZ také
na pf. &sla 41, +2, 43, ... a téch je nekonedn& mnoho;
tedy tim spife vSech raciondlnich &sel musi byt nekone&nd
mnoho. A nafe &islovan{ u.kazuje, Ze je jich pfesné ¥,, jak
jsme chtdli dokdzati.

1,5. Diskontinuum. V pfedeslé kapitole jsme si ukézali, Ze ne-
spodetnost mno%iny nikterak nesouvisf s jej{ hustotou, aspofi
v tom smyslu, Ze mohou byt mnoZiny husté (jako na pf. mno-
#ina raciondlnich &sel) a pfesto spoetné. A ted si udéldme na-
opak zase pfiklad mnoZiny velice f{dké a pfes to nespodetné.
RaciondIn{ &isla -vypliovala prakticky celou osu &selnou
a pkece jich bylo velmi mélo; naproti tomu mnozina, kterou
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si-ted popiSeme, bude na prvni pohled na ose &selné takfka
mizet a pies to bude mit bodi velmi mnoho. Ta pamétihodnd
mnoZina se jmenuje diskontinuum (protoZe je velice nespojitd,
Gplné sporadickd) a mé wvelikou dileZitost v aplikacich.
Dostane se tim, Ze z osy &iselné postupnsé jisté Sdsti vymeché-
vémo a to tak mnoho, Ze laikovi se na prvnf pohled zd4, Ze
nic nezbylo. Ale zbude pfec jen néco a to néco jo privé to
diskontinuum a m4i to dokonce velmi mnoho, nespotetnd
mnoho bodii. Pozdéji se ukdZe, Ze diskontinuum m4 dokonce
% bodi, t. j. pfesns tolik jako celd osa ¢iselnd.

Pfedeviim z osy é&iselné vynechdme véecka &isla zdpornd
a viecka &isla vét3{ neZ + 1. Zbude interval J (Gsetka) od 0
do 1. (Viz obr. 15 a.)

Tuto 1isetku rozdélime na deset stejnych dilki a vynechdme
viecky dily mimo prvni a posledni; koncové body u prvniho
8 posledniho dilku nevymechdme; zbudou dva intervaly.
(Viz obr. 15b.) Ted s t&mi zbylymi kousky naloZime zrovna
tak; rozdélime je na doset stejnych diltkd a viecky mimo
prvnf a poslednf vynechdme; koncové body poncchanych
dilk& nevynechdme. Zbudou &tyki intervaly. (Viz obr. 15¢.)

«~ al
0 1
e lommae b
o1 a9 1
[T [ ]
a1 a 1 ¢
Obr. 15.

Koncové body jsou 0; 4 0,01; ddle + 0,09; + 0,1; déle + 0,9;
-+ 0,91; ddle +0,99; + 1. A ze zbylych &ty# kousk zase vy-
nechdme prostfednich osm desetin. A tak pokradujme stdle
a stdle aZ do nekonedna. Ze zbylych kouskd vidy vynechdv4-
me prostiednich osm desetin; ale koncové body ponechanych
dilkd nikdy nevyncchdme. Zbyvé toho méné a méné. To, co
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zbude nakonec po nekoneénd mnoha vynechédnich, to je pravé
to diskontinuum.

A co vlastng zbylo? Zéporné &fsla a &isla v&t8i ne% + 1 jsme
vynechali. Tedy zbyld ¢isla maji pfed desetinnou &irkou
+0. (I &islo +1 lze tak psdt: 41 = 4 0,9.) Za druhé jsme
vynechali prostfednich osm desetin. Ta zbyld &isla maji tedy
na prvoim mfstd za desetinnou &irkou bud O anebo 9.
(I &slo + 0,1 lze tak psdt: + 0,1 = + 0,09). Déle jsme ze zby-
lych kouski (coZ jsou desetiny) vynechali prostfednich osm
desetin (coZ jsou setiny) a tedy zbyld ¢isla maji na druhém
desetinném mistd budto 0 nebo 9. (1 &isla 4 0,01; 40,91 lze
pek psdt: 4+ 0,01 = 4-0,009; 40,91 = +0,909.) Atd. A tak
pokraéujice vidime, Ze ndm zbyla prévé takov4 é&fsla, kterd je
moZno psit 8 + 0 pfed desetinnou &irkou a se samymi nula-
mi a devitkami za desetinnou &4rkou. Tedy: Diskontinuum D
je mnoZina redlngjch &lsel, kterou lze psdt tak, Ze pred desetinnou
&drkou je -0 a za ni samé nuly a devitky.

A zase je na mist® opatrnost, nebof vime, %o dekadické roz-
voje jsou dvojznadné. Ale takové rozvoje, které maji za de-
setinnou &irkou jenom nuly a devitky, jsou tim jednozna&n&
urdeny. Nebot pt#i pfechodu k jinému vyjddfenf se ndkterd
cifra zméni o jednu a to uZ nebude ani nula ani devitka. Tedy
opatrnost je zbyteéné.

A nespotetnost mnoZiny D dokdZeme zase methodou diago-
ndly. Necht D je spodetnd. Pak lze v8ecka ¢isla z D sepsat do
sloupce, kazdé do jednoho ¥ddku. MoZno piedpoklidat, Ze
Fadkid je nekonednd mnoho. Kdyby ndhodou D méla jen ko-
nedny poéet prvki, pak jako dalsi Fddky piSeme tieba é&islo
+0,000... (samé nuly). Tedy D je sepséna takto:

+0,,Ve,(MegD .,

+0,c,2c,2e,? ...,
Cifry ¢, jsou nuly a devitky. A ted necht d;® =0 v pt{pads,
te ¢/ =9; a necht dj¥)=9 v piipadé ¢ =0. Pak é&slo
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+0,d,Md,®d,® ... m4 za desetinnou &érkou samé nuly a de-
vitky & tedy patff do D. A neni napsino v Z4dném Fddku,
nebotf od k-tého f4dku se liff na k-tém mistd za desetinnou
¢érkou. Tento rozpor ukazuje nesprivnost na$eho pfedpokla-
du, Ze D je spoletnéd. Tedy diskontinuum D je nespoleind
mnofina.

A ted néco pro ty, kteff si pamatuji ze sexty né&co o fa-
déch, Abychom si uvddomili, jak fidce je diskontinuum D
rozlofeno na ose ¢selné, vypoéteme si celkovou délku toho,
co jsme z intervalu J ubrali. Nejd¥ive jsme ubrali osm de-
setin, potom dvakrite po osmi setindch, potom &ty¥ikrdt po
osmi tisfcindch atd., celkem tedy jsme ubrali

B2 o+ 4. ooyt
Je to geometrickd Fada, prvnf &len @, = 8 a kvocient
q = - Jeji soudet je
1 1
al.l—_'—q=-[ﬂ°-.l—_T-26=-{Bb-.150=l.

Tedy celkovéd délka toho, co jsme z intervalu J ubrali, je 1,
t. j. rovn4 se délce celého intervalu J. Na diskontinuum uf
#4dnd délka nezbyla; ikdme, %e diskontinuum mé miru
nula.

A pfes to, Ze celkovd délka toho ubraného je tak velk4,
jako délka intervalu, z néhoZ jsme ubfrali, zbylo ndm stéle
jeit& nespodetnd mnoho bodii. Diskontinuum m4é nespodetnd
mnoho bodi, pfes to, %e jeho mira je nula. Dokonce si ihned
zjistime, %e podet bodi diskontinua je stejnd veliky jako
podet bodi celé osy ¢iselné. Vypodteme si pFesng, kolik mé
bodi diskontinuum D. Uvidime, £e ndm vyjde X.

Predevifm D je &4sti osy &iselné, tedy m4 jist® nejvyse tolik
bodi, co celd osa &selnd. Tedy mé D nanejvys & bodd, tedy
budto stejné mnoho, anebo méné. Abychom dokdzali, Ze D
mé stejnd mnoho bodd jako R, staéf tedy dokdzat, Ze jich
nemiiZe mit méné. Tedy ndm zbyvé dokdzat, Ze D mé aspoit
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tolik bodli jako R, t. j. Ze |R| < |D|. To znamend: Méme
otfslovat D pomoci R, at uZ &dsteénd & Gplnd. PodaH-li se
nim to, bude dokdzéino, Ze R m4 pfesn& & bodi.

Vezmeme si na pomoc vysledky pfedchozi kapitoly. Racio-
nélnich &fsel je ¥y; miZeme tedy viecka racionilni #isla oéislo-
vat &isly 1, 2, ... do nekoneéna:

11, s, Ty, - - . do nekoneéna.

A ted méjme néjaké redlné ¢islo p. Tomu &slu pFifadime jisty
bod v diskontinuu; ten bude

+0,c,¢4¢5 . .. (nuly a devitky)
a gestroji se takto: Je-li r;, < g, bude ¢, = 0; v opadném pH-
padg bude ¢, = 9. Je-li r, < g, bude ¢, = 0; v opadném p¥-
padd bude ¢, = 9. Obecnd stoji na k-tém mist& nula v pipads,
¥e r; < o: v opadném pifpadé se k-t4 cifra c; rovnd deviti.
Vezmu-li ted jiné redlné &fslo o', na pf. ¢ < o', pak mezi
Ysly o a o’ je jakési racionaln{ ¢slo r. Cislo r je napséno v Fadd

1,79 73 -

feknéme na l-tém mists, tedy r = r;, tedy ¢ < r; < o’. A ted
&slu g je pfifazen bod diskontinua:

+0,6,0465 - .
a &slu o’ jakysi bod
+ 0,665y - -

JelikoZ r; < o', jest ¢} = 0. Av3ak ¢ < r a tedy ¢; = 9. Tedy
riiznym redlnym &islim g a o’ patfi riizné body diskontinua.
Tedy je to spravné &islovdni. Podafilo se ndm tedy D oé&islo-
vat aspon &4stetné pomoci mnoZiny R, coZ jsme prévs chtéli.
Tedy: Diskontinuum D md pfesné 8 bodi.

-To je vysledek proto dilezZity, %o s diskontinuem se ma-
nipuluje mnohem pohodlndji neZ s celon osou &iselnou, takZe
je pomoci D mnohem snazif odvodit podetni pravidle pro
dislo .

41



1,6. Potetnf pravidla pro Elslo 8. Nejdf{ve si dokdZeme: Je-li n
pfirozené islo, jest vidy n 4+ ¥ = X; dokonce ¥, + X = X.
Diskontinuum D mé R bodii; ddle bud C mnoZina viech &isel
—1, —2, —3, ... do nekoneéna. Pak mnoZina C 4+ D mé
¥, 1 X prvki. ProtoZe obsahuje celé diskontinuum D, musi
mit nafe mnoZina C 4+ D aspoii X bodd. Ale vic jich mit ne-
miiZe, nebot je to &4st osy &iselné a ta mé celkem jen X bodd.
Tedy C + D md piesnd X bodd, t. j.

N+ RN=N
Je-li n pfirozené, pak n + ¥ = n + (¥, + R) = (24-R) +
+ X =8 + ¥ = N. Tim je vie dokdzéno.

A ted co je to ® 4 %? Diskontinuum D si mysleme ve dvou
exemplédiich. Prvni exempldf D, to bude diskontinuum samo,
jak bylo popsdno v pfedeslé kapitole. Druhy exemplif oznad-
me D’; vznikne tim, %o se D posune po ose &iselné o dva dilky
doprava. (Viz obr. 16.)

D I R Py 3

Obr. 16.

o
Q
¥

Tedy D’ se lisf od D jenom tim, %e pfed desetinnou &irkou
misto + 0 stojf +2. A mnoZiny D a D’ oviem nemaji 24d-
nych spole¢nych bodd. (Proto jsme posunovali o dva dilky.
Pti posunutf jen o jeden dilek by obé mnoZiny mély spoledny
bod + 1.) MnozZina D m4 & bodd a mnoZina D', kterd se od D
v podstatd ni¢im neli’f, mé ovlem téZ X bodi. MnoZina
D 4 D’ mé tedy ® + & bodd. A kolik to je? Pfedeviim md
mno%ina D + D’ aspofi tolik bodi jako D, tedy aspofi ® bodd.
Za druhé je D + D’ &ist osy &iselné. M4 tedy nejvy3 tolik
bodil co osa &fselnd, tedy nanejvys X boddi. Tedy mé D + D’
piesnd X bodd, t. j.
R+R=2



Ted si dokdZeme:

Jeli n pfirozené E&slo, jest vidy n . % = N; dokonce
“u .N=N.

Nejdifve si vypodteme ¥, . N. Je to podet prvki mnoZiny
N xD. Prvky mnoziny N x D jsou uspofddané dvojice

{m; 4 0,¢,6565 ...},
kde m je pfirozené &islo a + 0,c,¢qcq ... je bod diskontinua,
t. j. ¢, G5, ... jsou nuly a devitky.

MnoZina N x D mé aspoii ¥ prvki. Nebot kdyZ ka¥dému
Hslu 4 0,¢,¢5¢4 ... z diskontinua pFifadime dvojici

{15 +0.c16005 ..},
tak jsme N x D ddste&né odislovali diskontinuem D a tedy mé
skutednd N x D aspoii tolik prvki co D, t. j. aspod .

MnoZina NxXD mé viak nanejvy¥ & prvki. Kaidému

prvku

{m; +0,c0565 ...}
mnofiny NxXD miZeme totiZ pfifadit redlné &islo +m;
€,CCy ... tim jeme &dstednd odislovali osu &fselnou R naif
mnoZinou N X D. Tedy N x D m4 nanejvys tolik prvki co R,
t. j. Nx D m4 nanejvys & prvki.

Celkem tedy mé N x D pfesnd % prvki, t. j. ¥, .N=28.
Rovnici n . 8§ = X z toho odvodime uZ lehko; misto 8 miiZeme
totiZ psit ¥, .N a médme 7. R =n.(N.N) = (n.R) . 8=
= “o ARX=N

A ted si vypotteme X . ¥ &ili 3. Jo to polet prvkd mnoZiny
D x D ¢&ili D2. Prvky té mnoZiny jsou uspoiddané dvojice

{+0,616505 -3 +0,dydds .. .}
Pfi tom ¢, ¢y, - .., dy, dy, ... jsou nuly a devitky. Ty dvojice
miZeme (Gplnd) olfslovat pomoci prvkd mnoZiny D a to
takto: Nade dvojice

{40,666z .5 +0,dydiedy ...}
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bude odislovédna prvkem
+0,0,8,Cod5C5d5 . .-
mnoZiny D. Kaidému prvku
+0,¢,6585¢, . ...
mnoziny D tak skuteind odpovidé pfesnd jedna dvojice,
totiz
{+0.e,69e5e; ...; + 0,e5e,€4€q - ..}
Tedy mnoZ%iny D x D a D majf stejnd mnoho prvkd, t. j.
N.A=V,
sl
N=x
Pak ale té%Z ¥* =&, ®* =N atd. Nebof ¥ =8?. R =%.
= X a podobnd §¢ = X3 . ® = N . & = ¥ atd. Obecn? tedy:
Je-ls. n pfirozené &slo, jest vidy w =
DokaZme si na pf. N* = X piimo. ¥? je poéet prvkd mnoZiny
D3, t. j. uspofddanych trojio
{+0,610565...; +0,d1dyds ...; + 06,0085 ...}.

C1:Cgp eeny dyy dy, ..y 05, €4, ... jsOu samé nuly a devitky. Po-
daf-li se ndm D3 (iiplnd) oéislovat mnoZinou D, kterd mé %
prvki, budeme hotovi. To se ndm ale podaif snadno. Naki
trojici totiZ o¢islujeme prvkem

+0,c,d,e,0d5eq05d585 . ..

+ O,f lf zfa A
mnoZiny D pak skuteénd odpovidd pfesné jedna trojice, totiZ

{+0.fifefoho -5 T Ofefslshy - i + Ofalofohs -+ -}
Ctens} si za cvideni Gplnd obdobnd dokdZe 8¢ = R & tfeba
jesté N® = ¥ pfimo.

Dosud jsme za mocnitele pfipoustéli jenom koneénd &fsla
1,2, 3,4, ... Ted i felmeme, co je to A™. Prvky mnoZiny A

Ka?dému prvku
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byly uspofddané étvefice prvkd mnoZiny A, t. j. &tyf&lenné
fady prvké mno¥iny A. Obdobnd prvky mnoZiny A™ budou
8,-¢lenné fady prvkid mnoZiny A, t. j. prvky mnoZiny A% jsou
posloupnosti, jejich% &leny jsou prvky mnoZiny A. A a™ se
vypodte takto: zvolime mnoZinu A s a prvky; pak a™ je
podet prvkd mnoZiny A'. (Na tom, jak volime A, zase nezé-
lel, jen kdy% A mé q prvki.)

Plati R = 2%,

Tuto neoby&ejnd dileZitou rovnici dokd%eme dplné snad-
no. U diskontinua je pfed desetinnou ¢drkou vidy 4 0; tedy
se stalf starati jen o to, co je za desetinnou &drkou. Prvky
diskontinua jsou tedy v podstaté posloupnosti ze samych nul
a devitek. Je-li A mnoZina, kterd obsahuje pfesné dva prvky,

totiz nulu a devitku, pak D je v podstat® toté% jako A%; a D
mé ¥ bodt a A¥ m4 2% prvkd. Tedy 8 = 2%.

Dile plati. Je-li n pfirozené fslo, v&tst nef 1, pak vidy
n¥* = y; dokonce

RhP=nanh=xn

Nejdfive si vypodteme ¥™. Je to podet prvki mnoZiny D%,

jejiz prvky jsou posloupnosti
dyy dyy i .

a to takové, e d;, dy, ... jsou body diskontinua. Tedy

dy = +0,0,Me, My ...
dy=+0 ,cl(z)c’(z)ca(z) o

Abychom dokézali X™ = ¥, sta®{ nadi posloupnost o¥fslo-
vat (Gpln&) pomocf prvkil mnoZiny D. To se ndm snadno po-
vede. Na&i posloupnost d,, dy, ... totiZ ofislujeme ¢islem

+0 ,cl(l)ca(1)91(2)%(1)%(2)%(3) vens
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které patH do diskontinua a dostane se takto. Od kaZdé cifry
za desetinnou &érkou v &sle d, vedeme nalevo dolii paprsek
odchyleny od vodorovného sméru o 45°. Zagneme cifrou ¢,V
a piSeme cifry za sebou jdouce vZdy po paprsku; a kdy% vy-
derpime jeden paprsek, pfejdeme k nejbliziimu peprsku.
(Viz obr. 17.) .

1)

Obr. 17.
A kaZdému &fslu
+0,e.e05, ...
pak skutetné odpovidd zcela uréitd posloupnost
dy, dg, ds, ...
toti

d.l = + 0,81826467 ey
da == + 0,638568 ey

da = + 0,e°e. coey

atd.
Tedy nafich posloupnost{ je stejné mnoho jako prvki diskon-
tinua, t. j: 8% = x. \

Z toho plyne lebko také ¥, = &.
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Oznadme totiZ A mnoZinu obsahujici jenom dvé &sla 41
a + 2. Oznadme B mno%inu, kterd obsahuje b &sel +1, 42,
+3, ...; b necht je v&ti neZ jedna. Obsahuje-li B n &fsel (t. j.
b = n), jest B = N(). Anebo obsahuje B ¥, &fsel (t.j. b =
= §,) a pak B = N. V ka?dém piipadé B obsahuje mimo jiné
také &isla + 1, 4+ 2, tedy A je ¢dst mnoZiny B a oviem B je
&st mnoZiny R. Je tedy AN &4st mnoZiny BN a to je &dst
mnoziny RN, Tedy

|AN] < [BN[ < IRN],

2“0 é b”o g ““o,
Aviak 2" je totéz jako ™ (obojf je to rovno ) a tedy 2™ =
= b® = y™. Pfi tom b bylo bud n (> 1) anebo ¥,.
Tedy

2% — g% = 4% = . =“0'°?“*.=“-

t. .

1,7. Priklady mnoZin, které maji 8 prvkd. A) Kladnyjch &lsel je 8.

Vic jich byti nemiZe, protoZe viech redlnych &sel je je-
nom ¥. A na druhé strané mezi kladnd &sla patif téZ &fsla,
kterd maji pfed desetinnou tecikou + 2 a za nf samé nuly
a devitky. Ta &sla tvoff mnoZinu D’ zminénou uZ v odst. 1,6.
(D’ je vlastné diskontinuum posunuté na ose ¢iselné o 2 dilky
napravo.) D’ m4 ¥ prvki a tedy kladnych &sel je aspon R.
Tedy jich je pfesné N.

Uspofddanych skupin po 17 kladnych &sel je 817 = N.
Obecné je uspofddanijch n-tic kladnyjch &Hsel Nv = 8. A po-
sloupnosti kladnyjch &sel je 8" = ¥.

Poletni pravidla pro ¢slo & jsme odvodili pomocf diskon-
tinua, protoZe je to pohodlné. A ted uZijeme téch formulf na
jind mnoZiny (na pf. mnoZinu redlnych é&secl), které majf
také & bodii, ale pro které by bylo svizelné ona pravidla odvo-
zovat pi{mo.
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V této kapitole pfedpokldddm jisté (ostatnd zcela nepatr-
né) znalosti geometrie. Tim se nikterak neprohfesuji zdsads,
%e nepfedpokliddm nic, protoZe jde o pouhé pi{klady k objas-
néni, stojici vedle vlastnf litky.

Pfedeviim kolik mé bodd piimka? Osa &iselnd méla %
bodd; ty body byly redlnd &sla. A kaZdd jind piimka mé
zrovna tolik bodd. Jako v analytické geometrii si totiZz na
nadi ptHmce zvolime jakysi bod za po&itek i jakousi délku za
jednotku méfitka (na pf. cm). KaZdy bod napravo od podét-
ku oznadime é&fslem se znaménkem plus, které ndm uddvi,
o kolik cm je vzdélen od potdtku. A kazdy bod nalevo od po-
&dtku oznadfme téZ jeho vzdélenosti od potdtku, ale se zna-
ménkem minus. A potdtek oznaéfme 0.

Situace je stejnd jako na ose ¢&fselné v obr. 11. Body
nadi pHmky jsou odislovény redlnymi &sly. Tedy:

Pitmka md 8 bodil.

A ted kolik bodd mé rovina ? Jako v analytické geometrii si
nakreslime v nadi roving dv& kolmice, t. zv. osy, Fekn&me
»jednu vodorovnou a jednu svislou*. A pro kazdy bod P nasf
roviny &i uréime jakousi uspofddanou dvojici redlnych &fsel.

se jim ,,soufadnice bodu P*. Prvni soufadnice znadf
vzddlenost od svislé osy; m4 znaménko plus, je-li P od svislé
o8y napravo; je-li nalevo, m4 znaménko minus. Druhéd sou-
fadnice znaéi vzddlenost od vodorovné osy; znaménko mé
plus &i minus podle toho, je-li nd3 bod od vodorovné osy na-
horu, & dold. (Viz obr.

18.)
Y Y-V T Body roviny jsou tak
Pt=25+1) oéislov{iny usi,)gi-é,da,ny-
mi dvojicemi redlnych
tsel. Je jich tedy tolik
co téch dvojie, t. j. N2=N.

I

Obr. lsv. Tedy:
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Rovina md také 8 bod?.

A kolik bod m4 prostor? Zvolime si v naSem prostoru t¥i
roviny na sebe kolmé: vodorovnou (rovinu z) a dvé svislé
(roviny » a u).

A body prostoru si o&fslujeme uspofddanymi trojicemi
redlnych &isel; ta &sla se jmenuji zase soufadnice. Prvni

[« v

als
T

Obr. 19.

gnadf vzdalenost od roviny u (napravo plus, nalevo minus),
druhd znadi vzddlenost od roviny » (dopfedu plus, dozadu
minus) a tfeti znadf vzdélenost od roviny 7z (nahoru plus,
dolé minus). Body nadeho prostoru se tedy daji odfslovat
uspofddanymi trojicemi redlnych &isel. Je jich tedy 8% = «.
Tedy
prostor md ¥ bodd.

~ Vidime tedy, Ze pfimka, rovina ¢ prostor maji stejng podet
bodd.
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Starif matematika nivala k poditdnf nekoneénych mnoZin
symboli o= o0?, co?, 03, ... Rikalo se, e piHmka mé
0= 00! bodil, %e rovina mé co? bodii, Ze prostor m4 co® bodé.
Na druhé strané piirozenych &scl bylo také oo, raciondlnich
&sel té% oo. Uspofddanych dvojic ptirozenych &isel bylo oo?
o podobné. Ndm ale vyslo néco zcela jiného. Na rozdil od
staré matematiky jsme napoéitali, e pfimka, rovina i prostor
maji stejny potet bodi. Naproti tomu raciondlnich &sel je
ménd, ale je jich stejnd mnoho jako na pf. uspofddanych
dvojic pfirozenych &isel. To poditdn{ po staru, pokud mé
viibec smysl, mé smysl zcela jiny neZ nafe. Nemé viibec co
délat s pottem prvki, jak se snad n&ktefi pii logické nejas-
nosti pojmt domnivali. Pokud se pfirozenych éisel, uspofa-
danych dvojic pfirozenych &sel a pod. ty¢e, mé co, oo? atd.
smysl dosti pochybny.

Naproti tomu symbolim co= 00!, o2 atd. pro pfimku, ro-
vinu, prostor a viilbec v geometrii moZno pfiklddat rozumny
vyznam, ktery viak s poétem prvkii nem4 co délat. Exponent
1, 2 a 3 pro pfimku, rovinu a prostor majf nizorny vyznam
dimense. Piimka je jednorozmérnd, rovina dvojrozmérns,
prostor trojrozmérny. PHmka a rovina majf stejny podet
bodi; to znamend: kadému bodu roviny lze pfifadit urdity
bod pfimky a to tak, Ze riznym bodim jsou pfifazeny riizné
body a rovina i piimka se tim vy&erpaji. To je pravda, ale
takové pfifazeni (o¥islovéni) je vidy velmi nendzorné. Ze
takové olislovani existuje, jsme vyéetli z formule %? = &,
kterd byla odvozena z diskontinua a ne z roviny a pfimky,
To proto, Ze autor nepfisel na 24dny zpilisob, jak pi{mo o¥fslo-
vat body piimky pomocf bodi roviny, ktery by byl tak jed-
noduchy, aby jej bylo vhodno vyklddat v populdrni kni%ce.
Takové prifazeni s jednoduchymi vlastnostmi geometric-
kymi totiZ Z4dné nend.

B) Ulohy v nérledujicich odstavcich 8 hvézditkami majf vyloZit

nézornd bez logické precisace, o0& vlastnd jde, mluvi-li e o o},
3, o3 atp. Netykajl se viastntho pfedmétu knitky e majf za tkol
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objasnit &tendfi, %e pFi m?, 0%,... jde o ndco zcela jinsho me
o ndjakou Bkélu nekonelna.

* Pozadujme na naSem pfifazeni, aby bylo spojité. T. j.
dvéma blizkym boddm v roviné pfitfazené body na pfimce
jsou zase blizké, spojitym pohybtim v roviné odpovidajf spo-
jité pohyby na p¥imce. Pak souvisld mnoZina (kterd se sklddé
jen z jednoho kusu) v rovind d4 na piimce zase souvislou
mnofinu. Ted z nadi roviny odstranime bod. Ta rovina se
nerozpadne. Tomu odstranénému bodu v rovind pati{ na
piimes jakysi bod. A ten bod patiil jenom tomu vynecha-
nému bodu v roving, takZe ochuzeni nadf roviny o jeden bod
nutné ochudf o piislusny bod i pfimku. Ale piimka odnétim
bodu prestane byti souvislou, atkoli rovina bez jednoho bodu
souvislou zistala. Tedy souvislé mno%ins je pfifazena mnozi-
ne nesouvisld. NemiZe byt tedy naSe pfifazeni spojité. To
Znameni:

* Pfi otfslovéni pfimky body roviny jistym blizkym bo-
dim jsou nutnd piifazeny body vzdilené, to odislovani je
vidy ,,nepofddné*; spojitym pohybim v roviné odpovidajf
skoky na piimece.

* PoZaduje-li se na &slovdni, aby bylo spojité, nedd se uz
pfimka odislovat rovinou. P¥imka a rovina jsou sice ekviva-
lentn{ s hlediska theorie mnoZin (jak jsme o ekvivalenci mlu-
vili v odst. I,3), ale daji se rozeznat pomoci pojmi spojitého
dislovdni. Nauka, kterd se zabyvé spojitymi piifazenimi, se
nazyvé topologie. Tedy piimka a rovina se daji rozeznat
topologicky. Rovné% i prostor se dé od nich topologicky ro-
zeznat, ad s hlediska theorie mnoZin, t. j. stardme-li se jen
o podet prvki, jen o odislovdni, ani¥ klademe poZadavky
spojitosti, je s obéma ekvivalentni.

* Ve 8koldch se uéi, Ze trojtihelnik je urden tfemi na sobé ne-
z4vislymi ddaji a #4dnym jinym podtem nezdvislych idaja.
(Udaje jsou kladn4 &#sla.) Vzhledem k tomu se Fk4, Ze je co?
trojihelnik{i. V této formé to ale neni vibec pravda. Tvrdim,
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%o trojGhelnfk je urden takovym jedinym tidajem, nebo také
sedmnédcti zcela na sob® nezdvislymi vdaji; ba dokonce
moZno trojthelniky urlovat N, (tedy nekoneéné mmnoha)
ddaji, které jsou na sobé naprosto nezdvislé.

Spodteme i totiZ, kolik je trojihelnfkf. KaZdy trojihelnik
m4 t¥i strany; napiSme si jejich délky podle velikosti za sebou
(nejv&tsi napfed). Tim jsme kaidému trojihelniku pfifadili
uspofddanou trojici kladnych éisel. Tedy mnoZina uspoféda-
nych trojic kladnych &isel je Edsteénd odfslovéna pomocf troj-
dhelnfku. Tedy je trojibelnikdi nanejvys tolik, co takovych
trojic, t. j. nanejvys 8% = K. Na druhé strand kafdému klad-
nému &fslu ¢ pfitadme trojihelnik, jeho# viecky strany jsou c.
Tim jsme trojdhelniky Edsteiné odislovali kladnymi &fsly. Je
tedy trojihelnfikii asponi tolik, co téch &isel, tedy aspoil M.
Celkem tedy:

Trojuhelnikd je pfesné 8.

MoZno tedy trojihelniky ,urovat* (pfesnd olislovat)
kladnymi &isly. Takovy jediny ddaj (kladné &slo) ur# ptesnd
trojahelnfk (ktery je tim &fslem oéislovén) a ten trojdhelnik
urdf to é&slo. Tedy trojihelnik je urden jedinym tddajem
(kladnym &slem).

Pro ka%dé pFirozené ¥slo » jsme viak méli rovnici ¥* = X.
Na pt. tedy 817 = ®. Aviak %17 je podet uspofddanych sedm-
néctic kladnych &#sel (nebof X je podet kladngch &lsel) a tedy
je trojuhelnfkd prdvd tolik co uspofddanych sedmndctio
kladnych é&fsel. MoZno tedy trojdhelniky ,,uréovat‘ (pfFesnd
otfslovat) uspofddanymi sedmndcticemi kladnych &isel. KaZ-
dymi takovymi sedmndcti ddaji je uréen zcela urdity troj-
Ghelnfk. A zméni-li se ta sedmnéctice, t. j. zm&ni-.li se n&ktery
z t&ch 17 ddajl, zméni se i nd$ trojihelnik. Kaidy z téch
sedmndcti Gdajit mbZeme zvidiit a zcela libovolnd zménit;
zménf se tim prosté te sedmndctice a nd§ trojihelnfk. T'roj-
dhelnik je uréen sedmndcii zcela mezdvislymi na sobé tddaji
(kladnymi &isly).
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Cislo 17 jsme vzali jen jako piklad. At je n zcela libovolnd
plirozené &fslo, jest ¥* = X a tedy trojtihelnik je uréen n zcela
na sobé nezdvislymi ddaji (kladnymi ésly).

Trojthelnfky je moZno uréovat dvdma nebo stotisici nezé.
Vvislymi ddaji stejné dobfe jako tfemi.

Dokonce jest X = . Tedy je trojihelnik uréen také 8y, tedy
nekoneénd mnoko na sobé zcela nezdvislymi idaji (kladnyms
Ssly).

Ale zase nevykldddm, jakych je t&ch 17 &i X, udaji. To pro-
to, %e ty tidaje nemajf nijaky ,,ndzorny* smysl. Ze trojihel-
nfk je uren tfemi a fddnym jinym podtem ,nézornych‘
tidajti, neni viak Z4dny matematicky vyrok: , Nézornost*
neni logicky pojem.

* Majf smysl vyroky: Trojihelnik je urlen tfemi stranami,
stranou a obdma ptilehlymi Ghly a podobné&. Kdo ndm ale za-
rudf, ¥e pfi uréovan{ trojihelnika té%nicemi, vyskami atp. ne.
vyjde podet nezdvislych uréovacich prvkid jiny? O tom se
gice pfesvéd¢ujeme pi{pad od piipadu (ad ne zcela piesns,
nebot nékdy ty tdlohy jsou viceznaéné, tedy ne zcela uréené
a zase naopak — dokonce pfi uréeni tfemi stranami — nékdy
nevyjde vibec Zddny trojuhelnfk), ale obecnd formulace
problému a jeho fefeni ve staré geometrii chybi.

* Pfesto 1ze vyroku, ¥e je oo® trojihelnikd, ddt rozumny
smysl. V topologii se totiZ pojem prostoru pfendaf i tam, kde
na to nejsme zvykli. Z mnoZiny viech trojihelnfkd si udéld.
me také jakysi ,,prostor*; jeho ,,body* jsou trojihelniky.
Aby to byl prostor, musf mezi body byt jisté vztahy; musime
v&dé&t, co to znamend, Ze dva body jsou blizko sebe. Na pF.
v nafem pifpadd to bude znamenat, Ze strany jednoho z obou
trojiihelnikd se mélo li¥{ od stran druhého. Rikdme, %e jsme
do mnoZiny trojihelnikil zavedli topologii. A ted se d4 zcela
obdobné jako u pi{mky, roviny a obyéejného prostoru zavést
pojem dimense. (Topologiim se to podafilo zcela obecné.)
A tu ndm vyjde, Ze ten prostor trojihelnikt mé dimensi 3.
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A to je vyklad vyroku, %e ,,trojdhelnilkl je oo, & %e troj-
thelnik je uren privé tfemi nezdvislymi tidaji.

* Ale s dimensemi do ti{ nikterak nevystaéime. Prostor,
jehoZ body jsou piithky v obydejném prostoru, je &tyrroz-
mérny, je co? pfimek v oby&ejném prostoru. Prostor viech
elips v roving je pétirozmérny, téch elips je co8. (Blizké jsou
patrnd dvé elipsy tehdy, kdyZ ke kaZdému bodu na jedné
z nich moZno najiti blizky bod na druhé.) O prostoru s tako-
vouto topologif, jehoZ body jsou elipsy v roving, jest dok4zat,
fe méd dimensi 5 ve smyslu topologické theorie dimense. Tim
teprv nabudeme opravnéni tvrdit, Ze je téch elips cof. Pfi
tom viem je podet piimek v prostoru, jakoZ i podet elips v ro-
vind zase X.

* Celkem tedy lze fici, Ze symboliim oo!, 002, c03, ... moZno
pfisoudit v geometrii jisty rozumny smysl, ale Ze nikterak
nesouvisi 8 podtem né&jakych véci. Ty exponenty 1, 2, atd.
udévajf dimensi, co% je pojem paticl do topologie. Utvary
riznych dimensf nerozeznavaji se pomoci &islovéni. Rozeznd.-
vaji se teprve topologicky, t. j. kdyZ na #slovan{ klademe po-
#adavky spojitosti: A ted dalif piiklady z geometrie.

Usecka je, jak zndmo, mno¥ina bodi na pimce, které jsou
mezi dvéma riiznymi body, t. zv. koncovymi body té tsedky.
Pfi tom ty koncové body bud k tse¥ce &itime a mluvime
o tisedce uzavfend, nebo nedftdme a mluvime o vdse&ce otevrend,
nebo k tsedce ¢{tdme jen jeden z t&ch koncovych bodi a mlu-
vime o tise&ce polootevfend.

Predeviim tvrdim, %e vdecky otevfené dseky majé stejny
podet bodi.

A X r g
A )4 Y B
Obr. 20.
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Koncové body téch tisetek budou 4 a B u jedné a udruhé
A’ a B'. (K otevienym tsetkdm jich ned{tdéme.) Jsou-li ty
tsedky stejné dlouhé, pak je poloZime na sebe a body obou si
ptesné odpovidaji. (Obr. 20.) KdyZ jsou riizné dlouhé, pak si
je poloZme podle obr. 21, spojme bod As 4’, Bs B’ a z priise-
&ku P promitejme jednu
tu tselku na druhou. -
Pak jsme bod X promitli
do X’, bod Y do Y’ atd.
A tim jsme body X, ¥,
atd. otislovali pomoci
boddt X', Y, ... Je tedy

X Y B
t&ch bodi obojich stejné
mnoho.
Abychom tedy spoéi-
tali, kolik bod& m4 otev- [4 X Y 5
\ N\ AN

fend tsetka,stadi si vy-
brat zcela urtitou otev-
fenou tvsecku, ty ostatni
majf bodi také tolik.
Vybereme si na ose &selné tisetku U s koncovymi body
—1a +2. (Obr. 22

Diskontinuum D leZf na téZe tiseéce (leZi totiz mezi body
0a +1). A D m4 X bodil, tak¥e nade visetka U m4 aspoil ¥
bodii. Ale vic nez & bodd mit ne-
miiZe, protoZe cels osa diselnd mé - 4 +2
jenom X bodd. Tedy U a vibec
kaZdd jind otevfend tsedka md 8 Obr. 22.
bodd.

Je-li iisetka polooteviend, m4 o jeden bod vic, jeden z kon-
ct totiZ k ni &itdme. Mi tedy ® 4+ 1 bodd; aviak R + 1 = 8.
Tedy i polootevfend 1seka md R bodit.

Uzaviend tdsetka m4i o dva koncové body vic nef oteviend
dselka; md tedy ¥ 4+ 2 body; aviak X + 2 = X. Tedy ¢ uza-
viend usetka md & bodd.

Obr. 21.
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Celkem médme vysledek:

Ka#dd tdselka md & bodd. ‘

Kolik bodi mé &tverec (bez obvodu)? Strana &tverce je
(oteviend) tsetka U a tverec sém je vlastnd mnoZina
Us=UxU.

X
A, Alaa,)
a;
¢ q A |
3 U J
Obr. 23. Obr. 24.

Bod A4 ve &tverci (obr. 23) si miifeme totiZ myslet ozna-

den jako uspofddanou dvojici {4,; 4,}, kde

4, je bod ,,zékladny* U,

4, jo bod ,,vysky U.
A U mé 8 bodi, tedy né8 &tverec U? mé X? bodh; aviak
W = ¥, tedy &tverec md 8 bodit.

Obvod &tverce se sklddé ze &tyF otevienych ﬁseéek (zatim
totiZ vrcholy neditdme) a mimo to &tyt vreholi. KaZd4 z téch
dsedek m4 X bodii a tedy ten obvod mé 4 . ¥ + 4 body. Aviak
4.8=¥%, tedy 4.8 + 4 =8+ 4 = . Tedy obvod &verce
md X boddl. ,

* Kolik mé bod# kruZnice? Narysujme si kruZnici o polo-
méru r a o stfedu S a opi¥me j{ &tvereo (o strand 2r). Zvolim-li
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na na¥f krunici bod Y’, pak se Y’ promitne do bodu ¥ na
obvodu &tverce. Body na obvodu &tverce se promitaji do
bodi kruZnice a naopak, ty body si pfesné odpovidaji. Tedy
mé kruZnice stejnd mnoho bodd jako obvod &tverce, t. j.
kruZnice md 8 bodd. (Obr. 24.)

Podobns si miiZeme vypoéist podet bodid jinych geometrio-
kych dtvard.

Povrch krychle se sklidd ze Sesti stén. coZ jsou &tverce,
z 12 hran (otevfenych tsedek) a osmi vrcholi. Md tedy
6.x+12.%48 bodli A to je X bodb. Tedy povrch krychle
md & bodd.

* A povrch koule md také ¥ bodd. MoZno totiZ té kouli opsat
krychli a ze stfedu povrch koule promitnout na povrch té
krychle (jako u kruZnice a &tverce). Vidime, Ze povrch koule
a povrch krychle maji stejnd mnoho, tedy ¥ bodi.

Povrch krychle, povrch koule, kruZnice atd. mély ® bodd
bez ohledu na velikost.

Cviend. Kolik bodi mé plnd krychle? (83 = 8).

Kolik bodd mé plni koule? (Také ¥, nebot ji lze vepsat
i opeat krychli. Mé tedy aspofi i nejvys tolik bod# co krychle.)

Kolik bodii m4 trojihelnik, plny kruh, obvod Sestitihelni.
ka, povrch vélce (promitej na krychlil), vnitiek vélce (opi¥
a vepil krychli!) (Vesmés ® bodii.)

1,8. Nekonetnych kardlndinich &fsel Jo mnoho. Dosud jsme po-
znali dvé nekonednsd kardindln{ &fsla, toti% %, a 8. To prvni
znadilo potet pFirozenych &sel 1,2, 3, ...; to druhé znadilo
feknéme podet bodl v rovind. Ted si vﬁlm.néme, kolik je viech
&éstf roviny; uvidime, Ze jejich polet t bude vétsf ne% podet
bodi v rovins, t. j. t bude v&t3i neZ & a oviem také ne% .

Pfedeviim body roviny jsou téZ jejimi Cdstmi. Je tedy
&sti roviny aspon tolik jako bodi roviny, t. j. t = X. Aby-
chom dok4zali, e t > R, stall tedy zjistit, %e neni pravda
t = &, t. j. Ze nenf moZno &4sti roviny odislovat body roviny
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(tak aby nic nezbylo). Budeme to dokazovat zase nepiimo.
Budeme (nesprdévng) pfedpoklidat, Ze vecky &4sti roviny je
moZno olislovat body roviny. Jde jen o to dokazat rozpor.
Tu &4st roviny, kterd je otislovdna bodem P, oznaéimz &(P).
A ted pfijde dsudek plné obdobny ndm zndmé methodd
-diagondly. Sestrojime si jim jakousi ¥ist & roviny. Ta &ist
& bude urdena, budeme-li védét o kazdém bodé roviny, jestli
do & pat¥ nebo ne. Bude to takto. Je-li P bod roviny, pak se
miiZe stdt, Ze P pat¥i do &(P); pak bod P do é neddme. Stane-li
se viak naopak, Ze P nepati{ do é(P), pak bod P ddme do ¢. Ted
ale vlecky &dsti byly olisloviny body; tedy i nafe ¢ byla
otislovéna jakymsi bodem Q. Tedy &= &(Q). A ted mohou na-
stat dva pifpady:

1. @ patif do &(Q). Aviak body P, které patfily do &(P),
jsme do & nedali; tedy ani @ jsme do ¢ nedali. Tedy Q pFece
jen do &(@Q) nepati{. V prvém pi{padé jsme uZ kyZeny rozpor
dostali.

IT. @ nepati do ¢(Q). Aviak body P, které nepattily do
&P), jsme do ¢ dali; tedy zvliité jsme do & dali nas bod Q.
Tedy Q pfece jen do &(@) patif. I v tomto piipadé méme
rozpor.

V ka¥dém pHpads, at uz @ do &(Q) patHi & ne, jsme dosp&li
k rozporu, ktery ukazuje nesprdvnost na§eho pfedpokladu, Ze
by totiZ bylo moZno vlecky &isti roviny oédfslovat jejimi bo-
dy. Tedy to moZno neni, t. j. rovina mé jiny podet édsti ne
bodd, ¢ se nerovnd 8. JeZto viak t = ¥, je nutnd t v&tsf neZ n:

¥ <N <t
Tak jsme ziskali nové nekonetné kardindlni &slo t, které je
vE&ta ne¥ obd ndm jiZ zndmé, totiz N, a N.

Zpiisob jak jsme postupovali je vlastng zase methoda dia-
gondly. Vtip je tiplné stejny jako pki dikazu existence ne-
spotetnych mnozin. Ctend¥, ktery mé smysl pro abstrakei, si
toho viimne.
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Ted si miZeme sestrojit kardindlnf &slo, kterd je jektd
vitsf ne? t. Postupujeme takto: Piedeviim si opatifme n&ja-
kou mnoZinu M, kterd md t prvki. (Je to na pf. mnoZina
viech ddsti roviny.) Je-li nynf u podet viech &asti mnoZiny M,
pak u > t. Je to 1iplnd stejné jako prve. Pfedevidim prvky
mnoziny M jsou také jejimi d4stmi a tedy podet t&ch &dsti jo
aspofi roven podtu prvkd, t. j. u > t. Kdyby bylou = +t,
mohli bychom zase &isti mnoZiny M oéfslovat jejimi prvky;
&(p) budiZ zase st o&islovand prvkem p. A zase bychom si se-
strojili ¢ a nasli prvek mnoZiny ¢ u mnoZiny M takovy, Ze
& = &) a dospéli ke stejnému rozporu jako prve.Ctensf si to
sdm provede; stadi si prosté pfedist hofejif vahu. (Misto ro-
viny a jejich bodd pfijde prostd mnoZina M a jeji prvky.)

. A dplng stejnd bychom i k &slu u nasli dislo jeStd vSt&i.
A obecné:

Ke katdému kardindlnimu &slu se dd najit Hslo jestE vt

Uvaha je vidycky tiplnd stejnd. MoZno to také ci takto:
Ke kaZdé mnofink se dd najit mnofina, kierd md jestE vic
proki.

Tedy je nekonednych kardindlnich &sel velkd spousta;
k danému &slu 1ze vZdy nachézet stile v&tsi a vét3i a ke konoi
nedojdeme. Je jich rozhodn& nekone&nd mnoho. Je jich mno-
hem vice neZ &sel kone&nych (tdch je ¥;); o tom, jak strainéd
mnoho je nekonednych kardindinich &isel, se dodte Stendf na
konoi odst. 2,12 v druhé &isti. Bylo by sice lze to vyloilt uz
tady, ale nechci &tendii poplést pi'edsta.vy, které si sotva
ujasnil.

1,9. K femu potfebujeme tak mnoho reding§ch &isel. Rekli jsme,
e daleko nejdileZit&jif nekonedni &sla jsou ¥, & X. Proé je
Hslo ¥, tak dileZité? Prosté proto, Ze pFirozend Fada &fsel je to
hlavni nejen v matematice, ale ve viem my3len{ viibec; slav-
ny matematik Kronecker fekl: ,,Die ganzen Zahlen hat der
liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.** (Celd
¢tisla stvotil Pan Bih, viecko ostatni vymyslili lidé.) A ta tak
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diile¥ité pkirozend fada &sel md &, prvki, proto jo dasto %,
tak dbleZité.

A ted prosim, raciondlnich #sel je také K,. A kdyZ potitdme,
tak se vidy nutné omezime na kone¥ny podet cifer za dese-
tinnou ddrkou; misto V2 pifeme jen 4 1,4 nebo 4 1,41 nebo
+1,414..., misto 7z pifeme + 3,14 nebo - 3,14159 a podobné,
prostd z technickych diivodil, a& vime, Ze je to jen pfibliZné.
Prakticky poéitéme jen sraciondlnimi &sly, kterych je N,
K demu tedy zavdddt i ostatni, neraciondlni, redlns &isla?
Na? si zbyteéné podet &isel zvySovat na R?

M4 to mnoho velmi zdvaZnych diivodd, pro¥ je to zcela
nezbytné. Pfedeviim m4 byt véda objektivni, t. j. vyhovovat
viem. Nenf vhodné, aby kazdy maél svou zvldstni matema-
tiku. MiZe, pravda, ten, kdo potitd jen na t¥i cifry, misto V§
vzit 1,41 a misto = vzit 4 3,14. To ale uZ nevyhovuje tomu,
kdo poditd pFesn& na &tyfi cifry. Je pravda, %e v poditdn{
nutno se vidy omezit na urditou pfesnost. Ale objektivng
viem vyhovujici matematika musi Fedit otdzky pro ka¥dého,
af si pfesnost poditéni jakkoliv predepfie. Rekndme, %e by
polomé&r ndjaké kruZnice byl + 5 (pro jednoduchost pfesng).
Pak jejf obvod pro toho, kdo podit4 pfesné na tii cifry je
+31.4.

Pro toho, kdo po¥f{td pfesn® na ¥est cifer, je ten obvod
+ 31,4159 atd. Matematika ale ¥{ké, Ze ten obvod je (4 27) .
. (+5). Tento vyrok znamené: Podle jakychsi pravidel se
&sla + 27 & + b5 zndsobi, vysledek je jakési redlné &islo. Ten
kdo chcee poditat na ti cifry, vezme z toho &fsla prvnf ti cifry
a to, co mu vyjde, bude pro ného hledany obvod; vyjde mu
+ 31,4. Ten, kdo podité na Sest cifer, vezme &slo (+ 2x) .
. (4 5) na gest cifer a to, co mu vyjde, bude pro n&ho hledany
obvod; vyjde mu + 31,4159. Vzorec (+2x).(+5) vyhovi
ka?dému, af si politd na kolik chee cifer. Ty pisluiné cifry
se dokonce dajf vypodist, ani% bychom hledali ostatni pro nés
nepottebné cifry; dokonce uz v danyoh &slech + 27 8 + 6 se
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omezime na vhodny podet cifer; v naSem pipads na tolik
cifer, na kolik chceme mft pfesny vysledek. N&kdy je viak
nutno znét dani &sla presndji, na vice cifer neZ na kolik
chceme mit piesny vysledek.

Redln4 &fsla s nekonednymi (a zcela nepravidelnymi jako
u }/2 a 7) rozvoji ndm vystihujf raciondini &isla, s nimiz prak-
ticky potitdme, vidy, af po&itime sebe pfesndji. Misto aby-
chom ffkali: obvod na3f kruZnice je + 31,4 pfi potitdni na t¥i
mista, -+ 31,4159 pfi poditdnf na Sest mist atd., misto aby-
chom pro kaZdy podet cifer musili uddvat zvliké vysledek,
Felmeme jednodude, %e nd8 obvod je roven jakémusi redl-
nému &sla (4 27) . (4 5). A ten jediny vyrok uZ vde vysti-
huje.

K tomu tedy zavddi se reslné &fela, jichZ je .

A jeits je jiny diivod, proé je zcela nutno zabyvat se mno-
#inami, které majf vice ne? ¥, prvkd. Vynechme z osy &selné
jeden bod (na pf. 0). Pak na vynechaném mist& vznikne t. zv.
mezera. To znamend: nafe piimka se rozpadne ve dva kusy
K,a K, (to, co je pfed vynechanym bodem, a to, co je za nim),
Pfi tom oba ty kusy jsou oteviené. To znamend, Ze nemaji
#ddnych koncovych bodf. Skuteéns v prvnim z téch kusd K,
(coZ je mnoZina vEech zdpornych &sel) zvolme libovoln& bod
p; mdme ukézat, Ze to nenf koncovy bod prvniho kusu. Ten
bod je jakési zdéporné &fslo. Zvétiime-li o jednu cifru pied de-
setinnou &érkou, dostaneme &fslo, které lezf pted p. Tedy nend
p levym koncovym bodem. A mezi p a 0 je, jak vime, také
ndjaké &slo ¢ a to g (protoZe je pied 0) patif do naSeho kusu
K, a je za p. Tedy p neni ani pravym koncovym bodem na-
#eho kusu K,. Stejnd je tomu s kusem K,, ani ten nem4 kon-
covych bodd. Pfi tom cely jeden kus (totiZ K,) je pfed dru-
hym kusem (pfed K,). Tomu prdavé iikdme, 2o mezi K, a K,
je mezera.

Pfimka je uspofddand mnoZina (kdy% ji probirdme v urdi-
tém sméru). V geometrii se 24d4, aby piimka byla souvislé,
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abychom se spojit& dostali na ni z jednoho bodu do druhého.
To znamend dvé véci. Pfedeviim na ni nesméji byt t. zv.
akoky (obr. 25):

v

€ —

Obr. 25.

t. j. mezi kazdymi dvéma body musi leZet néjaké body, pfim-
ke musf byt hust4d. Na to by stadilo oviem ¥, bod. Nebot
jsme vidéli, Ze raciondlnich é&isel je jenom ¥, a pies to jsou
hustd, mezi kazdymi dvéma le#{ zase n&jaki. Za druhé viak
24ddme, aby na pfimece nebylo mezer. A k tomu, abychom
splnili oba dva ty poZadavky, uZ nikterak nevystaéime s 8,
body, jak si dokd%eme v druhé &isti. K tomu, aby pifmka
byla souvislé, je naprosto nutno, aby méla vice nez %, bodd.
Dokonce nesmi mit o0 nic méné nez ¥ bodd. Stejné je tomu
8 rovinou a prostorem; kdyby mély mén& nez X bodd, nebylo
by mozno dostat se spojité z jednoho bodu do druhého, coZ
by se zcela pfitilo nadim geometrickym pfedstavim.

Vidéli jsme tedy, Ze s ¢islem ¥, nevystadime ani v aritme-
tice ani v geometrii. Ale s &slem & u¥ tplnd vystadime: redl-
nych &sel je X, bodii v prostoru je 8. Ostatné si aritmetika
a geometrie pfesné odpovidajf; piimka a osa &selnd je v pod-
statd totéZ. (To je zdkladnf myslenka analytické geometrie.)

1,10. Co jsou to t.zv. velitiny nekonetnd malé. Cisla ¥, ¥ a pod.,
o kterych jsme dosud mluvili, jsou nekone&n$ velik4. Mnohdy
se sly3i, Ze derivace je podil nekone&ng malych velidin, Ze in-
tegril je soudet nekonednd mnoha nekoneén malych velidin
& pod. Zvldsté difve byly tyto frdze v oblibd. Takové vyroky
maji tu nectnoct, Ze u laikd vzbuzuji nespravné predstavy
a nékdy vedou i k chybnému poéiténi. Je chyba si myslit, Ze
by derivaco skuteéné byla podflem jakychsi ,¢isel“. Ty fréze
maji smysl spffe obrazny. Jak jest jim rozumét, vyloZim pro
tplnost v této kapitole.
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Myslim si, 2o se automobil pohybuje po silnici. Silnice mé
v riznych mistech riizné stoupéni; automobil jede do kopce
pomaleji. Pohyb automobilu nenf rovnomérny. Pramérnou
rychlost automobilu v jisté dobg, na pf. mezi 9. a 11. hodinou
vypoéteme tak, Ze v té dobé ujetou drdhu délime pislusnou
dobou. Ujel.li automobil od 9. do 11. hodin 72 km, je jeho
priimérnd rychlost za tu dobu 72km : 2 hod. = 36 km za
hod. Ted potitejme jeho priimérnou rychlost mezi 9. a 10.
hodinou. Ujel-li v té dobé 37,5 km, je to primérné rychlost
37,56 km : 1 hod.=37,5 km za hod. Mezi 9 hod. 15 min. a 9 hod.
45 min. vjel nd§ automobil tfebas 18,5 km. Priimém4 jeho
rychlost v té piilhodinég je 18,5 km : 1 hod.=37 km za hodinu.

Ted se ptejme, jak rychle jel nd§ automobil o pil desdté.
Jak to zjistime ? Zmdf{me dréhu za jistou dobu kolem piil de-
edté a délime ji tou dobou. MiiZe ndm vyjit oviem leccos.
Délili jsme to tiikrite a vySlo ndm pokazdé néco jiného; po
prvé 36, po druhé 37,5, po tiet! 37 km za hodinu. To proto, Ze
jsme brali ty doby kolem piil desété rizné a automobil jel ne-
rovnomérné. Ta prvni doba byla 2 hodiny, to je pfili§ mnoho.
Posledni vysledek.je asi nejspolehlivéjif. Budou-li rizni lidé
méfit tu rychlost automobilu o pll desdté, vyjde jim (i kdyz
pfedpoklddéme theoreticky naprostou pfesnost méfeni) kaz-
dému néco jiného, prostd proto, Ze méfili drahu za rizné
doby. Ale ty vysledky vSecky majf tu pozoruhodnou vlast-
nost, Ze se ,,hromad{* viecky kolem jistého &isla, vice & méné
se od ného liice. To &slo je t. zv. okamZitd rychlost nafeho
automobilu o piil desdté. Ta okamiitd rychlost sice obecné
nikomu z méfeni nevyjde, ale viecky vysledky méfenf apro-
ximuje. Af si pfedepidi sebe mensf pFipustné chyby, feknéme
men3{ ne? ¢, které si libovolnd piedem zvolim, vidycky se
bude naméfend primérn4d rychlost od té okamzZité rychlosti
lisit o ménd neZ &, jen kdyZ dasové intervaly kolem pil desdté
volim dost kritké, fekneme kratsi neZ 4. vétal pfesnost
vyZaduji, t. j. 8im mens{ ¢ pfedepiSi, tim oviem musfm volit
krat3f easové intervaly, mensf 4.
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To privs, co jsem popsal, se vyjadfuje vyrokem: okamZitd
rychlost je ,,nekone¢nd kritk4 drabe délend piisluinou ne-
konednd kritkou dobou. Ale ta okamiitd rychlost nenf
vitbec Z4dny podil. Priim&rné rychlosti v dasovych interva-
lech kolem pil desdté jsou aproximovény pravé tou okam#zi-
tou rychlosti a to s libovolnou pfesnosti, jen kdyZ ty inter-
valy Zasto volime dost krdtké. A vyrokem o podflu nekoneénd
malych &sel se mé pravé vyjadiit, Ze se aproximujf skutedné
podily a to s piesnosti libovolné se zvySujici, kdyZ ty inter-
valy &asové a tedy i pisluiné dréhy se voli kratif a kratd,
ani? bychom kdy dosdhli naprosté pfesnosti. Naprosté pfes-
nosti bychom doséhli (t. j. chybu ¢ stladili na nulu), kdyby
bylo moZno i ty intervaly &asové a piisluiné dréhy stladit
na nulu, coZ oviem nejde: podil dvou nul nenf nic rozumného.
Ta pfedstava privé, Ze okamiité rychlost je to, co bychom
v tomto nemoZném pipads méli dostat, vedla k tomu zpi-
sobu vyjadfovédn{ o podflu nekonené malé dréhy a nekoned-
nd kratkého dasu.

Vdé¢ime Newtonovi a Leibnizovi za methodu, kterd dovo-
luje vypodist takové ,,podily nekonend malych &fsel*. Je to
t. 2v. podet diferencidlnd.

Ka?dému é&slu ¢ pfitadme &fslo s(¢); na pf. miiZe ¢ znadit
&as, s(t) vzddlenost nadeho automobilu od pevného bodu na
gilnici (m&Feno po silnici). Mezi okamzZiky ¢, a ¢, uplynula doba
t; — ¢, a ujetd drdha jest s(t,) — s(¢,). Primérn4 rychlost mezi
okamziky ¢, a ¢, jest

Ce,, 1, = [8(t)) — 8(4,)] : (¢ — 1)

Kdyz ted v je okamZité rychlost v okamziku ¢,, pak, af si
zvolim ¢ sebe mensi, vidy najdu 4 takové, Ze ¢, ;, se rovnd
v 8 chybou men3{ ne? ¢, jen kdy% jsem okamZiky ¢ a ¢y volil
k ¢, blize neZ o 6.

Ve fysice i v technické praxi se vyskytuji na kazdém fddlku
piiklady podobného druhu, kde ¢ obecnd nemus{ byt &as a &
nemusf byt vzdélenost. Cislo v, je% uréfme, nenf oviem obeo-
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nd rychlost; v se nazyvé derivace velidiny s podle ¢ v ,,bod&** ¢,.
Je tedy okamZit4 rychlost v &ase #, rovna derivaci drdhy s
podle &asu ¢ v okam%iku ¢,

Derivace nejsou 24dné podily; jsou podily jen aproximo-
vény. A pravidla pro politdn{ s derivacemi mnohdy jsou
obdobn4 s pHslu§nymi pravidly pro podfly. Nesmime se viak
tim ddt svést a o ka?dém takovém pravidle, chceme-li ho
uivat, musime v¥dét zvl4it, %e pro derivace plati.

I ~
21

Z Z, Z
Obr. 26.

Ted zas néco jiného. Poditejme obsah plochy ohranidené
gilnd vytaZenym obrysem. (Obr. 26.)

Obsah plochy je pfibliznéd roven obsahu plochy tedkova-
nych obdélnikii. Obsah prvnfho z nich je zdkladna z; krit
vyika v,, obsah druhého je z,.v, atd. Celkem je ten pFiblizny
obsah roven souétu vSech obsahi zwy, t. j.

22.1)‘.

Ted misto na &tyfi dilky méiZeme rozddlit dsetku ab na
13 dilkd, vesmds tfeba kratdich nez byly pfedchozi. Zase sl
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v téch dilcich zvolime n&jak body ¢, c,, ... a sestrojime obdél-
nfky jako prve. (Obr. 27.)

Vyjde ném zase jiny pfiblizny obsah. Tenz4dvisina poétu
dllcd, na tom, jaké jsou, na tom, kde volime body ¢,,¢c,, ...
Ale co pak je to skuteény obsah nafeho obrazce? Je.to ta-
kové &islo P, které je viemi tdmi p¥ibliZnymi vysledky apro-
ximovéno. At pHpustnd chyba je jakkoliv mald, menif ne%
predem zvolené ¢, vidycky se ndm podaif{ P aproximovat

LIS S H RN 21 %
R E :
lajsils Elilileile il i G
z' zz ZJ Z, Z‘ ZH
Obr. 27.

8 chybou men&f neZ ¢ t8mi piibliZn¥mi plochami Ezw;, které
majf dilkky z;, dost malé, mensf neZ jakési 4. Cim jsou dilky 2
men{, tim je jich oviem vic. P¥esny vysledek ale nikdy ne-
dostaneme, obsah P se Zidnému z téch souétd nerovnd. Je
viak aproximovén tim lépe, &m jsou dilky z; mensf (a &im je
jich tedy vic).

Rikévé se, Ze obsah P je soudet nekoneénd mnoha neko-
neénd malych plodek z;»;. Tim se chee Feci, Ze aproximace by
byla pfesnd (t. j. chyba sraZena na nulu), kdyby dilky byly
pkimo nulové a bylo jich za to nekoneéné mnoho; oviem sou-
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¢et nekoneéné mnoha nul, mysleny v této frézi, nic rozum-
ného neni.

Je-li f(z) vyska kiivky v bodé = (obr. 28); pak na pt.
v; = f(¢;) a nale soudty Zzw, jsou Zf(c,) . z;. Zndme.-li f(z)
v kazdém bodé x, zndme nadi kfivku. To &islo, které soudty
Zf(c;) z; aproximuji, t. j. na8 obsah P, se oznaduje

b
[1(z) dz,
a
cof se &te ,,integrdl od @ do b funkee f(z)«. Integrdl je apro-

~

flx)

a X D
Obr. 28.

ximovén soudty Zf(c;) 2z, sdm vSak soudtem neni. Plati pro
ndj nékterd pravidla jako pro soudty; aviak mnoh4 pravidia
platné pro soudty jsou pro integrily prosté nesprdvné. In-
tegrilni podet pochdzi té% od Newtona a Leibnize.

Nenf tikolem této kniZky se tim podrobnéji zabyvat. Upo-
zorfiuji znovu na to, %e s derivacemi a integrély nesmime po-
Htat jako s podily a soudty, pokud ndm’o uiivanych pravid-
lech neni o kazdém zvl45f zndmo, Ze pro derivace a integrily
plati.
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Pozndmka ke konci prvni &sti. Jeitd s jiného druhu ,,ne-
konednem*' se setkdvdme. My jsme si viimali nekoneéného
podtu prvki mnoZiny. Odeddvna viak lidé uvazovali o tom,
je-li prostor, v ném% %iji, konedny &i nekonedny. Pfi tom se
nikterak neptali snad na to, kolik m4 bodi; je pfedem jasno,
%e m4 nekonetnd mnoho bodi. Otdzka po nekoneénosti
prostoru se tykd nééeho jiného, totiz jeho rozlohy. Prostor je
nekoneény, kdyZ vzddlenosti jeho bodi jsou jakkoliv veliké.
Zvolim-li si libovolny bod 4 a libovolné velikou délku 4, pak
se vidycky dé najit takovy bod B, ktery je od 4 vzdélen o
délku jest& vétdf nez 8. To se tedy mini nekone&nost{ prostorn.
Prostor eukleidovsky, kterym se zabyvdme na $koldch, je ne.
koneény. Moderni fysika v8ak leckdy méfi vzddlenosti tako-
vym zplisobem, Ze se nd§ prostor ,,zkrouti‘‘, pFestane byt
eukleidovsky. Pfi méfeni béznych ,,malych‘ délek do pou-
hych miliont kilometrd se ta novd mira lisf od eukleidovské
neuvéfitelné mélo. ,,Zak¥iveni* se objevi a% pfi vétiich vzd4.-
lenostech. A jaky je ten zkrouceny prostor, zda je konedny
nebo nckoneény, je vici méfen{ a ne tivah, jako jsou vécf ma-
Fenf rozméry nasf loZnice. Abstraktn{ theorie neopiend o mé-
fenf ndm nemiZe ¥ci nic o rozmérech konkretni loZnice, ani
o rozmérech konkretniho prostoru, v némz Zijeme.

Zakfivend trojrozmérného prostoru lze si snad t&tko pfed-
stavit. Ale nafe pfedstava je to posledni, ¢m lze ovéfovat
pravdu. Je zcela myslitelny trojrozmérny prostor sdém o sobd
uzavteny asi tak, jako ve dvou dimensich je sdm o sobd uza-
vien povrch koule. A tak zak¥iveny prostor je koneiny
(& nem4 okraje). Zak¥iveni a rozméry prostoru se poéitajf po-
dle rozloZeni hmoty, které nutno zji¥tovat méfenim. Defini-
tivnd uspokojivou odpovéd, jak velky je na$ prostor, dosud
neméme a dohady nepopularisuji.



DRUHA CAST

PREHLED DRUHE CASTI

Tento pfehled md podat étendii myBlenkovy b&h druhé
d4sti. U formélnd psanych dvah se laikéim stdvd, Ze vidi sice,
Ze vie klape, dovedou si vie zkontrolovat, ale unik4 jim sou-
vislost. Proto nechf si &tendf prodte tento pfehled a pfed &te-
nim ka?dého odstavce druhé ddsti necht si z pfehledu zopakuje
vie, co se tykd odstaved drivéjsich i toho, ktery hodld &fst.

Po zaveden{ zdkladnich pojmi a oznadenf v odst. 2,1 defi-
nuji v odst. 2,2 t. zv. fitdint{ mno%in, N&které mnoZiny, t. zv.
spolelné, je moZno &itat po jednom prvku tak, Ze vychdzejice
od jakéhosi prvniho prvku &itdme dél o ddl nové a nové prv-
ky, a% se celd mnoZina vy&erps. Takovym &{t4nim se mnoZina
uspotddd a to tak, Ze prvek pozdéji ¢itany je za prvkem é&ita-
nym di{ve: véta 2,1. To uspofdddni je velmi dileZité a je stu-
dovdno v odst. 2,2.

Pri &téni dané mnoZiny se mohou stdt dvé véci: Budto
dojdeme k poslednimu prvku anebo nikdy k Zdédnému posled-
nimu prvku nedojdeme. V prvnim ptipadé fikime, %e nafe
mnotZina je koneénd, ve druhém p¥ipads je nekoneénd. Je arcit
mo%no danou mnozinu &tat vielijak, ale podle véty 4,2 do-
jdeme-li pii jednom &ténf ke konci, stane se tak pfi kazdém
jiném &ftdni také. PHi rozhodovéni, je-li mnoZina konednd,
tedy nezdleZf nikterak na tom, které ¢tdni jsme si vyvolili.

Odstavec 2,4 obsahuje zékladnf véty o koneénych mnotZi-
néch.

MnoZina N pfirozenych &isel je nekonednd spodetnd mno#Zi-
na. Je-li M kone&nd mnoina (neprézdnd), pak se M dé oéfslo-
vat jistou mnoZinou N(n). [N(z) je mnoZina viech pfirozenych
&sel a% do = véetnd.] To » je zcela urdeno mnozinou M a je to
podet prvkit mnoZiny M. Je-li M nekone&nd spodetnd, pak se
dé odfslovat mnoZinou N, t. j. vBemi pfirozenymi &sly. Je-li
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ddno jisté &tdni mnoZiny M, pak je tim uréeno zcela urdité
otislovéni mnoZiny M mnoZinou N(n) & mnoZinou N: véta
5,3. (,,Citdnfm* 24kd ve t#id& podle abecedy je uz déno odislo-
véni v katalogu. ,,Citdnfm* podle velikosti jsou uz ddna pota-
dové &sla v télocviku a pod.) Déle jsou v odst. 2,56 zavedeny
poletni dkony s pfirozenymi &sly.

Odstavec 2,6 obsahuje zdkladni véty o spodetnych mnozi-
ndoh. Na pf. soudet a kartézsky soudin spodetnych mnozin je
spodetnd mnoZina; srovnej odst. 1 a 3 prvnf édsti.

V sedmém odstavei zavddim kladné zlomky, t. j. kladnd
raciondlni ¢sla. Je jich spo&etnd mnoho a jsou husté uspofi-
déna: mezi dvéma kladnymi zlomky je vidy jesté jiny kladny
zlomek a pfed a za kazdym kladnym zlomkem je vidy je&té
néjaky jiny kladny zlomek. (Srovnej s odst. 1,4.) Mam-li nynf{
zcela libovolnou spodetnou mnoZinu A, kterd je uspofdddna
husté, pak podle véty 7,3 to vlastné nenf zase nic jiného nes
mnozina kladnych zlomké. Prvky mnoZiny A odpovidaji
tiplné kladnym zlomkim taek, Ze se i uspofddani dplné za-
chovi.

Aviak v mnoZiné kladnych zlomkid jsou mezery. Zaplné-
nim t3ch mezer v odst. 2,8 dostaneme vdecka kladns &sla;
mezery jsou zaplnény ¢&fsly irraciondlnimi. (Srovnej odst. 2,9
prvni &dsti.) MnoZine kladnych &isel uZ nemé mezer a obsa-
huje hustou spodetnou st (totiz kladné zlomky); iHkdme, Ze
je to kontinuum. A ted pfijde diileZitd véta 8,5: Je v podstaté
jediné kontinuum. Ka%dé dv& kontinua jsou si totiZ podobnd.
A dokonce vic plati. Kazdé z danych kontinuf C, a C; obsa-
huje hustou spodetnou st A, a A,. Ted si ¢4st A, otislujeme
pomocf &dsti A; tak, aby uspoiddédni mnozZin A, a Ay si pfi tom
odislovéni odpovidalo. Pak jsme tim uréili automaticky jedno
zcela urdité odislovani celé mno%iny C, mnoZinou C, takové,
%e i uspoféddni obou mnoZin zase pfesnd odpovidaji a p¥i
tom prvky mnoZiny A, jsou odfslovdny tak jako dfive (mno-
Zinou A,). Pamatujme si tedy, Ze chceme-li otfslovat konti-
nuum C, kontinuem C, (aby se uspoféddni zachovalo), stasi
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se omezit na &islovéni jakychsi hustych spotetnych &éstf. To
je zéklad pro odislovéni kladnych éisel pomoci desetinnych
rozvoji.

Zavedouce toti% v odst. 2,9 a,rabské &slice pro oznadovani
pkirozenych &isel, definujeme v odst. 2,10 kladné &fslice; na
pE. dislice pro &islo x zadind 3,14159. .. Ty &fslice tvoi konti-
nuum C,. A mdme jimi odfslovat kladnd &sla, kterd tvoi
kontinuum C;. K tomu staé{ otislovat jistou hustou spodet-
nou &st kontinua C; pomoci jisté husté spodetné &dsti A,
kontinua C,. A jak to zaFdime, je nasnads. Je-li d rovno de-

siti, pak A; budou ¥sla % a A, znaky majici za desetinnou

&érkou skoro samé nuly. A na pf. &slo 365 bude oéfslovdno

da
znakem 0,365000..., &islo gg—?g znakem 870,06000 . . .,

dislo 3(;7705 znakem 0,0030705000... Pak uZ sama sebou jsou
vieckn kladnd ¢isla odislovina kladnymi znaky.

V odst. 2,11 jsou definovdna redlnd &sla (i zépornd). Po-
detnl vikony jsou zavedeny p¥imo jen pro raciondln{ &fsla.
A tkony poéetni pro redlnd &sla se definuji pomoei nich.
Méme-li na pF. sedist redlnd &fsla a a b, pak si podindme takto:
Soudet a + b nepoditdme pfesnd. Poditejme s chybou mensf
neZ ¢, Fekndme. To ud&léme tak, e si misto a a b vezmeme
raciondlni &sla a’ a b’ a poditdme a’ + b’. Kdy? é&fsla a’a b’
byla zvolena dostatednd blizks &islim a a b (kdyZ se od nich
lifila 0 ménd ne? vhodné 8) pak a’ + b’ ndm aproximuje
hledany soudet a 4 b dostate®nd piesnd, s chybou mensf
nef €.

Soudet a + b je tim zcela pfesnd defsnovdn (cvideni 11,27):
%4dné jiné &fslo se ndém nepodaf{ sousty aproximovat libovolné
piesnd. Jedind pii poditani soustu a 4 b moZno pfpustnou
chybu ¢ zvolit zcela libovolng malou. Tak se skutednd seditd:
¢isla, zaokrouhlime na vhodny podet cifer a vysledek vyjde
8 pofadovanou pfesnosti (srovnej odst. 1,9).
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Odst. 2,12 obsahuje zdkladni véty o kardinédlnich éislech,
najmé v prvnf &4sti chyb&jicf diikaz véty: Je-lia <bab < 8,
pak také a < 8. Z ni plyne: méme.li dokazovat, Ze mnoZina
A mé g prvki, stadf dokdzat dvé véci a to, Ze A mé aspoi a
prvki a za druhé, Ze A m4 nejvyse a prvki (1. j. Ze nem4 vic
ne% a prvki). Tim zplsobem jsme potitali, kolik majf mno-
Ziny prvkid, vétdinou uZ v prvni &ésti.

Ka%d4 uspofddand spojitd mnoZina (bez mezer a bez sko-
kil) obsahuje podle cviteni 8,20 kontinuum. Kontinuum mé
ale ¥ bodii a tedy ka%dd spojitd mnoZina musf mit aspoii ¥
bodi (cvideni 12,19). Srovnej odst. 9 prvni ddsti.

Zvl4stni postaveni mé dosud pfehliZeny odst. 2,3. Obsa-
huje t. zv. princip indukce. Mé-li se néco definovat pro véecka
pfirozen4 &fsla, stadt to umét pfimo definovat pro jednidku
a pak pro ka%dé jiné &slo uZ jenom za predpokladu, Ze jsme
definici pro viecka mens{ ¢fsla uZ provedli. DileZitost toho
principu se znova a znova ukazuje v dal3ich kapitoldch. Je to
jeden z hlavnich principd v matematice.

2,1, Zikladnl pojmy. Zdkladni pojem je mnosina.

Patf-li véo a do mnoZiny A, t. j. je-li @ prvek mnotiny A,
pifeme a € A. Neni-li # prvek mnoZiny A, pifeme z non ¢ A.
Dv3d mnoZiny A a B jsou si rovny: A = B, kdy% a jen kdy%
majf stejné prvky, t. j. z z ¢ A plyne z¢ B a naopak z z ¢ B
plyne z € A. JestliZe z z ¢ A plyne z ¢ B (af uZ z z ¢ B plyne
2 ¢ A nebo ne), fkdme, e A jeo édst (Teilmenge, sous-ensemble
nebo partie, subset) mnoZiny B; pifeme A C B. Zvlitd
ACA. Jeli ACB a pti tom A % B (t. j. nikoliv A = B),
fikdme, %6 A je pravd &ist (echte Teilmenge, vrai sous-en-
semble n. partie aliquote) mnoZiny B.

Cvident 1,1. Je-li A C B a B C C, pak také A C C.
1,2. A =B, kdy? a jen kdy? A C B a zdroveii B C A.

Sjednocent &ili soudet A + B mnoZin A a B je mnoZfina
takto definovand: z ¢ A + B znamen4, Ze budto z € A anebo
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zeB (a.nebo obojl zérovenl). Obecnd necht J je m.noima,
jejiz prvky jsou mnoZiny.

Abychom neffkali ,,mnofina mnoZin*, fHkime, %Ze 3 je
systém nebo tF{da mnoZin.

Pak sjednocent &ili soudet tiidy ¥ je mnoZina E(J) vdech
véci, které patif do nékteré mnoZiny, po pf. do nékterych
mnoZin z tHdy 3.

Prinik A . B é&ili prostd AB mnoZin A a B je mnoZina takto
definovand: 2 ¢ AB znamen4, Ze x € A a zdroveh z ¢ B. Obec-
nd prinik [1(3) tiidy 3 je mnoZina t&ch véci, které pati z4-
roveil do viech mnoZin t¥idy . A— B je mnoZina téch v&df,
které patf{ do A a pfi tom nepati{ do B. {a} je mnoZina, jejiZ
jediny prvek je a, t. j. « € {2} znamend z = a.

0 znadf t. zv. prdzdnou mnoZinu, kterd nem4 viibec prvki.
Je-li AB = @, jsou mnoZiny A a B disjunkin{ [(elemente)
fremd, disjoint, disjoint n. disjoined n. disjunct].

Cvitend 1,3. Dokaite

(A+B)+C=A+ (B4 C),
A4+ B=B4A,
(AB) C = A (BC),

AB = BA,

A(B 4+ C)= AB + AC,
A+BC=(A+B)(A+C).

[Ne vzor doké%i posledn{ rovnici. Mdme dokézat dvé v&ci.
Za prvé, %e kaZdy prvek levé strany je prvkem pravé strany.
Za druhé, Ze ka?dy prvek pravé strany je prvkem levé strany.

Bud tedy za prvé xze A 4 BC. Pak budto ze A anebo
z¢BC. V pfipadd z¢ A jest ze A + B, jakok i ze A + C,
tedy vskutku jest z e (A + B) (A 4 C). V pipadé z¢ BC
jestzeBatedy xre A+ Baziroveiijeze Catedy ze A +
+ C, tedy zase z ¢ (A + B) (A + Q).

Necht za druhé ze (A + B) (A +4 C). Pak budto ze A,
v kterémito pHpad® ze A + BC. Anebo znoneA. Pak
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zzecA 4+ B plyne x¢B a oviem z z¢ A 4 C plyne z¢ C,
tedy x ¢ BC, tedy opét 2 ¢ A 4+ BC.]
Déle dokaZte: Jeou-li 3, a 3, tiidy mnotin, pak

(3 + 3 = Z(3) + =(3.),
Z(A} = A.

({A} je tFida obsahujicf jenom mnoZinu A.)

Dalif zikladni pojem je uspofddand dvojice, struénd pdr
{a; b}. M4 pront {len a a druhy é&len b. Rovnice {a; b} = {c; d}
znadf, Ze a = ¢ a zdroven b = d.

Cvileni 1,4. Je-lia = b (t. j. nikoliv @ = b), pak {a; b} +
+ {b; a}. Musi se tedy piry {a; b} a {b; a} dobfe rozezndvat.

MnoZinu v¥ech pérd {a; b}, pii emZ a ¢ A a b ¢ B, oznadu-
jeme AXxB. (Neplést s A .B = AB!) Je to t. zv. kartézsky
soudin mnoZin A a B.

Crvifend 1,5. AX(B+ C)=AxB+ AxC

AXx(BC) = (AxB) (AxC)
AxX(B—C)= (AxB)— (AxC).

Dalsi zékladni pojem je zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B
(in, dans, onto a part of B). Takové zobrazeni f je pravidlo,
které kaZdému a € A piifazuje zcela urdity prvek f(a) mno-
ziny B. f(C) oznadujeme mnoZfinu viech prvké f(¢), kde
ce AC. Je-li f(A) = B, je f zobrazeni mnoZiny A na B. Jestli-
%e f rliznym prvkium mnoZiny A pfifazuje rizné prvky mno-
Ziny B t. j. kdy? ze vztahll a, ¢ A, ay¢ A, a, + a, plyne
1@, + f(a,), FikAme, Ze zobrazeni f je prosié n. jednoznaéné.
Pfikladem prostého zobrazeni f mnofiny A na A je t. zv.
zobrazeni identické, které katdému a e A pfifazuje zase
a: [(a) = a. ’

Cvident 1,6. {(C) = f(AC).

1,7. f je zobrazeni mnoZiny A na f(A).

1,8. f je zobrazenf mnoZiny A na B, kdyZ a jen kdyz kaidy
prvek mnoZiny B je pfifazen nékterému prvku (pHpadné
nékterym prvkim) mnoZiny A.
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1,9. { je prosté, kdyz a jen kdyz kazdy prvek z f(A) je p¥i-
fazen jednomu jedinému prvku z A.

Je-li f prosté zobrazeni mnoZiny A na B, pak podle 1,9
ka?dy prvek b mnoZiny B je pfitazen jednomu jedinému
prvku mnoZiny A:b = f(a). Ten prvek a oznadujeme
16)-

Cvident 1,10. {1 je prosté zobrazeni mnoZiny B na A.

Je to t. zv. zobrazent inversni k f.

[* Sinus je zobrazeni mnoZziny A vSech 1hlii do mnoziny R
viech (redlnych) é&isel, nikoliv viak nz mnoZinu R. Nebof
(je-li f(z) = sin z) f(A) neni rovna R, f(A) obsahuje jen &sla
mezi —1 a 4 1 (v&etn8). Sinus neni funkce prostd, nebot na
pF. 0° % 180° a pfesto sin 0° = sin 180° (oboji je 0).

Je-li R mnozina viech redlnych &fsel, pak pro f(z) = x?
jest f zobrazeni mnoZiny R do R, nikoliv na R, nebot zéporni
¢sla do f(R) nepatif. Nenf to zobrazenf prosté, nebot
— 5 % b a plesto f(—5) = f(+4 5) (oboji je 25).

Je-li viak P mnoZina kladngjch &fsel, f(x) = «?, pak f je zobra-
zeni mnoZiny P na P. Nebof kaZdé kladné &slo je druhou moc-
ninou jistého kladného &fsla (své druhé odmoceniny). A je to
‘zobrazeni prosté, nebot dvé riznd kladnd &sla maji rizné
druhé mocniny (to vétd z nich md vétd drubou mocninu).
Inversni zobrazen{ f—! k naemu f je druhd odmocnina (se

znaménkem +), f~(z) = + V;
Necht f je zobrazeni mnoZiny R viech redlnych éisel do
mno%iny R, f(z) = z3. Pak f je zobrazeni mnoZiny R na R a to

prosté. Jest [—1(z) = ]/x.]

Necht f je zobrazeni mnoziny A do B a necht g je zobrazen{
mnotiny B do C. Je-li nyni dén libovolny prvek a mnoziny A,
pek mu je piifazen v mnoZind B urdity prvek f(a) = b.
A tomu prvku B je zase pfifazen uréity prvek g(b) = ¢ mno-
¢iny C. Tim zpisobem jsme ke kaZdému prvku @ mnoZiny A
naili urdity prvek ¢ mnoZiny C. Oznaéfme-li ¢ = k(a), pak A
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je zobrazeni mnoZiny A do C; Hkdme mu zobrazeni sloZzené
z [ a g a oznadujeme je gf.

[* Na pt. sinus Ghld tupyeh je zobrazen{ mnoZiny t&chto
6hld do mnoZiny é&fsel a logaritmus je zobrazeni mnoZiny
disel do mnoZiny &fsel (logaritmus &sla je zase jakési &fslo) do
které jsme pfidali symbol — oo (nebot log 0 = — o0). Z nich
sloZené zobrazenf log sin je zobrazeni mnoZiny tupych 1ihld
do mnotiny éfsel doplnéné symbolem — oco. A vypodte se tak,
%e k danému tupému thlu se najde sinus a k tomu sinu loga.
ritmus.]

Cuilent 1,11. Zobrazeni sloZené z prostych je prosté.

1,12. Je-li f zobrazenf mnoZiny A na B a g zobrazenf mno-
Ziny B na C, pak gf je zobrazeni mnoZiny A na C.

1,13. Je-li f prosté, pak f-1f je identické. Rikdme, Zo A je
ekvivalentnt k B (nebo s B), kdyZ je moZno udati ngjaké prosté
zobrazenf mnoliny A na B; pifeme A ~ B.

1,14. Uizivajice postupné zobrazeni identického, inversni-
ho a slo%eného, dokaZte:

(reflexivita) A ~ A;

(symetrie) je-li A~ B, pak také B~ A;

(transitivita) je-li A~ B a zdrovei B~ C, pak také
A~C.

Oznadme BA mnoZinu viech zobrazeni mnoZiny A do B.

1,15. Za pfedpokladu, e A ~ A’ a B ~ B’, dokaZte: Je-li
AB=0aA'B ' =0,pak A+ B~A" 4 B, AxB~ A'xXB,
BA ~ B'A.

1,16. (A4+B)+ C~A 4+ (B+ C); mimo to z AB =
=AC=BC=0plyne(A+B)C=0,jakozi A(B+ C)=0.

1,17. A + B~ B 4+ A; mimo to z AB = @ plyne BA = 0.

1,18. (AXB)xC~ Ax(BxC).

1,19. AXB~BXxA.

1,20. {a}x A ~ A.

1,21. AX(B 4+ C) ~ (AXB) 4 (Ax C); mimo to z BC=0
plyne (AXB) (AxC) = 9.
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1,22. Je-li AB = 0, pak CA+8 ~ CAXCS.
1,23. CBxA~ (CBYA,
1,24. clat .

[Na vzor nazna¥im ditkaz pro 1,22 a 1,23. Ostatek je velmi
lehky.

Ad 1,22. Nechf f e CA+B; oznadme f, (resp. f,) zobrazeni
mnoZiny A (resp. B) do C takové, Ze pro z ¢ A (resp. z ¢ B)

jest fi(x) = f(z) (resp. fo(x) = f(2)). Necht A(f) = {; fy).
naf uvaii, Ze h jo prosté zobrazen{ mnofiny CA+E na
CAXCB (za pi'edpokla,du AB = 9).

Ad 1,23. f e CB*A znadi, %e f je zobrazeni mnofiny péri
{b;a}, kde be B a ac A, do C. Necht A(f) je zobrazen{ mno-
%iny A do CB, které prvku a ¢ A pfifazuje zobrazeni f, mno-
tiny B do C takové, Ze /,(b) = f({b; a}). Jde o to ukdzat,Ze
je prosté zobrazen{ mnoZiny CBxA na (CB)A.

Cuident 1,25. Necht A~ B B = B, + B, s disjunktnimi
séitanci. Pak moZno psiti A = A; 4+ A, 8 disjunktnimi s¥-
tanci A;~B, A,~B,.

Je-li f prosté zobrazenf mnoZiny B na A sta¥f kldst A; =
= f(B,), & A, = /(B,). Analogicky pro vic s&ftancd.

Cuvident 1,26. Je-li AB=0 A'CA B'CB A +B =
=A+4+B,pak A’ =AaB =B.

2,2. Citanl. Obvyklé definice koneénych mnoZin majf tu ne-
vy¥hodu, Ze nejsou prostou formalisaci toho, co mé norm4ini
¢lovék na mysli, mluvi-li o konedné mno%iné. Hodl4m zde po-
stupovat zpiisobem, ktery co nejtdsnéji sleduje vyvoj pfed-
stav od détstvi. Bude to formalisace genetického vyvoje ma-
tematickych pojmi.

Normdlni &lovék rozumf kone&nou mnoZinou takovou, kte-
rou miZe ,,éitat’c, pfebirat po jednom prvku a pfi tom se do-
stane na konec, nastane okamzik, kdy uZ celou mnoZinu pfe-
bral. Jakym zplsobem &tédme mnoZinu M? Takto:

77



(A) Zvolime vyochoz{ prvek a; ten &itéme jako prvni.

(B) Ke kazdému jiz $tanému prvku & mnoZiny M, pokud
to jeté jde, t. j. pokud jsme celou M jedt& nevyderpali, zvolime
v M, nésledovnika‘ »(x), kterého &tdme hned po z.

Pfi tom oviem
(C) vychozi prvek a neni nasledovnikem Zadného prvku

z ’
(D) Zddny prvek neditdme dvakrdt, tedy rizné prvky maji
rizné nasledovniky a koneéné

(E) nadfm &ftdnim musime vyéerpat celou mnoZinu M;
nesmi zbyt nic ne&itaného, t. j. pfechodem od @ k »(a) a pak
viibec od kaZdého z k v(z) probéhneme celou M. Jinymi slo-
vy: Kdy% hodime do nddoby I pfedeviim prvek a a za ka-
dym z hodime do I také nésledovnika »(x), toZ nakonec
jsme nahézeli do nddoby IN celou mnoZinu M.

Formalisujeme:

Citdnt mnotiny M je uréeno dvéma véemi a a v, které hovi
témto pravidlim:

(A) a je prvek mnoZiny M.

(B) » je pravidlo, které ndkterym (ne viak nutné viem)
prvkim x mnoZiny M ptifazuje jakési prvky »(x) mnoZiny M.
Prvek z urduje jednozna&nd prvek »(x).

MnoZinu viech z, kterym jsou néjaké prvky »(z) pFifazeny,
oznadime vy.

(C) a se nerovnd Zddnému »(z).

(D) Jsou-li z a y dva rfizné prvky mnoZiny vy, pak také
»(z) a »(y) jsou dva rizné prvky.

(E) N necht je mnoZina, kterd obsahuje prvek a¢ a mimo
to, kdyZ 11 obsahuje néjaky prvek z mnoZiny vy, pak vidye-
ky IIT obsahuje té% pHsluiny prvek »(z). Za té&chto pfedpo-
kladi 1T obsahuje viechny prvky mnoziny M.

Cfténf mnoZiny M urdené prvkem a a pramdlem v oznadu-
jeme vidycky M(a,»).
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Uvidime pozdé&ji, Ze jsou mnoZiny, ke kterym se Zédné &-
tani vibec nalézt nedd, které se &tat nedaji; jsou to t. zv.
mnofiny nespodetné. Di-li se k mnoZiné M nalézt viibec né-
jaké &tdni, ¥ikdme, Ze mnoZina M je spodetnd. Je zvykem po-
¢itat prdzdnou mnoZinu § také mezi spodetné mnoZiny. Ta-
kovd spodetnd mnoZina je na pf. mnoZina viech pFirozenych
&sel: za a zvolime &slo 1 a pro ka%dé pfirozené #slo z ozna-
¢me »(z) = z + 1. Ctens¥ si za cvitenf uvddomi, e pravidla
(A) aZ (E) jsou splnéna; na pf. (E) vyslovuje t. zv. prin¢ip
dplné indukee. [Uvédim tento piklad, protoe je viem b3Z-
ny. Pozdéji ale budu precisovat pojem pfirozeného &sla a de-
finovat # 4 1. BudiZ mi odpuiténo, %e jsem pro jasnost vy-
kladu pfedbéhl.] Vidime tedy, Ze spofetné mnoZiny mohou
byt nekoneéné; naproti tomu viecky kone&né mnoZiny jsou
spodetné, nebot pravidla (A) a% (E) jsme délali podle koned-
nych mnozin. Otdzka, kdy je mnoZina konedén4, zlistdva jests
otevfena; precisaci pojmu konenosti musime zatim poodlo-
%it a promluvit si trochu vic o ¢tdni.

Usposdiddani mnoZiny M je pravidlo <, které uréuje pro
ka%dé dva prvky 2 a y mnoZiny M, je-li &i neni ,,z pfed y pfi
uspofdddni <, cot pffeme z < y. P¥i tom poZadujeme
splnénf t&chto dvou pravidel (z, y a z jsou prvky mnoZiny M):

1. Zékon trichotomie: Je budto z << y anebo z = y anebo
y < . Pti tom %4dné dva z onéch piipadl nemohou nastat
soudasné.

2. Zgkon transitivity: JestliZe z < y a zdroveil y < z, pak
také platf r < z. Rikdme té%, Ze M je uspofddand (geordnet,
ordonné, ordered) mnoZina. Je-li W C M, pak pravidlo < je
také uspofdddnim mnoZiny W: pro x e W a y ¢ W je vztah
z < ydefinovén, nebof x ¢ M 2 y ¢ M a oba zédkony pro uspo-
Faddn{ oviem plati ve W, platily-li dokonce ve v&ts mnoZi-
n& M. Bude-li fed o uspofddané mno%ing, pak jejf &dsti bu-
deme automaticky povazovat za uspofddané tymZ pravid-
lem. Misto a < b se psidvé téZ b > a. Nékdy, abychom vyzna-
¢ili uspotédéni < mnoZiny M, budeme psdt M(<).
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Jeou-li < a < dvé uspofdddni a je-li # < y pfesnd tehdy,
kdy? z < y, pak povaiujeme uspofédini < a < za sobd
rovna. z < y znamend Ze budto z = y anebo z < y.

V dalim budi? pevn® dina spodetnd mnoZina M a jeji
Htdni M(a, »).

Véta 2,1. Ezistuje jedno jediné uspofdddnt < mnofiny M
takové, Ze pro kakdy prvek = mnokiny vy plati x < v(z).

Jest

(1) a < n pro katdé ne M

(2) je-i mevy, neM, m < n pakv(m) < =

Dakaz bude ponékud obt{Znéji, ale to je mdlo platné. To
dalsf piijde pak uz docela hravs.

Predeviim ukdZeme, Ze (3) pro kazdé » € vy jest n# rlizné od
¥(n). Za tim Gelem oznadme P mnoZinu téch n e vy, pro kterd
n so nerovnd »(n). PoloZme N1 = P 4+ (M — »y). Pfedoviim
a ¢ N, nebot budto a e M —»y; anebo a e vy, v kterémito
pHpads jest @ rizné od »(a) podle (C) a tedy a € P. Je-li za
druhé z € 1T, pak budto £ € M — »y anebo z ¢ P &ili = & »(z).
Budto »(x) e M —wvy; anebo »(r)evya v tomto pipads
z riznosti prvkd z a »(z) podle (D) vyplyvé riznost prvkd
¥(z) & y[»(x)], &ili ¥(z) e P. Tedy jest a e N1 a je-li ze M,
T € vy, pak také y(z) € NT. Podle (E) tedy M C UT. Tedy kaZdy
prvek » mnoginy v pati také do M1, tedy do P (nebot do
M — vy nepatH), &ili pro kakdy prvek » mnoZiny vy jest
n # ¥(n) a to jsme chtéli dokdzat.

BudiZ nynf #» pevny prvek mnoziny M. Ozna&fme na oka-
mZik K tHdu vlech &4sti L mnoZiny M takovych Ze

(@) nel

(b’) je-li zewy, v(x) €L, pak také z e L.

CtenéF si za cvitenf uvédomi, Ze takovs L skutednd existujf
(na pf. L = M) a Ze priinik M(z) = I1(¥) tidy ¥ hovi témto
m:

(a) neM(n),
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(b) je-li = e vy, ¥(z) e M(n), pak také z e M(n),

(¢) je-li L ¥4st mnoZiny M, kterd spliuje (a’) a (b’), pak
M(n) C L. MoZno Fci prosté, Ze M(n) je nejmensi z mnoZin L,
které spliiujf (a’) a (b’).

" Pomoci (C) si ddle étendf dokdZe, Ze

(4) M(a) = {a}.

Nyni si dokdZeme: ,

(8) Je-li mevy, pak My(m)] = M(m) + {v(m)}, pfi &emZ
v(m) nend prokem mnoZiny M(m).

Piedeviim podle (a) ¥(m) € M[»(m)] a za druhé L = M[»(m)]
podle (b), kde klademe z = m, spliiuje (a’)} a podle (b) L
spliiuje (b’) a tedy podle (c) jest M(m) C L a celkem

M(m) + {v(m)} C M[»(m)).
Naopak si &tendi uvdif, Ze L = M(m) + {¥(m)} spliuje (a)
a (b’), kde n = »(m) a tedy podle (c)

M[v(m)] C M(m) + {»(m)}.
Celkem tedy skuteéné

Miv(m)] = M(m) + {»(m)}.

Bud nyni P mnofine t&ch m ewvy, pro kterd neni v(m)e
€ M(m). Bud T = P + (M —»y). Budto a ¢ M — »y anebo
a € v & pak podle (3) @ + »(a) a na druhé strand podle (4)
M(a) = {a} a tedy nené v(a) € M(a), t. j. @ € P. V ka%dém pii-
pads tedy a e 11.

Bud nynf x € 11T, z € vu; pak z € P a tedy neni »(z) € M(2).
Budto »(z) ¢ M — vy anebo »(z) € ym. V tomto druhém pfH-
pada nent y[v(z)] € M(2). [Kdyby totiz bylo +[»(x)] € M(x), pak
by podle (b) bylo »(x) € M(x).] Podle (3) jest »[¥(2)] + »(z)
a tedy nent [v(z)] € M(z) 4+ {v(2)} = M[»(x)]. Tedy »(z) e P
a 2 z € 11T, = e vy obecnsd plyne »(x) € 1. Podle (E) tedy M C
C T a tedy pro m e vy jest m ¢ YT, tedy m € P, z &ehoZ vy-
chézi i druhé &dst tvrzenf (5).
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A ted budeme definovat pravidlo <. Vztah z < y bude
ndm znalit (pro e M, ye M), Ze M(z) C M(y) a pii tom
M(z) + M(y). Pfedeviim jde o to, Ze pravidlo < je uspoté-
déni, t. j. Ze spliiuje zdkon trichotomie a transitivity. Relace
z < »(z) pro viechna z ¢y plyne ihned z (5) a zédkon transi-
tivity je zfejmy, jak &tendf uvaii.

I trichotomie plyne z (5), ale trochu sloZitéji. Nejd¥ive si
musime dokdzat (1) a (2).

(1) plati: Bud totiZ N1 mnoZina takovych =, pro kterd (1)
je splnéno. Ziejmé a e M. Je-li ¢ N1, zevw, ppka< z a
oviem z < »(z) a tedy podle zdkona tmnmthty a < ¥z),
tedy »(z) € 11T. Podle (E) tedy M C I1T, coZ je préveé tvrzeni(1).

(2) plati: m < n znamend: M(m) C M(n), M(m) %+ M(n).
Oznatme L = M(n) — {m}; jak &tendi si pomoci (D) ihned
ovéff, kdyby neplatilo »(m) e M(z), mnoZina L by spliiovala
(a’) a (b’) a tedy by podle (c) bylo M(r) C L, tedy téZ M(m) C
CL, tedy podle (a) té% m e L, coZ oviem neni moZné. Tedy
nutnd ¥(m) ¢ M(n); z toho pomoci (6) vychdzi

M[»(m)] = M(m) + {»(m)} C M(n),
¢ili ¥(m) < n, cof je pravd tvrzeni (2).

A ted k trichotomiil Bud IT mnoZina t&ch z, %e pro kaZdy
prvek ne M je budto » < z anebo z < n. Podle (1) jest
ae M. Necht ze N, zevy. Budto n < z & pak z z < »(z)
a zékona transitivity plyne n < »(z), anebo z < n a pak
podle (2) jest ¥(z) < n. Podle (E) jest tedy M C 11T, tedy pro
kaZdé dva prvky = a y e M je budto z < y anebo ¥y << z. Ty
vztahy se vyluduji, sic by z nich a ze zdkona transitivity ply-
nulo z < z, tedy zvldstd M(z) &+ M(z).

Jde nyni jen o to, %e uspofdddni < je poZadavkem z <
< ¥(z) jednoznaén® urteno. M&jme tedy jests jedno uspoid-
déni < mno%iny M; pro viechna z € yy budiZ z < »(z). Bud ddn

prvek m mnoZiny M a oznatme P mnotinu viech takovych
z € M, pro kterd m < z. Bud Q mnotina téch z ¢ M, pro kterd
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z< m. Polofme 1T = P 4 Q. Podle (1) jest 2 ¢ Q & tedy
a e UT. Necht z e 1T, 2 e vy. Pak budto ¢ P a tedy m < z;
ze vztahu z < »(z) a zdkona transitivity pro < pak vychdzi
m < v(x), tedy v(x) € P, tedy »(z) e IT. Anebo 2 ¢ Q — P; pak
z < m, tedy podle (2) »(z) < m, tedy »(x) e Q, tedy zase
»(z) e M. V katdém piipadsé tedy »(z) e 11T a podle (E), tedy
M C 1, z &eho% snadno plyne M — Q C P. Cili: neplati-li
z < m, jest m < z. Jinak fedeno: Z m < z plyne m < z a
tedy m < =. N&opa.kza:%mplynea:<m,neboﬂzm£z
by plynulo m =< . Tedy % < v au -3 vznadf pfesnd totéZ; <
je totéZ jako <. Tim je prvnf a nejt&23f v&ta dokézéna.

V ditkazu véty 1 definované mnoZiny M(z), n ¢ M, lze nyni
definovat jinak, toti%: M(n) je mnoZina viech z ¢ M, pro kterd
z< n.

[Bud totiZz 1T mnoZina t&ch » ¢ M, pro kterd tomu tak jest;
podle (1) a (4) jest a ¢ M. Bud nyni m € I, m € vw; pak z e
€ M(m) znamens totéZ jako z < m, ze M. Podle (5) tedy
z € M[¥(m)] znamens toté% jako: budto < m anebo z =
= p(m). Jo-li viak z < m, jest z < »(m). A je-li z < »(m),
jest < m, nebot nenf »(m) < z a tedy podle (2) neni
m < z. Tedy x ¢ M[¥(m)] znamens toté% jako = < v(m), &ili
v(m) e 11T. Podle (E) tudiz M C M, c. b. d.]

Bud A ndjakd mno%ina, < jeji uspofddini, § = B C A.
Mé-li ndjaky prvek be B tu vlastnost, Ze z ze B plyne
b=z pak b se nazyvé. pront prvek mnoZiny B (pfi daném
uspofddani). < je dobré uapofddant (Wohlordnung) mnoZiny
A, kdyZ ka?dé neprédzdné &dst mnoZiny A mé prvni prvek.

Cvident 2,1. Mno%ina B mé nenejvys jeden prvni prvek.

Vita 2,2. Bud < zcela libovolné uspofdddni mnoiny M(n),
n e M. Pak < je dobré usporiddni mnofiny M(n).

Diikaz. Oznaéme N1 mnoZinu t&ch n € M, pro kterd véta
plati. Podle (4) zcela trividlng a € 1. Bud nyni m € 1T, m € vm.

Abychom dok4zali vétu 2,2 pro viechna n € M, staé{ podle (E)
dok4zat, Ze platf pro » = »(m). Bud < zcela libovolné uspo-
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f4dani mnoziny M(z). Podle (5) jest M(m) C M(n) a pravidlo
=X je té% uspofdddn{ mnoZiny M(m). Bud @ + B C M(n).
Budto B neobsahuje n = »(m) a pak podle (5) BC M(m) e B
mé prvnf prvek. Anebo B = {n} a B m4 zase prvni prvek,
totiZ n. Nebo koneénd z ¢ B & {n}. Pak podle (5) je B — {n}
neprizdnd &dst mnoZiny M(m) a podle pfedpokladu m4 prvni
prvek b. Je-li b < n, je b prvni prvek mnoZiny B; je-lin < b,
je n prvni prvek mnoZiny B a jsme hotovi.
< bude vidy uspofddéani mnoZiny M udané ve véts 2,1.

Vita 2,3. < je dobré uspofdddint mnofiny M.

Diikaz. Bud ¢ 3+ B C M, n ¢ B. Bud B(z) mnoZina téch z,
pro kterd z e B, z < n. Pak n € B(r) a tedy ® 3= B(r) C M(n).
podle v&ty 2,2 mé mnoZina B(n) prvni prvek b. Jest be B.
Tvrdim, Ze b je prvni prvek mnoziny B. Kdyby ne, pak by
existovalo z ¢ B, z < b. JeZto b < n, bylo by z < n a tedy
z ¢ B(n), coZ neni mo#né, nebot b byl prvni prvek mnoZiny
B(n).

Vidéli jsme, #e uspofddéni < bylo &itdnim M(a, ») jedno-
znalné urdeno. Nyni si uvédoméme, Ze i naopak &tdni M(a,v)
je pfesné urdeno uspofddinim <. [Oviem nenf pravda, Ze by
kazdé uspofdddni mnoZiny urfovalo n&jaké jeji &iténi, jak
jestd uvidime.] MoZno to Fici takto: Déna-li dvé rizné &tdni
mnoZiny M, pak knim podle véty 2,1 patiic{ uspofddéni jsou
mezi sebou riznéd. To bude obsahem véty 2,5.

Napted si dokd%eme pomocnou vétu. P¥i tom je-li A n&jakd
mnoZina, < jeji uspofddéni, be B C A a z 2 b pro viechna
z € B, pak b je t. zv. posledni prvek mnoZiny B.

Cvidend 2,2. MnoZina B m4 nanejvyd jeden posledni prvek.
vita 24. Neni-li n posledni prvek mnofiny M, n e M, pak
n € vy. Je-li n posledni prvek mnoZiny M, pak n nepati do vy.
Dikaz. Bud M—w»y + 0. Podle véty 2,3 md mnoZina M —

— vy prvod prvek n, t. j. 2 £ < n plyne zevy. Bud Ml =
= M(n). Podle (1) jest @ e HIT. Je-li ddle z e I, x ey, jest
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z < n & tedy podle (2): »(z) < n, t. j. ¥»(z) e NT. Podle (E)
tedy T D M, t. j. # je posledni prvek mnozZiny M. A je-i m
vibec néjaky prvek mnofiny M —wy, pak podle definice
prvku n jest » < m a z toho, Ze » je posledni v M plyne, Ze
m < natedy m = n. Tedy M — vy obsahuje vskutku jenom
piipadny posledni prvek mnoZiny M.

A je-li » posledni prvek mnoZiny M, pak oviem » nepatii
do »m, nebot by » < v(n).

véta 2,5. Citdnt M(a, v) mnofiny M je jejim uspofdddnim <
jednoznaéné urdeno.

Dikaz. a je podle (1) prvni prvek mnoZiny M. MnoZina vy
je uréena vétou2,4. A pro m e vy jo ¥»(m) podle (2) prvni prvek
mnoZiny M — M(m).

Zvl4std tedy byl prvek a #itdnim M(a, ») jednoznaé&ng urden
podle (1). Jiné jednoznaéné uréeni prvku a obsahuje

Véta 2,6. Ke katdému proku ne M vyjma a existuje m ¢ M,
n = p(m).

Dikaz. Bud P mnotina viech »(m), m ¢ M, IT = {a} 4 P.
Podle (E) jest M C N1 a tedy pro a + n ¢ M jest n ¢ P, tedy
n = v(m). Ze a &ni vyjimku, plyne z (C). ,

Cvilend 2,3. Prvek m ve vt 2,6 je prvkem n pfesnd urden.

Ka?dy prvek n ¢ M vyjma a m4 tedy zcela uréitého ,,pfed-
chiidce* m, t. j. prvek m € M, pro ktery n = »(m).

Cvident 2,4. Je.li m ptedchiidce prvku n, pak k < », kdyz
a jen kdy% k € M(m). Tedy zv1itd m < =.

Podle véty 2,4 je nejvys jeden prvek mnoZiny M, ktery
nenf prvkem mnoZiny »y. Jsou piipady, %e viibec takového
prvku neni; na pf. je-li M mnoZina pfirozenych &sel, a =1,
yn)=n -+ 1. Bud nyni UCM, U = M a necht z »(x) e U
plyne z € U. Takové mnoZiny budeme nazyvat #iseky mno-
¢iny M. Uvidime, Ze U(a, ») je ¢itdni mnoZiny U a %e U (3 0)
m4 vidy posledni prvek, tedy podle véty 2,4 prvek, ktery
neni v Yy-
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Predeviim definujme dseky jinak a to pomocf -uspofé-
dﬁ.nil <:

Vita 2,7. Neprdzdné ddseky mmnoZiny M jsou prdv ty ne-

prdazdné jejt &dsti U &= M, pro které z neU, z < n plyne
z e U. Neprdzdné siseky mnofiny M jsou prdvé mnoiny M(n),
n e M. Tedy kady neprdzdny dsék mno¥iny M md posledns
proek.

Ditkaz. Je-li U 3= @ Gsek, pak M —U 3+ ¢ a tedy podle
véty 2,3 jest v M — U prvnf prvek m. Bud za prvém =a,
M =M—U; pak z (E) plyne M C U1, t. j. U = @, coZ neni.
Tedy 7n % a a podle véty 2,6 1ze psiti m ve tvaru m = »(n).
Podle definice prvku m jest M(n) C U. Kdyby M(r) + U, pak
by podle v&ty 2,3 v mnoZind U — M(n) byl prvnf prvek «
rizny od @ podle (1), tedy » = »(v) podle véty 2,6. Pak ale
veU, v < uatedy ve M(n), tedy v < n. Kdyby v = n, pak
by u =9(v) =meM—U. Tedy v < n a podle (2) u € M(n),
coZ je spor. Tedy U = M(n).

Je-li nyn{ U neprézdnd &ist mnoZiny M, U = M, bud m
prvni prvek mnoZiny M — U. JestliZe z n e U, z < n plyne
ze U, pak podle (1) a e U a tedy m + a, m = »(n) podle véty
2,6. Pak U = M(n). Za prvé totiZ podle definice prvku m jest
M(n) C U. Kdyby 4 ¢ U — M(n), pak by n < » a podle (2):
v(n) < u, tedy m = »(n) e U, coz je spor. Tedy zase U =
= M(n).

Cvideni 2,5. Bud U tsek mnoZiny M, tedy U = M(n). Bud
vy =U—{n}. Je-li u €9y, poloime »'(u) = »(u). Pak plati
(A) aZz (E) pro U, a,» misto M, a,». To pravé znamenalo
tvrzeni, fe U(g, ») je ¢itdni mnoZiny U. PiSeme-li stdle U, a, »
misto M, a,+’, pak podle véty 2,1 dostaneme piesnd jedho
uspofdddni <<’ mnoZiny U takové, Ze £ <’ »'(z) pro viechna
zev'y. Pro xeU, ye U znamend z <’y plesnd totéz co
z<y.

[V&e je lehké; ukdZi sdm na pf., Ze je spinéno (E) pro U, a, ».
Bud 1T’ mnoZina obsahujici a & z z € UT’, 2 ¢ ¥’y necht plyne
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V(@) e M. Bud M =M 4+ (M —U). Paka e NT;je-liz ey,
pak z ze Il plyne ze M’ a tedy »(z) ='(z) e . Je-li
‘& ewy — 'y, €U, pak podle v&ty 2,5 je = posledni prvek
mnoZiny U, tedy = n a jest v(z) = »(n) e M — U, »(z) € NT.
Je-li konend zevy, ze M—U, pak »(z)e M —U a tedy
¥(x) ¢ I1T. Podle (E) tedy M C 11T, tedy 1" DU, 0. b. d.]

Rikéme, Ze M(a, v) indukuje v U &itinf U(a, »"), &ili prost®
U(a, »).

Podle nadeho cviteni tedy plati

. Koroldr. KaZdy dsek spodetné mnofiny je spodetnd mnofina.

2,3. Indukce. Bud M(a, ») &itdn{ mnoZiny M, < uspofdddni
definované ve v&té 2,1.

Ctenéf si viiml, %e v hofejsfch diikazech hréla podminks
(E) hlavni roli. MiiZeme ji formulovat tekto: Je-lt V(x) n&jaky
vyrok, ktery md smysl pro kaidy prvek x mnoZiny M, pak
k tomu, abychom dokdzali V(x) pro vdechna z, stalt dokdzat
pFimo jenom V(a) a jinak dokdzat V(z) jenom za pfedpokladu,
Ze platt V(y) pro pfedchidce y proku z.

- Ozna&me totiZ N mnoZinu téch z'¢ M, pro kterd V(z) platd.
Pak dokdZeme-li V(a), jest @ € I1T. A za druhé z platnosti vy-
roku V(y) dovedeme dokdzat platnost vyroku V[»(y)]
[(y) = =] a tedy z ye I plyne »(y) e UT. Podle (E) tedy
M C 11,t. j. plati V(z) pro viechna z.

K nékterym dikaziim hofejif formulace je trochu slabs.
Silnéj&f formulace zni takto:

Je-li V(x) vijrok, kteryy md smysl pro kakdy prvek z mnofiny
M, pak k tomu, abychom dokdzali V(z) pro véecka z, staéi do-
kdzat V(z) jenom za pfedpokladu, Ze platé V(y) pro viechna
y <z

Podle vity 2,3 a 2,1 je << dobré uspofdddni mnoZiny M,
a jeji prvnd prvek. A tento pfedpoklad uf k dikazu posledni-
ho vyroku stadf; o &ftdni mnoZiny M nenf tfeba mluvit, ba M
nemusi ani byt spodetnd.
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Nebot kdyby to nebylo pravde, pak by mno%ina M — 11
nebyla prdzdnd a méla by tedy prvni prvek z. Z definice
prvku z plyne, %e pro y < z jest yelll a tedy podle
nafeho pfedpokladu také zelll, col neni moZné, nebot
zeM—1N.

Hoftej§i vyroky jsou slabi a siln&j§{ formulace t. zv. prin-
cipu dikazu indukel.

Zcela obdobného principu Ize uZit k definicim. Princip de-
[inice tndukci budu formulovat v silndjéim znénf (F bude
mnoZina, z které definované véci vybirdme):

Abychom (presnk a jednoznaéné) definovali v¥ f(x) e F pro
kaZdy prvek x e M, stadi definovat jenom véc [(z) ¢ F za pfed-
pokladu, Ze véci f(y) € F pro véechna y < x jsou uf zndmy.

Vé&c f(z) definujeme na zdkladé toho, jak byly definovény
v&ci f(y) pro y < z. Byly-li véci f(y) pro ¥y < z definovény,
na pf. f(y) = 2(y), pak f(z) se z nich dostane jakymsi pfedem
danym pravidlem g, tu véc pravidlem g ziskanou oznadime
g(2). Zévis{ na z, t.j. na tom, co byly véci z(y) pro y < z.
A f(x) se rovna privs g(z).

Za M zvolme na pf. mnoZinu N piirozenych &sel, @ = 1;
za F mnoZinu zédpornych &sel a snaZme se urdit posloupnost
(nekoneénou fadu) tak, aby prvni &len f(1) byl roven p =
=—1 a aby =z-ty &len byl soudet viech pFedchozich
8leni —x. Pak f(a) bylo definovdno pfimo (= — 1) a a-ty
&len za piedpokladu, Ze pfedeslé dleny zndme (jinak bychom
nemobli urtit jejich soudet). Tim je posloupnost Gplnd uréena:

—1,—3,—17,—15,—31, atd.

H(z) = g(2) je soudet vlech z(y), kde y < z, zmenseny o z.
z uddvi, jak byly véci f(y) = z(y) definoviny pro y < =z.
Vétéich y se pravidlo z netykd.

Zase iplné stati pFedpoklddat, Ze < je dobré uspotddéni
mnoZiny M, @ jeji prvni prvek.

Formalisujme to pon&kud lépe. Je-li f zobrazen{ mnoziny
M uspofddané pravidlem < do F, oznatime f; pro 2 ¢ M pra-



vidlo, které kaZdému y < z pfifazuje f(y), t. j. f=(y) = f(¥);
ostatnich y => i« se f; netykd. Pak n43 princip zni:

(®) Neckt v pripads, e katdému proku y < z uZ byl pfi-
fazen urlity prvek z(y) e F jistym pravidlem z, umime defi-
novat urlitou (ma z zdvislou) véc g(z) e F, podle pravidla g.
Pak existuje presné jedno zobrazenti f mmoZiny M do F ta-
kové, Ze f(x) =g(fs) pro z e M.

V diikaze znadi M, (pro z ¢ M) mnoZinu viech y < .

() Necht pro jisté ¢ € M existujf zobrazeni 8 mnoZiny M,
do F takovd, Ze pro ka¥dé z ¢ M,, jest s(z) = g(s;). Tvrdim:

(f) Nejvys jedno s spliuje tvrzenf ().

Necht totiZ st a s? jsou dvd takovd s. Bud z prvni prvek
mnoZiny téch zeM,, Ze s1(z) +53(z). Pro y<z jest sl(y) =8y,
tedy s;' = s,%, tedy 8%(2) = g(s') = g(8,*) = 6*(2), cof odpo-
ruje volb& prvku z. Tedy takového z neni a &' =42, t. j.
plati (B).

Z bud mnoZina vSech o ¢ M takovych, Ze plati (x) (i co do
existence zobrazeni g).

(y) JeliM,C Z, pak 0 Z. Méme tedy dokdzat, fe exi-
stuje zobrazeni 8 mnoZiny M, do F takové, %e pro kaZdé
2 € M, jest s(z) = g(s,). BudiZ tedy z e M,. Pak z¢ Z, tedy
existuje (a podle (B) pravé jedmo) zobrazeni ¢ mnoZiny M,
do F takové, Ze pro kaidé y < z je #(y) = g(fy). PoloZme
8(z) =g(t) eF. Abychom dok4zali vztah s(x) = g(s;), stadf
tedy dokdzat s, =1, t. j. 8;(y) = ¢(y), to znamend s(y) = I(y)
pro’ ¥y < z. Je vdak ¢ zobrazeni mnoZiny M, do F majiaf
vlastnost x) (¢ misto s, z misto ¢), tedy £, zobrazen{ mno-
¢iny M, do F majici vlastnost «) (¢, misto s, y misto g),
tedy podle definice zobrazeni s je s(y) =g(ty) = {(y) c.b.d.

Cteme-li v dikazech tvrzeni (8) a (y) M a f misto M, a s,
obdriime misto (f) a (y):

(f') Existuje nejvys jedno zobrazen{ f spliujici podminky
véty.
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(y’) Je-li MC Z, pak existuje aspoii jedno f splitujici pod-
minky véty.

Méme tedy celkem ukdzat, Ze ze ce¢M plyne g¢Z.
Kdyby ne, pak by mnoZina téch ¢, kterd by v Z nebyla, méla
prvni prvek o. Pfedeviim jest M, C Z podle volby prvku g.
Tedy podle (y) jest 6 € Z a véta je dokdzina.

Udélime si ihned jednu ddle?itou aplikaci. Rikéme, Ze
mnoZina A s uspofddédnim <, je podobn4 (ihnlich, semblable,
gimilar) mnoZiné B s uspofddinim <,, kdyZ se daji prvky
mnoZiny B odislovat pomoci prvki mnoZiny A tak, Ze pofé-
dek patiicich si prvki je stejny, t. j. kdyZ existuje zobrazent f
mnoZiny A na B takové, Ze z ze A, ye A, z <; ¥ plyne
Hz) <q f(y).

Piteme pak typ A = typ B. Zobrazeni / je t. zv. podobnost
mno%in A a B.

Cvilent 3,1. Zobrazen{ f je prosté. Tedy: jsou-li mnoZiny A
a B podobné, jsou ekvivalentni.

3,2. Utivajice postupnd zobrazen{ identického, inversniho
a sloZeného, dokaZte:

(reflexivita) typ A = typ A;

(symetrie) je-li typ A = typ B, jest typ B = typ A;

(transitivita) je-li typ A = typ B a zédrovei typ B = typ C,
pak také typ A = typ C. [To identické, inversni a sloZené
zobrazeni je zase podobnost.]

Je-li B uspofdddna pravidlem <, z ¢ B, pak B, je mnoZina
viech y < z. Nerovnost typ A < typ B bude vidy znadit,
%o A je podobn4 jakési mnoZing B,.

Cvilent 3,3. Je-li y < z, pak B, C B;.

34. Jelli typA<typB a iypB <typC, pak také
typ A < typ C. Plat{ to i kdy% v jedné z prvnich dvou ne-
rovnosti pfipustime rovnost.

Pro symboly typ A plati tedy zdkon transitivity pro pra-
vidlo <. Zdkon trichotomie plat{ jen, omezime-li se na dobrd
uspofddéni. Pak totiZ plati
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Ovident 3,6. Je-li F dobfe uspotéddéna, A = Fy, pak g € F
je mnoZinou A pfesné uréeno.

3,8. Jestlize je F dobfe uspofddéna, WC F, W ==F, kdyZ
z ye W plyne F,CW, pak existuje peF takové, 26 W= F,.
{Za @ volte prvni prvek mnoZiny F— W.]

Trichotomie pro typy. Jsou-li W, a W, dobfe uspoifidané
mnoZiny, pak budto typ W, < typ W, anebo typ W, <
< typ W, anebo typ W, = typ W, a #4dné dva z téchto
piipadd nemohou nastat soudasns.

Dikaz. Oznaéme M = W,, F = W,; bud a, resp. p prvni
prvek mnoZiny M, resp. F. Je.li z zobrazen{ mnoZiny
M:(& € M) do F, pak budto z(M;) = F, pro jisté @ ¢ F. Podle
cviteni 3,5 je pak to ¢ pFesnd urdeno.

V tomto pipadé poloiime g(z) = ¢. Anebo takového @
nenf; pak budiZ g(z) = p. Podle principu definice indukef pak
existuje zobrazeni f mnoZiny M do F takové, Ze f(a) =
a jo-li f(Mg) = Fy, jest @ = f(£). Je-li {(M;) 3= F, pro vie-
chna ¢ e F, pak f(§) = p.

Bud VC M a z £€eV necht plyne jednak M, CV, jednak
f(Mg) = Frpy.

(&) Budto f(V) = F anebo f(V) = F,, pe F.

Bud toti% z¢ F, z < gy, y ¢ f(V). [Uspofddéni mnoZiny M
i mnoZiny F oznaduji stejné: <; k omylu nedojde.] Pak lze
psét y e f(n), neV. Jest déle M, CV, tedy f(M,) CHV) a
f(My) = Fyy = Fy. Aviak z ¢ Fy, tedy zef(V). Z yef(V)
tedy plyne F,e f(V). Neni-li f(V) rovno F, jest f(V)=F,
podle cvideni 3,8 pro W = f(V). Tim (x) dokdzdno.

Bud f’ = f/V zobrazeni mnoZiny V do F takové, %e pro
z eV je vidy f'(z) = /=).

(8) f/V je podobnost mnoZin V a f(V). Z £ <7 €V plyne
totit £ € My, f(§) € f(My) = Fyp) & tedy skutetnd /(&) < f(n)-

A ted k vlastnimu diikazu! Za prvé necht existujf takovd
e €M, Ze f(M,) = F, pro viechna @ ¢ F. Bud g prvni z nich.
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Lze pak kldsti V = M, a tedy z (x) plyne f(M,) = F; podle
(B) je pak f/M, podobnost mnoZin M, a F, tedy typ F <
< typ M.

Anebo f(M;) = Fye pro kazdé & e M. Lze kldsti V=M
a podle («) & (8) je f = f/V podobnost mno%in M a f(V) = F,
resp. f(V) = F, a tedy typ W< typ F.

Jeden z pHpadi jmenovanych v dokazovaném tvrzeni
tedy skute¥nd nastane. Jde o to ukdzat, Ze se ty pfipady vy-
luduji. Kdyby typ W; <typW, a zdroven typ W,
< typ W, pak by typ W, < typ W,. TotéZ by plynulo
z relaci typ W, < typ W, a typ W, = typ W,. Pak by ale
existovalo z ¢ M (= W,) takové, %e typ M = typ M,. Bud {
podobnost mnozin M a M,. Pak f(z) e M, t. j. f(x) < z. Jo
tedy neprdzdnd mnoZina takovych y ¢ M, pro kterd f(y) < y.
Bud y prvni prvek té mnoZiny. Pak pro z = f(y) jest z < g,
tedy f(z) < f(y), t. j. f(z) 22 To ale neni moZné, nebot
prvek y byl zvolen tak, Ze z nerovnosti z < y plyne z < f(2).
Tim trichotomie dokdzéna.

Cuvident 3,6. Konec posledntho diikazu vlastnd dokazuje
vétu:

Necht f je zobrazeni mnofiny M s dobrym uspofdddnim <
do M; necht z x < y plyne f(z) < f(y). Pak je vidy x 2 f().

[Jinak by byla neprdzdné mnoZina takovych y e M, pro
kterd f(y) < y atd. jako svrchu.]

3,6. Je-li M’ &dst dobfe uspofddané mnotiny, pak typ M’ <
< typ M.

{Jinak by typ M=typ M’;, pro podobnost f mnoZin Ma M’,
by bylo f(z) < z.]

Jeitd si udélejme tfi cviteni o podobnostech, kterd budou
v dalifm uZite&nd.

Cvident 3,7. Bud ¢ podobnost mnoZin X a Y, AC BC X.
Pak 6(A) C o(B). Je-li A == B, jest o(A) = o(B).
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3,8. Pro AC X(<) oznatme supr A prvnl prvek x e X
takovy, Ze pro vBechna a ¢ A jest @ < «. (Jest nejvys jedno
takové «.) Bud o podobnost mnozin X a Y. Je-li x = supr A,
jest a(x) = supr o(A).

3,9. Je-li AC X, o podobnost mnofin X a Y a z prvni
prvek mnoZiny X — A, pak o(z) je prvni prvek mnoziny
Y —o(A).

2,4. Konetné mnoZiny. Ted budeme definovat konenost a
dokdZeme si zdkladni poutky o nf.

vita 4,1. Je-li n e M, pak mnoZina M(n) neni ekvivalentnt
s Zddnou svou pravou &dstf.

Diikaz. Bud 1T mnoZina t&ch »n ¢ M, pro kterd je na¥e tvr-
zend sprévné. Ze (4) ziejmé plyne a € 1T. Bud m € I, m e vy.
Vzhledem k (E) sta®{ dokdzat n = y(m) ¢ HT. Ozna¥me A =
= M(n) a B necht je pravé &dst mnoziny A. Jde o to odvodit
spor z existence pravidla f udaného v definici ekvivalence.
Pfedevéim si budeme pravidlo f ponékud modifikovat. Modi-
fikované pravidlo /' bude ka%dému prvku z mnoZiny A’ =
= M(m) plitazovat jakousi v&c f'(z). Bude skoro vidycky
f(z) = f(z); jedind vyjimka bude toto: Jeli f(z)=n,
ze A, pak z -5 n plyne {(z) = f(n) a tedy f(n) & n, tedy
f(n) € A’ podle (5); a v tom pipadd bude f'(z) = f(r). Tedy
podle (5) je vidycky f'(z) € A’. A tendf si za cvitenf ukdZe, Ze
z o, &+ z, plyne f'(2,) & f'(x,). Oznatme B’ mnoZinu viech
F(z). Pak B’ je &4st mnoZiny A’ a A’ je ekvivalentnf s B'.
Abychom dostali rozpor proti vztahu m ¢ 1T, méme jen uk4-
zat, %o B’ &= A’.

Necht tedy B' = A’. Je-li f(n) = n, pak (jeZto podle (5)
neni n ¢ A’) jest f'(z) = f(z) pro viechna z¢ A’ a tedy B=
= B’ + {n} = A podle (5). Anebo je f(n) = » a tedy podle
() jest f(n) € B’ a tedy f'(z) = f(n) pro jisté z ¢ A’. Pak oviem
musi f(z) byt mimo mnoZinu B’. [Nebot prvky f'(y), ¥’ € A’,
tvol prdvé mnoZinu B’ a jsou to prdvs prvky f(y) proy + =

93



a prvek f(n). Kdyby- /(x) ¢ B’, pak by v rozporu s definicf
pravidla f bylo /(%) = f(y) pro y + = anebo f(z) = f(n) & po-
dle (5) = n.] Podle (5) tedy f(x) =na B =B’ + {n} =
proti pfedpokladu.

Vita 4,2. MnoZina M je ekvivalenind s néjakou svou pravou
ddstt, kdyZ a jen kdyZ vy = M.

Dikaz. Je-li vy =M, polofme M=A, M—{a}=B a
v = [ v definici ekvivalence. Pak mnozina M je ekvivalentn{
se svou pravou &dstf M — {a} podle (D) a véty 2,6.

Je-li nynf vy == M, pak podle véty 2,4 M — »q obsahuje
piesns jen posledni prvek » mnoZiny M a jest tedy M = M(n).
Podle véty 4,1 tedy M nenf ekvivalentni s Zidnou svou pravou
tdsti.

O mnoZing pfirozenych é&fsel ifkdme, Ze je nekonednd, ¢imZ
vyznadujeme tu skuteénost, Ze kazdy jeji prvek mé ndsle-
dovnika, Z4dny neni posledni. Dojdeme-li pfi ¢itdni k posled-
nimu prvku, ktery uZ nem4 ndsledovnika, t. j. kdyZvm = M,
fkdme, e mnoZina je koneéné. A priori by se ale mohlo stit,
Ze by pii téni M(a, ») mnoiiny M bylo »y == M, aviak pfi
ndjakém jiném &ftdni M(a’, +') téZe mnoziny. by bylov'y =M.
To vBak vyluduje véta 4,2. Je-li »y = M nebo vy = M, totiZ
podle ni viibec nezdvisi na tom kterém &tdni M(a, »). Je to
pfi viech &ténich stejné a zédvisi to jenom na tom, je-li &
nenf{ M ekvivalentni s ndjakou svou pravou &dstf. Vzhledem
k tomu Ize definovat: MnoZina M nazyv4 se koneénd (endlich,
fini, finite), je-li spodetnd a jestliZe pfi néjakém &tdnf
M(a, v) mnoZiny M jest »m == M. Pfi tom nezédleZi na tom, jak
bylo zvoleno &iténi M(a, »). Vzhledem k v&t& 4,2 moZno téz
Fici: MnoZina nazyvd se konelnd, je-li spoletnd a neni-li
ekvivalentnf s Zidnou svou pravou &éstf. Pfi tom prézdnou
mnoZinu poditdéme mezi konedné mnoZiny. Neni-li spofetnd
mnoZina konen4, Hkdme, Ze je nekoneénd (unendlich, infini,
infinite).
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Cvilent 4,1. MnoZina ekvivelentni se spodetnou je spo-
tetnd.,
4,2. MnotZina ekvivalentni s konednou je konedns.

Vita 4,3. Katdd mnoZina M(n) je koneénd.

Ditkaz plyne z véty 2,7, koroldru na konci kapitoly 2 a véty
4,1

Cuident 4,3. KaZdd{ mnoZina M, pro = € M je isek mnoZiny
M. Je to pravd ¢dst mnoZiny M a podle véty 2,7 existuje
y € M takové, Ze My, = M(y).

Vita 4,4. KaZdd &ist koneéné mnosiny je koneénd mnoZina.

Dikaz. Bud M konetnd, C C M. Kdyby typ M < typ C,
pak by M byla ekvivalentnf (srv. cvideni 3,1) s jistou svou
pravou &¢dsti C,. Tedy podle trichotomie pro typy typ C<
S typ M a tedy je bud C=M, nebo C je ekvivalentn{
8 jistou mnoZinou M,. M, je tisek mnoZiny M a tedy podle
véty 2,7 jest My, = M(y) pro jisté y ¢ M. Tedy C je ekviva-
lentni s mnoZinou M(y), kterd je podle v&ty 4,3 kone&n4.
Je tedy C koneé&ns.

Véta 4,5. Ka%dé uspofdddni koneéné mnofiny je dobré.

Dikaz. Je-li totiz M konednd, jest vy = M pii uspofdddnd
< z véty 2,1, mé tedy podle vity 2,4 mnoZina M posledni
prvek z, t. j. M = M(n). A nafe tvrzenf plyne z vity 2,2.

Vita 4,8. KaZdd dv€ uspofdddni téZe konetné mnokiny jsou
st podobnd.

Dikaz. M! a M2 budiZ naje mnoZina; M! a M?2 se li¥{ leda
uspofdddnim. Kdyby typ M! =+ typ M2, pak by podle 4,56 a
trichotomie pro typy bylo na pf. typ M! < typ M2. MnoZina
M! by byla ekvivalentni s jakousi pravou &ist{ M,? mnoZiny
M2, tedy se svou pravou &stf a nebyla by konetn4.

Dv? uspofddéni téZe kone¥né mnoZiny se tedy od sebe L&
jen ,,permutaci*‘ prvii.
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Vita 4,7. Dvé koneéné mnoZiny jsou st podobné, kdyf a jen
kdyZ jsou ekvivalentni.

Dikaz. Z podobnosti plyne ekvivalence podle cvidenf 3,1.
Jsou-li M, a M, koneéné ekvivalentn{ mnoZiny, zvolme prosté
zobrazeni f mnoZiny M, na M,. Je-li M, uspofdddno pravid-
lem <, a M, pravidlem <,, oznatme M, mnoZinu M, uspof4-
danou pravidlem =3, takto: pro £ e My a y € My znadl z <, 9,
%e f(z) 2, f(y). Ctensf uvéii, Ze to je uspofddéni a %e f je po-
dobnost mno%in My a M,. Tedy typ M = typ M; a podle
vity 4,6 typ M; = typ M,, tedy vskutku typ M, = typ M,.

Cuvident 4,4. Je-li < uspofddini mnoZiny M a znadi-li
z <* y totéZ co y < z, pak <* je uspofddéni mnoZiny M,
t. zv. inversni k <.

4,5. Inversnf uspofddéni k <* je <.

4,8. Prvni (poslednf) prvek mnoZiny C C M p¥i uspofdddni
< je jeji posledni (prvnf) prvek pfi uspofdddni <*.

Véta 4,5 bis. Je-li M uspofddand konelnd mnofina, 9 3
% CC M, pak C md poslednt proek.

Diikaz. Inversni uspofdddni mnoZiny M je podle véty 4,5
dobré a C m4 tedy pti nEm prvnf prvek, coZ je jeji posledni
prvek pfi daném uspofddéni.

Véta 4,8. Jsou-li A a B koneéné mnofiny, pak mmofiny
A 4 B, AxB a BA jsou koneéné.

Je-li M koneénd tflda konelnijch mnofin, pak (M) je ko-
neénd mnofing.

Diikaz. Poloime A = M;*) pak podle vity 2,4 je moZno
pséti M = M(n). Je-li 1T mnoZina viéech m ¢ M s kone&nou
M(m) + B, ukaime, Ze a € 1T a %e z m evy!1T plyne »(m) ¢ 1.
Pak bude zv143té ne N1 a tedy i M(n) + B = A -+ B konednd.
Podle (4) a (5) véty 2,1 statf ukdzat, Ze pFiddnim jednoho

*) Toto M nemé nioc spoledného s M v druhé 34sti véty.
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prvku ke koneéné mnoZiné se dostane koneénd mnozina. Je-l
ten prvek uZz v piivodni mnoZiné, neni co dokazovat. Bud
tedy M koneénd mnotina, s &itanim M(a, »), M = M(n) podle
véty 2,4. Je-li p novy prvek, M’ = M + {p}, »'(x) = »(z) pro
x ey, ¥'(n) = p, pak si étenif snadno zverifikuje, Ze plati
(A) aZ (E), kde misto M a » se pie M’ a »'. Tedy »’ je &itani
mnoZiny M’ a pfi tom M’ == 2y, nebot p nemd ndsledovnika
pii &iténi »'. Tedy je M’ skutetné koneéns.

Bud 111 mnoZina téch m, pro kterd M(m)x B je koneéna.
Podle 2,1 (4) jest M(a)xB = {a}x B, tedy ekvivalentnis B
(cvideni 1,20), tedy koneénd, t. j. a ¢ Il. Podle véty 2,1 (5)
a cvideni 1,5 jest

M{y(m)] x B = (M(m)x B) + ({»(m)} x B).
Posledni mnoZina je zase (podle cvideni 1,20) ekvivalentni
s B a tedy konednd. Tedy z dokdzaného jiZ tvrzeni o soudtu
plyne: Je-li M(m) x B kone¢nd, je i M[¥(m)] x B kone&nd, t. j.
z m € vy plyne »(m) ¢ M, tedy podle (E) jest M C 11T, tedy
n ¢ N1, tedy M(n)xB = A x B kone&nd.

Stejné je tomu s BA. Piedeviim je BM@ podle 1,24 ko-
netnd. Déle podle véty 2,1 (5) a 1,22 jest

Bl“l[v(m)| ~ BM(m) X B(v(m))'

Druhy soudinitel napravo je podle 1,24 ekvivalentni s B a
tedy koneény. Je-li tedy BM™) koneénd, je podle dokdzaného
jiZ tvrzeni o soudinu také

BM(m) v B{rtm)}

a tedy i BM*®)] konednd. Tedy, je-li U1 mnoZina viech m
s kone¢nou BM™), jest a € Il a z m € Ulyw plyne v(m) e N &
tedy podle (E) jest M C N1, tedy n e U, tedy BMm — BA
konedni.

Koneéné pidme M = M(n) ve shodé s vétou 2,4. Prvky
z € M jsou kone¥né mnoZiny. Bud Il mnoZina té&ch me M,
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pro kterd Z(M(m)) je konetn4d. Podle 2,1 (4) a cvideni 1,3 jest
I(M(a)) = Z({a}) = ae M, tedy je to koneéni mnoZina a
a ¢ N1. Je-li m € Nvy, pak podie 2,1 (5) a 1,3:

E(M(m)]) = £(M(m)) + Z({r(m)}) = Z(M(m)) + »(m).

Oba sd{tanci jsou vak konefné mnoziny, prvni proto, Ze
m e 11, druhy proto, Ze pati{ do M. Tedy je i soulet
Z(M[»(m)]) koneény, t.j. »(m)e Nl. Podle (E) tedy té%
Z(M(n)) = Z(M) je konedné.

Cvitent 4,7. Bud f zobrazeni spodetné mnoZiny A na B.
A si miZeme myslet dobfe uspofddanou. Oznaéfme-li g(b)
(b € B) prvni takovy prvek ¢ mnoZiny A, pro ktery f(a) = b,
pak g je prosté zobrazeni mnoZiny B do A.

Cvident 4,8. D4.li se mnoZina prostd zobrazit do kone&né

mnoziny, je konedn4. (Je totiZ ekvivalentnf s ddstf konedné
mnoziny.)

Vita 4,9. Existuje-li zobrazent koneéné mnofiny A na B, pak
je B konelnd.

Dikaz. Plyne z cvideni 4,7 a 4,8.

Cvitent 4,9. Je-li Z koneénd mnoZina pdrd {£, 7}, pak
mnoZina P prvnich élenit £ (Q druhych élenit 7) je koneénd.
(Nebot Z moZno zobrazit na P: f({&,7}) = ¢ a podobnd na
Q.) Také P + Q je konednéd. Plati to zvldstd, kdyZ existuje
zobrazen{ z néjaké mnoZiny M, na Z.

4,10. Je-li A nekonednd, K konednd, pak A — K je neko-
net¢né.

2,5. PHrozend tisla. Podle vét 2,1 a 2,6 si &{ténf M(a, ») a pH-
slusné uspofddéni < spodetné mnoZiny M pfesnd a jednojed-
noznaénd odpovidaji. Je tedy jedno vychézet od #téni nebo
od piisludného uspofddéni. Definujeme na pf.:

Citénf dvou mnozin jsou si podobnd, jsou-li si podobns
piislunéd uspofdddni,
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vita 6,1, Jaou-li mnofiny M, a M, nekoneéné spoletné mno-
Ziny, pak kazdé Eitdnt mnoZiny M, je podobné katdému Htdni
mnofiny M,.

P#i tom mnofiny M, a M, mohou byt rizné nebo st rovny.

Dikaz. Kdyby totiz si podobné nebyly, t. j. typ M; =+
=+ typ M,, pak z 2,3 a trichotomie pro typy by plynulo na pf.
typ M, < typ M,, t. j. typ M; = typ Mg, pro jisté ze M,.
Aviak podle cvideni 4,3 by bylo moino psit My, = M,(y)
a mnoZina M, by byla ekvivalentni s koneénou mnoZinou
My(y) (srv. vétu 4,3) a tedy konednd.

Korolér 5,1. KaZdd dvé &tdnt dané mnoZiny jsou si podobnd.

Diikaz. Je-li ta mnoZina kone¥ns, plyne to z véty 4,6. Je-li
nekonednd, plyne to z véty 5,1 pro M, = M, rovnou nasf
mnoziné. '

Koroldr 6,2. KaZdd nekonednd spodetnd mmoZina je ekviva-
lentnt s M.

Ditkaz. Nebot pfi uspofddéni podle véty 2,1 je vzhledem
k 5,1 podobnéd mnoZiné M.

Oznadme nyni N jakousi zcela libovolnou, ale jednou pro
vidy pevné zvolenou nekoneénou spodetnou mnoZinu,
N(1, ») pevné &iténi mnoZiny N. N nazveme mnoZinou pfiro-
zenych d&isel, joji prvky budou t. zv. pfirozend disla. Misto
¥(z) budeme psdt z + 1. Podle véty 2,1 existuje pfesné jedno
uspofédédni << mnoZiny N takové, e 2 << z + 1 pro kaZdé
z € N; je to t. zv. pfirozené uspofdddni mnoZiny N.

Ve volbd mnoZiny N a jejiho &téni byla, zd4 se, znaénd
liboviile, Vzhledem k vé&t& 5,1 to viak neni tak zlé. Kdyby-
chom provedli jinou volbu, pak by v8e zlistalo podobné, t. j.
viie by se krylo, a% na ,,0znadeni*. Se stanoviska abstraktni
matematické theorie nelze takové dvé volby jednu od druhé
rozeznat. Na pf. Cech #{ké prvkém mnoZiny N: jeden, dva,
t¥i atd., Némec voli za mnoZinu vyrazi: eins, zwei, drei atd.,
co% s hlediska matematiky je jedno. Podle véty 5,1 kaZdd
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jind volba mnoZiny N se li#i od jmenovanych zase jen ,,filolo-
gicky*. MoZno tedy povaZovat pfirozend &sla i jejich pii-
rozené uspofdddni za pFesné a jednoznaéné definované
pojmy.

Existence mnoziny N se nedd dokdzat. Je to zdkladni
predpoklad matematiky, prirozend é&isla jsou od Boha.
(Srovnej citdt z Kroneckera.) Z toho plyne existence kone¢-
nych mnoZin a to ,nekoneéné mnoho‘‘. Podle véty 4,3 jsou
totiZ mnoZiny N(n) konetné a pro riiznd = jsou i mnoZiny
N(») rizné. Je jich tolik co prvkid » mnoziny N, kterd je ne-
konedna.

Ptirozenych éisel uZivime k poéitdni prvki mnoZin a je-
jich &slovani. Podkladem toho jsou nédsledujici dvé véty.

Véta 5,2. Necht M-+= 0 je konelnd mnofina; pak existuje
pfesné jedno n € N takové, Ze M ~ N(n).

(Rikdme, 2e M mé n prvki, n je podet proki mnoiny M.
Zv145té N(n) mé » prvki).

Didikaz. MnoZinu M si vzhledem k vétdm 2,1, 2,3 mbZeme
myslet dobfe uspofddanou. Kdyby typ N < typ M, pak
by N byla (podobnd & tedy) ekvivalentni s édsti koneéné
mnoZiny M, tedy podle v&ty 4,4 konedna. Tedy trichotomie
pro typy dé typ M < typ N, t. j. typ M = typ N, pro jisté
z, &ili typ M = typ N(n) podle cvideni 4,3. Tedy M je ekviva-
lentni 8 N(z). Kdyby M byla ekvivalentni s N(n,) i s N(ny)
a na pf. n, < n,, pak by N(n,) byla ekvivalentni se svou
pravou sdsti N(n,), coz odporuje vété 4,3. Tedy = je vztahem
M ~ N(n) pfesné uréeno.

Je-li M koneénd, M ~ N(n), oznaéime M mnozinu N(n).
Je-li M spodetnd nekoneén4, ozna¢ime M mnoZinu N.

Vita 5,3. M(a, v) bud &itdni mnofiny M. Pak existuje jedno
jediné zobrazeni f mmofiny M do M takové, %e f(1) =a a
fim + 1) =9[f(m)] pro m + 1eM. f je jedind podobnost
mno¥in Ma M.
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[Pfi tom, ddno-li ¢itdni mnoZiny, minime jeji uspofddani
podle véty 2,I. Citdni mnozin N(z) je podle cvideni 2,5 indu-
kovéno &itdnim mnoziny N a pisludné uspofddéni je stejné
jako v N.]

Dikaz. MnoZiny M a M jsou si podobné. Pro koneénou M to
plyne z véty 4,7, pro nekoneénou M z véty 5,1. Za f volme
podobnost mnozin M a M. Pro viecka m ¢ M jest 1 < m, tedy
f(1) < H(m). Jeito f(m) vyéerps viecky prvky mnoZiny M,
je f(1) prvni prvek M, tedy f(1) = a podle véty 2,1 (1).
Zadruhéjestm <m + lazm < xplynem + 1 < x. Tedy
(z « M) jest f(m) < fom + 1) azf(m) < (z) plyne f(m + 1) <
< f(x). Jezto f(x) jsou viecky prvky v M, je tedy f(m 4 1)
prvni prvek y e M, pro ktery f(m) < y, a tedy f(m + 1) =
= y[f(m)] podle véty 2,1(2).

Méjme nyni dvé zobrazeni f: f, a f,, kterd spliiuji vétu.
(Zvlésté to mohou byt podobnosti, nebot ty podle priveé
Fedeného vétu spliuji.) Bud IIT mnoZina téch x ¢ M, pro kterd
fi(@) = fo(x). Ziejmé 1 e NT. A je-lim e I, t.]. fo(m) = fy(m),
am+ leM, pak fi(m + 1) =V[f1("_"')] =fo(m)] = fom +1),
tedy m + 1 € IIl. Podle (E) tedy M C I, tedy f,(x) = fs(x)
pro viecka x a tedy f, = f,. Zobrazeni f je jediné; a je to ta
svrchu zvolend podobnost.

Cvideni 5,1. MnoZina A je kone¢nd, kdyz a jen kdyz
existuje n e N takové, Ze A mé n prvki. [Mald pismena
znadl pfirozend &sla.]

5,2. Je-li A~ A’ a mé-li An prvkid, pak A’ méd » prvka.

5,3. Mé-li A » prvki a ma-li také A’ n prvki, pak A ~ A’.

Necht A mé a prvki, necht B md b prvki. Jsou-li mnoZi-
ny A a B disjunktni a mi-li A + B ¢ prvki, pifeme ¢ =
=a + b.

Cuideni 5,4. ,,Soudet“ a + b je disly a, b pfesné uréen. [To
znadi: Déna &isla @ a b. Dva lidé, j4 a mij pFitel, poditaji ne-
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zdvisle na sob& a + b. J4 si za tim G&elem zvolim disjunktni
mnoZiny A a B majicf @ a b prvki. a 4+ b pro mne bude podet
prvki mnofiny A 4 B. Mij pitel nevéda o mné &i zvolf jiné
disjunktni mnofiny A’ a B’ majici ¢ a b prvkid. a 4 b pro
ného bude podet prvkid mnoZiny A’ + B'. éené,f‘ m4§ ukdzat,
Ze ten podet bude stejny jako polet prvki mnoziny A + B,
%e ndm ob&ma vyjde totéZ. Plyne to z toho, Ze podle ovideni
1,15 jest A + B ~ A’ 4 B’ a podle cvideni 5,2 majf ekviva-
lentnf mnoZiny stejny podet prvki.]

Co je to = + 1, bylo uZ dfive definovano: z + 1 = »(z).
To tplné souhlasi s nadf nynéjii definici. Nebof {v(z)} ~
~{1}; tedy podle 2(4): {»(x)} ~ N(1). MnoZiny N(z) a
{»(x)} jsou podle 2 (5) disjunktni a, N[»(z)] = N(z) -+ {»(x)}.
Podet prvki je postupné »(z), z a 1 a tedy vskutku

iz)=z+ 1
i ve smyslu nynéjif definice symbolu = - 1.

JeliC=AxBamiliAa prvkd, B b prvkid a C ¢ prvki,
pak pifemec = axbdic=a.b & ¢ = ab.

Cvidend 5,5. ,,Soudin‘ ab je &isly a a b pfesnd uréen.

Je-li C = BA, pifeme podobné ¢ = b2.

Cviceni 5,6. ,,Mocnina‘* ® je &isly a a b pfesnd uréena.

Ke katdym dvéma ¢&islim e a b skutedné Ize a + b, ab
a b% nalézt, coZ jsou pfirozend &fsla.

Cvident 5,7. Za tim tvdelem stadi volit A = N(a)x{l},
B = N(b)x {2}, pfi éemZ 2 = 1 + 1. Ty dvé mnoZiny maji
totiZ skutedné a a b prvlki a jsou disjunktni (coZ potfebu-
jeme k viili soudtu). A mnoziny A + B, AXB a BA jsou ko-
netné a tedy ke kaZdé z nich existuje pfirozené é&islo, jeji
podet prvkil. A ta piirozend &sla jsou prdvé a 4 b, ab a b°.

Cvideni 5,8. Nahradime.li mnofiny pisluSnym poétem

prvki, nahradi se ekvivalence ~ rovnost{ = (Ekvivalentnf
mnoZiny maji stejny podet prvkd). Volice A = N(a)x {1}
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B=N@®)x{2}, C=N()x{8} (3=2+1), odvodte ze
cvidenf 1,16 aZ 1,24 tato pravidla:

@4+b)+ec=a+(b+o)

a+4+b="5+4a,
(ab) ¢ = a(be),
ab = ba,
! l.a=a,

a b+ ¢c)=ab + ac,
cd+b = ¢o , ¢b,
che — (cb)a’
cl=ce.

Vita 54. Jest m < n, kdyZ a jen kdyZ existuje z takové, Ze
n=m-+4 .

Ditkaz. Je-li m < n, pak n € N(n) — N(m) a tedy mnoZina
X = N(n) — N(m) jo neprdzdni. Je _to &4st mnoziny N(n)
a tedy podle vty 4,4 koneénd; X mé fekndme « prvki. Mno-
ziny N(m) a X jsou disjunktni a N(n) = N(m) 4 X. Pro
potet prvki to znamend n = m 4 z.

Naopak je vidy m < m + z. Pro z = 1 to platf. Plati-li
to pro z, plati to i pro 2 +- 1; nebot m <m 4+ z < (m +
+2z)+1=m+ (z+1). Tedy podle (E) to plat{ pro
ka%dé z.

Vita 6,6. Je-li m + x = m + y anebo mx = my, jest ¢ = y.

Je-lli m + v < m + yanebo mx < my, jest z < y.
Jeliz <y, jest m4+z<m-+ya mz<<my.

Ditkaz. Je-li x < y, moZno psit y = z + u podle véty 5,4.
Pakmt+z<m4+2)+u=m+(xr+u)y=m+ya
podobnd mz << mz + mu = m (z + u) = my. Z toho plyne
posledni tvrzeni véty.

Kdyby prvni tvrzen{ bylo nespravné, pak by = & y a tedy
na pf. ¢ < y, coZ by vedlo k nerovnostem m + s < m 4 y
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a mx < my proti pfedpokladu. Tedy i prvni tvrzenf je
spravné.

Kdyby druhé tvrzeni bylo nesprévné, pak by bud =z = y
a tedy m + xr=m+ y a mz =my proti pfedpokladu;
anebo by y < « a pak by zase proti pfedpokladu bylo m +
+ y <m+ x a my < mz. Tedy viechna tvrzen{ jsou spravnd.

Cuvideni 5,9. Je-li m < =, pak existuje jedno jediné x ta-
kové, Ze n -= m 4+ z. Oznadujeme z = n —m. Je-li m’ <
<m,pakn—m<n—m' Vidy n —m < n.

Vita 5,6. Necht A md a proki; nechf B md b proki. Jest
a < b, kdyZ a jen kdyZ A je ekvivalentni s pravou édsti mno-
#iny B.

Diikaz. Necht A je ekvivalentni s pravou éasti A" mnoZiny
B. Pak A’ a B — A’ jsou neprazdné disjunktni a podle 4,4 ko-
nedné mnoziny majici @ a feknéme 2z prvki. Jest B = A’
+ (B—A’) a tedy b = a + x, tedy a < b podle v&ty 5.4.

Je-li naopak a < b, pak N(b) = N(a) + X, X = N(b) —
— N(a). Mnoziny N(a) a X jsou zase neprazdné, disjunktni
a kone&né. Podle cvidenf 1,25 Ize psiti B =B, + B, s disjunkt-
nimi séftanci, B, ~N(a), B, ~X. Ti séitanci jsou tedy neprzd-
ni a tedy B, je pravéd &ist mnoZiny B a je ekvivalentni s A.

Bud 0 novy symbol, ,,podet prvkd mnoZiny 0, Ny =
= {0} + N.

Cuident 5,10. Bud 1y(0) = 1, »(x) = x + | pro x e N; pak
Ng(0, »,) je &itdni mnoziny N,. Tim &ténim je urdeno uspo-
Fadéni <: x <vy(x). Jest vidy 0 <z a pro xeN, yeN jest
z < y, kdy? a jen kdy% x < y. Proto piSme prosté < misto <.

5,11. Definuji-i O + s =2z4+0=x, 0. 2=2.0=0,
w9 =1,0"=1, 0P == 0 pro x + 0, pak plati pravidla ve cvi-
¢eni 5,8, i kdyZ a, b, ¢ jsou prvky mnoZiny N,,.

2,6. Spotetné mnoZiny. Nejprve kriterinm spodetnosti:

Vita 6,1. Je-li M dobfe usposidand mnofina a jsou-li véecky
mno%iny M, pro x ¢ M koneén¥, pak M je spodetnd.
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Dokonce dané uspofddint mnofiny M pat¥i k néjakému &-
tdni (ve smyslu véty 2,1).

Ditkaz. Oznadme a prvni prvek mnoziny M. Neni-li x po-
sledni prvek mnoZiny M, ozna¢me »(x) prvni prvek y, pro
ktery ¢ < y. (< je uspofdddni mnoZiny M.) Tvrdim, Ze
M(a, ») je ¢itdnf mnoZiny M. Ze plati (A), (B) a (C), je zfejmé.
Je-li x & y, tedy na pf. < g, jest v(z) < y < v(y), z &ehoZ
plyne (D). Necht N1 spliuje pfedpoklady podminky (E).
Kdyby neplatilo M C 11T, byla by M — 1T neprazdné mno-
zina a méla by tedy prvni prvek z. Jeito M, je koneéna
(a neprizdns, nebot a € M;), m4 podle véty 4,5 bis posledni
prvek y. Jest y < zaproy << zjestznmone Mg, t. j. z < 2.
Je tedy r = »(y). Aviak z y < x a definice prvku z plyne
ye Nl atedy v(y) e M, t.j. z € 1T, coZ je spor, nebot ze M —
— M. Tedy vskutku M C 11T a tvrzeni podminky (E) je té%
splnéno. A uspofdddani < pati k &tini M(a,v), nebof z <
< »(x).

Vita 6,2. KaZdd cdst spobetné mnofiny je spoletnd.

Dikaz. Bud M spoéetnd mnoZina uspofiddand podle v&ty
2,1 a 2,3, M" C M. Pak je M’ dobfe uspofddand mnoZina a
M’; C M. Podle cvident 4,3 a véty 4,3 je M, a tedy podle
véty 4,4 také M’; konednd. Podle piedeslé véty je tedy M’
spodetnd.

Cvileni 6,1. Necht M je spodetnd tiida, jejiz prvky jsou
koneéné (spodetné) mnoziny. Pak moZno sestrojit spoéetnou
tiidu M’, jejiz prvky jsou konedné (spodetné) mnoziny po
dvou disjunkini, a Z(M’) = Z(M). (Podle véty 5,8 moino
prvky mnoZiny M odislovat pFirozenymi &sly n ¢ M, psdt je
ve tvaru f(n). f(n) jsou konedné (spodetné) mnoZiny. A ted
oznatme f'(n) mnoZinu téch x, kterd patfi do f(n) a nepati do
zédné dfivéjsi mnoziny f(m), m < n. Ty mnoZiny f'(r), které
jsou prazdné, vynechejme. Zbylé f'(n) tvoff tiidu M’ a f je
prosté zobrazeni édstt mnoZiny M na M’ (nebot prazdna f'(n)
byla vynechdna). Jest f'(r) C f(7). Ze M’ vyhovuje, dokdze

105



étenaf sam: z e f'(n), je-li » prvni &dislo, pro né% z ¢ f(n), a jen
tehdy. Je-li M konedné, je také M’ konedn4.)

6,2. Je-li M t¥{da uspofddand pravidlem <, jejiz prvky
jsou po dvou disjunktni{ mnoZiny uspofddané pravidly <
(k omylu nedojde), pak pro prvky x a y mnoZiny Z(M) defi-
nujeme z < y takto: Je-lixe Xe M, yeY e M a pfi uspofs-
dénf tHidy Mjest X < Y,pak 2z < y. Jeli X =Y,pakz < y
je totéz jako pFi uspofdéddni mnoZiny X =Y. (T. j. nejprve
uspofdddme celé mnoZiny X ¢ M a pak v kazdé z nich uspofé-
ddme prvky, tak jak uZ byly.) Jsou-li na pf. prvky mnoZiny
M jen dva (X < Y):

Y ...,
pak mnoZina S = (M) = X + Y je uspofddéna takto:
X Y
Dokaite, Ze < je uspofdddni mnoZiny Z(M).
6,3. Je-li M dobfe uspofidand a viecky mnofiny X e M

také, pak Z(M) je dobfe uspofddand.

[Prvni prvek v C C Z(M), C == @ se sestroji takto: Najde-
me prvnf mnozinu X, pro kterou XC = @ a v XC (co? je &st
mnoziny X) prvni prvek.]

64. Jeli S =Z(M), ze Xe M, pak
sz C Z(MX) + X.
(T. j.: Prvky y < z jest hledat v mnoZindch Y < X.)
A ted pfijde velmi pohodlné kriterium spodetnosti.
Vita 6,3. Necht M je spoletnd t¥da, jejiZ proky jsou koneéné
mnofiny. Pak Z(M) je spoletnd.
Diikaz. Podle cvidenf 6,1 moZno pfedpoklidat, Ze mnoZiny

patiicf do M jsou po dvou disjunktni. MnoZinu M moZno si
myslet dobfe uspofddanou podle vt 2,1 a 2,3. RovnéZ mno-
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ziny X ¢ M moZno dobfe uspoiidat. Pak podle cvideni 6,3 je
S = X(M) dobfe uspofddand a podle cvideni 6,4

Sz C Z(Mx) + X.
AvSak podle véty a cviteni 4,3 je My koneéna tfida koned-
nych mnozin. Podle véty 4,8 je tedy soudet napravo koneéné
mnoZina a tedy podle véty 4,4 ie S, konedné. Tedy podle
véty 6,1 je S spodetnd.

Cuvitend 6,5. Bud M’ tfida viech mnozin N(n)Xx N(n),
n e N. Pak M’ je spoetnd a Z(M') = NxN.

(Je-li f(») = N(xn)x N(n), je f prosté zobrazeni mnoZiny N
na M. Jedlim<ran<r naptr=m+ n,jest {m,n}e
€ N(r) X N(r).)

6,6. Je-li X spoletnd, pak existuje prosté zobrazeni fy
mnoZiny X do N. Pro kaZdou X si zvolme pevné takové fx.
(fx existuje na zdklads ekvivalence X ~ X.)

6,7. Jsou-li A a B spoletné, poloZme f({z, y}) = {fa(2),
fe(¥)}. Pak f je prosté zobrazeni mnoZiny Ax B do Nx

6,8. Bud M spodetnd tfida disjunktnich spodetnych mno-
Zin, z € X € M. Polozme f(z) = {fm(X), fx(z)}.

Palk f je prosté zobrazeni mnoziny (M) do N x N. (Kdyz
se zméni z, pak se bud zméni X a pak se zméni fy(X). Anebo
se X nezméni a pak se musi zménit fy(z).

6,9. Mnozina, kterou moZno prosté zobrazit do spofetné
mnoZiny je spodetnd. (Je ekvivalentni s &isti spodetné
mnoZiny.)

6,10. MnoZina, kterdi md jen dva prvky, je spodetnd.
(Jsou-li ty prvky a a b, piSme f(a) = 1 a f(b) =1+ 1. Pak
je prosté zobrazeni do N.)

Vita 6,4. Jsou-li A a B spoletné mnoZiny, pak mnoZiny
A + B a AXB jsou spodetné.

Je-li M spoletnd tfida, jejiZ proky jsou spoletné mnofiny,
pak je Z(M) spoletnd.
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Diikaz. Predevéim je N XN spodetni. Nebof je rovna
E(M’), kde M’ je podle cvieni 6,5 spoletnd a jeji prvky
N(n) x N(n) podle v&t 4,3 a 4,8 kone&né, tedy Z(M’) podle
véty 6,3 spodetnd.

Podle cvigeni 6,1 je dovoleno pfedpoklddat, Ze mnoZiny
z tFidy M jsou po dvou disjunktni.

Spodetnost mnoZin AxB a Z(M) plyne ze spodetnosti
mnoZiny Nx N a cvideni 6,7, 6,8, 6,9. A + B je jen zvldstni
ptipad souétu =(M), kde M ma jen dva prvky A a B; podle
cvideni 6,10 je M skuteéné spodetnd.

véta 6,5. Je-li B spodetnd a A koneénd, je BA spocetnd.

Dikaz. Podle véty 2,4 piSme A=M= M(n). Podle véty
2,1 (4), (5) a cvideni 1,22 jest

BM(e) — B(a)’ BM[v(m)] — BM(m)x B(v(m)}.

Mnoziny B{“} a B"™) jsou podle 1,24 ekvivalentni s B a tedy
spoletné. Je-li tedy BM™) spoletnd, je podle véty 6,4 také
B™™! sposetns. Oznadime-li tedy 1Nl mnozinu viech m se
spotetnou BM™) jest ae Ul a z m ¢ Ny plyne »(m) e M.
Podle (E) tedy n € 111, t. j. B® = BA je spodetnd.

Kdyby A byla nekoneénd spoetnd, pak by BA byla ne-
spoéetnd i kdyby B byla koneén4 (s vic nez jednim prvkem).

Vita 6,6. Existuje-li zobrazeni spodetné mnoZiny A na B, pak
je B spoletnd.

Diikaz. Plyne ze cviceni 4,7 a 6,9.

2,7. Hustd uspoFidani spoetnych mnoiin. Zaéneme piikla-
dem. Budu definovat kladné zlomky a &tend¥ bude sledovat,

jak formalisuji to, co o tom vi ze 8koly. Mald pismena jsou
prirozend &fsla.

Oznadime —Z— mnoZinu véech pard {c; d} takovych, Ze
ad = be. Rikdme, ie% je kladny zlomek. Oznadime §

mnoZinu viech kladnych zlomkd.
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Cvideni 7,1. {a; b} € %
7,2. Je-li % — %, pak ad = be. (Nebot {c; d} ¢ %.)

7,3. Je-li ad = be, jest % = %. (Jest ady = bey, tedy
z {%;y}e %, t. j. ay = bz plyne bdz = bey, dx = cy.
{z; y}e % a naopak.)

Tedy % = % znamend totéZz jako ad = bc. V tom ui

ttendf pozndavi zlomky. Ted ty zlomky uspofiddme pravid-

lem <. Nerovnost —:— < % bude znamenat totéz jako ad < be.

Je v tom jeden hddek; tyZ zlomek lze psit vice zphsoby
(na pf. } = §, nebot 1.4 = 2. 2). Musime se pfesvédéit, Ze
nerovnosti mezi zlomky nezévisf na tom specidlnim zpiisobu

psani. Je-lit.ed_v%: @, > ad

c
T T%F < L dluzno uks-
zat, Ze také % < -}. Predpoklady mozno psit jinak, totiz

ab’ = a’b, cd’ = c'd, ad < be. Z toho postupné plyne: cd’ .
.ab=cd.ab=cd.ab =ad.cb < be.c'b. Tedy bc.
.a'd’ < be.c'b, tedy a'd < c'b’, tedy skutedné Z—: < ;ic_:

Cvideni 7,4. < je uspofdddni mnoZiny §. (Je-li na pi.
%<%< %,jest ad < be, ¢f < de tedy adf < bef < bde,

tedy af < be, z toho transitivita.)

Ovideni. 7,5. Je-li % - % jest b = c.
Je-li % = i, jest a = c.

b
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Zvolme za m prvni pfirozené &slo, pro kte; ?— %

8 vhodnym n. Podle cviteni 7,4 je tim i » pFesnd uréeno.
Cisla m a n jsou charakterisovédna tim, %e pro %— = %n nutné
m< a,n < b. (m bylo tak uZ voleno. Kdyby b< n, pak by

bylo dm < mn < an, tedy bm<a'n t. j. —< .) %je

t. zv. ,zkrdceny tvar‘ zlomku - = ;

vita 7,1. § je spoletnd mnofina.
Ditkaz. Zlomky piSme vesmés ve zkriceném tvaru. Bud

{Z) = tm; m. Jeh"“aE o palk ovem {my; m) = mg; ).

Tedy f je prosté zobra,zeni mnoZiny & do Nx N, tedy podle
véty 6,4 a cvideni 6,9 je § spodetnd.

Uspofédddni < mnoZiny A nazyvd se husté (dicht, dense,
dense) a A hustd uspofddand, kdyz pro kaidé dva prvky
zeA,yeA, g < yexistujf prvky r, 8, t mno%iny A takové, Ze
r< 2 <8<y <t Pfi tom pfedpoklddédme, %e A mé asponr
dva riizné prvky.

Vita 7,2, § je hust uspofddami mnofina.
Diikaz. Nechﬁ — < 7, pek si dtendf sdm zjistf, Ze

a a ad+bc ¢ c¢+1
bF1% < "ad <3< 4

& mé dva rizné prvky, na pi-.-l—a,l+l:l.l=l,

1 1
Q4D 1=141 141+, tedy T+,

Cuvideni 7,6. § je nekonetns. (Stadf najit nekonednou &dst
mno?iny §. A to bude mno¥ina véech glomk# % neN.)
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7.1. -'11 < l;-, kdy% a jen kdyz m < n.
1

1 .
< o kdyZ a jen kdyZ n < m.

7,8. Husté uspofddand mnoZina nem4 ani prvni ani po-
sledn{ prvek.

7,9. Husté uspofddini nenf dobré.

7,10. Husté uspofddand mnoZina je nekonedné. (Z toho
znova plyne, Ze § je nekoneén4.)

7,11. Ka%d4 mnotina A 4 § je nekonednd. (UZij véty 4,4
a inkluse § CA + §.)

7,12. Je-li X uspofddina pravidlem <, pak XX {a} je
uspofddédna predpisem: {z;a} < {y;a} pro z <y. Jest
typ (XX {a}) = typ X.

Méme-li dokazovat typ X = typ Y mo#no tedy pfedpokld-
dat XY = @; nebof misto X a Y moZno vzit Xx {1} a Y x {2}.

Ve cvidenich 7,13 a 7,14 bude P' =P + {k}, Q' =Q +
+ {u}. P' & Q' budou konedné uspofédané mnoiihy (uspo-
F4ddni <), = podobnost mnoZin P a Q.

7,13. Bud knoneP,a posledni prvek ¢ P, pro ktery
a <k, b prvni, pro ktery k < b, n(a) < v < n(b). Pak
unone Q. Pro z ¢ P bud n'(z) = n(z), n'(k) = u. Pak ' je
podobnost mnozin P’ & Q’. (Neni.li prvku a nebo b, mysleme
si vynechdno vie, co se ho tyka.)

(Je-li z¢P, z < k, pak mnozina vlech prvki z P, které
jsou <k, je meprézdnd. A z konednosti mnoZiny P plyne
existence prvku ae¢ P poslednfho takového, Ze je <k.
Zz<kplyne z< k)

7,14. Bud unone¢ Q, a posledni prvek ¢ Q, pro ktery
a < u, b prvni, pro ktery v < b, a—1(a) < k < =—1(b). Pak
knoneP. Pro z ¢ P bud n'(z) = n(x), n'(k) = u. Pak ' je
podobnost mnoZin P’ a Q’.

(Nen{-li prvku a nebo b, mysleme si vynechdno vie, co se
ho tyk4.)
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7,15. Je-li A spodetnd, pak existuje prosté zobrazeni s
mnoZiny A 4+ £ na N.

Spotetnd mnoZina § je pfi svrchu popsaném t. zv. p#iro-
zeném uspofdddni uspoidddna husté. A to jeji uspofddéni mé
tu pozoruhodnou a dilleZitou vlastnost, Ze je to v podstaté
jediné husté uspofdddni spoéetné mnoZiny:

Véta 7,3. Necht A je husté uspofddand spoleind mnoZina,
pak typ A = typ §.

Diikaz. Podle cvideni 7,12 mozno piedpoklidat A§ = 9
a podle eviéeni 7,15 existuje prosté zobrazeni s mnoziny A +
+ $na N

Bud & resp. 5 prvek mnoZiny A, resp. § s co nejmensim
3(&), resp. s(n). Oznatme P, = {£}, Q, = {n}, P(§) = 7. Pak
$ je podobnost mnoZin P, a Q,, P, CA,Q,C §.

Vtip naseho dikazu bude ten, Ze budeme sestrojovat po-
dobnosti jakychsi mnoZin P, C A s jakymisi Q. C §. Ta P,
a Q; budeme postupné zvétSovat, aZ se ndm podaii sestrojit
podobnost celych mnoZin A a §.

Bud 7 podobnost mnozin P C A a Q C §. MnoZina P + Q
bud konednéd. Podle cvideni 4,10 existuji tedy prvky we
e(A 4 §) — (P + Q). Volme w tak, aby s(w) bylo co nej-
mensi.

Je-li we A (resp. we &), bud a posledni prvek v P (resp.
v Q) takovy, %e a < w a b prvni takovy, Ze w < b. (Neni-li
prvku a nebo b, myslime si vynechdno vie, co se ho tyk4.
Jsou-li mnoZiny P a Q prédzdné, pak ty podminky odpadnou
vilbeca bude k = &, u =95, 2" = p.)

A ted rozeznavime dva piipady:

1. Je-li we A, budiz ¥ = w; z hustoty mnoziny § plyne
existence prvku u ¢ § takového, %e n(a) < u < z(h). Volme
u tak, aby s(u) bylo co nejmensi.

2. Je-li we §, budiz » = w; z hustoty mnoZiny A plyne
existence prvku ke A takového, Ze n—'a) < k < a~(b).
Volme k tak, aby #(k) bvlo co nejmensi.
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Podle cviteni 7,13 a 7,14 v ka’dém pFipadé knoneP a
u non € Q. Déle, klademe-li n'(z) = n(x) pro z ¢ P a n(k) =
= u, je 7' podobnost mnoZin P" =P 4 {k} a Q' =Q +
+ {u}.

Tim jsme ziskali methodu, jak podobnost mnozin P a Q
roziffit na vétsi mnoziny P’ a Q’. F bude mnoZina viech po-
dobnosti koneénych &isti mnoziny A s &dstmi mnoZiny §.

Pro kaidé y < x (z ¢ N) mé&jme jiz definovdnu takovou
podobnost 2(y). Pro 2 > 1 mo#no psit * = m + 1. Mdme
tedy zvldsté definovdnu jakousi podobnost & = z(m) koneé-
nych mnoZin P C A a Q C §. Abychom mohli definovat in-
dukei, nutno #ci, co to je g(z) v F. Nade g(z) bude podob-
nost =’ mno#in P’ a Q' sestrojend svrchu. Podle (E) (pro
M = N) existuje tedy zobrazeni f mnoZiny N do F takové, Ze
f(1) = a f(z) = g(fz) pro | < z e N. f(z) e F a tedy f(x) je
podobnost 7, jakési koneéné P, C A a jakési kone¢né Q, C §.

(0) Jeli n =7y, P=P, Q=Qnm pak wm =7,
Pat1 =P, Qus1 =Q". Tedy PnCPuit, QnCQm:i a
Ttm+1(Z) = 7(z) pro z € Py,

[PoloZme z=m + 1, z=f,. Jest n = 7y = f(m)
= fom) = z(m). Tedy g(z) = n'. Aviak g(z) = g(f) = f(z)
= 714, tedy vskutku i’ = 7, = 7wmM41.]

(1) Je-li m < n, jest P, C Py, Qnu C Q, a pro x e P,, jest
7a(2) = ().

[Dostane-li se n z m pFi¢tenimi jedni¢ky 1, plati to podle
(0).] PoloZzme obecné n = m + v.

Bud Il mnoZina v8ech v takovych, Ze (1) plati pro n =
= m + v. Pak, jak jsme fekli, 1 ¢ NIT. Bud v ¢ Y1T. Pak P, C
C Pmiv C Pmtoy+1t = Puior1). Stejné Qum C Qumtw+1). Pro
xePy jest mm(®) == Amio(Z) = Am+0)+1{T) = Tm++1(2).
Tedy =z + 1 ¢ M. Z (E) pak plyne N C M1, t.j., Ze (1) plati
pro viechna v, n = m + v.

Bud P resp. @ mnozina viech x, kterd patfi aspon do jed-
noho P, resp. Q,. Je-li x € P,, poloZme w(z) = 7,(x). Podle (1)
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je w(z) urdeno prvkem z a nikterak nezdvisi na n. Jest &(z) €
€ Qn & tedy w(x) e Q. Je-li naopak ye @, pak ye Q, pro
jisté n a tedy y = mu(z) pro jisté z ¢ Py, t. j. y = w(z) pro
jisté z € P. Je tedy w zobrazeni mnofiny P na @.

(2) @ je podobnost mnoZin P a Q.

[Bud ze P, ye P, 2 <y a na pf. z€ Py & yePy. Bud
r=m+n; pak r >m a r >n a tedy podle (1) P, CP,,
Pa C P,, tedy z ¢ Py, y € Pr. Jest (2) = 7,(2) 8 (y) = m(y).
Jeito m, je podobnost, jest 77,(z) < 7,(y), tedy w(z) < w(y).
Tedy w je podobnost.]

A ted ndm uZ zbyvé dokdzat, fe P = A, Q@ = § a budeme
mit podobnost » mnoZin A a §. Jeito P C A, @ C &, stadi
podle cvideni 1,26 dokdzat jen |
@) P+Q=A+§

[Kdyby ne, pak by existoval prvek i ¢ (A+ §) — (P + Q).
Volme % tak, aby r = s(k) bylo co nejmensi. MnoZina N,
viech pfirozenych = < r je konedns a tedy je konednd mno-
%ina s—Y(N,) viech £ ¢ A + §, 3(£) < r. A podle volby ¢&sla r
jest pro takovd & vidy £e P + @, tedy £ € P, nebo € Qp
pro jisté m = m(§). m je zobrazeni mnoZiny téch £ na jistou
mnozinu é&sel: na mnofinu vlech m(£), kterd je podle véty
4,9 kone¢nd (nebof mnoZina t&ch & je koneénd). M4 tedy mno-
Zina t&ch m(£) podle véty 4,7 posledni prvek n. Jest tedy
vidy m(§) < n, tedy podle (1) Pmg C P 8 Qme) C Qa. Tedy
viecka naSe & (pro kters s(£) < r) pat¥i do P, + Qq. Jo tedy
h takovy prvek, %e 2 non ¢ P, + Q, a to s co nejmensim s(h).
(Je-li (k) = 1, neni takovych §; tu volime # libovolnd.) Bud
z=mn+ 1; jelin = 7y, P = Py, Q = Q,, pak podle (0) jest
P; + Qz = P’ + Q'. w byl prvek mnoZiny A + §, wnone
€ P + Q = P, + Qg s co nejmensim s(w). To je ale charakte-
ristické pro prvek h. Tedy w = k. Aviak we P’ + Q’, t. j.
podle (0) & ¢ P, + Q; & tedy piece jenom ke P + @ proti
pfedpokladu.]

Tim jsme diikaz v&ty 7,3 dokondili.
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Cvilent 7,16. Je-li A podobnd mnoZing § (t.j. typ A =
= typ §), pak A je spoletnd hustd uspofédand; A nemd
prvonfho ani poslednfho prvku.

Cvtéent 7,17. Je-li A uspofddand spodetnd, pak existuje
@ C & takovs, Ze typ A = typ @.

[Ditkaz pro konetnou A je lehky. Pro nekoneénou A je
stejny jako pifedesly. JenomZe s bude prosté zobrazeni mno-
Ziny A na N, we A— P. s co nejmensim s(w). Pfipad (2) tedy
padd. A (3) znf: P = A. A v poslednim odstavei nepfmy
diikaz pro (3) zadfnd takto: Kdyby ne (t. j. kdyby P =+ A),
pak by existoval prvek i e A — P. Ostatek je stejny.]

{Typy uspoiddanych spoletnych mnoZin jsou tedy typy
ést{ mnoZiny §. A § je sama uspotédand spodetnd. Rikéme,
Ze & je universdlni model uspofddanych spodetnych mnoZin.)

[§ je v jistém smyslu nejmensf hustd uspofddand mnoZina:]

Vita 7,4. Bud C husté uspofddand, pak existuje A C C,
typ A = typ §.

Diikaz. F bude mnozine vech konednych &istf mnoZiny C.
Bud P ¢ F, a prvni, b poslednf prvek mnoZiny P; je-i z¢ P —
— {b}, bud z* prvni prvek mnoZiny P takovy, %e z < z*.
(Viz vdty 4,5 a 4,5 bis.) Vzhledem k hustoté mnotiny C
existujf prvky dac, vP, d < a, ¢ < c; < z*, b < ¢p. Jeo-li
@(z) = ¢, je @ zobrazeni mnoZiny P na mnoZinu € viech cz;
je tedy podle vity 4,9 € kone¥nd a podle 4,8 je kone&nd
i P'= P+ (€ + {d}), kterd vznikne z P pfidénim prvki ¢,
a d. Je-li z(y) e F pro y < 2, zeN, definuji ¢g(z) takto: Po-
lo¥ime z =m+ 1 a z(m) = P; pak g(z) = P’. Oznadme
libovolnou é&ist mnoZiny C, poziistdvajicl ze dvou (riznych)
prvki. A f budiZ zobrazeni mnoZiny N do F takové, Ze f(1) =
= p a f(z) = g(f;). Existuje podle (). Oznalme f(z) = P,.

(1) Je-li m < n, jest Py C Pn; Ppt1 = P'm. (Nebof pro
n=m+1,z=f, jest Pp= f(n) = glfa) = g(z) = P, kde
P = z(m) = fo(m) = f(m) = Py. Tedy Pmi1 = P'p, tedy
Pm C Pg4-1 & podle cviéen{ 7,17 obecnd P, C P,.)
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Je-li 3 tiida viech f(n), pak f je zobrazeni mnoZiny N na J§,
tedy podle véty 6,6 3 spodetnd a podle véty 6,3 A = Z(J)
spodetnéd. Jest A C C. Podle vity 7,3 jde jen o to, Ze A je
husté uspofddand.

A obsahuje aspon dva prvky, nebot @ C A. Bud z¢ A,
yeA,z < y. Jestnapf. zeP,, ye P,,,tedypror—m-}-n
podle (1) z€P,, ye P,. Oznadme P, = P; jest z < 2*< y
ad <z <c, <y <y pﬁtomprvkyd c. ac, patH do P,
coZ je podle (1) rovno P, . Tedy pati{ i do A.

2,8. Kontinuum. [KaZ?dé ¢&islo « na ose Ciselné je pfesné
urdeno, vime-li, kterd racionilni &fsla (t. j. zlomky s celym
titatelem a jmenovatelem) jsou < x. Je-li A mnoZina racio-
nélnich &fsel < «, pak x urdf pfesné A a A uréf pfesné «. Je-li
yeA, £ < y a z raciondlni, je také x ¢ A. MnoZina A ne-
obsahuje v8ecka raciondlni &isla. (Jsou raciondln{ &isla > «.)
A mnoZina A nemé posledntho prvku. (Zédné raciondlni
&islo nepfedchézi bezprostiedné pfed ~.) To nds vede k na-
sledujicim definicim.]

Oddil uspotddané mnotiny (<) je takové neprdzdnd
pravd &dst A mnoZiny A, kterd nemd poslednfho prvku a
zz<y,yeAplyne zeA.

Cvident 8,1. Jeli A oddil mnoZiny 2, = prvni prvek
vUA—A, pak A = ;.

Bud A = §. Mohou nastat dva pfipady:

I. Mnozina § — A m4é prvni prvek; je to kladny zlomek,
ktery oznadéime a(A).

8,2. MnoZina A je prvkem x(A) pfesné uréena; jest A =
= Satay

II. Mnozina § — A nemé prvniho prvku. Pak mnoZiné A
pFifadime novy symbol «(A) a to riznym A riizné symboly
%(A). MnoZina A urdi pfesné o(A) a «(A) zase uréi A. Takovd
x(A) jsou t. zv. kladnd irraciondlni sla.
~ Symboly x(A) dohromady (at uZ odpovidaji pfipadu I
nebo IT) jsou t. zv. kladnd &isla.
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Je-li A oddfl mnoZiny §* a nema-h §* — A prvniho prvku,
fkdme, Ze A je mezera v §*.

Irraciondlnimi &isly jsme zaplnili mezery v mno%ind §.
Oznadme P mnoZinu vech kladnych é&isel.

Cvilent 8,3. Jsou-li A a B oddily mnoZiny §, «(A) & &(B)
raciondlni, pak x(A) < «(B) kdyZ a jen kdyz A C B, A &+ B.
(Je-li x(A) < «(B), dokdZzeme A C B, A =+ B snadno. A opak
nepiimo: Kdyby «(B)< x(A), pak by B CA; s inklusi
A C B by to dalo spor A = B.)

8,4. Jsou-li A a B oddily mnoziny §, pak budto A CB
aneboBC A. (Je-liA+Banapf.zeB—A, pak proae A
nutné @ < x (sic by z¢ A) a tedy a e B.]

Ted definujeme uspofddini < mnoZiny P. x(A) < «(B)
bude znamenat, ze AC B, A == B. Podle cvideni 8,3 pro
raciondIn{ &sla to souhlasf s uspofddinim mnoZiny §.

Cutéent 8,5. DokaZte trichotomii (podle cvideni 84) a
transitivitu.

8,6. Je-li a kladné raciondlni é&islo, pak & < «(B), kdy%
a jen kdyZ x € B. (UZij cvifeni 8,2 a 8,4; x(A) = 2, A = §;.)

8,7. Je-li z kladné raciondlni, pak x(B) < x, kdyZ a jen
kdyZz 2 + «(B), z non € B.

Je-li P(<) uspofddand mnoZina, F C P, pak F je hustd
(dicht, dense, dense) v P, kdyZ ke kazdym dvéma prvkim
z, y mnoZiny P, z < y, existuji prvky r, s, ¢ mnoZiny F ta-
kové, Zer< x < s < y < 1.

Cvileni 8,8. Mnozina, kterd mi aspon dva prvky, je husté
uspofdddna, kdyZ a jen kdyZ je hustd sama v sobé.

8,9. KdyZ uspofddand mnoZina obsahuje hustou &ist, je
husté uspotddani.

Véta 8,1. MnoZina § je hustd v P. Je tedy P husté uspofddand.
Diikaz. Pifme z = x(X), y = a(Y), kde X a Y jsou oddily

mnozZiny §. Jest XCY, X &= Y. Volme re X, 8, e Y — X,
§,eY,8, <8y, t' e §—Y. Podle cvitenf 8,6 a 8,7 jest r <
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<zl 8 <&, <yt tedy 8, <t'. Z hustého uspofé-
déni mnoZiny £ plyne tedy existence prvki s a ¢ takovych,
je &'y <8 <8y as,<t <t Pak skutetnéd r< z < s <
<y<t

Cvident 8,10. Je-li A oddil mnoZiny F, oy podobnost mno-
Zin Fa F', pak g,(A) je oddil v mnoZing F’. Je-li g, podobnost
mnozin F' a F, pak ¢,—1(A) je oddil v F'. Je-li A mezera, jsou
i, (A) i g,~1(A) mezery.

8,11. Opatfeme si dvé uspofddané disjunktnf mnoZiny
X(<) a Y(<) podobné mnoZing § (srovmej cvideni 7,12).
Soudet S = X 4 Y uspofdddme tak, Ze napfed ddme celou
X, pak celou Y a v X a Y prvky uspofddéme tak, jak byly.
T.j.jelize X, yeY,jest z < y; aje-li xiyeX (nebo €Y),
pak = < y je uz definovdno uspofdddnim mnozZiny X (& Y).
Srovnej cvideni 6,2.

Xt
Y—_ a)
XY r— X L Y 4
Obr. 29a.

Dokazte: X je mezera v S (X ani Y nemaji prvnich ani po-
slednfch prvkil). A S je spofetnd hust® uspofddand. Pokyn:

r xsy t

nebo rxsy b)

nebo r ¥ ¢ y !

Obr. 29b.
Tedy typ S = typ §.
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Vita 8,2. V mnosiné § jsou mezery. Existujl tedy trraciondl-
né &sla.

Diikaz. V mnoZind § ze cvideni 8,11 jsou mezery. Je to
mnoZina podobnd k § a tedy podle cviteni 8,10 jsou mezery
iv§.

Cvilent 8,12. Je-li A oddil mnoZiny P, pak prinik A§ je
oddfl mnoZiny £.

8,13. Je-li A mezera v P, pak A je mezera v §. (Je-li
ae§— AS,pakae P — A, tedy existujeb < a,be P — A.
Je-li r raciondlni, b < r < a,jestr <aare§—A§)

Véta 8,3. V mnoZing P nend mezer.

Diikaz. Bud A mezera v mno#iné P. Pak A S je mezera v &,
«(A§) irraciondlni &fslo. Kdyby «(A§) € A, pak by existo-
valo £e A, x(AS) < £ aneA, £ <. Tedy by existovalo
raciondlni r, £ <r <z, tedy reA, t. ). re A§, x(A§) <,
coZ odporuje cvideni 8,6. Tedy a(A§) e P — A. Jeito A je
mezera, existuje £e P — A, £ < (A§), tedy raciondlni r,
E<r<a(Af), tedy podle cvideni 8,6 re A§, tedy re A,
tedy £ € A, coZ je spor.

Vita 8,4. MnoZina D je nespodetnd.

Dikaz. Podle véty 8,1 je P hust® uspofddans. Kdyby byla
spodetnd, byla by podle véty 7,3 podobnd mnoZ%ind § a podle
véty 8,2 a cvileni 8,10 by v ni byly mezery, coZ odporuje
vété 8,3. '

Cvilent 8,14. Husté uspofidand mnoZina bez mezer je
nutnd nespodetnd.

8,15. Maji-li mnoZiny C, a C; kaZd4 aspoii dva prvky a
jsou-li A; C C, a A, C C,; vnich husté a spodetné, pak existuje
podle véty 7,3 podobnost s mnozin A, a A,.

8,16. Je-li A hustd &¢ist mnoZiny C, pak pro ze A jest
AC; = A,. Pidme tedy AC, = A; i kdyZ ze C— A. Az je
oddfl mnoZiny A a jest z = supr A; ve smyslu cvideni 3,8.
Jest z < y, kdyZ a jen kdyZ A; C Ay, Ay = A,.
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Husté uspofddand mnozina, ve které neni mezer, se nazyva
spojitd.

Cvideni 8,17. Je-li D oddil spojité C, pak C — D m4 prvni
prvek z a jest D = C;, £ = supr D.

8,18. Je-li A husté ve spojité C, D oddil mnoziny A, pak
existuje piesné jedno x ¢ C, D == AC, = A,, * = supr D.

Uspofddand mnoZina nazyva se kontinuum, kdyZ je spo-
jitd a obsahuje hustou spodetnou &ast.

Cviteni 8,19. P je kontinuum. Obecné: Je-li typ C =
= typ P, pak C je kontinuum.

A ted uvidime, Ze P je v podstaté jediné kontinuum:

vita 8,5. Je-li C kontinuum, pak typ C = typ p

Dokonce plati vic:

Budte C, a C, dvé kontinua, A, CC,, A,CC,. Mnofiny A,
a A, budte spoletné, A, hustd v C,, A, husii v C,. Bud 8 po-
dobnost mnofin A, a A,. Pak existuje jedna jedind podobnost
s mnofin C, a C, takovd, Ze pro x e A, je vidy s(x) = s(x).

Diikaz. Uiivime oznadeni a vysledkii pfedchozich cvifeni
a cviteni 3,7 az 3,9. Je-li ze C,, je A,Cyp == Az oddil v A,
8(A1z) oddil v A,, tedy 8(A1;) = Ase pro jedno uriité & e C,.
PoloZime s(z) = &.

Je-li &£ € C,, je Ay oddil mnoZiny A,, s—1(A.;) je oddil mno-
ziny A, a tedy s—1(Ags) == Ay A jest s(Az) = Asg, tedy & =
== :(x) Je tedy s zobrazeni mnoZiny C, na C,.

Jeliz < Y, ]GSt Alz C Aly, Alz + A“,, tedv S(Ala:) C S(Aly)
8(A1z) + s(Ayy); pro s(z) =& a s(y) =n tedy Ay C Ay,
Age + Ag,, tedy £ < 5. Tedy s je podobnost.

Je-li zvli§té z e A}, je = prvni prvek mnoZiny A, — A,
tedy s(z) prvni prvek mnoZiny A, — s(A;;). A s(A;;) je oddil
mnoziny A,, tedy s(A1z) = Agyz), tedy vskutku s(z) = s(x).

Bud o podobnost mnozin C, a C,, o(x) = s(x) pro zeA,.
Pro reC, je A); oddil mnoziny A, o(A1;) = s(A;) oddil
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mnoziny A, a je roven Ag, kde & = s(w). Jest x = = supr Az,
& = supr Ag:. Tedy podle cvideni 3,8 jest & == g(x), t. j. o) =
= s(z). Podobnost s je tedy jen jedna.

Cuideni 8,20. Je.li B spojitd, pak existuje C C B takovi,
ze typ C = typ P.

[Vol podle véty 7,4 A, C B, typ A; = typ §; bud A, = §,
C, = P, C, = B. Pak stadi zopakovat prvni a tfeti odstavec
pfededlého dikazu: C = s(C,).]

[Je tedy kontinuum v jistém smyslu nejmensi spojitd
mnozina. |

8,21. Jedté si uvédoméme toto:

, e , . . m
Ke kazdému z ¢ P existuje pfirozené m takové, Ze x < T

(Pro jisty kladny zlomek % jest < 1:- < m.)

2,9. Arabské Cislice. [Nejdiive dvé mali¢kosti o pFirozenych
&islech. Definici mnoZiny N, viz na konci odst. 2,5.

Véta9,1. Bud me N, ne N, pak existuje xe Ny a ye N,,
y<ntak, Ze m =nz + y. ézslazay 7sou6wlyman7edno
znaéné uréena.

Ditkaz. Je-li m < n, stadi zvoliti =0 a y = m. A jind
volba neni mozni. Kdyby 1 < z, pak by totiz = < nx <
<nzx+y=m Az 2x=0plyne m=n.0+y=0+
+y=y Bud tedy » < m. Pak mnoZina v8ech n&, £¢ N,
n£ < m je neprazdné (nebot obsahuje .1 = #n). A je ko-
neénd, nebot je to dist konedné N(m). Existuje tedy posledni
mezi véemi takovymi £; to oznaéime z. Oznatme y = m —
— nz. (Pro m = nx jest y = 0.) Pak oviem m = nz + y.
A jest ¥y < n. (Kdyby totiz <y, pak by y =n + 2
z=y—n)atedym=n.(x+ 1) 4zatedyn(z 4+ 1N
< m proti definici &sla x.)

Bud nynim = na’ + ¥, ' < n. Paknx + y = na’ + y';
je-lina pi. v < o', jest ' = 2 + u, ue N. Tedy nx + y =<
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= nz + nu + ¥, tedy n < nu < nu + y' = y, oot je spor.
Tedy z’' = z a z rovnice nz + y = nz + ¥’ plyne té% y'=y.

Bud m e N. Ka?dému 3+ < m bud pfifazeno urdité é&slo
a; € Ny. Opatime si po dvou disjunktnf mnoZiny A; tak, aby
A méla g; prvki. Je-li a; = 0, bude A; = @. Jinak poloZme
A; = N(a;) X {¢}. Bud J tfida viech mnoZin A;, i < m.

Cuilent 9,1. THda Ty je konelns; je tedy 2(3) koneénd
mnoZina.

Podet prvki mnoZiny 2(3) je pfFirozené &slo nebo nula;

m
oznadime jej Za,-. Bud ch = 0.
m—1
Cvident 9,2, Za. a;; Za; Za.- + @m. Obecnd pro
13
n < m jest za.- = Zai + Za.-+..-

9,3. an. =¢ Za. (Doka#te indukei.)

% 1
Ve viiech piiStich dvahdch bude d pevné pfirozené &slo
1. D bude mnozina {0} + N(d — 1). Prvkim mnoZiny D
budeme #kat cifry; & (s pfidavnymi indexy) znaéi vidy cifry.
m

Cuitend 9,4. d™ = (d — 1) d™— + 1. (Dokaite indukeci.)
[

A nynf pfejdéme k vlastnimu pfedmétu odstavee 2,9!]

m-8lennou fadou cifer rozumim zobrazen{  mnoZiny N(m)
do D. T. j.: Ka?dému z &fsel 1, 2, ..., m piifazuje f jakousi
cifru f(3), t. zv. i-t4 cifra Fady f. f(1) je t. zv. pron{ cifra.
Oznatme 'GN mnoZinu viech m-&lennych ¥ad cifer, jich%
prvni cifra nenf nula 0. Bud 3N soudet t¥idy viech 3N pro
m e N; z ¢ N tedy znadf, Ze pro jisté m ¢ N je z m-&lennd
Fada cifer s prvni cifrou riznou od nuly.

[Na pf. pro d rovno desfti jsou cifrv 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,
9:2=141,3=2+1,4=3+1 atd. A na pf. &tyr-
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dlennou Fadu f cifer, pro kterou f(1) = 1, }(2) = 9, (3) = 4,
f(4) = 1 si miiZeme zndzornit takto:

1 9 4 1.
A ;N je mnoZina viech takovych fad, které nezadinaji nulou,
at maji kolik chtéji cifer.]

Je-li f e 4N, pak jest fe'gN presnd pro jedno m; pifeme
m = n(f); =(f) je t. zv. polet cifer fady f.

Ovident 9,5. MnoZiny ZN jsou kone¥né. Bud (m) mnoZina
viech f € ¢N s postem cifer z(f) < m. Pak (m) je kone&ns.

(N c D™, A konednost mnotiny (m) plyne induke:

(m + 1) = (m) + "*iN.)

Pro f € 4N a g € gN bude nerovnost f < g znamenat, %e na-

stane jeden z obou ndsledujicich pfipadd:
L n(f) < =lg),

II. #(f) = n(g) = m; zobrazeni f a ¢ mnoZiny N(m) do D
jsou riiznd. Existuji tedy takovd ze N(m), Ze f(z) ¥ g(z).
A prvni z téch £ m4 tu vlastnost, Ze }(z) < g(z).

[Tedy f < g znamené budto, %e fada f je kratsi neZ g, ¥e méd
ménd cifer. Anebo Ze sice obd ty fady maji stejn® mnoho
cifer, ale na prvnim misté, na kterém se od sebe lisf, m4 f
men$f cifru neZ g. Tak uspofdddvidme &fsla psand v desit-
kové soustavé arabskym zpisobem. 54 < 111, protoZe 54
mé méné cifer. 1939 < 1941, protofe cifer jo stejnd mnoho
a prvod cifry, kde se naSe ¢isla liéf, jsou 3 < 4.]

Cuident 9,6. < je uspofddéni mnoZiny sN. Je to uspofs-
dinf dobré. (Vyberme z neprdzdné C C 4N ty fady, které
majf co nejménd cifer, feknéme m cifer. Pak C. 3N je ne-
prézdnd konednd a jeji prvni prvek je prvni v C.)

Cvilent 9,7. Viecky mnoziny 4N, jsou koneéné.

9,8. MnoZina 4N je nekonednd. (KaZzdému = ¢ N pFifadme
n&jakou =n-&lennou fadu cifer € gN.)
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Podle vét 5,1 a 2,5 existuje tedy jedno jediné é&téni
a«N(a,v) mnoziny 4N, 2 < »(z) pro véechna ze4N. Podle
véty 5,3 pak existuje jedno jediné zobrazeni ¢ mnoZiny N na
¢N takové, Ze (1) = @, p(x + 1) = »[p(x)]; @ je jedind po-
dobnost mnoZin N a gN. Tedy mnoZiny N a 4N si piesné a to
jedinym zpisobem odpovidaji a to tak, Ze si odpovidajf i je-
jich &iténf a uspofdddni. Na tom spodiva arabsky zpiisob psa-
ni &sel, rozSifeny po celém civilisovaném svété. Arabské
dslice jsou vlastné prvky z 4N, konedné fady cifer nezadina-
jicf nulou. Pfesné si odpovidaji s pfirozenymi &isly.

Prvkim mnoziny 4N fkejme slice; p(z) je &islice piislus-
nd k &slu z e N.

Cvideni 9,9. Bud fe 4N. Pak g = »(f), t. j. prvni prvek g
mnoziny 4N, pro ktery f < g, se dostane takto:

Bud m = =(f). I. V8ecky cifry f(x) fady f jsou rovny
d — 1. Pak g md m + 1 cifer, prvnf = 1 a ostatni = 0.

I1. Posledni cifra f(m) Fady f je riiznd od d — 1. Pak g mé
m cifer, posledni rovnu f(m) + 1 a ostatni stejné jako f.

ITI. f nem4 v8ecky cifry = d — 1, pii tom vSak f(m) =
=d—1. Pak bud x posledni takové &islo ¢ N(m), pro které
flz) =d—1, tedy pro x <yeN(m) ui flyy=d—1.
V tomto piipadé g ma zase m cifer a to pro y < x jest g(y) =:
= f(y), g(z) = f(z + 1) a pro = < y jest g(y) = 0.

Cvitent 9,10. Bud f = ¢(1) &slice pHsludn4 k éislu 1. Pak f
mé jednu cifru: z(f) = 1 a jest f(1) = 1. (Nebot f je prvni

prvek mnoZiny 4N.)
m

Maé-li f m cifer, oznadme [ = Z[(i) dm -,

Cuvident 9,11. Pipady I, II a III juko cvideni v 9,9, ¢ ==
= ¥(f). n
I /' = Z(d_ 1) dm—'i’ g' == gm,

n m

IL f" = D) dnt, g = Df(6) dm=i + 1
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m—-x

1
IIL [ = D f(i) dm=" 4 f(x) dm=% 4 3 (d — 1) dm—Gim,

x—I
g = 246) dm= + (f(z) + 1) d™—=.

Podle cvideni 9,4 je v kazdém pipadé g’ = f* + 1.

A ted pfijde véta, kterd nds pouéi o ,,mistnim‘ vyznamu
cifer v arabské &islici.

Vita 9,2. Bud z pfirozené &slo, g = p(x) pFisludnd éalice;
necht g md m = n(g) cifer. Pak

m
z = Zg(i) dm—i,
(Stru¢né: x = ¢, kde g = ltp(z).)
Dikaz. Podle principu indukce stadf to dokdzat pFimo pro

z =1 a pro obecné z jen za pfedpokladu, Ze plati obdoba
proy=z—1(x =y + 1). Je-li x = 1, pak podle cviteni
1

910m=1a2f)d—=fl)d-'=1.1=1=x.

Obecné oznaéme y = 2 — 1, f = ¢(y) a predpoklidejme
uz y=1{. Oznatme g =1(f). Pak ¢(z) =¢(y + 1) =
= Y[@p(y)] = »(f) = g a podle cvideni 9,11 jestg' = f' + 1 =
=y+ 1=z Tedy x =g, kde g = @(x), c.b.d.g(¢) je t.
zv. i-td cifra &sla z.

Vita 9,3. Kazdé pfirozené &islo se dda psdt jednim jedinym
zprisobem ve tvaru,

2.8dm—i, & +0.

Dikaz. Je-li xe N, pak pro g = (), & = g(i) je podle

véty 9,2 m
z = Edmi, & +0.
m* ’

Je-li mimo to z = Z.fi*dm'_i, £* +.0, g* &islice o m* =

== 71(g*) cifrdch, g*(i) = £;*, pak, jeZto ¢ je zobrazeni na 4N,
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existuje ye N, g* =@(y). A podle vity 9,2 jest y =
me*

=DEd™ =2 Tedy g* =p(z)=g, &li m*=m a
;

&* = g*(s) = ¢(3) = & a oba soudty se Gplné shoduji.
[Je-li d deset, f &islice o &tyfech cifrdch, f(1) = 1, f(2) = 9,
f(3) = 4, f(4) = 1, pak f piSeme: 1941. A podle véty 9,2 pFi-
slusné pfirozené é&fslo jerovno 1.4+ 9.d* +4.d 4+ 1.]
m

Coident 9,12. Jest D & < d, kdy% a jen kdyz m < r.

2.10. Rozvoje kladnych &isel. [Oznadeni a ndzvoslovi jako
v29.]

Posloupnost cifer je zobrazeni mnoZiny N do D, t. j. prvek
mnoZiny DN. f(1) resp. f(¢) je t. zv. prvni resp. i-t4 cifra po-
sloupnosti f.

Jeou-li f a g dvé rfizné poslouposti cifer, pak existuji
z ¢ N takovi, Ze f(z) ¥ g(z). Je-li 2 prvni takové pfirozené
slo, pak f < g znamend, Ze f(z) < g(z). Tedy posloupnosti
cifer uspofdddme jako shora ve slovniku podle prvnfho mista,
na kterém se lisi.

Crilent 10,1. < je uspoféddni mnoZiny DN.

Rozvojem rozumdjme pér {a; f}, jehoZ prvni &len a je pfiro-
zené &slo nebo nula, t. j. @ € N, a jehoZ druhy é&len f je po-
sloupnost cifer, t. j. fe DN. Pfi tom vidy vyludujeme pér
& = {0; v}, kde v je posloupnost cifer, jejiZ viecky cifry jsou
rovny nule. Oznadme 4R mnotinu viech rozvoji. f(z) je z-td
cifra rozvoje {...; f}.

Cvident 10,2. 3R = Ngx DN — {@}.

Jsou-li {z; f} a {b; g} dva rozvoje, pak {a; f} < {b; g} zna-
mend, Ze budto @ < b anebo, %e ¢ = b a pfi tom f < g. Zase
srovnidvame jako ve slovniku napfed podle prvnich &lent
a potom podle druhych &lend.

Cuident 10,3. < je uspofddini mnoZiny 4R.
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[Kladné é&fsla piSeme ve form& desetinnych rozvojit
(@ = deset). Pfed desetinnou d&érkou je @ (piirozené éislo
anebo nula) za nf f (posloupnost cifer). To odpovidé nadim
rozvojiim {a; f}.] Ka%dému rozvoji {a; f} patii jakisi t. zv.
kladnd éslice (v soustavd d). Tu &islici piSeme ve tvaru a, f.

[Na pt. rozvoji {5; 876000...} patif éislice 5,876000... Ted
ale ndkterym rozvojim pat stejné éislice. Na pf. rozvojim
{366,000...} a {365,999...} patii &slice 366,000...a 365,999...
a ty jsou si rovny. A stejn rozvojim {8,94508000...}
a {8,94505999...} pati stejné &slice 8,94506000... =
= 8,94505999...].

Oznadme & mnoZinu rozvoji {a; f} takovych, Ze pro jisté
le N jest vidy f(z) = 0 pro I < z. (T. j. od I-té cifry podi-
naje jsou v posloupnosti f samé nuly.)

Podobnd ozna¢me &* mnoinu rozvojit {b; g} takovych, Ze
pro jisté le N jest vidy g(z) =d—1 pro I < z. (T. j. od
l-té cifry podinaje jsou v posloupnosti g samé ,devitky*
d—1.) .

A ted ka’dému rozvoji a = {a; f} ¢ ® bude patfit jakysi
rozvoj b = {b; g} ¢ ®*; oznatime b = 7(a).

I. Jsou-li vdecky cifry f(z) nuly, pak (@ +0a)b=a —1
a vBecky cifry g(z) jsoud — 1.

Cvident 10,4. Nejsou-li viecky cifry f(z) nuly, pak existuje
jedno jediné k € N takové, Ze f(k) & 0 a pro k < z je uZ vidy
f(x)=0. (k=1—1, kde ! je prvni takové, %e pro I < z
vidy f(x) = 0.) k-t4 cifra je ,,posledni od nuly riizni‘.

II. Bud k-t4 cifra f(k) posledni od nuly rizns. Pak b = a,
pro z < k bude g(x) = f(x), g(k) =f(k) —1 a pro k< z
viecky cifry g(z) jsoud — 1.

Cuident 10,5. 7 je prosté zobrazens mnoZiny & na &*. A ted
kaXdému rozvoji {a; f}, pokud nepatti ani do @, ani do G*
(t. j. nemé-li za desetinnou éirkou skoro samé nuly, nebo
skoro samé ,,devjtky“), pati dslice a, f. Patii-li a = {a;f}
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do &, pak mu v &* patii jisty rozvoj t(a) = {b; g}; a tém
dv&ma rozvojim patfi &islice a, f a b, g, které povaZujeme za
sob& rovné: a, f = b, g. A dén-li rozvoj {b; g} v ®*, pak mu
podle cvideni 10,5 patff v & priavé rozvoj {a; f} a &islice b, g
mozno psat téZ ve tvarua, f. Ty kladné &islice, které majidva
rozvoje (jeden v ® a druhy v ®B*), ddme do mnoZiny ;§
a ostatni do ¢43. Oznaédime-li 4D mnoZinu viech kladnych
tislic (v soustavé d), pak ¢P = 2§ + ¢3. Kazda ¢&islice z 4§
mé dva rozvoje: jeden patii do &; je to t. zv. rozvoj proniho
druhu a druhy patff do ®*, t. zv. rozvoj druhého druhu.
Cislice z 433 maji kaZdé jen jeden rozvoj.

[5,876000... a 5,875999... je zdhodno povaZovat za tutéz
slici. Cfslicemi totiZ budeme oznadovat kladn &sla. A vi-
me, %e mezi dvéma kladnymi &isly je vidy néjaké kladné
&islo. AvBak mezi rozvoji {5,876000...} a {5,875999...} neni
uZ Z4dného jiného rozvoje, r(a) je totiZ podle cviéeni 10,6 po-
sledni rozvoj, ktery je pted a. Takovy ,,skok‘ musime od-
stranit; odstranime ho tim, Ze a a t(a) stéhneme dohromady,
islice uréené rozvoji a a t(a) povaZzujeme za sobé rovné.]

[A ted checeme 4P uspofddat. K tomu cili pfedesleme:]

Cuvient 10,6. Bud a ¢ 3. Pak pfi uspofddéni rozvoji je
7(a) posledni prvek v 4R, ktery je < a. Podobné: a je prvni
prvek v 4R, ktery je > v(a). Toho ufijte ve cviceni

10,7. Budte a a b dva rizné rozvoje. Je-li b ¢ &, pak:
a <b, kdyz a jen kdyz a < v(b); je-li ae ®, pak: a < b,
kdyZajen kdyz t(a) < b; je-liae @ ib e ® pak: a < b,kdyz
a jen kdyZz z(a) < t(b).

MnoZinu 4P uspoidddme pravidlem < takto: Jsou-li a, f
aa', f’ dvé riizné kladné &slice, pak a, | < a’, ' znaéi, e pro
piisludné rozvoje {a; f} < {a’; {'}.

{Je v tom hddek: nékterym &islicim patfi dva rozvoje a
musfme se tedy presvédditi, Ze je jedno, kterého z obou roz-
vojii uZijeme. K tomu slouZi cvideni 10,8, ve kterém uZijeme
vysledki cvideni 10,7.]
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Cvilent 10,8. Jsou-lia,f=>b,gaa’,{ =10 g dvd riizné
kladné slice, pak {a; f} < {b; g}, kdy% a jen kdy% {a’; {'} <
< {b'; g'}. At uZijeme téch &i onéch rozvojd, je uspotédinf <
stejné.

10,9. < je uspofidéni mnoZiny ¢P.

10,10. Budte « a § kladné &slice, « < §, a a b pHslu¥né
rozvoje; pro slice z 4§ berme pro uréitost rozvoje prvniho
druhu. Jest a <b. A moZno nalézt rozvoje prvniho druhu
t,sattak, Ze T < a <s < b < t. Zna&ime-li pHsluiné &islice
fecky, bude o <a <o <f < 7; 0, 0 i 7 patfi do 4§.

Véta 10,1. Mnofina 4§ je hustd v gP.

Ditkaz. Je-lix < B, pak sestrojme g, o a 7 podle cvideni 10.

Je-li C uspofddand, @ &= A C C, pak podle cviten 3,8 jest
nejvyé jeden prvni prvek « v C takovy, Ze pro vSechna
PBeA jest < . Znadfme & = supr A (supremum & hornd
hranice mno%iny A). Neprdzdnd A C C je v C shora ohrans-
&end, kdy? existuje vibec néjaké takové o, %e pro viechna
BeA jest § < .

Cvidend 10,11. Bud @ 3= A C 4P; bud A mnoiina viech
rozvojh ¥slic € A. Je-li A shora ohranidend, je té% A shora
ohraniend. Je-li a = supr U a jestli « je &islice urdend roz-
vojem a, pak & = supr A. ‘

10,12. Je-li @ + Q C 4R, z ¢ N, pak existuje cifra r, ta-
kov4, Ze r, = f(z) pro jisty rozvoj {...; f} a pfi tom vidy
8(z) < 75, kdyZ {...; 8} € Q. (rz jo nejvétsi, t. j. posledni
z z-tych cifer rozvoji paticich do @.)

Vita 10,2. KaZdd shora ohranilend neprdzdnd mnoZina v 4P
md hornt hranici.

Dikaz. Bud U mnoZina viech rozvojt &sel € A, kde A je
v aP shora ohranidens. Pak podle cvideni 10,11 je A v 4R
shora ohranidend a jde jen o existenci rozvoje supr . Bud
t< a={a,...} pro viechna ge2l. Pakjea < {a 4 1,0}
a tedy £ < {a 4+ 1,0} pro viechna re . Je-li tedy £ =
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= {z,,..}, ppk 2 < e + 1. Jeli X mnofina vieoh 2, pro
kterd existuje red, T = {z,...}, pak je tedy O = X C
CN(a + 1) a tedy X konetnd mnozZina C N,. M4 tedy X po-
sledn{ prvek r.

V principu definice indukef poloZzme M = N, F = D. Bud
Q), mnoZina viech ¢ = {r, ...} € U; jeito r ¢ X, tak takovd [
existujf a @, 5 @. Podle cvi¢eni 10,12 bud % nejvétsi z prv-
nfch cifer rozvoji € @Q,.

Jeli ze N a 2(y)e D pro y < z, oznaéme @), mnoZinu
viech ¢ = {r } e A takovych, Ze pro y < = vidy g(y) =
= 2(y). Je-li & + @, bud g(z) nejvétéi z z-tych cifer roz-
vojl € Q.. Jinak g(z) = 0. Podle principu definice indukei
sestrojfme zobrazeni f mnoZiny N do D (tedy posloupnost
oifer) tak, Ze f(1) =@ a f(z) = g(f;) pro z > 1. Bud a =
= {r, f}. Tvrdim: a = supr A

Stadf tedy dokézat:

(1) Jellize A, pak g < a.

(2) Je-liy < a, pak existujez e U, ¢y < I.

(3) aeqR, t.j.: jelir =0, pak f 4= v.

Oznaéme ted @), mnoZinu viech r e A, r = {r, g}, g(y) =
= f(y) pro y < 2. T. j. volili jsme z = f,. Pfedeviim:

(4) Jest vidy Q. + 0.

{Pro x =1 to je pravda. Necht @, + 0. Podle (E) jde jen
o to, Ze Qz41 =+ O. Jest f(z) = g(f;) nejvétdi z z-tyoh cifer
rozvojli € @, a tedy existuji rozvoje r = {r, g} ¢ @Q, takovsé,
ze g(x) = f(z). Jest ¢ € Qz41.)

[Dikaz tvrzeni (1): Bud r = {r’, g}. Jest ' ¢ X a tedy
r < r. Kdyby a < ¢, pak by té2 r < 7/, tedy ' = r. Tedy
te® atedyg) S f(l)aza<gar ¥ = plyne f1)< (1),
tedy f(1).= g(1). Bud z prvn{ pfirozené &slo, pro které
f(2) + a(z). Pak tedy f(z) < g(=) & f(y) = g(y) pro y < z.
Oznatime-li z = f;, pak tedy g e Q. o tedy g(z) < g(z) =
= ¢(fs) = f(z), cot je spor, ktery ukazuje, Ze nutné ¢ < a.
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Diikaz tvrzeni (2): Je.liy = {¢',a} < a, pak-budto ' < r
a pak y <t pro reX. Anebo ¢ = r. Pak budto g(1) <
< (1) = p a pak y < ¢ pro g e ;. Anebo g(1) = f(1).

V tom p¥pads (' = r a g(1) = f(1)) bud z prvni pfirozené
dislo, pro které g(z) = f(x). Pak tedy g(z) < f(x) a pro
y < z vidy a(y) = f(y). Podle (4) mozno volit ¢ = {r, h} ¢
€ Q1. Jest h(y) = f(y) pro y < z. Tedy pro y < z jest
a(y) = h(y) » 3(2) < R(). Tedy vekutku y < ¢.

Dikaz tvrzeni (3): Je-li » 5 0 nebo f(1) = 0, jsme hotovi.
Bud a = {0, v}. Podle (4) existuje t ¢« ®,, r = {0; g}, g(1) =0.
Existuji pfirozend = takovd, Ze g(x) == 0. Bud z prvni tako-
vé. Pro y < z jest a(y) = 0 =v(y), ¢ili T e Q;. A ted je
0 = v(z) = f(x) = g(fs) nejvétsl z z-tyoh cifer rozvoji e Q,
tedy g(z) < 0, coZ je spor. Tim je vie dokédzdno.]

Cvideni 10,14. Je-li A oddil v 4P, pak existuje z = suprA.
z je prvni prvek mnoZiny ¢P — A. Tedy v ¢ nenf mezer.

10,15. 4P je spojitd.

[Cheeme dokdzat, Ze 4P je kontinuum. Za tim déelem na-
jdeme v 3P hustou spodetnou &¢dst. To bude 4§. A sestrojime
dokonce podobnost mnoZiny ¢§ @ jisté mnoZiny kladnych
zlomkd, kterd mé zdkladni ddleZitost pro vztahy mnoZiny
kladnych &sel P a mno%iny kladnych é&slic 4.

Je-li d deset, pak é&islu 875d9 patii &fslice

0,00875406000. .. a podobné. To formalisujeme.]

m
Bud §, mnotina. viech slomkii —, a < d". Jesta = 3§
7
(&; = 0) a podle v3ty 8,3 jsou cifry £; jednoznaéné urleny;
m < r podle cvideni 8,11. Bud § = r — m.
.
a

je nula (neboﬂ 57 < -i—) a za nf cifry &, ale posunuté tak,

[Z &sla — udéldme &fslici tak, Ze pfed desetinnou ddrkou
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aby posledn{ cifra &, byla ne r-tém mist3, t. j. posunemeo 4
napravo; £, bude (8 4 1)-t4 cifra, & bude (8 + 2)-t4 cifra
atd. V hofej§im pipad® a = 8754060, r =9, m =17, =2
8 &, = 8 je za desetinnou &irkou na tfetim, & = 7 na 3tvr-
tém mistd atd.]

m
Zlomkn z = %, a =3 §dm prifadime Hslici s(z) =0, f,
3

kde.pro z< 8 jest f(z) =0, potom pro d < z < r jest
f(z) = &—o (tedy cifra &, stojf na mistd (y + 8)-tém: & =
= f(y + d) a pro r < z vidy f(z) = 0.

[Je v tom maly hdek. Zlomek z se d4 psit vielijak; na pi.
3—350—0- = %‘g a pod. Je otdzka, zda 8(z) vyjde vidy stejné.,
bez ohledu na zptisob psan{ zlomku z. Ze ano, uk4Ze se v né-
sledujicich cvidenich.]

Coitent 10,17. Je-li % = g,-,, pak a < &, kdy? a jen kdy?
a’ <d’. Jelir=r', pak té% a = a’; je-li @ = a', pak téZ
r=r.Jelir <7, pak a’ = ad"—.

Oznatme g =7 —r; ' =r + g; pe N,.

10,18. V tém¥e oznadeni jest ' = i&d‘"“”)—‘.

lQ,lQ. Bud £ =0 pro m <31, m"= m + g. Jest a’' =
= MZE;d""—‘ am'Sr.

10,20, Joli & = ' — m', jest &' = &.

al

10,21. s(F) =0, f' se dostane takto: Pro z < &’ jest

f'(z) =0,pro ¢’ < < r' jest f'(z) = 2.9 a jinak §'(z) = 0.
10,22, a(%) =3 (Ea'_)’ o.b.d.

A ted studujme zobrazenf s.
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Bud 3£, mnotina takovych a, f € 45, pro které a = 0 v roz-
voji prvnfho druhu {a; f}.

Cvilend 10,23. s je zobrazeni mno¥iny 3, na 4§;.

(Je-li f(6 4+ 1) prvni od nuly riiznd cifra v 0, fa. pror<z

vidy f(z) =0, pak 0, f-_a(T kde a—Z&d’"—‘ m=
=r—34, & =@ + 8).) b

10,24. s je podobnost mnoZin &, a 4§;. (Bud—g' <z
(Jmenova.t.ele moino vidy brat stejné.) Pak o < b,
a= ze.d"'—‘ b= Zmd"'-* Je-li m = n, pak pro prvnf 4,
kde seE; a 7; lis, ]est£¢<m Ajellim<n,s (Ti;) =0,f,
c(?) = 0,g (8 rozvoji prvniho druhu), pak f(r—=n 4 1)
je nula, kdeito g(r — n + 1) = #,.)

Dosud jsme se omezovali na ,,pravé* zlomky, t.j. < %
Ted roziifime s na mnoimu & viech zlomkﬁ —(atuta <dr

tidr < a) Zlomek 3 % d4 psét jako ,,souéet celého &isla

a pravého zlomku -‘1—/5-“ a to jedinym zplisobem takto: Podle
véty 8,1 urleme z e Ny, ¥y ¢ N, tak, abya =bxr + y, y < b.
Pak —Z— = bz ;_ Y o tislaza %— jsou zlomkem -% pfesnd ur-
dena podle

Cvilent 10,25. Je-li

bz + y_ V' + y
b 3
ok =z 8 l_Y
pak z=12'a il
b’z 4+ b'y = bb'z’ 4 by, b'y < bb’, by’ < b,
tedy podle véty 8,1.)

» y<b ¥y <V,
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bzty b7 +y

10,26. A g znamensd, %¥e budto z < 2/,
_rel Y
anebo z a:ab<b,.

(Z téch podminek odvodte napfed nerowvnost danych
zlomkd. A je-li naopak splnéna dand nerovnost, pak musi
byt ty podminky splnény, nebot z opadnych podminek by
plynula opa®né nerovnost danych zlomkd.)

Zlomku % tedy jednoznaéné patii dslo x e N, a zlomek
%651 tak, Ze a = d'z + y.

Nahradme ted ty pravé zlomky % &islicemi s (d_y') =0, f.

(Je-li y = 0, pak polokme s d—-"r) =0,f, kde f =, t. j.

f(k) = 0 pro viecks k ¢ N. Zlomku di, pritadme slici z, f

(rozvoje jsou prvniho druhu). Ozna¢me s
2047 _ 29 4%+ 47

=z, f.

a
ar

[Na pt d’ = o z =29, y=47; pravému
7
zlomku d_’ = d2 pati'i &slice s ( d*) = 0,47000... a tedy
2947 .
&islu patii x,47000... = 29,47000. . .; z je polet ,,celkli**

F7)
a dl' udévé to, co pfebyvd na . celky; je to pravy zlomek

a ten urdf mista za desetinnou &irkou.]

Cvileni 10,27. s je zobrazeni mnoZiny & na 4§. [K &slici
z,f (rozvoj prvniho druhu) uréeme pfedeviim pravy zlomek

%, s(%) =0fapak zf=s (;), kdea = d'z 4 9.]
10,28. s(z) = s(z) pro ze &,.
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10,29. s je podobnost mnoZin & a 4§ (podle cvideni 10,26
a 10,24: z,f se uspofddd napfed podle z a pak podle f &ili

podle Ey'- A to odpovid4 uspofdddni v 3.)

s ném umoZnilo ka?dému zlomku z e @ pfifadit &slici
s(z) € 4§. Jde ndm ted o to, roziffit toto pfifazeni tak, aby
kea%dému kladnému &slu z patfila kladnd éfslice a(z); aby
a(x) viecky &fslice vyderpalo, aby se zachovalo uspoiddén{
(t. j. o byla podobnost) a pro z € 3, aby a(z) = s(z). Ve vété
10,3 se ukiZe, Ze jest piesnd jedno takové o; tak budeme
umét psdt kladné x ve tvaru kladnych &slic o(z). PiedeSleme:

Cvident 10,30. Pro ne N jest n < d*. (Pro n =1 to plati.
Necht n<dr. Pak n +1<dr+ 1< d"+ (d—1)dr =
= dn+1. Indukei tedy plyne n < d® pro viechna z e N.)

10,31. Mnozina 3 je hustd v P. ($ je hustd v §: Pro
ab’ < a’b volme n = bb’ a x nejvétdi ptirozené, pro které
zb’ < a’'d®. Pak a'd* < (x 4- 1) b’. Kdyby bz < ad®, pak by
(jezto b’ < dm) bylo (x4 1)bb’ < (ab’ 4 1)d* < a’bd,
tedy (z 4 1) b’ < a’d™. Tedy % < T;; < -Z—,.

10,32. 4§ je spodetnd (podle cvideni 10,29).

10,33. 4P je kontinuum; 4§ je hustd v ¢4P.

vita 10,3. E:m'stuje jedna jedind podobnost o mnoZin P & P
takovd, Ze pro x = — (a a r pfirozend), jest o(z) = s (d’)

Ka#dému kladnému Sislu x pat¥t kladnd Hslice o).

Dikaz. Plyne z pfedchozich cvideni a véty 8,5: C, = P,
A=3,C.=4P, A, = 4§; mistosasjetusao. A ted pro
jednoduchost nebudeme mezi Mslem z a &alici o(x) vibec

rozeznavat. Bude ndm na pr. ]ed.no (d je deset) anebo.

0,00000365000... Mnotina P a P bude jedno a toté%. To
smime udélat vzhledem k vé&té 10,3. Uspofddéni a tedy i vie, co
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je definovéno na zdklads uspofddéni (prvni prvek, hornf hra-
nice a pod.) je stejné v P a gP. Zatim jsme mluvili jen
o uspofdddn{ a proto jsme klidné mohli zrufit rozdfl mezi
kladnymi &sly a kladnymi &slicemi (v soustavd d). Zv14&td
také 3 a 4§ je jedno a totés.

Je.li A C C(<) a existuje-li x ¢ C takové, Ze pro viecka
a e A jest x < a, pak je A zdola okranilend. Je-li mezi témi
n&jaké nejvétdl, je to t. zv. infimum & dolné hranice mno-
%iny A; piSeme x = inf A.

Cvident 10,34, KaZdé zdola ohranidend mnoZina @ 5=
+ A C P mé (jednu jedinou) dolnf hranici.

(Zkus to udélat na Py, co? je jedno, pfizplisobenim dikaza
véty 10,1.)

Z toho plyne: KaZdd neprdzdnd zdola ohraniend &dst
kontinua mé (jednu jedinou) dolnf hranici.

2,11, Redlni tisla. [Nejdifv si fekneme, co je to soudet,
rozdfl, soudin a podil kladnych zlomkd; a, a’,b,¥’, z, 2', y, ¥’
budou pfirozena &sla:

a a ab+a'b

TTE T
Y 4 a a a ab'—a'b
joli 37 < 5 pok 5 — 5 = —p—;
a a aa a.a’_ab’

TV 5V ab
Je-li & kladny zlomek nebo 0, pak x + 0 =& —0 =0+
+o=00.0a=a.0=0,x —x = 0; délen{ nulou: & : 0
viibeo nezavidime.
Cuilend 11,1. Soudet, rozdil, soudin a podil jsou jednoznad-

nd uréeny danymi zlomky. (Na p¥. pro soudet: Je-li —;- =2

’ b’
%; = %, t.j. bz = ay, b’z = a'y’, pak
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yyl yylbbl bblyyl bbl ')

a b a+4+b a b _ab
Jegt,—l-+-1—_—1—, T T=T jei b <a, pak
b a a b a—b .
T<Ta,-l———1-= 1 . Tondm dévd prévo ve jme-

novateli jednitku vynechdvat a psét prosté a misto —‘lz-.]

Ted si roziifime obor &sel. Ka?dému kladnému ¥slu «
bude odpovidat uréité t. zv. zdporné &slo —«; pro zfetelnost
se misto o psdvd -+ «. Redlnd &fsla jsou jednak kladnd &isla,
jednak zéporné &sla, jednak &slo 0 = 4 0 = — 0. Cislo 0
mé rozvoj 0,0 (v(z) = O pro viecka z). Oznaéme R mnoZinu
redlnych é&fsel a 21 mnoZinu zdpornych &fsel; P je mnozina
kladnych &sel.

Podletni operace si zavedeme nejdfive pro raciondini &lsla;
jsou to &sla + x & —«, kde « je kladny zlomek, « ¢ §, a mimo
to slo 0. MnoZinu vSech raciondlnich &sel oznadime Rac.

[Jsou-li x & § kladué zlomky nebo nula, pak definujeme:

L+a)+(+B=+(x+B8); (—a)+(—=ph =
=—(x+p); jeli f<a, pak (+a) +(—f)=(—F) +
+ (+(0¢) =ﬂ-|)- (x—PBra(—x)+(+H=(+P+(—a)=
= —— X — ;

2 (o) — (B =(x)+ (—B) (£ a)—(—B) =
= (&) + (+B);

. (+a). (A =(—x). (=P =+afi (+a).(—p) =
=(—a).(+B)=—ap;

¢ (+a): (P =(—a): (—P) =+ (x:8); (+ &) :
i (—=P) = (—a): (+ ) = — (a : §); pFi tom B+ 0; nulou
nedélime.]

COvidend 11,2. Jsou-li a, b a c racionsln{ ¥sla, pak

(a+b)+ec=a+(b+¢)a+b=>b+aq;
a—b=a+(—b);a+0=aq;a—a=0;
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“(ab)e = a (bc); ab = ba; a :b = a.b-1, (b % 0);
a.l=aqa;a.a1'=1;
a(b+¢)=ab + ac.

(Pfi tom oznadujeme —b =0 —bab—1=1:bprob +0.)
Mnofinu R si uspofdddme. Jsou-li « a § kladna &sla, pak
—a<0; 0< +8; —a < 4+ f; jeli « < B, pak oviem
+ o<+ 4, aviak —f < —a.

Cvileni 11,3. < je uspofddéni mnoZiny R.

Oznatme gRac mnoZinu viech + « a —«, kde x € 4§ +
+ {0}. Tedy sRac je mnoZina téch redlnych &isel, jich% &slice
v soustavé d mé za (,,desetinnou’’) édrkou od jistého mista
samé nuly: 4+ z.f, f(y) = 0 pro y > r.

Cuileni 114. jRac C Rac. MnoZiny ¢Rac a Rac jsou spo-
detné a husté v R.

11,5. R je kontinuum. (KaZd4 shora ohranifend &ist md
horni hranici.)

KaZdé redlné a 5 0 se dostane z urditého kladného «, tak,
Ze opatiime znaménkem + & —. To & oznadujeme |a| a Fi-
kime mu absolutni hodnota ¥sla a. Pro a = 0 klademe:
|0] = 0.

Cvileni 11,6. Pro raciondlni a a b, a < b jest b — a kladné
a a — b zdporné &slo.

Jest a < b, kdy% a jen kdyZ existuje kladné raciondlni u,
b=a+nu.

Crilend 11,7. Pro raciondlni a a b jest:

la +bj< [a] + |b]; la—b| < |af + |bl;

[la] —|b]| < la —b|; |ab] = |a} . |b|;

la:b| =la]:[b}; |a—b|=|b—aqa|.
(Na pt. prvnf vzorec: Bud |a| = «, |b| = . Podle 1 jest
la + b| rovno bud « 4 f nebo o« — S nebo § — x a to je vidy
Sa+8)
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[Z pravidel ve cvidenioh 11,2, 11,6, (s 11,7) plynou viecka
ostatni pravidla o poéiténi s raciondlnimi &fsly. S raciondlni-
mi &sly budu poditat jako se zndmou véci: &tendf si sdm
v kazdém jednotlivém pipadé ovéff sprivnost na zdkladé
udanych pravidel. ,,Raciondlni* zkracuji ,,rac.]

Cuvident 11,8. Bud d pfirozené > 1 a uZfvejme oznadeni
minulého odstavce. Bud d—* = 1:d”. Ke kaZdému e¢ P
moZno nelézt re N takové, Ze d—" < e. Pro r < x jest
d—= < d—, tedy d—* < e.

(Bud 7 kladny zlomek <&, 1:9p=uzf; pak 1 :p < z 4
+ 2 = u. Kdyby df < u pro vSecka r, pak by jedno d’ bylo
nejvétsi (poslednf), coZ nenf moZné, nebof df < d'’, kdyz
r < r'. Tedy pro jisté r jest u < dr, tedy 1:9 < dr, tedy
dT<n<e

11,9. Ke kazdému a € R a7 ¢ P mo#no nalézt raciondlnf a
a a takové, zea<a<a a—-a <.

(Pi¥me a = 1 7,f; oznadme x, = ', kde f'(y) = f(y) pro
y< s, fy) = 0 pro ¥ > 8. Moino psét o, = a,d—*, a, ¢ N,
Jestad— < « < (@, + 1) d—* x = |a]| = =,f. Budd— < 7,
r>1, .s=-r—l, a' = (ud—1)d—", a" = [(a,+ l)d+

l]d—' Pak a’ a a” jsou raciondlni, a' < x < a”, a”" —
—a < d** <7. Je-li a kladné nebo nula, volme a = a’,
a = a”; je-li a z4porné, volme a = —a”,a = —a’.)

[Mal4 Feckd pismena budou vidy kladns ¥sla a mala né-
meok4 budou redlnd 3isla.]

t jemezi a a b, kdyZbudto a<z< b anebo b<r<a.
Rikéme, %e a je rovno b s chybou mend nef e a pifeme a =
= b(< &), kdyZ dsla a a b jsou ob®é mezi dvima raciondlnimi
isly a’ a b’ takovymi, Ze |’ — b’| < &:

a a b b’
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Cvifent 11,10. Jsou-li a & b raciondlni, pak a=b(< ¢),
kdyZ a jen kdy% |[a — b| < &.

(Jeli [a—Db|<e, volme a’=a, b’ =0 a vyjde a
= b(< ¢). Aje-linaopak a=b(< ¢e)anapf.a’' < ah
Sb', la’ —b| < e, pak |a—b|—5—a—(b' a’)
— (' —b)—(@—a)<b—a'<e)

11,11. Je-li a = b(< ¢), a* a b* raciondlni mezi a & b, pak
ja* — b*} < e. Obecndji totiZ plati:

Jeli a=Db(<¢), a* a b* redlnd mezi a a b, pak
a* =b*(< ¢).

Cvilent 11,12. a = a(< n) pro kazdé 7. (a jemezia a a
podle cwéeni 11,9.)

Jeli a=Db(<17), pak také b= a(< #); jeli m <,
a=b(< n,), pak a = b(< 7).

Budte 7, a %, kladné zlomky; je-li a =b(<#,), b=
= c(<ny), pak a = c(< N + 79)-

(Bud na pf. a < ¢. Cérkovand pismena budou rac. &sla.
aabbudmezia’ab’, a' < b, b'—a' <% podobnéb a
cbudmemb'ac b'Sc , € " b <1 Pak a a b jsou
mezi a' & ¢", a'<¢’. — A ¢"—a' =("—b")—
— (b’ —b") + (b' —a’) < + %)

Mal4 latinskd pismena budou vZdy ptirozens &fsla. Plat{-li
ndjaky vyrok pro viecka z, kterd jsou v&tsf neZ jisté r (t. j.
r < z), pak Hkdme, Ze ten vyrok plati pro dost velkd z.

Cvifent 11,13. Mim.li dva vyroky (a obecndji koneénou
mnoZinu vyrokﬁ), které plati kaZdy pro dost velkd z, pak
pro dost velkd z plati vBecky ty vyroky zdroveii.

(Ze viech r (jichZ je konednd mnoho) vezmeme posledni.
Pro z v&t3f neZ to nejvétsi r, plati viecky nade vyroky.)

Posloupnost jo zobrazeni f mnotiny N do R; f(z) je z-ty
8len posloupnosti f. Jsou-li &leny f(z) raciondlni, nazyvé se f
raciondln. Posloupnost f nazyvé se konvergenini (nebo Cau-
chyova), kdyZ pro dost velkd @ a y jsou si ¢leny f(z) & f(¥)

| A
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libovolnd blizko, t. j. kdyZz pro libovolné ¢ platf f(z) = f(y)
(< ¢) pro dost velkd z a y.

Cislo a je limita posloupnosti f (a=1lim f nebo { - a), kdy%
pro dost velkd z jsou éleny f(x) libovolné blizko k a, t. j. kdyZ
pro libovolnd zvolené ¢ plati f(z) = a(<< &) pro dost velks .

Cvileni 11,14, Kdy% je f konvergentni, pak mnoZina f(N)
jo (shora i zdola) ohraniend.

(Kdyby nebyla shora ohraniend, pak by ke kaZdému =
bylo mozné najiti z, tak, aby n < f(z,). Pro dost velkd z a y,
fekneme v&t&f nef r, jost f(z) = Ky) (<1). Bud f(r + 1) <
< m. Volmen>r+m Jest

fr +1) <m <n < f(za);

jo-i zp > r, pak f(r + 1) = f(z,) (<1), tedy m = n(< 1),
co% nenf mo?né. Tedy pron > r + m jest 2, < 7. Tedy vech
‘Tq jo jen konednd mnoho: jsou to jednak z, pro n <r+m,
jednak jakdsi zo <r. Tedy i entt f(z,) je jen konelnd
mnoho. Je-li f(zn) ne]vétéi z nich, pak volme &k > f(zn); pak
Hzm) < k < f(z) a to je spor. Obdobné se vidi, Ze. f(N) je
zdola ohrani¢end. Existuje kladny zlomek u takovy, Ze
if(z)] < u pro viecka z.)

Cvilent 11,156. Je-li a’ < a, f » a, pak pro dost velkd =
jest a’ < f(z).

(Volme rac. a”" a a”, a’ < a”" <a” <a, a” —a”=. Pro
dost velkd z jest f(z) = a(< 7). Podle cviéenf 11,9 volme a
aa. Kdyby f(z) < a’, pak by f(a:) <a"<a" <a & tedy
podle cvidenf 11,11 by bylo a” — a” < 7.)

Podobné: Je.li a <a”, { — a, pak pro dost velkd z jest
f(z) < a”.

[Lze tedy ¥ci, e  — a znamen4 toto:

At zvolime a' a a” jakkoliv, a’ < a < &”, pak pro dost
velkd z jest a’ < f(z) < a”. ‘

(Je-li f(z) > a, pak to plyne z privé dokdzaného. Necht
naopak jest a’ < f(z) < d” pro skoro viecka =, af zvolim
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a' a a” jakkoliv, a’ < a < a”. Déno-li ¢, volme a’' = q,
a —apodle cviteni 11,9 pro n = 8. Pak a & f(z) je oboji mezi
aa.aa.tedy/(z) = a(< ¢) pro dost velkd z, tedy f - a.)

Cviéent 11,16. Posloupnost mé nejvys jednu limitu. (Bud
a, < ay, f > ay, > ay; volme a’, a, < a’ < a,. Pak pro dost
velkd z je jednak f(z) < a’, jednak a’ < f(z), coZ nenf mo#né.)

Vita 11,1. Posloupnost md limitu, kdy% a jen kdyZ je konver-
genini. A ta limsita je jedind.

Didkaz. Je-li f— a, ¢ libovolné, volme kladny zlomek
¢ <en=¢ :2. Pro dost velkd z a y je pak f(z) = a(<y)
a f(y)= a(< 7). Podle cvidenf 11,12 tedy f(z)=f(y) (< 7 +
+ 7), t.). f(2) = fy) (< &) tedy I(Z) f(y) (< ). Tedy je f
konvergentni.

Za druhé bud f konvergentni. Mdme najft limitu posloup-
nosti /. Podle cviteni 11,14 existuj{ ¢sla m a n takovd, Ze pro
viecks z jest m < f(x) < n. Bud A mnofina viech redlnyoh
takovych, %e pro dost velkd z jest f(z) < r. Takovd g existuji,
ns pf. ne A. Bud £ < m. Pak pro viecka z plat{ g < m <
</(z) a tedy £ none A. Pro viecka ze A tedy m<z a A
je zdola ohranidens &4st kontinua R a m4 tedy podle cvidenf
10,34 dolni hranici a. Tvrdim: f — a.

[Déno-li 5, volme a a a podle ovideni 11,9. Pak existuje
teA, a<rZa. (Kdyby nebylo takového r, pak by pro
vBecka ¢ ¢ A byloa <t; ale a je posledni takovy prvek, pro
ktery a < £ pro viecka [ ¢ A.) Pro dost velkd z jest f(z) <
(nebot T e A) a tedy f(z) < a. Volme kladny zlomek &’ < &,
n =¢ : 3. Pro dost velkd z a y jest f(z) = f(¥) (<#) a mimo
to f(z) < a. JelikoZ a < a, jest a non ¢ A a tedy mezi nadimi
y se dé najit takové, pro které a < f(y). Jest ddle a —y <
< (). (Rdyby f(z) < a —n < a < f(y), pak by podle cvi-
Senf 11,11 z f(z) = f(y) (<) plynuloy = a — (@ —7) <7.)
Tedy pro naSe doet velké = jest-a — 5 < f(z) < a. Cisla a
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o f(z) jsou mezi a — 7 a a & jest a—(a—n) (a—a) +
+7Sn+n=2<3=¢ <& Tedy f(z)=a(<e) a
f—al

[Nékteré vyroky plati pro viecky &tyfi dkony podetni.
Abychom je neopakovali &tyFikrét, zavedeme si znak O,
ktery bude zastupovat |- nebo — mnebo . nebo :; a O b zne-
mené a + b nebo a — b nebo a.b nebo a : b. (PFi délenf se
pledpoklddé b = 0.)]

Cvilent 11,16 bis. Je-li a,a’, b, b’, &, 7 raciondlni a g = a’
(<e)hb=b(<n)jeatb=a £ b (<e+n). Je-likro-
m3 toho jedtd « raciondlni, [a| < «, |a'| < &, [D] < &, [b'] < &,
je ab = a’b’ (< (¢ + %) ). Je.li kromé& toho § raciondlnd,
bl > 8, b'| >B,jea:b=a’":b" (< ale + ) : f2). [Plyne
ihned 2 evideni 11,10 2 11,7: a = a’ (< &) znalf j[a — a’| < ¢,
b=V (< n)zna¥ |b —b'| <9, tedy |(a £ b) — (a’ £ b)| S
Lla—a|+ |b—b|<e+n lab—a’b’| = |a(b—b') +
¥ b(a—a')| < afe + 7). [(@:b)— (& : B')| = [(a(b’ —b) +
+ bla—a’)) : (bV)| < ale + 7) : 2] ,

BudteZ f a g dvs posloupnost.i raciondlni. Pak f O ¢ je po-
sloupnost, jejif z-ty &len je f(z) O g(x). [Znadi-li O délenf,
budeme vidy ptedpoklidat g(z) + 0 pro viechna ze N a
lim g 4 0.]

Véta 11,2. Necht raciondlnt posloupnosti | a g jsou konver-
gentni. Pak téZ posloupnost f O g je konvergentns.

Diikaz. I. Necht O zna&i 4+ nebo —. BudiZ ¢ libovolné a
¢ < ¢, ¢ raciondlni. Pak pro dosti velkd z a y platf f(z) =
= f(y) (< #€'), 9(z) = g(y) (< 1¢’) a tedy dle cvileni 11,16
bis je f() O g(=) = f(y) O g(y) (< &), tedy f(z) O g(2) =
= Hy) O g9(y) (< &) tedy f O g je konvergentni.

II. Necht O znaéi ndsobeni. Dle cviteni 11,14 je mnoZina
f(N) i g(N) ohranidend, tedy |f(z)| < «, |g(2)| < & pro jisté
raciondlnf x a pro viechna z. Budi# ¢ libovolné, &’ < ¢, 8" rg-
ciondlnf. Pak pro dosti velkd x a ¥ je f(z) = f(y) (< €’ : (2n)),
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g(z) =g(y) (< €& : (2a)) a tedy dle oviden{ 11,168 bis f(z) .
-9() = /() 9(y) (< €') tedy f O g je konvergentni.

III. Necht O znad{ ddleni. Dle cvideni 11,14 je mnoZina
£(N) 1 g(N) ohranitens, tedy |f(z)] < &, |g(z)| < & pro jisté
raciondlnf x a pro viechna z. JeZto g(z) 4= 0 a lim g 3= 0, je
lg(x)] > B pro jisté raciondlni § a viechna x. [UkdZe se podob-
né jako ve cvidenf 11,14.] BudiZ ¢ libovoln$, ¢’ < &, &’ racio-
ndlnf. Pak f(z) = f(y) (< &'f?: (24)), g(z) = g(y) (< &p?:
: (2)) pro dosti velkd z, y a tedy dle cvideni 11,16 bis f(z) :
:9(z) = [(y) : 9(y) (< €') tedy f O g je konvergentni.

Cvident 11,17. KaZdé ptirozené &islo se d4 psit piesnd jed-
nim zpiisobem ve tvaru 2k (pak se mu Fka sudé) nebo 2k — 1
(pak je liché), ke N.

(Z véty 7,1 plyne tvar 2k’ a 2k’ + 1, kde k' € N,, ale k'=0
se nehodi dobfe, nebot 2.0 = 0. Tedy misto ¥’ vezmeme
k=F +1;touzbudekeNa2k=2((k'4+1)a2k—1=
=2k +1.)

Vita 11,3. Necht raciondini posloupnosis | a ' majt stejnou.
limitu; nechd raciondlné posloupnosti g a g’ majt stejnou limitu;
pak posloupnosti f O ga f' O ¢’ majt stejnou limitu.

Dikaz. Z posloupnosti f a f’ sestrojme novou posloupnost f*
takto: f"(2k) = f(k), {"(2k — 1) = f'(k). Je-li f > a, f - a,
pak tvrdim: /* — a.

[(Pro E>r bud f(k)=a(<e) a f(k)=a(<e). Jeli
z > 2r, pak z = 2k nebo ¢ = 2k — 1, k > r a tedy f"(z) =
= q(< ¢).] Obdobné bud g"(2k) = g(k), ¢"(2k — 1) = g¢'(k).
Je-li g—+b, g’ - b, pak zase téZ g” — b.

Oznadimei h=fog, ¥ =f0g, " =f 0g", pak
podle v&ty 11,2 jest A" konvergentni. Jest oviem A"(2k) =
= h(k), b"(2k — 1) = K’ (k). Oznadime ¢ = lim A". Déno-li ¢,
pak pro jisté r plati: je-li > r, jest A"(x) = ¢(< ¢). Pro
z.> r je tedy h(z) = A" (2z) = ¢(< &) (nebot 2z > r) a po-
dobn® A'(z) = A"(2x — 1) = ¢(< €) (nebot 22 —1>7r) a
tedy A — c a b’ = ¢. Tedy A a A’ maji stejnou limitu.
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Cvident 11,18. Je.li @ = lim § raciondlni, b = lim g racio-
nélni, f a g raciondlni, pak f O g—a O b.

(/' bud posloupnost, jejiZ viecky ¢leny jsou a; g’ bud po-
sloupnost, jejiz viecky &leny jsou b. Pak ' © g’ md viecky
¢leny rovny a O b. Jest ' >a, ¢ >b, f 09 =-a0Ob a
tedy podle véty 11,3 téZ f O g—a O b.)

Cuvident 11,19. Ke kazdému a se d4 najit raciondlni po-
sloupnost f — a; moZno voliti viecky é&leny f(x) 4= 0. Do-
konce tu posloupnost lze volit tak, aby f(z) € gRac. (Ke ka-
dému ¢ existuje a’ € gRac takové, Ze a’ = a(< 9).)

(Ke kaZdému 7 = d—" volme a a a podle cvideni 11,13.
Mezi a a a volme od nuly rizné raciondlni #slo a to oznadme

f(z).)

To nés vede k moZnosti zavést podetni dkony pro vSecka
redlns &isla. K a a b zvolime raciondlni posloupnosti f — a,
g —a, g(z) &0 (k vili délenf). Podle véty 11,1 a 11,2 mé
f © g limitu a tu oznadime a O b. Podle cvideni 11,18 to sou-
hlasi se starou definici pro racionilni a a b.

N43 ptitel si zvoll misto f a ¢ jiné posloupnosti /' — a a
g’ —a a pro ndho a 0 b bude limita posloupnosti f' O g’;
podle véty 11,3 mu ale vyjde totéZ jako ndm.

Cvident 11,20. Plati pravidla ze cvideni 11,2, i kdyZ a, b
a ¢ jsou libovolnd redlns &fsla.

(Volme f - a, g— b, h—c; {, g, b raciondlni. Pak na p¥.
f+9 +r=f+ (@ +r) podle cviteni 11,2 a v limitd
(a+b)+ec=a+4 (b +c). Atd.)

11,21. Je-li a < b, jest b —a kladné a a — b zdporné.
(Vol a <¢ < b; raciondlni f a g, f>a, g—=b, fz) <c <
< g(z) pro viecka z; g(z) — f(z) > 0 a limita b — a tedy
nemiife byt zdporné. A nula to té% neni, sic by bylo a = b.)
b Jest a < b, kdyZ a jen kdyZ existuje kladné u takové, %e

=a-+u.

11,22. Plat{ ovideni 11,7 pro libovolnd redlnd a a b.
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11,23. Jest ,a=b(< ¢), kdyZ a jen kdy% |a—b| <e.
(Je-lila—b] <ecanapk.a<b;budy=14%.(—(b—a));
bud ' <a< b < b, a’ a b’ raciondlni, a' =a(< 7), b'=
=b(<7n). Pak b'—a’ < ¢ a tedy a=b(< ¢). Je-li a=
= b(< &), pak se [a — b| < ¢ dokéZe jako ve cvideni 11,10.)

11,24. Jestli f a g konverguje, pak fOg konverguje.
(Diikaz jako vty 11,2; ted uZ umime to udélat pro libovolnd
redlnd disla.)

11,25. Maji-li f a ' stejnou limitu a g a g’ stejnou limitu,
pak fOg e f' Og' maji stejnou limitu. (Srovnej v&tu 11,3.)

11,26. Je-li f—a a g—b, pak fOg < aob. (Srovnej
cvidenf 11,18.)

[To, co jsme nahofe mohli ddlat jen pro raciondlni &sla,
umime uZ udélat pro libovolné redlné a to stejnou methodou,
protoZe pravidla ze cvifenf 11,2, 11,6 a 11,7 zistala v plat-
nosti.]

Princip aproximace. Déna redlnd &isla a a b a kladné &islo
e. Pak lze najit kladné § takové, Ze pro kaidd dvé &fsla
a' =a(<d)ab =b(<d) jest a’ Ob’ =a0b(<e).

Diikaz. Necht tomu tak neni. Je-li § = d—=%, volme a' =
= a(< ) a b’ = b(< d) tak, aby a’' O b’ nebylorovnoao b
s chybou mensi ne% ¢ a oznadme f(x) = a’, g(z) = b'. Pak
f—>aag—b.

[Déno-li totiZ %, pak pro dost velkd z jest d—= < 7 a tedy
H)=a(< n)ag(z)=b(<%).]TedyfOg - aOb. Prodost
velkd = tedy Hz)Og(x)=aob(<e), tedy pfece jen
adob =a0b(<e).

A to je dilezitd v&c. Abychom vypodetli ¢ O b pfiblizng,
a to s chybou mensi neZ dané ¢, nemusime znét a a b pfesné.
Stadf misto a a b vzit jakdsi jind &sla a’ a b’ lificiseodaab
o ménd ne¥ jakési 8. Misto a Ob vypoéteme prosté a’ o b’.
Chyba, které jsme se tim dopustili, je mensf neZ . A to pfi-
blizné &fsla a’ a b’, moZno volit raciondlni anebo dokonce tak,
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aby za desetinnou &irkou m&la od jistého mista podinaje
samé nuly. (Viz cviéen 11,19.)

A to je obvykly zplsob poditéni. Vysledek chceme jen na
jisty podet desetinnych mist; a v danych é&fslech se omezu-
jeme také na jisty podet mist. Stejné pii méfeni. Jistou veli-
¢inu chceme zndt s chybou mensf ne# ¢; potitdme ji z nams-
Fenych velidin. K tomu ¢ si uréfme napfed 8, které nédm
udévé, jak pFesné musime dané veliéiny namé&fit, aby po¥-
tand velidina byla zatiZena chybou mensi ne¥ &.

Cvifent 11,27. Princip aproximace ndm mii¥e a O b defi-
novat: Bud s &slo takové, Ze pro ka%dé ¢ existuje & takové,
Ze je-li ' = a(< ), b’ = b(< 8), pak a’ O b’ = 5(< ¢); pfi
tom a’ a b’ bereme z Rac (nebo gRac). Paks = a0 b.

(Volme f — a, ¢ — b, f(z) a g(z) € Rac (nebo sRac); pak se
dokiZe, %e f O g — s a tedy vskutkus = a 0 b.)

Tedy a0 b je to jediné &islo, které je aproximovino
soudty a’ O b’.

2,12. Kardindlni tisla. U konednych mnoZin jsme si uZ podet
prvki definovali. Bylo to pfirozené &fslo (nebo O pro mno-
zinu @). Ted budem mluvit o podtu prvki i ostatnich, t. j.
nekonetnych mnoZin. Stejny podet prvkd budou mit dvé
mnoZiny, kdyZ budou ekvivalentni, coZ u konednych mnozin
klape podle cvideni 5,2 a 5,3:

Bud a polet prvki mnoZiny A, b podet prvkd mnoZiny B.
Pak a = b, kdyZ a jen kdyz A ~ B.

Cvilent 12,1. Tato rovnost spliiuje viecky poZadavky na
rovnost kladené:

(reflexivita) a = q;

(symetrie) je-li a = b, pak také b = qa;

(transitivita) je-ia=b a b = ¢, pak také a = c.

Symbolim a Ffikdme kardindlni &sla. [Mald n¥meckd
pismena budou znatit kardinsln{ &fsla.]
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Nechf A mé a prvki (t. j. podet prvkd mnoZiny A je a);
necht B m4 b prvki.

Je-li AB = @, pak potet prvkit mnoZiny A + B oznadime
a+b.

a.b = ab je po¥et prvki mnoZiny A x B.

b je podet prvki mnoZiny BA.

Cvidend 12,2. Cfsla a + b, a . b a be jsou &isly a a b piesnd
urdena. (Mdj pritel, ktery uZivé k jich vypodtu jinych mnoZin
A a B neZ ji, pfec jen dostane stejné vysledky. Srovnej cvi-
tenf 5,4, 5,5 a8 5,6.)

12,3. Ke kaidym dvéma kardindlnim a a b skuteind
Ysla a + b, a.b a belze nalézt. Jsou to zas kardindlni &sla.
(M4-li A’ a prvki a B’ a prvkd, volme A = A’x {1}, B=
= B’ % {2}; srovnej cvideni 5,3.)

12,4. Volice A a B jako ve 12,3 a C = C’'x {3}, kde C’
m4 ¢ prvkil, odvodime jako ve cviteni 5,8:

(a+b)+C—a+(b+C),

=b+aq,
(ab)c = a(bc),
ab = baq,
l.a=aq,
a(b 4 ¢) =ab + ac,
catd —ca (b,
€% = (co)%,
¢t=c

adile04+a=aqa,0.a=<0.

Déle definujme nerovnost a < b takto: Pfedevidm aq<=b,
za druhé, m4-li B b prvki, pak existuje A C B, kterd m4
q prvki.

Cvideni 12,5. Je-li B ~ B’, A CB, pak existuje A’ ~ A,
A’ C B’. Tedy k rozhodnut{, zda a < b, moZno uZit libovolné
mnoZiny B s b prvky.
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12,6. Necht A mé a prvkid; necht B mé b prvki. Pak
a < b znamend: A neni ekvivalentni s B, ale A je ekviva-
lentni s jistou ddsti mnoZiny B.

a < b pak znamend: A je ekvivalentni s jistou &4stf mno-
Yiny B. Je-li zvlé5td A C B, jest a < b. M4-li B b prvkd, pak
a < b znamené, Ze jist4 d4st mno¥iny B m4 a prvkd.

12,7. Necht A mé a prvki; necht B mé b prvkid. Pak
a < b znamen4: Existuje prosté zobrazeni mnoZiny A do B.
Ze cvitent 8,20 tedy plyne:

Necht spojité uspofddand B md b proki, pak R < b, kde ¥ je
polet prokii kontinua P.

Transitivita. Je-li a <<bab <c, pak a <c.

Ditkaz. Necht C mé ¢ prvki, B C C a necht B mé b prvki,
A C Banecht A mé a prvkt. A nenf ekvivalentni s B a B nen{
ekvivalentni s C.

Jest A C C a tedy stadi dokdzat, e A neni ekvivalentn{
8 C. Budeme naopak pfedpoklédat, e A ~ C a jde o to
dostat spor. Bud tedy @ prosté zobrazeni mno#iny C na A.

Jeito A 4 Ba B = C, jsou mnoZinyw, = A,w; = B—A,
wy = C—B neprdzdné (w, proto, Ze A ~C). Aplikujeme prin.-
cip definice indukcf. F bude mnoZina viech d4stf mnoZiny C.

Bud z(y) € F pro y < x. Oznadime g(z) = ¢[z(z — 1)]. Je
to d4st mnoZiny A, tedy mnoziny C.

A podle toho volime-li v kapitole 3 za % postupné w,, w,
& wy, dostdvdme zobrazeni f,, f, a f; mnoZiny N do F takové,
te (i = 1,2, 3).

(1) f(1) = x, fi(z) = @lfi(z—1)].

PoloZme jedté f,(0) = C. Jest

(2) h(z—1) = /() + fy(2) + f3(2); pFi tom séitanci jsou
mnoZiny po dvou disjunktni.

[Pro z = 1 to je pravda: C = w, + wy + wy. Necht (2) uz
plati pro dané z. Podle cvideni 1,25 z toho plyne

glh(z— 1] = glh(=)] + olfs(=)] + @lfs(2)]
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se séitanci po dvou disjunktnimi. Podle (1) tedy
hz+1—1)=fz+ 1)+ fol(z + 1) + fs(z + 1).
Tedy podle (E) plati (2) vSeobecné.

(3) KaZdé dvé z mnoZin f,(m) a fy(n) jsou disjunktni.

[Jest vidy podle (2): fi(n + 1) C fy(n) a tedy pro =1 plati

(8") filn + u) C f,(n) pro kazdé n.

Plati-li ted (3') pro jisté w, pak fi(n + 1 + u) C fi(n + 1) C
C fi(n) podle (2), t. j. fi(n + u + 1) C fy(n). Tedy podle prin-
cipu indukce (E) plat{ (3') pro kazdé u.

Pro m = n jest fy(m). fy(n) =9 podle (2). Je.li na pi.
n < m, pak podle (3') fy(m) C fi(n). Podle (2) vBak f,(n).
. fs(n) = 0 a tedy i fo(m) fy(n) = 0. Pro m < n to plyne stejné
vyménou indexi 2 a 3.]

Pro pevné ¢ oznadme J; t¥idu vSech mnozin fi(n).

(4) Jest vidy fy(n) . 11(}}) = fa(n) . T1(};) = 0.

[Je-li totiZ z € f,(n) nebo z ¢ fy(n), pak podle (2) znone
€fi(n).]

(5) Jest C = I1(}) + Z(J) + Z(J)-

[Necht toti z ¢ C — [I(},). Pak existuje proni n takové,
%e znon € f,(n). Pak z ¢ fy(n — 1) a tedy z (2) plyne z € fy(n)
anebo z ¢ fy(n).] Z (3) & (4) plyne:

(6) Séitanci v (5) jsou po dvou disjunktni.

Je-li z € [1();) + =(Jo), polozme y(zx) = z. Je-li ze Z(Js),
budiZy(z) = @(x).y je zobrazeni mno%iny C do C. Oznadim-li
U = TI(J,) + =(J,), pak oviem:

(7) p(U) = U.

Jei ze X()y), na pf. tedy = efy(n), pak w(z) = p(z) e
eglh(m)] = foln + 1) podle (1). A je-li yefyfn + 1), pak
podle (1) y = y(z), kde 2 = g—(y) € fy(n) € Z(};). Tedy y(z)
jsou prévé prvky mnoZin fy(n 4 1), t. j. mnoZin fy(m), kde
m > 1. Bud )’ systém takovyoch fy(m). Jest
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(8) 'I’(z(]s)) = Z(J'y).

Tedy z (5), (7) a (8) plyne

(9) 9(C) = U + X(J'y).

Déle jest podle (2) ,(1)./5(1) = # a podle (3') tedy fy(m) .
() =0 pro m> 1. Tedy Z(y).f(l) =9 o Z() =
= 2(J3) + (1), tedy =(J's) = E(Jy) —fo(1). Podle (9)
tedy p(C) = U + [E(ly) — /(1)1 = C— fy(1) = B. Je tedy
yp zobrazeni mnoZiny C na B.

A y je zobrazeni prosté. Nebof je-li y(x) = y(y) = 2, je
budto zeU a pak z = z = y. Anebo ze Z(J), a pak z =
= @(z) = p(y), tedy zase z = y.

Celkem tedy C ~ B & ¢ = b, coZ je spor.

Mdme-li dokdzat, 2¢ a = b, pak staét dokdzat dvé véci:
jednak Ze a < b, jednak Ze b < a.

[Kdyby totiZ a + b, pak by z a < b plynulo a < b a tedy
podle transitivity a < a, tedy a =+ a, coZ je spor. Podle cvi-
&eni 12,7 to znamend:

Necht A md a proké; necht B md b prokd,; pak a = b bude
dokdzdno, podafi-li se udat jednak prosté zobrazent mnokiny A
do B, jednak prosté zobrazent mnofiny B do A.

Podet prvki mmozZiny N je zvykem oznadovat ¥,; potet
prvki kontinua P se znadf 8.

Cvileni. 12,8. MnoZina m4d ¥, prvki, kdyZ a jen kdy?Z je ne-
konednd spodetns.

12,9. a < ¥, kdy% a jen kdyZ a je potet prvki koneéné
mnoZiny, t. j. a = 0 nebo a pfirozené.

12,10. Pron ¢ N bud f(n) =n/1 € D. Pak f je prosté zobra-
zen{ mnoziny N do P. Podle cvitenf 12,7 tedy ¥, < X.

Jeito pak P je nespodetn4, jest Ny 3= 8. Tedy
¥ <N
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12,11. Mno#ina C necht obsahuje dva prvky: nulu a d—1
(@d>2). Je-li f¢ CN, oznadme ¢(f) = 1,f. Pak ¢ je prosté
zobrazeni mnoZiny CN do P.

(@ je prosté proto, Ze rozvoje 1,f, kde f(z) jsou nuly a ,,de-
vitky** d — 1, jsou jednoznalné: Pfi pfechodu k jinému roz-
voji téhoZ &fsla se nékters cifra f(x) zméni o 1 a to uz za
piedpokladu € > 2 nebude ani 0 anid — 1.)

12,12. Bud f prosté zobrazeni mnoziny N na §. Je-li
o € P, pak bud g = p(«) e CN & to g(z) = 0, kdyZ f(z) < a;
jinak g(z) = d — 1. Pak y je prosté zobrazeni mnoZiny P
na CN,

(1 jo prosté vzhledem k hustotd mnoZiny §. Je-li & < o',
g’ =y(a’), pak je jisté raciondln{ f(z) takovd, Ze & < f(z) <
<o';pakg(z)=d—1ag'(z) =0,tedy g’ +g.)

P mé 8 prvki, CN m4 2™ prvkid; tedy z 12,11 a 12,12
Plyne:

N=2"

[Necht A,B,A’,B’ maji vidy resp. a,b, a’,b’ prvki;
necht A’ C A, B’ C B.]

Cuvident 12,13. (1) Je-li AB=0, pak A’'B'=0 a A’ +
+ B'C A + B.

(2) A’xB’ C AxB.

(3) Existuje prosté zobrazeni ¢ mnoZiny B’A" do BA.

(Je-li f € B'A', bud f=g(f') e BA tak zvolené, Ze f(z) = f'(z)
Pro zeA a f(z)=w pro reA—A’. Pfitom o je pevny,
jednou pro vidy zvoleny prvek mnoZiny B.)

Ze cvideni 12,13 plyne ihned:

Jeldi a'<a, ’<bh, pak a'+b'Za+b,

a’b’ < ab,
b’ < be.
Cuidend 12,14. NN m4 y, prvki, tedy ®," = %, pron € N.
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Z toho plyne (n € N):

X=14+X=n1+R=N+R=72.%==N.%=x"

[Pro #» > 1 plati totiZ nerovnosti <; kdyby nékde platila
ostrd nerovnost <, bylo by ¥, < %" proti cvideni 12,14. Pro
n = 1 se nic nového nefiki.]

* Podobnd
R=14+0=n+X=N+R=N+N=n."=
=% .N=N.%=¥ =x"

[Pro n > 1 zase plati nerovnosti <. Kdyby nékde bylo <,
pak by ¥ < 8™, Aviak y™ = (2% = 2%¥ = 2% — 4. Pro
7 = 1 se nic nového neiikd.]

Pro n > 2 jest

2“0 — n)h — NON. — Nﬂo.

[Plati zas nerovnosti <; kdyby nékde bylo <, pak by

2% < n™, coZ nenf moZné, nebof obé ta &sla jsou rovna X.]

Cuvident 12,15. Vidy jest a < 29.

(A m& a prvki. Jeli acA, bud gla) = f; e N(2)A,
fa(@) = 1 a jinak f4(x) = 2. Pak ¢ je prosté zobrazeni mno-
Ziny A do N(2)A, tedy a < 29.

Kdyby a = 2¢, pak by existovalo prosté zobrazeni ¢ mno-
%iny A na N(2)A. ¢(z) jsou prvky mnoZiny N(2)A; jsou to
tedy zobrazeni mnoZiny A do N(2). Bud f € N(2)A, f(z) = 1,
kdyZz pro f; = p(z) jest fi(x) =2 a bud f(x) =2, kdyZ
folz) = 1. Jest f = @(a) = f, pro jisté ae A. Jest f(a) =
= fu(@) = f(a) & to je spor.

Ovident 12,16. Bud ) libovoln4 mnoZina kardindlnich
tisel. Pak existuje q takové, Ze prof ¢ ] vidy ¢ < a.

[Pro ka?dé r volme mno%inu X majici ¢ prvki. Bud )
tiida viech X. Pak vidy X C X(J). Mé-li Z()) s prvki, je
tedy vidy ¢ < s; je-li a = 2%, pak tedy vidy ¢ < a.
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Ke ka?dé mnoZiné kardindlnich &sel tedy moZno nalézt
kardindln{ &islo, které v nf neni. Z4dnéd mnoZina neobsahuje
-viecka kardindlni &sla. Takovd je spousta kardindlnich
&fsei.]

Pozndmka. Pro uspofddéni kardindlnich &isel jsme dokdzali
podle F. Bernsteina zdkon transitivity. Bez zavddéni daliich
principii nelze tvrdit, Ze by platil zdkon trichotomie. O dvou
riznych kardinilnich &slech ‘neméizeme tvrdit, e by ns-
které z nich musilo byt men3i nez druhé.

A na konec:

Cuilent 12,17. Intervalem s koncovymi body a a b rozumi-
me neprazdnou mnoZinu viech redlnych &fsel z takovych, %e
a < z < b. Interval je vidy kontinuum.

12,18. Ka%dé kontinuum a tedy kaZdy interval m4 X boddé
(prvkd). (Viz vétu 8,5.)

Z toho znovu plyne, Ze isetka mé vidy 8 bodi. (Oteviend
tsedka je interval a pfiddnim koncovych bodi se podet bodi
zvétsf o 1 nebo o 2, t. j. zlistane roven \.)

12,19. KaZd4 spojité uspofddans mnoZina obsahuje (podle
cvideni 8,20) kontinuum a tedy m4 aspori ¥ bodi.

154



Str.

Predmluva .....cooovuiiueenroineneciesessascnsiassnssannns 4
L85 R 6

Pront &dst.
1,1. Spoletnost ..covvvviieiineniaanianans eeseersesanses 7
1,2. Nespodetnd MNoZiny. ... coiuaiiiacinnacerraanacnness 16
1,3. Kardindlnf &fala. . .. ...coviveniineenneeneasncansonnse 22
1,4. Xolik je raciondlnfch éfsel? ...........c.cviiiiaians 32
1,5. Diskontinuum .......c.vviuiniierirerenaceccaannans 37
1,6. Poltetni pravidlopro ¢islo ®.........ovvinveniiaiae.. 42
1,7. Piklad mnoZin, které majf ¥ prvkd ..........co0iienn 47
1,8. Nekoneénych kardindlnich &fsel je mnoho .............. 57
1,9. K ¢emu potfebujeme tak mnoho redlnych &fsel ......... 59
1,10.' Co jsou to t. zv. velidiny nekonetnd malé .............. 82
Druhd &st.

2,1. ZAkladnf POJIY. . ..vveenrenurenei i eiiiiaiaaeaans 72
2,2 CAANE . ..eveeniniii it 77
2,3, INAUKCO. ..ot vviernrrrareieisnnescsnseastossnannsss 87
2,4, Konednéd mnoZiny .......ccovvuieenernernnncencnaennes 93
2,6. PHIrozend 8818 . .....vvereeneniirreancniiiiineiains 98
2,6. Spotetné mnoZiny .............cciiiiiiiiiiieianaen 104
2,7. Husté uspofédanf spodetnych mnoZin.............c..ve 108
2,8 Kontinuum. ... .c..oiveieriirnincvssnncnncnssassnnss 116
2,9, Arabské Bf8lice. .. .. oottt ittt et et 121
2,10. Rozvoje kladnych &fsel..........ccoveiiiiivieiiienene 126
2,11. ReAINA &f8la .. ..o vvierceenectsnscasssannosssoann 136
2,12. Kardindlnf &fsla. .. ... .cociiiiiiiiniiineniiaenaenns 147

165



Spisovatel RNDr Bedfich Pospisil

Nézev dila Nekonelno v matematice

Vydala Jednota Zeskoslovenskyjch matematiks a fysikd

roku 1949

V edici Cesta & védéni, svazek 48

Za redakce Dra R.Brdiéky, Dra M. A.Valoucha, Dra F.Vy&ichla
a Dra O. V. Zicha

Stran 156 .

Vytiskla Knihtiskdrna Prometheus v ndr. sprdvé, Praha VIII

VydAni prond

Néklad 3300 vytiskd

Cene K& 60,—



		webmaster@dml.cz
	2015-09-06T22:41:10+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




