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Uvod

Rada partii matematiky vyucovanych na stiedni a vysoké skole obsahuje systémy metod
vhodnych na tlohy z praxe — naptiklad z reality fyzikdlniho svéta. Na druhé strané rada
otazek a zpracovani dat z fyzikalniho svéta prinasi dalsi témata, ktera je potieba pii jejich
popisu matematicky zpracovat.

Se zietelem na tuto vzajemnou souhru matematiky a fyziky je utvaren i tento text,
ktery bude slouzit jako vyukovy text v predmétu Fyzikalni motivace pro vyuku mate-
matiky 01 (kéd predmétu MA 0034) na Pedagogické fakulté Masarykovy univerzity od
roku 2019, ovSem je psan elementarnim zpisobem, takze doplnénim o cvi¢eni (které bude
¢asem k textu pfipojeno) by jej bylo mozné pouzivat i pii vyuce matematiky a fyziky na
stfedni skole, kdyZz ne jako vychozi metodicky material, tak aspon jako zdroj nékterych

e informaci z fyziky, které odpovidaji na otazky typu ,k ¢emu nam to bude?“ studentii
matematiky;

e informaci z matematiky, které odpovidaji na otazky typu ,odkud ten ucitel vyca-
roval tento vzorec?“ studentt fyziky.

Cely pfedmét Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 01 (a navazujici predmét 02
v nésledujicim semestru) je veden v seznamu predmétii jako volitelny predmét a klade si
za cil seznamit budouci absolventy ucitelského studia matematiky s nékterymi zakladnimi
priklady vyuziti matematickych metod ve fyzice — je tedy urcen zejména pro ty studenty,
kteti si nevybrali fyziku jako druhy predmét svého studia.

Nicméné i studenti ucitelského oboru matematika—fyzika by mohli z vyuky tohoto
predmeétu néco ziskat, a sice pristupy didaktického zaméteni, které se zabyvaji otazkou,
jakym zptusobem provézat vyuku matematiky a fyziky (zejména na stiedni skole), aby to
bylo prospésné studentim obou predméti.

Cilem tohoto textu a predmétu je obratit pozornost studenti ke vzajemné souhie
matematiky a fyziky — obnovit pohled na to, ze matematika, i kdyz v jistém smyslu
kralovna, je velkou pomocnici pro fyziku, pro popis i porozumeéni svétu kolem nas. I tento
matematicky popis nas obohacuje a pomaha nam v tomto svété zit.

autori, prosinec 2018



1 Meéreni fyzikalnich veli¢in, prevody jednotek

Fyzika se zabyva popisem zakonitosti viditelného i neviditelného svéta kolem nas na za-
kladé veli¢in (= proménnych), které muzeme opakované mérit — napt. veli¢in délky, casu,
hmotnosti, hustoty hmoty, apod. (v tomto kratkém uvodu se zaméfime pouze na velic¢iny
uvedené v tabulce 1.1, tj. hmotnost, ¢as a délku — s dalsimi veli¢cinami se budeme postupné
seznamovat pii studiu fyziky).

Matematika na druhé strané neni véda spojena vylucné s fyzikou. Nékdy byva oznaco-
vana za nastroj nebo jazyk fyziky, jindy o matematice mluvime zase jako o kralovné véd
— jako o zpiisobu logického uvazovani a presného vyjadrovani, pristupu k zivotu. Podobny
cil — naucit jistému zptisobu uvazovani — si ovsem kladou i jiné pfedmeéty, napriklad tech-
nickéd vychova nebo pravé i fyzika, a mnoho dalsich. Nema smysl se tedy pfit, kterd véda
skych vztahtl je byt si navzajem oporou a pomoci, i jednotlivé védy a discipliny studia
jsou témi nejlepsimi krali a kralovnami, pokud soucasné slouzi tém ostatnim a berou si
z nich inspiraci a témata ke studiu, aby spolu mohly vzajemné existovat v tomto svété a
prispivat jedna druhé.

V tomto predmétu se budeme zabyvat pouze vztahem mezi dvéma obory, a sice vzta-
hem matematiky a fyziky. Kdybychom se zamérili zatim pouze na jedinou veli¢inu, a sice
délku, uz u ni lze vypozorovat rozdily v pristupu fyziky ¢i matematiky pii jejim popisu.
Cilem tohoto textu bude upozoriovat na to, zZe tato vzajemna rozdilnost je dilezita, ale
soucasné se budeme zamérovat i na vzajemnou souhru matematiky a fyziky.

Fyzika pii zkoumani délky objektii okolniho svéta klade diiraz na jednotky — nékdy nas
budou zajimat objekty dlouhé nékolik desitek kilometri (planety, hvézdy), jindy nés za-
jimé objekt délky 1,92 metru (¢lovek), a obcas (pfi popisu tzv. mikrosvéta) se zaméiujeme
na popis malych ¢astic a organismi, které nedosahuji ani délky jednoho milimetru. Jinjymi
slovy, pro studium fyziky neni dtlezita jen veli¢ina neboli proménna, ale také velikost jed-
notky, kterou zrovna vynasime na osu x naseho grafu funkce — zda je tato jednotka velka
1 kilometr, 1 metr nebo 1 milimetr. Proto je dilezité pouzivat ustalené oznaceni téchto
jednotek délky ve vztahu k té zakladni jednotce délky — délce jednoho metru. Prehled
téch nejcastéji uzivanych jednotek délky (a jejich oznaceni) najdete v tabulce 1.2.

Na druhé strané, matematiku jednotky nezajimaji az tolik — vynese na osu z jednotku
a napise k ni cislo 1, a napsat k této ose, jakou velicinu mérime, poptipadé v jakych
jednotkach, nékdy zapomene a jindy nepovazuje za dulezité a zdmérné nepise. Zabyva
se spiSe tim, aby studenty naucila poznat, ze pfi zméné veliCiny x na vodorovné ose je
veli¢ina y na svislé ose rostouci ¢i klesajici, pro jistou hodnotu veli¢iny x nabyva velic¢ina
y (ktera je na veli¢iné x zavisla) svého lokdlnitho maxima ¢i lokdlniho minima, apod.

Musime si pfiznat, Ze on ten konflikt zajmi mezi matematikou a fyzikou nastava uz
pii oznaceni vodorovné osy zminované kartézské soustavy souradnic v roviné: Fyzika by
ji rdda oznacila pismenem t, jez tradi¢né oznacuje veli¢inu Casu — zajima ji totiz velmi
casto, jak se veli¢ina vynasena na svislé ose méni v zavislosti na case. Matematika by
velmi rada oznacila vodorovnou osu pismenem z a svislou osu pismenek y — nechce se
totiz neustale soustredit na to, jakym pismenem oznacit kterou z os. Jeji cil je jiny — chce
naucit studenty, zda napf. ¢islo 5 precetli z grafu funkce na vodorovné ose (a jedna se tedy
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o hodnotu veli¢iny x), nebo na svislé ose (a jedna se o hodnotu veli¢iny y).Chce naudit
studenty ,,¢ist z grafu funkce®.

A nyni je asi Cestné fici, ze i pfi mirnych konfliktech zajmt matematiky a fyziky
napt. pii popisu poc¢tu ujetych kilometri auta v zavislosti na case je dulezita i souhra
téchto obort: fyzika poskytne matematice nazvy, velikosti a oznaceni proménnych casu
auta (= poc¢tu ujetych kilometri) na ¢ase. Matematika se pokusi zavislost polohy auta
na Case popsat vzorcem — pokud se ji to podafi a jedna se o vzorec spojité funkce, je
schopna dokonce vypocist okamzitou rychlost auta v libovolném okamziku uvazované
drahy (pokud si tedy vztdhne teoreticky pojem derivace realné funkce na vztah mezi
polohou a rychlosti auta), nebo naopak pokud zna pocateéni polohu a rychlost auta v
kazdém okamziku, vyjadiit i polohu auta v kazdém okamziku (pokud ji neni zatézko
vztahnout teoreticky pojem urcitého integralu na tentyz vztah mezi polohou auta a jeho
rychlosti, kdyz nyni naopak misto aby znala drahu v kazdém okamziku, zna jen rychlost
v kazdém okamziku uvazovaného ¢asového intervalu). Jinymi slovy, matematika a fyzika
spolupracuji na popisu pohybu auta v zavislosti na rychlosti — kazdy z obort dodava jiné
kompetence (= jiné dovednosti).

Nutno fici, ze tuto spolupraci vypocti a fyzikalni interpretace vykazovali v historii
vyznamni védci oznacovani dnes za fyziky — Kepler, Newton a Galilei pfi popisu pohybu
nebeskych téles. Az pozdéji se nékteré technické ¢asti tohoto popisu pohybu dostaly do
oboru matematiky. To urcité prispélo tomu, ze tyto technické otazky a metody pres-
ného matematického popisu mohly byt déle rozvijeny, nicméné v pribéhu historie se
nékteré z motivaci pro existenci jistych matematickych metod z vyuky matematiky ztra-
tily. To dneska vede ke smutné, az paradoxni skutecnosti, Ze fada studentt (i absolventi)
oboru matematiky nezna zadné souvislosti nékterych matematickych metod a objekti s
realnym svétem — napiiklad nevi, kde ptfi popisu naseho svéta se vyuzivaji poznatky z
matematického studia kvadratické funkce, jejimz grafem je (v nedegenerovaném piipadé
y = ax? + bx + ¢, kde a # 0) parabola.

Fyzika tedy popisuje svét pomoci tzv. fyzikalnich veli¢in, nékteré zakladni fyzikalni
veli¢iny s prislusnymi jednotkami uvadi, jak bylo jiz vySe zminéno, tabulka 1.1:

Poznamka 1.1 POZOR! - kolize v oznaceni:
m - oznaceni jednotky metr
m - oznaceni veliciny hmotnost

Ptfedpona pred jednotkou pak usnadnuje samotny zapis fyzikalni velic¢iny, piiklad pro
veli¢inu délky je ilustrovan v tabulce 1.2:



Tabulka 1.1: Fyzikalni veli¢iny

oznaceni veli¢iny velicina  nazev jednotky oznaceni jednotky

[ (= length) délka metr m
t (= time) Cas sekunda s
m (= mass) hmotnost kilogram kg

Tabulka 1.2: Predpony jednotek pro veli¢inu délky

1Tm = 1terametr = 102m = 1000 000 000 000 m
1Gm = 1gigametr = 10°m = 1000 000 000 m
1 Mm = 1megametr = 10°m = 1000 000 m
1km = 1lkilometr = 10>m = 1000m

1 hm = 1 hektometr = 10> m = 100 m

1dam = 1dekametr = 10'm = 10m

ldn = 1ldecimetr = 100'm = 0,1m

lem = 1lcentimetr = 102m = 0,01m

1mm = 1lmilimetr = 102m = 0,001 m

1 pum = 1mikrometr = 107%m = 0,000 001 m
1nm = 1lnanometr = 1072m = 0,000 000 001 m

1pm = 1pikometr = 1072 m = 0,000 000 000 001 m
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2 Primocary pohyb

Motivaéni uloha:

V roce 1977 vytvorila Kitty O “Neilova rekord v zavodech dragstert. Za pouhych 3,72 s
dosédhla rychlosti 628,85 km/h. V roce 1958 vytvotil jiny rekord Eli Beeding pfi jizdé na
sanich s raketovym pohonem. Po startu dosahly sané za dobu 0,04 s rychlosti 116 km/h.
Lze viibec néjakym zptisobem porovnat tyto dva vykony, abychom méli predstavu, ktery z
nich mohl prinést jezdci vétsi vzruseni nebo strach? Mame srovnavat dosazenou rychlost,
dobu jizdy nebo néjakou jinou veli¢inu?

2.1 Pohyb

Kinematika je ¢ast fyziky, ktera se zabyva popisem pohybu téles. Pfi jeho zkoumani se
nejdiive zaméfime na tzv. primocary pohyb, kterym rozumime pohyb télesa po piimce,
at uz svislé (napf. pad kamene) nebo vodorovné (napt. jizda automobilu po pfimé délnici).
Pokud se vsechny casti télesa pohybuji stejnou rychlosti a stejnym smérem, nahradime
téleso tzv. hmotnym bodem, pficem7 uvazujeme jeho hmotnost, ale zanedbame jeho
rozZmery.

2.2 Poloha a posunuti

Polohu hmotného bodu urcujeme pomoci soutfadnic vzdy vzhledem k urcitému vztaz-
nému bodu, kterym je nejcastéji pocatek souradnicové osy = viz obrazek 2.1. Za kladny
smeér osy x povazujeme smeér rostouci souradnice, na obrazku 2.1 je kladny smér orien-
tovan vpravo; opa¢ny smeér nazyvame zaporny.

Kladny smér osy X

; Za'fsomy' smér osy X

Obr. 2.1: Soufadnicova osa x.

Posunuti chapeme jako zménu polohy z bodu o soufadnici z; do bodu o soutradnici
Ty (znacime Ax). Znak A bude vétSinou znamenat zménu dané veli¢iny:

Ar =29 — 14 (2.1)




Posunuti’ mtize byt kladné, resp. zdporné, pokud se odehréalo v kladném sméru osy
x (doprava), resp. zdporném sméru osy x (doleva). Posuneme-li napiiklad hmotny bod z
polohy x; = 2 do polohy x5 = —3, ziskdme zaporné posunuti

Ar=-3—2=-b5.

Kontrola 1: Tfi riznd posunuti jsou dana nasledujicimi pocate¢nimi a koncovymi polo-
hami na ose x

a) Ty = —3 m, x5 =5 m,
b) z1 = -3 m, x5 = =7 m,
c) r1=Tm, xg = -3 m.

Ktera z uvedenych posunuti jsou zaporna?

2.3 Prumérna rychlost

Informace o pohybu télesa lze ziskat z grafu zavislosti jeho polohy x(t) na ¢ase t.
Napfiiklad graf na obrazku 2.2 popisuje kralika (nahradili jsme jej hmotnym bodem),
ktery sedi v poloze © = —1 m, a nehyba se.

A x [metry)

Z: | x[metry)

¢ [sekundly]

7 £ 0 L 2 3 h t [s:lcundy]

71 Funkee x(t)

b
-31 hy X(€)
i oy
-L' =
el
Obr. 2.2: Pohyb kralika v klidu. Obr. 2.3: Pohyb kralika dany funkci

x(t).
Graf funkce osy x na obrazku 2.3 popisuje pohyb kralika, ktery se

e v case t = 0 s nachézi v poloze x = —5 m,

e v Case t = 1 s nachéazi v poloze x = —4 m,

!Posunuti je piiklad vektorové veli¢iny, nebot je jako kazdy vektor charakterizovano velikosti a
smérem. Vektorim je vénovana kapitola 3. V tuto chvili stac¢i si uvédomit, ze posunuti po pfimce ma
dvé charakteristiky: (1) velikost, tj. vzdélenost mezi poc¢éteénim a koncovym bodem, a (2) smér urceny
soufadnicovou osou orientovany od pocatecni ke koncové poloze a vyjadfeny znaménkem plus nebo minus.
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e pak se pohybuje smérem k pocatku soustavy soufadnic x = 0, kterym probéhl v case
t = 3 s a pokracoval v béhu v kladném smeéru osy x.

Pohyb kralika podél osy x je zaznamenan na obrazku 2.4.

Graf funkce z(t) na obrazku 2.3 ilustrujici pohyb krélika je jisté zajimavéjsi nez obrazek
2.4, nebot obsahuje vice informaci o jeho poloze. Jednou z téchto informaci je pramérna
neboli stfedni rychlost, oznaceni v (z anglického velocity = rychlost; pruh oznacuje pri-
mérnou hodnotu rychlosti), kterou definujeme jako podil posunuti Ax v uréitém céasovém
intervalu At a délky tohoto intervalu:

_ A _
U= = 22 (2.2)

Velic¢ina v udava, jakou primeérnou rychlosti se kralik pohyboval v ¢asovém intervalu
od okamziku t; do okamziku %,.

4}x[m] 5
4 Y
ek |2 ﬁ@ 5

t-8 "%

¢ (sekundly)

ij 2-(
{J,C

P

b ﬁ" /

p: x=2t-6
Obr. 2.4: Pohyb kralika podél osy . Obr. 2.5: Pohyb krélika v ¢asovém in-
tervalu od okamziku t; = 1 do ¢4 = 4.

Napftiklad v ¢asovém intervalu od t; = 1 s do to = 4 s, viz graf funkce z(¢) na obrazku
2.5, je primeérna rychlost kréalika
_ 2—(-4) 6m 1

U= = =2ms -,
4—1 3s

tj. 2 metry za sekundu.

Dané pfimka p z obrazku 2.5 se nazyva se€na grafu funkce z(t), protoze jej protina
v alespori dvou bodech [t1, 1], [t2, 2], v nasem piipadé se jednd o body A = [4;2],
B = [1;-5].



Uvazujme pravouhly trojihelnik ABC' (u vrcholu C' je pravy thel = thel o velikosti
90°), viz obrazek 2.6. Dale uvazujme pravotuhlé trojuhelniky ABC, AED, AGF, které
jsou podobné, tj. thly trojuhelnikt pfi jejich vrcholech po fadé B, E, G, resp. C, D, F
jsou shodné, pricemz trojuhleniky ABC, AED, AGF maji spolecny vrchol v bodé A.

6

Obr. 2.6: Podobné pravouhlé trojiuhelniky ABC, AED, AGF.

Odpovidajici pomér délek dvou stran v kazdém z uvazovanych pravouihlych trojihel-
nikt ABC, AED, AGF s pevné danym thlem « € (0,90°) pii vrcholu A, je vidy stejny:

a)

|BC| |DE| |FG|  délka odvésny protilehlé thlu o
|AB|  |AE|  |AG| délka pfepony '

Vyse uvedeny pomeér délek pravoihlého trojihelnika zavisi pouze na velikosti ihlu
« a oznacuje se sin a (Cti sinus alfa).

b)

|AC|  |AD|  |AF|  délka odvésny piilehlé uhlu o
|AB|  |AE|  |AG| délka prepony '

Vyse uvedeny pomér délek pravouhlého trojihelnika zavisi pouze na velikosti thlu
« a oznacuje se cos « (Cti kosinus alfa).

|BC| |DE| |FG|  délka odvésny protilehlé thlu o
|AC| ~ |AD| ~ |AF|  délka odvésny piilehlé thlu o

Vyse uvedeny pomeér délek pravouhlého trojihelnika zavisi pouze na velikosti thlu
a a oznacuje se tg « (¢ti tangens alfa).

Ze zakladni skoly vime, zZe v kazdém pravotuhlém trojuhelniku ABC plati Pythagorova
veta:
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a® +b* =,

kde a = |BC|, b = |AC] jsou délky odvésen a ¢ = |AB]| je délka piepony pravothlého
trojihelnika ABC. Celou tuto rovnici vydélime ¢lenem ¢ a ziskdme rovnost

a® b

1
2 c?

Y

kterou lze pomoci vysSe definovaného oznaceni prepsat na

sin? v + cos® o = 1.

V uvazovaném pravouhlém trojuhelniku ABC plati rovnost:

BC
; a_|BC\_ﬁ_sina
& |AC| % cosa’

Poznamka 2.1 V uvaZovaném pravouhlém trojuhelniku ABC se definuje i tzv. kotan-
gens uhlu a:

délka odvésny prilehlé thlu «

cotg a = .
& %= 3élka odvésny protilehlé dhlu a

1
tga'

7 uvedeného je patrno, ze |cotg a =

Naésledujici text je vénovan rovnici pfimky ve smérnicovém tvaru: Na piimce p
v roviné (viz obrazek 2.7) lezi body o soutadnicich [t, z|. Kazdou pfimku p v roving, ktera
neni rovnobézna s osou z, lze vyjadrit ve tvaru

T=a-tr)

kde a,b € R, bod [0, ] je prusecik pfimky p s osou z a a = tg a. Hodnota a se nazyva
smérnice primky p; « je thel, ktery svird pfimka p s kladnym smérem osy ¢ v kladném
smyslu. Rikdme rovnéz, ze thel o udava smér (nebo také sklon) piimky p vzhledem k
soustaveé souradnic.

Vratime-li se k nasemu popisu pohybu kralika, vidime, ze

Ar |AC|
At |BO|

kde tg « je smérnice piimky p. Primérna rychlost ¥ pohybu kralika od okamziku t; = 1
s do ty = 4 s je rovna smérnici seény grafu zachycujicitho pohyb krélika z obrazku 2.5, ktera
prochéazi body [t1, z1], [t2, 22| lezicimi na p¥imce p ve smérnicovém tvaru p: x =2 -t — 6.
7 uvedeného je tedy patrno, ze primeérna rychlost pohybu télesa ma svij geometricky
vyznam.

U= tg «,
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A

Obr. 2.7: Pfimka ve smérnicovém tvaru p: x =a -t + 0.

Piiklad 2.1 Nékladni dodavka jede po pfimé silnici stélou rychlosti 86 km/h. Po ujeti
10,4 km néahle dojde palivo. Ridi¢ pokracuje pésky v ptivodnim sméru. Po 27 minutéach (=
0,45 h) dojde k ¢erpaci stanici, vzdalené od odstavené dodavky 2,4 km. Jaka je primérna
rychlost fidi¢e od chvile, kdy vyjel s dodavkou z vychoziho mista az do okamziku ptichodu
k Gerpaci stanici? Reste vypoctem i graficky.

Reseni:

a) vypoctem: Pii préaci s vektorovou veli¢inou o si musime nejprve uvédomit, ktery smér
pohybu je kladny. Za kladny smér v tomto pripadé volime smér jizdy. Celkova draha
pohybu je 10,4 + 2.4 = 12,8 km. Celkovy cas jizdy dodavky neznadme a urcime jej
pomoci vztahu 2.2:

A
A=t 104 5o
v 86

Celkova doba cesty Fidice (jizdy i chtize) je tedy

At =0,121 h+0,45 h = 0,571 h.

Do rovnice 2.2 dosadime hodnoty Ax a At a ziskdme prumeérnou rychlost v

g 12,8 km
At 0,571 h

b= = 22,4 km/h.

b) graficky: Pocatek pohybu umistime do pocéatku soustavy soufadnic O = [0,0], tj.
t; =0, 1 = 0, kdy smér pohybu dodavky bude kladny smér osy x, viz obrazek 2.8.
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Poloha cerpaci stanice na takto zvolené ose je xo = 10,4 km + 2,4 km = 12,8 km.
Pro zjisténi priamérné rychlosti v narysujeme graf funkce x(t). Vychozi bod grafu
splyva s poc¢atkem a koncovy bod je oznacen P = [0,571 h;12,8 km]. Pramérna
rychlost je smérnici pfimky prochéazejici body O, P a ma hodnotu v = 102’587{”: =
22,4 km/h. ’

XA
(k)
t=05Hh
Al aviy , : o X 41’@1;»'
12 chaze v
A0k km
0
8
gy ax-27
w
u N
21 at=05HA
/_—————-—-*'k——“\ 3426 min
0 3 4o 2 30 t[min]
P min

Obr. 2.8: Grafické feseni ptikladu 2.1.

Priiklad 2.2 Navrat k dodévce trva fidi¢i 35 minut. Musi nést nddobu s palivem, a proto
jde pomaleji. Jaké je praimérnd rychlost fidice na celé trati od okamziku vyjezdu z vycho-
ziho mista az po navrat od Cerpaci stanice?

ResSeni: Protoze fidi¢ se pésky vracel v zaporném sméru pohybu, dostavame
Az =10,4— 0= 10,4 km,
At =0,1214 0,45+ 0,583 = 1,154 h, tj.
v =22k 9 01 km/h.

1,154 h

Primérné rychlost fidi¢e na celé trati je tedy 9,01 km/h.

Kontrola 2: Po doplnéni paliva se dodavka vraci zpét do bodu, odkud vyjela, rychlosti
80 km/h. Jaka je prumérna rychlost na celé cesté? [Az = 0 km, tj. v = 0 km/h|

Kromé prumérné rychlosti v daném kladném sméru se zavadi jesté prumeérna abso-
lutni rychlost o,;, kterd udava primérnou rychlost bez ohledu na smér pohybu (tzn.
dosazuji se do ni jen nezdporné hodnoty):

5o délka celkové urazené drahy
abs — "délka celkové doby pohybu

(2.3)
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Priklad 2.3 Urcete priamérnou absolutni rychlost z predchozich pfikladu 2.1 a 2.2.

Reseni: Dosazenim zadanych i ziskanjch hodnot z pfikladf 2.1 a 2.2 do vzorce 2.3 do-
stavame

— 104424424
Vabs = 0,121+0,4540,583 13, 17 km/h

VSechny cleny v citateli i jmenovateli se pii vypoctu v, uvazuji s kladnym zna-
ménkem, tj. primérna absolutni rychlost je vzdy nezaporna.

Poznamka 2.2

1. Pii vypoctech je dilezité dosazovat odpovidajici jednotky - napt. pocitame-li rychlost
v km/h, musime dosazovat vzdalenosti v kilometrech a ¢as v hodinach.

2. Je dulezité dobte ¢ist z grafii - na vodorovnou osu jsme nanaseli ¢as (jeho hodnoty ros-
tou smérem doprava), na svislou osu jsme nanéseli polohu hmotného bodu vzhledem
k pocéatku soustavy soufadnic. Body grafu [¢, x| uvadéji, Ze v okamziku ¢ se sledovany
hmotny bod vyskytuje v poloze x.

2.4 Okamzita rychlost

Vratme se k nasemu popisu pohybu kralika (obrazek 2.5). Budeme-li ¢asovy interval At,
méreny od okamziku ¢, zmensovat bez omezeni k nule, s poklesem hodnoty At se bude
primérna rychlost ¥ méfena v intervalu od ¢ do ¢ + /At blizit k jisté limitni hodnoté, ktera
definuje rychlost v okamziku t. Tuto rychlost nazyvame okamzitou rychlosti v, coz je
veli¢ina, kterda udava, jak rychle a jakym smérem se kralik pohybuje v daném okamziku.
Toto zkracovani casového intervalu At k nule se oznacuje jednim z nasledujicich dvou
zapisi:

v = limp, o 5% = 20 (2.4)

Lz

At
¢teme: derivace funkce z(t) vzhledem k proménné t¢.

Oznaceni lima; .o % ¢teme: limita pro At jdouci k nule z vyrazu

dx(t)
dt

Oznaceni

Poznamka 2.3 Chceme-li zjistit okamzitou rychlost kralika v ¢ase ¢t = 2 s, sestrojujeme
sefny protinajici graf runkce z(t) zachycujici pohyb krélika v bodé [2, z(2)] a [2+ At, z(2+
At)] pro stéle mensi At (viz obrazek 2.9 pro At =1 a 2.10 At =0,5).

Matematicky je okamzitd rychlost v ¢ase t rovna smérnici tecny ke grafu funkce x(t)
v bodé [t, z(t)] (viz obrazek 2.11). Pro t = 2 s je tedy v(2) = tg a ms™!, kde a je thel,
ktery svird tecna ke grafu funkce x(t) s osou t. Popsanou situaci chdpeme jako geometricky
vyznam derivace funkce z(t) pro t = 2 s.

Derivace funkce z(t) pro t = 2 s je tedy smérnici teény ke grafu funkce z(t) v bodé
2,2(2)], tedy %(2) = v(2) = tg a. Okamzita rychlost kralika v ¢ase t = 2 s je rovna
derivaci funkce x(t) pro t = 2 s.
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nX[m) xlm)

=1

Obr. 2.9: Se¢na a trojuhelnik pro vy- Obr. 2.10: Se¢na a trojuhelnik pro vy-
pocet primérné rychlosti na intervalu pocet primérné rychlosti na intervalu
(2;3). (2;2,5).

V nésledujicim textu uvedeme nékolik dilezitych postfeht k pojmu derivace funkce.
Pokud existuje k funkci F'(t) jeji derivace pro kazdé t € R (viz obrazek 2.12), lze sestrojit
tecnu ke grafu funkce F(t) v bod& [t, F(t)] pro kazdé t: 4C(1) = tg a, %£(2) = tg 3;
obecné tedy v kazdém bodé ¢: 2E(t) = tg w.

x[m]

teinas ke grafic
funkee x(&)
v bodé [2,x()]

Ao ALy

a4

\
-

R LTy b
N N & L N

Obr. 2.11: Tec¢na ke grafu funkce z(t) v bodé [2, z(2)].

Jinymi slovy libovolné hodnoté ¢t € R lze k funkci F(¢) pfifadit derivaci ‘fi—f(t). Toto
pfifazeni je rovnéz funkce, oznacime ji f(t) a zapiSeme vztahem:

Funkei f(t) nazyvame derivace funkce F'(t). Ze souvislosti textu by mélo byt vzdy jasné,
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zda hovofime o derivaci funkce pro jedinou hodnotu ¢ (napt. %€ (¢) v bodé t = 2) nebo

dt
méme na mysli celou funkei 4= (¢) (definovanou pro rtizné hodnoty proménné ¢ € R).
Proces, ktery pro funkci F'(t) najde jeji derivaci f(t), se nazyva derivovani. Opaény
proces, ktery k funkci f(¢) najde funkci F(t) tak, ze € (t) = f(t), se nazyvéa integrovani

dt
(integrace). Zapisujeme

F(t)= [ f(t)dt

a fikame, Ze funkce F'(t) je neuréity integral z funkce f(¢). Pro ilustraci je na obrazku
2.12 zakreslen vzajemny vztah mezi obéma procesy, tj. derivovanim a integrovanim.

Vratme se nyni k pojmu derivace - pfi jejim vypoctu vyuzivame analytického zapisu
vzorce s nasledujicim postupem: zapiSeme smérnici seCny % ke grafu funkce F'(¢). Hod-
notu At snizujeme az k nule a sledujeme, k jaké hodnoté se blizi cely podil %. Tomuto
procesu " priblizovani” At k jisté hodnoté, ktery byl jiz popsan vyse, se ika limitni proces
a nalezenad hodnota se nazyva limita z vyrazu % pro At jdouci k nule.

Lze tedy konstatovat, ze derivace funkce z(¢) pro t = 2 je rovna limité smérnice se¢ny
i—f pro At jdouci k nule, tj. ”se¢na pro At jdouci k nule presla v te¢nu”. Tedy

dx Az z(t + At) — x(t)

—(t)=lim — = 1li

oV = Ay = A At ’
kdy smérnice seCny je dana vztahem tg a = % viz obrazek 2.13.

Priklad 2.4 Vypoctéte derivaci funkce x(t) = t* v obecném bodsé t.

Reseni:
dx L a(t A —o(t), (t+ At -2
aW = MmO ) = I R =
I ) AN e AN S e B
= i, At ) = lim (2t + &8) = 2t.

Podobné by se spocitaly derivace nasledujicich funkci:

Loa(t)=t": |[4(t")=n-t""! (D1)

2. z(t) = ¢, kde ¢ € R je konstanta (z(t) = c je konstantni funkce): |4(c)=0| (DO)

tj. derivaci konstanty je nula. Konstantu pti derivovani mizeme vytknout (pfed deri-

vaci): d(c.a(t)) =c- 20 (V1)

3. Soucet funkci derivujeme ¢len po ¢lenu:

G (x(t) +y(t) = 50 4+ 41 (V2)
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Obr. 2.12: Vztah mezi derivovanim a integrovanim.

Vzorce pro derivace dalsich funkci nebudeme vypisovat (lze je najit v tabulkdch a
budou uvedeny ve cvi¢eni). Vzhledem k tomu, Ze integrovani funkci je proces opacny k
derivovani, vzorce pro integrovani lze odvodit ze vzorcl pro derivovani, napft.

[t ldt =2 4 ¢| kde c € R. (D17)

V nasledujicim textu shrneme dosavadni matematické vyznamy tykajici se pojmu de-

rivace:
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X [m]

x@® 1

Obr. 2.13: Okamzita rychlost kralika - smérnice secny grafu funkce z(t).

1. Albebraicky vyznam derivace: derivace je limita z jistého vyrazu,

2. Geometricky vyznam derivace: derivace je tangens jistého tithlu (= smérnice tecny ke

grafu dané funkce),

3. Fyzikalni vyznam derivace: derivace je okamzita rychlost zmény jisté veliciny.

Priklad 2.5 Je ddna funkce

0

2 —92t+1
x(t) = A

—2t% + 36t — 136

t<1

1<t<3
3<t<8
8<t<9

udavajici polohu kabiny vytahu v metrech. Kabina nejprve stoji v dolnim patie, pak se
zaCind pohybovat vzhiru (v kladném sméru svislé osy) a opét se zastavi. Nakreslete graf

udavajici zavislost rychlosti v () kabiny na case t.

Reseni: Na obrazku 2.14 je zakreslen graf funkce x(t) s krajnimi body zadanych intervali:

bod A: z(1) =0,
bod B: z(3) = 4,
bod C: z(8) = 24,
bod D: z(9) = 26.

Podle vyse popsané teorie lze rychlost v(t) vytahu v okamziku ¢ spocitat jako deri-

vaci dréhy z(t) podle proménné ¢:
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Obr. 2.14: Graf funkce z(t) udavajici polohu vytahu.

0 ot <1,
(1) = dr(t) 2t —2 : 1<t <3 rychlost roste,
= dt 4 : 3 <t <8 rychlost je konstantni,

—4t+36 : 8 <t <9 rychlost klesa.

Zavislost rychlosti v(t) na case t je zachycena na obrazku 2.15.

IN’ [m s B

Obr. 2.15: Zavislost rychlosti v(t) na Obr. 2.16: Situace na intervalu (3; 8).
Case 1.

Kdybychom neznali funkci drahy x(t), ale znali funkei rychlosti v(¢), mohli bychom
fesit "opacnou” ulohu, viz nasledujici priklad 2.6:

Priklad 2.6 Jakou drahu vytah urazi v okamziku ¢t = 0 s do okamziku ¢t = 9 s s ohledem
na minuly piiklad 2.57
Reseni:

- situace na intervalu (0;1): vzhledem k tomu, Ze v(t) = 0, vytah zistava na
misté.
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- situace na intervalu (3;8): vytah se zde pohybuje rychlosti v(t) = 4 ms™! po
dobu 5 sekund a urazi drahu 20 m. V tomto pfipadé stoji za povsSimnuti, ze
velikost urazené drahy vytahu je rovna velikosti obsahu Sy obdélnika K BC'F
viz obrazek 2.16 (velikost obsahu Sy obdélnika EBCF je rovna 4 -5 = 20 m?).

- situace na intervalu (1;3): rychlost vytahu se rovhomérné zvysSuje z hodnoty
1 1

v =0ms " v case t = 1 na hodnotu v = 4 ms™ v Case t = 3. Ovéfime,
ze velikost urazené drahy vytahu je rovna velikosti obsahu S; pravothlého
trojuhelnika AEB viz obrazek 2.17:

Obr. 2.17: Situace na intervalu (1; 3). Obr. 2.18: Situace na intervalu (8;9).

Velikost obsahu pravotuhlého trojihelnika AE B je polovinou obsahu obdélnika
AEBG, tj. S; = 2(2-4) = 4 m?, tzn. velikost urazené drahy vytahu je rovna

2
4 m.

- situace na intervalu (8;9): rychlost vitahu v = 4 ms~! se béhem jedné sekundy

rovnomérné zpomaluje na v = 0 ms~!. UraZend draha vytahu ¢ini 2 m, coZ
je opét velikost obsahu S3 pravoihlého trojuhelnika C'F'D viz obrazek 2.18
(S5 = %(1 -4) =2 m?).

- Souctem velikosti obsahti jednotlivych utvart ziskame: S; + S5+ S35 = 4+ 20+
2 = 26 m2. Celkem tedy uraZena draha vytahu je rovna 26 m.

Nabizi se otazka, jak by se spocital obsah S vybarveného utvaru na obrazku 2.19
(atvar omezeny grafem funkce v(t), osou t a pfimkami ¢t = a, t = b), kdyby funkce v(?)

vvvvvv

Tento obsah S oznacujeme symbolem ffv(t)dt, jenz udava drahu urazenou od
okamziku t; = a do okamziku ¢ty = b. Symbol fabv(t)dt nazyvame urcity integral z
funkce v(t) v mezich od a do b.

V nésledujicim textu budeme uvazovat urcity integral z funkce f(z), kterd je
spojitd a nezdpornd na intervalu (a;b), tj. 0 < f(z) pro kazdé = € (a; b)?.

2Ptipomenime nékolik zékladnich pojmii diferencialniho a integralniho poctu:
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Obr. 2.19: Zavislost rychlosti v(t) na case t.

Urcity integrél ze spojité a nezdporné funkce f(z) na intervalu (a;b) pak uréime jako
limitu vyrazu:

Va(a,b) = Z?:l fle) - (@ —ximq) |,

kde
A = =% je délka kazdého z intervald (z;_1;;), na které rozdélime interval (a;b) pro
1=1,...,n,
Body zg = a, x1 = 29 + A\, x93 = x9 + 2\, ..., x, = b nazyvame délici body intervalu
(a; ),

¢; € (z;_1;x;) je libovolné zvoleny bod z kazdého piislusného intervalu.
S ohledem na obrazek 2.20 tedy plati:

AN=x;,—x;_1proi=1,..,n,

f(c) ... vyska i-tého obdélniku s délkou A\,

f(e) - (x; — x-1) ... obsah i-tého obdélniku,

Yo f(e) - (xi — xiz1) ... souet obsahii vSech n obdélniki.

1. Funkce f(z) je spojita na intervalu (a;b), pokud je spojitd v kazdém bodé zy € (a;b) a v bodé a
je spojita zprava a v bodé b je spojitd zleva. (Jednoduse feceno, grafem spojité funkce na intervalu
(a; b) je "nepferusend” kiivka, tj. kfivka, kterou lze nakreslit do obrazku jednim tahem.)

2. Funkce f(z) je spojita v bodé q, jestlize k libovolné zvolenému okoli bodu f(a) existuje takové
okoli bodu a, Ze pro v8echna z( z tohoto okoli bodu a patii hodnoty f(x¢) do zvoleného okoli bodu

f(a).
3. Okolim bodu a rozumime interval (a — d;a + ), kde 6 e R a § > 0.
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$ ()

A
a=x, C ,{1 C, * Xiea CA-LX"_":M b=x.,

Obr. 2.20: Obsah utvaru omezeného osou z, pfimkami x = a, * = b a grafem funkce

().

Urc¢itym Riemannovym integralem z funkce f(z) na intervalu (a;b) nazveme
limitu

n b
lim > fe) (@ — wi) = [ S,
n—oo i—1 a
pokud tato limita existuje a nezavisi na vybéru reprezentanti ¢; z intervalii (x; 1; ;).
Zobecnéni geometrického nazoru: vyraz fab f(z)dz udava obsah utvaru, ktery je ohra-
nicen pfimkami x = a, x = b a grafy funkci f(z), g(z), kde f(x) je nezadporna funkce a

g(x) = 0 na intervalu (a; b). Obecné g(z) mize byt libovolnd Riemanovsky integrovatelna
funkce tak, ze plati:

g(x) < f(x)

pro © € (a;b). Pak obsah utvaru omezeného pfimkami x = a, x = b a grafy funkei
f(z), g(x) je roven uréitému integrélu fab( f(z) — g(z))dx viz obrazek 2.21 (vyska i-tého
obdélnicku pfi odvozeni neni rovna f(¢;), ale je rovna hodnoté f(¢;) — g(¢;)).

V 17. stoleti panové Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz objevili vztah mezi
uréitym integralem a teorii derivaci:

J f(@)dt = F(b) - F(a) , (2.5)

kde %L (z) = f(x), resp. F(z) = [ f(z)dz. Tento vztah se nazjva Newton-Leibnizova

formule. Tato formule k4, Ze zménu veli¢iny F' lze urcit jako ur¢ity integral (= obsah
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Obr. 2.21: Obsah utvaru omezeného piimkami = = a, = = b a grafy funkci f(z) a g(z).

plochy rovinného ttvaru) funkce f, kterd je jeji derivaci (toto plati, pokud funkce f(x)
je spojitd na intervalu (a;b)). Diky této formuli (= vzorci) mizeme pocitat jako ob-
sah plochy nejen zménu polohy x(t), ale zménu jakékoli veli¢iny, pokud znédme jeji derivaci.

K pojmu urcitého integralu shrnujeme:

1. Algebraicky vyznam urc¢itého integralu: zapis fab f(x)dx predstavuje limitu z jistého
vyrazu (”soucet nekoneéné mnoha nekoneéné malych veli¢in”),

2. Geometricky vyznam urcitého integralu: zapis fab f(z)dz predstavuje obsah plochy
rovinného utvaru, ktery je ohrani¢en pfimkami x = a, x = b, grafem funkce f(z) a
osou x,

3. Fyzikdlni vyznam urcitého integralu: zapis f:U(t)dt = z(b) — z(a) znadi integral z
rychlosti v(t) zmény veli¢iny z(t) a je roven rozdilu hodnot veli¢iny z(¢) v okamzicich
t2 =ba tl = a.

Vratme se nyni k ptikladu 2.5. Kdybychom znali rychlost v(t), ale neznali polohu x(t),
byli bychom schopni poéitat rozdily polohy z(b) — x(a) pro rizné ¢asové intervaly (a;b),
ale nemtizeme nakreslit graf polohy x(t). Ke konstrukei grafu x(t) potfebujeme znét kromé
v(t) jesté presnou polohu z(t) v alesponi jednom bodé t (zpravidla ¢t = 0). Pak

2(t) = 2(0) + [y v(u)du |, (2.6)

kde x(t) je poloha v obecném case ¢, z(0) je poloha v Case t = 0 a fgv(u)du je posun
(= zména) polohy mezi okamzikem ¢ = 0 a obecnym okamzikem ¢. Jedné se vlastné o
Newton-Leibniziv vzorec 2.5, kde 2(0) je pfevedeno na opa¢nou stranu rovnosti.
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Priklad 2.7 Poloha hmotného bodu, ktery se pohybuje po ose x, je dana vztahem
w(t) =17,849,2t — 2,13,
Urcete jeho rychlost v okamziku t = 3,5 s. Je jeho rychlost stala nebo se spojité méni?

Reseni: Vyjadfeme rychlost v(t) podle vztahu 2.4 jako derivaci polohy z(t):

oft) = = =0+9,2-2,1-3-=9,2-6,3-1".

Vidime, Ze ve vztahu v(t) = 9,2—6, 3-t* se vyskytuje proménna ¢, tedy rychlost v(¢)
se méni v zavislosti na parametru ¢t. V okamziku t = 3,5 s se hmotny bod pohybuje
rychlosti

v(3,5) =9,2—6,3-3,5> = —68 ms_".

Zaporné znaménko vysledku naznacuje, ze pohyb hmotného bodu se déje v zapor-
ném smeéru osy .

Kontrola 3: Pro ¢ > 0 je poloha c¢astice dana vztahem

a) r =3t—2 metri
b) x = —4t* — 2 metri
¢) x =% metri

d) = -2 metrt

Cas t je zaddn v sekundach. Ve kterém z uvedenych piipadt je rychlost hmotného
bodu

1) konstantni?
2) zaporna?

3) kdy se pohyb hmotného bodu zpomaluje?

2.5 Zrychleni

Pokud se méni rychlost hmotného bodu, fikdme, Ze dochézi ke zrychleni. MiZeme tak
hovotit o zrychleni primérném a okamzitém.

Primérné zrychleni a(t) (oznaceni pro zrychleni je prevzato z anglického accele-
ration = zrychleni) za ¢asovy interval At je ddno vztahem:

C_L(t) _ Av(t) _ v(t2)—v(t1) (27)

At to—11
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Okamzité zrychleni a(t) v okamziku ¢ se opét ziskd jako smérnice tecny (derivace)
vztahem

a(t) = 240 (2.8)

Spojenim rovnic 2.4 a 2.8 dostavame vztah mezi zrychlenim a(t) a polohou x(t):

dv dzx d%x
a(t) = 20 — d(delt)y _ dof) (2.9)

Zrychleni (okamzité) hmotného bodu je dano druhou derivaci polohy z(t) podle casu.
Jednotkou zrychleni je %_1 = m-s~2 (&ti: metr sekunda na méné druhou). Tuto jednotku
Ize prevadét i do jinych rozmért, ale vzdy se jedna o "délku x éas™2” (napi. km - h™2).

Vratme se k piikladu 2.5 pohybu vytahu a premyslejme zde o zrychleni. Pro néazornost
si zopakujme jednotlivé grafy polohy z(¢) a rychlosti v(t). Z obrazku 2.22 jsou zfejmé
hodnoty polohy x(t) v bodech A, B, C, D:

- bod A: z(1) = 0 m,
- bod B: z(3) =4 m,
- bod C: z(8) =24 m,
- bod D: z(9) =26 m
My Cn-s-17
x[m] ¢ 3

% 5 D

20 :

*® x(&) A

40 P L

d B

A - & i
0 Ly TERE Rl R ey e i T ToRe ¢y 0 4 5 6 éﬁ)

Obr. 2.22: Zavislost polohy z(t) na case Obr. 2.23: Zavislost rychlosti v(t) na
t. Case t.

Z obrazku 2.23 jsou zfejmé hodnoty rychlosti v(¢) v jednotlivych tsecich:
- usek AB: rychlost v(t) roste,
- tGsek BC' rychlost v(t) je konstantni; v(t) = 4 ms™,

- usek C'D: rychlost v(t) klesa.
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Obr. 2.24: Zavislost zrychleni a(t) na case t.

Z obrazku 2.24 vidime, Ze pro zrychleni a(t) v jednotlivych tsecich plati:

- tGsek AB: za 1 sekundu vytah zrychlil z 0 ms™ na 2 ms™, tj. a(t) = 2 ms™2

)

2
)

- usek BC': rychlost je konstantni, tj. a(t) = 0 ms~

- Gsek CD: za 1 sekundu vytah zpomalil z rychlosti 4 ms™ na 0 ms™, tj. a(t) = —4
ms~? (flkdme, 7e zrychleni je zdporné).

Jak vymluvné napovidaji postavicky na obrazku 2.24, v tiseku AB jsme ve vytahu
"tlaceni k zemi” | v iseku C'D "mame zaludek v krku”. Pokud se vytah pohybuje konstatni
rychlosti (asek BC'), nic zvlastniho nepocitujeme. Na bezprostfedni prozivani ¢lovéka
pusobi zrychleni, nikoli rychlost - napiiklad pii jizdé autem stélou rychlosti 90 km/h
nebo letadlem stalou rychlosti 900 km/h si naSe télo pohyb viibec neuvédomuje.

Zrychleni nékdy vyjadiujeme v tzv. jednotkach ”¢”, kde:

1 g=29,80665ms2=9,8ms 2| (2.10)

Jednotka 1 g (pravdépodobné z anglického gravitation = gravitace) je tzv. normalni
tihové zrychleni, coz udavéa rychlost télesa volné padajiciho v blizkosti zemského povrchu
(v severni zemépisné §ifce 45° na trovni moiské hladiny)?.

P¥iklad 2.8 *

a) Kitty O “Neilova vytvotila rekord v zavodech dragstert, kdyz doséhla nejvyssi rychlosti
628,85 km/h v nejkratsim case 3,72 s. Jaké bylo prumérné zrychleni jejtho auta?

3Jednotka 1 ¢ pfijata na 2. generalni konferenci pro vahy a miry v roce 1901.
4Jedna se o motivaéni tlohu z poéatku kapitoly 2.
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b) Jaké bylo primérné zrychleni sani Eliho Beedinga ml., ktery dosahl rychlosti 116 km/h
za 0,04 s?

Reseni:
a) Dosazenim zadanych hodnot do vztahu 2.7 ziskdme rovnost

_ Av (628,85 —0) km/h 174,68 ms™! .
AL (3,72—0) s 3,72 5 rms 89

Priameérné zrychleni auta Kitty O “Neilové bylo ptiblizné 4,8 g.
b) Dosazenim zadanych hodnot do vztahu 2.7 ziskdme rovnost

Av 116 km/h 32,22 ms™!
At 0,04s 0,045

=806 ms 2=821g

a =

Priimérné zrychleni sani Eliho Beedinga ml. bylo 82,1 g.

Protoze lidské télo vnima zrychleni, nikoli rychlost, mnohem vétsim vykonem je
zrychleni 82,1 ¢ Eliho, i kdyZ dosahl mensi rychlosti (kdyby zrychleni, kterému byl
vystaven, trvalo delsi dobu, bylo by smrtelné).

Mohlo by se zdat, ze kdyz je a(t) kladné, tak téleso zrychluje, a kdyz je zaporné, tak
zpomaluje. Ale to vzdy nemusi byt pravda. Pokud je napfiklad v(¢) zédporné (téleso se
pohybuje v zdporném sméru osy z) a a(t) také zaporné, znamena to, Ze téleso se stéle
rychleji pohybuje v zdporném sméru osy =x.

Spravnou interpretaci znaménka zrychleni Ize tedy shrnout v nasledujici poucce:

e Pokud maji hodnoty veli¢in v(t), a(t) stejnd znaménka, téleso v ¢ase ¢ zrychluje.
e Pokud maji hodnoty veli¢in v(t), a(t) rizné znaménka, téleso v Case ¢ zpomaluje.
Kontrola 4: Pes bézi podél osy x. Jaké znaménko ma jeho zrychleni, pohybuje-li se pes
a) v kladném sméru osy = a zrychluje?
b)
)
)

¢
d) v zaporném smeéru osy x a zpomaluje?

v kladném sméru osy x a zpomaluje?

v zaporném smeéru osy x a zrychluje?

Piiklad 2.9 Poloha ¢astice pohybujici se podél osy = je ddna vztahem z(t) = 4 — 27t +t3
metru.

a) Urcete v(t), a(t).
b) Je v nékterém okamziku rychlost ¢astice nulova?

c) Popiste pohyb ¢astice pro ¢t > 0.
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ResSeni:

a) Vyjadfeme rychlost v(t) podle vztahu 2.4 jako derivaci polohy x(t):

dx(t
v(t) = dr(t) = —27+3t> ms™ .
dt
Vyjadfeme zrychleni a(t) podle vztahu 2.8 jako druhou derivaci polohy z(t):
du(t
a(t) = % = 6t ms—>.

b) Polozime vyslednou rovnost z bodu a) rovnu nule:

—274+3t> = 0
32 = 27
t = =+£3 ... rychlost ¢astice je nulova prot = —3 a pro t = 3.

¢) Provedme rozbor zavislosti (), v(t), a(t):

e casovy okamzik t =0 s:
poloha ¢astice v daném casovém okamziku je x(0) =4 m,
v(0) = —27 ms~! ... Castice se pohybuje v zdporném sméru,
a(0) =0 ms~2 ... zrychleni ¢astice je nulové.
e Casovy interval 0 s < t < 3 s, dosadme napiiklad ¢ = 2 sekundy:
2(2) = —42 m
v(2) = —27+3-2%2 = —15 ms™ 1,
a(2) =6-2=12 ms 2.
V tomto casovém intervalu se Castice stale pohybuje v zaporném sméru,
avSak zpomaluje (v(t), a(t) maji rozdilnéd znaménka).

e okamzik t = 3 s: v b) jsme urcili, ze v(3) = 0, tj. ¢astice ma nulovou rychlost.
x(3) = =50 m ... ¢astice pravé dosdhla nejvzdalenéjsiho bodu v zdporném
sméru,

a(3) =18 ms™2 ... zrychleni ¢astice je kladné a roste.
e okamzik t > 3: v(t) 1 a(t) jsou kladné a rostou, ¢astice se stéle rychleji pohybuje

v kladném sméru osy .

Pro nasi predstavu lze nakreslit grafy funkei x(t), v(t), a(t) viz obrazky 2.25, 2.26,
2.27.

Poznamka 2.4
a) prot =2 s je tecna p; ke grafu z(t) klesajici = v(2) je zdporna (viz obrazek 2.25),
b) pro t =4 s je tecna py ke grafu x(t) rostouci = v(4) je kladné (viz obrazek 2.25),

c) zrychleni a(t) stéle roste; nejprve to vede ke zpomalovani pohybu ¢astice v zdporném
sméru, pak ke zrychlujicimu se pohybu v kladném sméru.
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Obr. 2.25: Graf funkce z(t). Obr. 2.26: Graf funkce v(t).
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Obr. 2.27: Graf funkce a(t).

2.6 Pohyb rovnomeérné zrychleny/zpomaleny - klasické odvozeni

O rovnomérné zrychleném (zpomaleném) pohybu jsem se uz zminili v piikladu 2.5, kde
vytah pfi rozjizdéni rovhomérné zrychloval, resp. pfi zastavovani rovnomérné zpomaloval
(zrychleni zde nabyvalo kladné, resp. zaporné hodnoty).

Odvodime nyni obecné rovnice pro rychlost v(¢) a polohu z(t) télesa pfi rovnomérné
zrychleném pohybu. Vyjdeme z nésledujiciho oznaceni:

X ... poloha télesa v ¢ase t =0 s,

Vo ... rychlost télesa v ¢ase t =0 s,

z(t) ... poloha télesa v obecném Case t,

v(t) rychlost télesa v obecném okamziku t,

t obecny ¢asovy okamzik (¢ > 0),
a ... zrychleni (zpomaleni), které je v ¢asovém intervalu (0,t) konstantni.

Klasicky postup odvozeni vztahu pro veli¢iny z(t), v(t):
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1) Pfi rovnomérné zrychleném pohybu je okamzité zrychleni rovno priamérnému
zrychleni, tj. prfepsanim vzorce 2.7 ziskdme vztah:

. v(t) — vo’
t—0
ze kterého vyjadiime v(t):
v(t) =vo+a-t| (2.11)

2) Vztah 2.2 pro primérnou rychlost mé pfi naSem oznaceni tvar

_x(t) —
YT o
odkud vyjadiime xz(t):
x(t) =20+ 0-t| (2.12)

3) Z rovnice 2.11 je vidét, ze grafem funkce v(t) = vo + a - t je pfimka (vg, a jsou
konstanty; rychlost rovnomérné roste) = v takovém piipadé pro primeérnou
rychlost ¥ na daném intervalu plati, Ze ji ziskdme jako primeér pocatecni a
koncové rychlosti ¢asového intervalu (0, t):

7 = it (2.13)

4) Pokud do 2.13 dosadime za v(t) ze vztahu 2.11, dostavame

@:%—F%(vo—i-a-t)zvo-kéa-t- (2.14)

5) A kone¢né do 2.12 dosadime za v ze vztahu 2.14 a ziskdme

1
x(t):xo—i—(vo+§a-t)-t,

coz lze psat ve tvaru

x(t) —xo =vp -t + 2a-t*], (2.15)
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Shrnuti: Pro lepsi orientaci v odvozovani vyse uvedenych vztahu je potfeba si uvédomit,
ze nasim cilem bylo ziskat:

e rovnici 2.11 ... vztah pro rychlost v(t),

e rovnici 2.15 ... vztah pro polohu x(t).

Tyto dvé rovnice obsahuji veskeré dostupné informace o rovnomeérné zrychleném
primocarém pohybu.

Poznamka 2.5 Je zajimavé, Ze vztah 2.11 ziskdme jako derivaci vztahu 2.15, tj. rychlost
v(t) je derivaci polohy z(?).

2.7 Pohyb rovnomeérné zrychleny - odvozeni pomoci diferenci-
alniho a integralniho poctu

Postup odvozeni vztaht pro rovnomérné zrychleny pohyb:
du(

1. Vyjdeme z defini¢niho vztahu 2.8 pro zrychleni a(t) = Tt). Tento vztah zinte-

grujeme od nuly do ¢ podle Newton-Leibnizovy formule 2.5:

/Ota(t)dt _ /Ot du(t).

a) P¥i rovnomérné zrychleném pohybu je zrychleni a(t) rovno konstanté a,
kterou mtzeme vytknout pfed integral:

a-/otdt:/()tdv(t).

a-(t—0)=uv(t) — vo.

b) Integraci ziskame:

e pro soudin a - (t — 0) na levé strané vyse uvedené rovnosti plati:
J1=[t"= % =1 ... viz vzorec (D17).
Podle Newton - Leibnizovy formule 2.5 plati:
[ydt=t—0.
e pro rozdil v(t) —vg na pravé strané vyse uvedené rovnosti plati: integral
a derivace se navzajem ”vyrusi”, protoze to jsou inverzni operace:
[ du(t) = v(t).
Podle Newton - Leibnizovy formule 2.5 plati:
fot dv(t) = v(t) — v(0), kde v(0) = vy dle naseho oznaceni.
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Ziskavame tedy

v(t)=vo+a-t|,

coz je vztah 2.11.

2. Vyjdeme z defini¢niho vztahu 2.4 pro rychlost: v(t) = dzgt),

od 0 do t:

a) Nejprve dosadime ze vztahu 2.11 za v(t), ziskdme:

ktery zintegrujeme

dx(t)
dt

vot+a-t=

Tento vztah zintegrujeme od 0 do t:

/Ot(vo+a~t)dt: /Otdx(t).

b) Integraci dostavame:

¢ ¢ ¢
vo-/ dt+a-/ tdt:/ dx(t),
0 0 0

e kde [tdt = [t'dt = % podle vzorce (D17) ,
o fot dx(t) - derivace a integrél se navzajem ”vyrusi”.

Niasledné ziskdme

v0~(t—0)+a~(§—%z)zx(t)—xo,

upravou pak

z(t) =xo+v-t+3-a-t?|

Dospéli jsme tak ke vztahu 2.15.

7 vyse uvedeného je patrno, ze jsme odvodili tytéz vztahy 2.11 a 2.15 jako v
oddilu 2.6.

Kontrola 5: Které z funkci popisuji polohu pfi pohybu rovnomérné zrychleném?

a) x(t) = 3t — 4,

b) z(t) = —5t3 + 4% + 6,
) x(t) = Z3t — 1,

d) z(t) =5t — 3
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Pro popis polohy z(t) a rychlosti v(t) rovnomérné zrychleného pohybu jsou tedy
dtlezité rovnice 2.11 a 2.15. V téchto rovnicich se vyskytuji nasledujici hodnoty:

x(t), xo, vo, v(t), t, a.

Abychom byli schopni spocitat konkrétni priklad, musime ¢tyfi z téchto hodnot znat
- po dosazeni do 2.11 a 2.15 pak dostaneme dvé rovnice o dvou neznamych, které
vyTesime.

Priklad 2.10

a) Ridi¢ spatif policejni viiz a za¢ne brzdit. Na draze 88 m zpomali z rychlosti 75 km/h
na rychlost 45 km/h. Urcete konstantu zrychleni (resp. zpomaleni) automobilu a
dobu brzdéni, pokud brzdéni bylo rovnomérné.

b) Ridi¢ dale brzdi se stejnym zrychlenim a = —1,58 ms~2. Za jak dlouho od zacatku
brzdéni se automobil zcela zastavi a jakou celkovou drahu od zacatku brzdéni ujede
do tplného zastaveni?

c) Pti dalsi jizdé tidi¢ opét potfebuje zastavit. Zpomaluje s konstantnim zrychlenim a =
—1,58 ms? a plné zastavi na draze 200 m. Podatecni rychlost vy nezndme. Jak
dlouho trvalo brzdéni?

Reseni:
a) Zname

vo = 75 kmh~! = 20,83 ms~!,
v(t) =45 kmh™' = 12,5 ms™ 1,

xo = 0 m ... pocCatek soustavy soutfadnic umistime do okamziku, kdy auto
zacalo brzdit,
z(t) = 88 m.

Znamé hodnoty dosadime do rovnic 2.11 a 2.15:

12,5 =20,83 4 a - t,

88 =0+20,83 ¢+ a2
Tyto dvé rovnice o dvou neznadmych a, ¢ vyfresime naptiklad tak, ze z prvni rovnice
vyjadiime proménnou a:

12,5-20,83 _ —8,33
t o t

a =

Vyjadrenou proménnou a nyni dosadime do druhé rovnice a ziskdme rovnici o jedné
neznameé t, kterou nasledné vyresime:
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88 =0+20,83 4§ =2 -7

88 = 1(20, 83 — 222)

88 =1t-16,665
t=5,28s
o " ;. —833 _ —833 . -2
Zpétné vypocteme zrychleni a: a = == = S8 —1,58 ms™=.
Automobil p¥i konstantnim zrychleni a = —1,58 ms~2 sniZil rychlost ze 75 km/h

na 45 km/h za 5,28 s.
b) Zname

o =0 ... stejny jako v bodé a),
vo = 75 kmh~! = 20,83 ms~ !,
v(t) =0 ms™! ... fidi¢ zcela zastavi,
a= —1,58 ms2.

Znamé hodnoty dosadime do rovnic 2.11 a 2.15:
0=20,83—1,58-1¢
x(t) =0+420,83-t— 11,58 - 12

Vidime, Ze z prvni rovnice miizeme vypocitat ¢ a dosadit do druhé rovnice:

t =222 =13,18s.

Po dosazeni ziskdvame
1
x(13,18) = 20,83 - 13,18 — 3 1,58 - 13, 182 = 137,31 m.

Ridi¢ zcela zastavi za 13,18 sekund od zac¢atku brzdéni a urazi pfitom drahu 137,31
metri.

¢) Zname

xo =0 m ... zde opét volime pocatek soustavy soutadnic,

x(t) = 200 m,
v(t) =0 ms™ !,
a= —1,58 ms2.

Znamé hodnoty dosadime do vztahi 2.11 a 2.15:

0=uvo— 1,581,
200=0+4wo-t—1-1,58-t%



Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 34

Tyto dvé rovnice o dvou neznamych vytresime naptiklad vyjadienim proménné vy z
prvni rovnice:

U0:1,58't.

Vyjadienou proménnou vy dosadime do druhé rovnice a ziskdme rovnici o jedné
neznamé t, kterou vyresime:
200 = 1,58 - 12 — 128 . 42
1,58
200 =t2.0,79

20— 2 = ¢ :\/517% = 15,915
Ziskanou hodnotu dosadime do prvni rovnice:
vo = 1,58 - 15,91 = 25,1378 ms~! = 90,5 kmh~1.
Brzdéni trvalo 15,91 sekund a pocatecni rychlost automobilu byla 90,5 kmh~1L.

Poznamka 2.6 Pokud se chceme ujistit, Ze jsme odvodili dobfe danou rovnici, mizeme
provést tzv. rozmérovou zkousku, tzn. ovérit, zda kazdy clen rovnice ma stejnou jed-
notku. Napftiklad u rovnice

r—x9=19-t+ % -a - t? je vyraz na levé strand uveden v metrech, a také

e vy-t méjednotkum-s!-s=m

2

e ;-a-t* mé jednotkum-s2-s? =m,

¢ili i na pravé strané rovnice séitame veli¢iny stejnych jednotek (tedy metry). Rozmérova
zkouska tedy ovéfuje, ze kazdy Clen dosazeny do rovnice ma stejnou fyzikalni jednotku.

2.8 Svisly vrh

e Zabyvejme se nyni popisem jistého rovnomeérné zrychleného pohybu, kterému se rika
svisly vrh, tj. téleso vrhame svisle vzhiru nebo svisle doli, pfi¢emz pfi popisu
pohybu zanedbame vliv odporu prostiedi (napt. odpor vzduchu,...).

e Zvlastnim piipadem svislého vrhu je volny pad, tj. vrh télesa svisle doli s nulovou
poratecni rychlosti (téleso volné pustime z ruky a ono pada).

e Ve skutecnosti je vliv odporu vzduchu dilezity. Kdybychom poustéli ze stejné vysky
jablko a pirko ve vakuu (je vyéerpan vzduch), padaji stejné rychle. V bézné atmostéie
pirko pada pomaleji nez jablko, protoze vzduchovy odpor u pirka je vétsi.

Zatim se pfi popisu svislého vrhu omezime na zanedbani odporu vzduchu. Presné
vypocty s odporovou silou provedeme az v kapitole 6, ktera se vice zabyva ptisobenim
sil na téleso.
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e V tomto oddilu budeme uvazovat pouze silu gravitacni, ktera pohyb padajiciho télesa
neustale zrychluje a udili mu tzv. tthové zrychleni g = 9, 80665 ms—2 (viz 2.10).

e Pfi popisu svislého vrhu je dilezité si stanovit orientaci osy x, podél které téleso vrhame.

Pocatek souradné osy umistime zpravidla do mista, odkud téleso vrhame. Kladny
smér osy x budeme uvazovat svisle vzhiiru, zaporny smér osy z svisle doli viz
obrazek 2.28.

Obr. 2.28: Svisla osa x, podél které téleso vrhame.

Timto zpusobem budeme vzdy uvazovat osu z, at uz téleso vrhame z polohy 0
nahoru nebo doli (tzn. kladné hodnoty polohy se budou vyskytovat nad trovni
pocatku soustavy soufadnic, zaporné hodnoty pod trovni poc¢atku soustavy souiad-
nic).

e Vzhledem k orientaci svislé osy x ptisobi gravita¢ni sila v zaporném sméru a udili télesu
konstantni zrychleni a = —g. Pak rovnice popisujici tento rovnomérné zrychleny
pohyb muiizeme psat ve tvaru

v(t) =wvo—g-t, (2.16)
L
:L'(t)::c0+vg~t—§g~t. (2.17)

Piiklad 2.11 Opravar upustil kli¢ do vytahové sachty vysokého domu (jedna se o volny
pad).

a) Jaka bude poloha kli¢e za 1,5 sekund?
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b) Jaka bude rychlost kli¢e v okamziku t = 1,5 s7
Reseni:
a) Zname

xo =0 m ... pocatek souradné soustavy volime v bodé pusténi klice,

vo = 0 ms™1 ... opravai kli¢ volné upustil, nehodil jim,
a=—g=—9,80665 ms2,
t=1,5s.

Chceme urcit x(1,5), dosadime tedy do vzorce 2.17:

1
x(1,5):0+0~1,5—§-9,80665-1,52i—11m.

Za 1,5 sekundy kli¢ spadne 11 metrt svisle dolti pod bod spusténi.

b) Vyuzijeme vztah 2.16:

v(1,5) =0 —9,80665-1,5 = —14,7 ms™".

Za 1,5 sekundy kli¢ nabyde rychlosti -14,7 ms~!. Rychlost klice je zaporna, protoze
pada v zdporném smeéru osy .

Podobné lze urcit hodnoty veli¢in x(t), v(t), a(t) pro okamziky t = 1, t = 2, t = 3,
t =4

t=0 x=0m v=0ms! a = —9,80665 ms2
t=1 z=-49m v=-9280665ms' a=—9, 80665 ms >
t=2 x=-19,6m v=-19,6 ms ! a = —9,80665 ms>
t=3 x=-44,1m v=-294ms? a = —9,80665 ms>
t=4 x=-785m v=-392ms ! a = —9,80665 ms2

Piiklad 2.12 (podle udélosti z roku 1939) Hrac¢ basebalu se pokousi piekonat rekord v
chytani basebalového micku pii padu z co nejvétsi vysky. Z vrtulniku byl z vysky 240 m
upustén micek (odpor vzduchu zanedbame pi¥i popisu).

a) Urcete dobu letu micku.

b) Jaka byla rychlost mic¢ku pii dopadu?
Reseni:

a) Zname

2o =0 m ... umistime do bodu spusténi micku,
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x(t) = —240 m ... pfi dopadu se micek dostal 240 m "pod trovenr” bodu
spusténi (x),

a=—g=—9,80665 ms 2,
vo = 0 ms™1.
Dosadime do rovnice 2.15 a dostavame:
—240 = 0+0~t—%-9,80665~t2
48,95 = ¢2
t = 47...zajimé nés TeSeni t = 7 s, protoze mic¢ek dopadl na zem az poté, co byl vypus

Doba letu micku, nez dopadl na zem, ¢inila 7 sekund.

b) Dosadime ¢ = 7s do rovnice 2.11 a dostavame:
v(7) =0 —9,80665 - 7= —68,65 ms .
Rychlost micku pii dopadu ¢inila —68, 65 ms~1.°

Priklad 2.13 Nadhazova¢ vyhodi basebalovy mi¢ svisle vzhiiru rychlosti 12 m/s, viz
obrazek 2.29.

a) Za jak dlouho dosdhne mi¢ maximélni vysky?
b) Jaka je maximélni vyska letu?

c) Za jak dlouho po vyhozeni dosdhne mi¢ vysky 5 m?

Reseni:
a), b) Situace a), b) popisuji jednu pozici letu micku (pozici v maximalni vysce), proto
je budeme fesit najednou. Zvolime

2o = 0 m ... poloha micku, kdy opousti ruku nadhazovace,

v(t) =0 ms~! ... v nejvyssim bodé je rychlost micku nulov4,

vo = 12 ms™1,

a=—g=—9,80665ms 2 ...jako vzdy u svislého vrhu.

Dosadime do rovnic 2.11, 2.15 a ziskavame:

=12 — 9,80665 - ¢,
2(t) =0+ 12t — 1.9,80665 - 12

Ve skutec¢nosti byla rychlost micku vlivem odporu vzduchu mensi, ale i piesto byl naraz tak obrovsky,
ze ruka s rukavici hrace udefila do tvare, zlomila mu horni Celist na dvanacti mistech, vyrazila pét zubt
a hrac¢ upadl do bezvédomi.
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Obr. 2.29: Draha vyhozeného mice.

12

Z prvni rovnice ziskame ¢ = 5o

= 1,22 s, které dosadime do druhé rovnice a
dostavame:

£(1,22) =0+412-1,22 — 3 -9,80665 - 1,222 = 7,34 m.
Micek tedy vystoupa do vysky 7,34 metrt za dobu 1,22 sekund.

c) Pokud z(t) = 5 m, uréime t z rovnice 2.15:

1
5:O+12-t—§-9,80665-t2,

ve které prevedeme vsechny ¢leny na levou stranu rovnice a ziskame:5

9, 80665
O 212 t+5=0,
2
tj.
_ 412+4/122-4-3.9,80665-5 1 124,/45,0335
tip = 2%9,80265 = 7080665 tedy

—b+vb2—4-a-c

6Pfipomeiime, Ze kofeny kvadratické rovnice a - t? +b-t + ¢ = 0 uréime ze vzorce t1 5 = >
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t1=0,93saty=1,91s.

Micek prochazi polohou z(t) = 5 m dvakrat. Jednou v okamziku ¢t = 0,53 s pii letu
nahoru, podruhé pii letu dolti v okamziku t = 1,91 s.

Kontrola 6: Jaké je znaménko posunuti mice v prikladu 2.13

a) pii vzestupu mice?
b) pfi padu mice?

Jaké je zrychleni v jeho nejvyssim bodu letu?

2.9 Elementarni ¢astice

A7 doposud jsme se zabyvali popisem pohybu auta, micku, kralika, vytahu apod. V historii
se lidé pustili také do studia mikrosvéta, tj. svéta objektl a cCastic, které jsou tak malé,
ze je nelze spattit pouhym okem.

Polozili si tak otazku, jakd je nejmensi ¢astecka hmoty. Uz kolem pocatku letopoctu
Rek Démokritos nazval jisté malé ¢astecky atomy (atomos = nedélitelny). Pozdéji bylo
zjisténo, ze nazev "atom” neodpovida obsahu, protoze uvniti néj existuji jesté mensi
¢astice: atom je uvnitf tvoren jadrem, ve kterém se vyskytuji protony a neutrony, a
kolem jadra se rozprostira elektronovy obal, ve kterém se vyskytuji elektrony.

Védci se zacali zabyvat zkoumanim téchto malych castecek uvnitt atomu a snazili se
objevit dalsi druhy téchto mikrocastic mechanickym rozbijenim atomt a mikroskopickym
pozorovanim. Soudrznost atomu je zajiSténa vzajemnym elektrickym pritahovanim za-
pornych elektront (znac¢ime &) v elektronovém obalu s kladnymi protony (znacime @)
obsazenymi v jadfe. Vzhledem k tomu, ze protony se svymi kladnymi naboji navzajem
odpuzuji, jsou v jadru potrebné jesté neutralni neutrony, tj. bez naboje, aby se jadro
nerozpadlo (popsana situace obsahu atomu je znazornéna na obrazku 2.30).

Elektrony jsou jednim ze Sesti typi castic tzv. leptont. Vedle elektront patii mezi
leptiny jesté: miony, tauony, neutrino elektrony, neutrino miony, neutrino tauony. Ke
kazdému z leptonu existuje tzv. anticastice. Anticastice k elektronu se nazyva pozitron
(zna¢ime e™). Podle soucasnych poznatkt (vyzkumy z r. 2000) se protony a neutrony od
elektront a dalsich leptont lisi tim, Ze maji opét jistou vnitini strukturu (proton i neutron
se sklada ze tii tzv. kvarka):

neutron =D + D + U
proton =D + U + U
Byly objeveny kvarky Sesti typii:
D = down (dole)
U = up (nahote)

C = charm (ptvabny)
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Obr. 2.30: Znazornéni struktury atomu.

S = strange (podivny)
T = top (vrsek)
B = bottom (spodek)

Ke kazdému ze Sesti typia kvarki dale existuje jesté anticastice.

Fyzikové se zajimali o roztfidéni atomd do rtznych skupin - tak vznikly chemické
prvky (rtizné prvky se lisi po¢tem protont v jadfe) - viz periodickd soustava prvki.
U kazdého prvku pak existuji tzv. izotopy (rtzné izotopy téhoz prvku se lisi po¢tem
neutronu v jadie). K nékterym otdzkam souvisejicim s uvedenymi ¢asticemi mikrosvéta
se jesté vratime.

2.10 Otazky k opakovani kapitoly 2

Otazka 2.1 Co je to kinematika?

Otazka 2.2 Co je to hmotny bod?

Otazka 2.3 Kdy muzeme pri popisu pohybu téleso nahradit hmotnym bodem?
Otazka 2.4 Co je to poloha hmotného bodu?

Otazka 2.5 Co je to posunuti a jak se pocita? (2.1)

Otazka 2.6 Co je to prumeérnd rychlost a jak se vypocitda? (2.2)
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Otazka 2.7 Co je to secna ke grafu funkce f(x)?

Otazka 2.8 Co jsou to podobné trojuhelniky?

Otazka 2.9 Co je odvésna a prepona v trojuhelniku?

Otazka 2.10
Otazka 2.11
Otazka 2.12
Otazka 2.13
Otazka 2.14
Otazka 2.15
Otazka 2.16
Otazka 2.17

Otazka 2.18

Otazka 2.19
Otazka 2.20
Otazka 2.21
Otazka 2.22
Otazka 2.23
Otazka 2.24
Otazka 2.25
Otazka 2.26
Otazka 2.27
Otazka 2.28

Otazka 2.29
(D07), (D17)

Jak definujeme v pravouhlém trojuhelniku sin o, cos o, tg a?
Dokazte vztah sin® a + cos® a = 1.

Co je to rovnice primky ve smérnicovém tvaru?

Jaky je vijznam konstanty b v rovnici primky p:y=a-x +b?
Co je to smeérnice primky a jaky je jeji geometricky vyznam?
Jaky je vztah mezi prumérnou rychlosti a smeérnici primky?
Co je to pramérnda absolutni rychlost a jak se spocitd? (2.3)
Co je to okamzita rychlost a jak se spocita? (2.4)

Jak c¢teme vyraz lima,; g % ?

dz(t) o

Jak se cte vgraz ==~

Co je to tecna ke grafu funkce f(x) v daném bode?
Jaky je vztah mezi okamzitou rychlosti a smérnici primky?
Co je to derivovani? (nakreslete obrdzek pro obecny bod t ... F(t), f(t))
Co je to integrovani? Co je to neurcity integrdl z funkce f(t)?
Jaky je fyzikdini vyznam derivace funkce F(t) v bodé t?
Jaky je geometricky vijznam derivace funkce F(t) v bodé t?
Jaky je algebraicky vyznam derivace funkce F(t) v bodé t?
1

Prostrednictvim limity vypoctete derivaci funkce F(t) = ;.

Jakd je derivace funkci Fy(t) = ¢y, Fy(t) = t*? (D0), (D1)

Jaky je meurcity integrdl z funkci fi(t) = 0, fo(t) = t"712
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Otazka 2.30 Jak se cte vyraz fabf(t)dt a co udava? Vysvétlete geometricky vyznam ur-
citého integralu véetné obrdazku.

Otazka 2.31 Jak se vypocitd f:f(t)dt pomoct limity? Vysvétlete algebraicky vyznam
urcitého integrdalu vcetne obrazku.

Otazka 2.32 Jaky je vztah mezi urcitym a neurcitym ingegralem? (Newton-Leibnizova
formule, 2.5)

Otazka 2.33 Jaky je fyzikdalni vyznam Newton-Leibnizovy formule? Vysvétlete fyzikdlni
vyznam urcitého integrdlu. (2.6)

Otazka 2.34 Co je to prumérné zrychleni a jak se pocita? (2.7)

Otazka 2.35 Co je to okamzité zrychleni a jak se pocitd? (2.8)

Otazka 2.36 Jaky je vztah mezi okamzitym zrychlenim a(t) a polohou z(t)? (2.9)
Otazka 2.37 Jakd je jednotka rychlosti a jednotka zrychleni?

Otazka 2.38 Co to je normdlni tithové zrychleni a jak jej vyjadiujeme? (2.10)
Otazka 2.39 Znamend zdaporné zrychleni vidy zpomaleni?

Otazka 2.40 Co je to rovnomérné zrychleny pohyb a kterych Sest velicin (hodnot) vystu-
puje pri jeho popisu?

Otazka 2.41 Odvodte rovnice pro popis rovnomeérné zrychleného pohybu bez pouZiti di-
ferencidlniho poctu. (2.11 - 2.15)

Otazka 2.42 Odvodte rovnice 2.11 a 2.15 uzitim diferencidlniho a integralniho poctu:

a) definicni vztah pro zrychleni zintegrumeme od 0 do t podle 2.5:

~du(t)
T

=a(t—0)=v(t) —vo=v(t)=vo+a-t 2.11

b) do definicniho vztahu pro rychlost dosadime 2.11 a zintegrujeme od 0 do t:

d(t 20
wﬁ—a-t—%:>v0(t—0)+a(§—5)—x(t)—:co:>

1 2
x(t):xo—l—vo-t—i—§-a-t 2.15

Otazka 2.43 Co ovéruje rozmérovd zkouska?

Otazka 2.44 Co je to svisly vrh a volny pdad?
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Otazka 2.45

Otazka 2.46

Otazka 2.47

Otazka 2.48

Otazka 2.49

Otazka 2.50

Otazka 2.51

Otazka 2.52

Jak volime orientaci osy x pTi svislém vrhu?

Jaké jsou rovnice pro x(t), v(t) pri svislém vrhu? (2.16, 2.17)
Jakd je struktura atomu?

Jak se lisi atomy ruznych chemickych prvka?

Co je to izotop?

Jaké mame druhy kvarku?

Jaké zndme druhy leptoni?

Co je to pozitron?
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3 Vektory

Speleologové se pohybuji v jeskyni. Lze néjak jednoduse charakterizovat vzajemnou po-
lohu startu a cile jejich cesty, aniz bychom podrobné popisovali celou spletitou trasu?

3.1 Vektorové veli¢iny = vektory

Ve fyzice casto u nékterych veli¢in potfebujeme zjistit jak jeji velikost, tak jeji smeér.
Budeme-li napiiklad na téleso ptisobit néjakou silou, je pro vysledny pohyb télesa pod-
statny smér, kterym sila na téleso plisobi. Proto sily znazornujeme tseckami, u nichz
je urcen pocatecni a koncovy bod - orientovanymi tseckami. Graficky znazornujeme
orientovanou usecku jako tsecku opatienou Sipkou u koncového bodu, viz obrazek 3.31.
Mezi orientované tsecky pocitame i tsecky, které maji totozné pocatecni a koncové body
a nazyvame je nulovymi orientovanymi tseckami.

Fyzikalnim veli¢inam, které jsou uréeny velikosti a smérem fikdme vektorové veliciny.
Vektorova veli¢ina je ve fyzice popsana vektorem, ktery je matematicky definovan jako
mnozina vSech orientovanych tsecek, které maji stejnou velikost a stejny smér. Nulovy
vektor je pak mnozina vSech nulovych orientovanych tsecek. Vektory budeme zapisovat
malymi pismeny, kterd budou pfi pisemném zapisu opatiena Sipkou, napt. u, v,... Kazda
orientovana usecka urcuje néjaky vektor, tedy i této tiseCce budeme piipisovat oznaceni
vektoru. Urcuje-li orientovand tsecka s pocatecnim bodem A a koncovym bodem B vektor
U, zapisujeme U = AB.

K fyzikalnim veli¢inam, které mohou byt popsany vektory, patii:

a) posunuti v prostoru ... veli¢ina, kterd popisuje pfesun ¢astice v prostoru z bodu
A do bodu B; lze ji zndzornit orientovanou tseckou (viz obrazek 3.31), jejiz smér
udava, ze doslo k pfesunu ¢astice z bodu A do bodu B (vektor posunuti zna¢ime
Ar, rovnés také AB).

®

A

Obr. 3.31: Orientovana tsecka s pocatecnim bodem A a koncovym bodem B, taktéz
posunuti z bodu A do bodu B.

b) rychlost pohybu ¢astice nebo télesa v prostoru ... lze ji znézornit orientovanou tsec-
kou, jejiz smér udava smér, ve kterém se v daném okamziku ¢astice pohybuje (vektor
rychlosti zna¢ime 7).

c¢) sila ptisobici na téleso ... lze ji zndzornit orientovanou useckou, jejiz smér udava smeér,

ve kterém sila na téleso piisobi (vektor sily znacime F).
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V této kapitole a v dalsim studiu fyziky se seznamime jesté s mnohymi dalsimi vektorovymi
velicinami. Mnohé fyzikalni veli¢iny naopak vektorové nejsou, protoze jim nelze pfiradit
zadny smér (napf. teplota, hmotnost,...). Veli¢indm, které jsou jednozna¢né uréeny pouze
velikosti (a nikoli smérem), fikame skalarni veli¢iny (= skalary).

Priklad 3.1 Skupina speleologti, ktera v roce 1972 objevila spojeni mezi Mamuti jeskyni
a jeskynim systémem Flint Ridge, usla od Austinova vstupu 2,6 km zapadnim smérem,
3,9 km na jih a vystoupila o 25 m svisle vzhiuru. Jaky vektor posunuti odpovida této
ceste?

Reseni: Nejprve zjistime velikost posunuti ve vodorovném (= horizontalnim) sméru: Z
pravothlého trojuhelnika ABC viz obrazek 3.32, kde |AC| = 2,6 km, |BC| = 3,9
km, muzeme urc¢it délku jeho pfepony |AB| pomoci Pythagorovy véty:

|AB| = \/|AC]2 + |BC2 = /2,62 + 3,92 = 4,68722 km

Pro presny popis je uzitecné zjistit také velikost thlu ¢, ktery sviraji vektory posu-
nuti AB a AC, pro ktery plati:

59km

B

Obr. 3.32: Velikost posunuti ve vodorovném sméru.

délka odvésny protilehlé Ghlu ¢ |[BC| 3,9
délka odvésny pfilehlé thlu ¢ |AC| 2,6

tg ¢ = 1,5.

Z rovnosti tg ¢ = 1,5 uréime velikost tthlu ¢:”

¢ = arctg 1,5 = 56, 3°.

"kalkulacka musi byt prepnuta na DEG (degres = anglicky ”stupng”), abychom ziskali vysledek ve
stupnich.
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Z ”bo¢niho” pohledu uréime svislé (= vertikalni) posunuti pomoci Pythagorovy
véty analogickym zptisobem jako v pfedchozim pripadé: trojuhelnik ADB je také
pravouhly (viz obrazek 3.33) s pravym thlem pfi vrcholu B a délkami odvésen
|AB| = 4,68722 km a |BD| = 0,025 km.

D
g~ {F\NA
e RN

45,6812 krm

Obr. 3.33: Velikost posunuti ve svislém smeéru.

Tedy

|AD| = \/|ABJ2 4 |BD|? = 1/0, 0252 + 4, 687222 = 4, 68722 km
Pro pfesny popis je uZzitecné zjistit také thel «, ktery sviraji vektory posunuti AB
a AD (thel stoupani):

0,025

Tedy

a = arctg 0,0053 = 0, 3°.

Miizeme tedy uzavrit celkovy popis posunuti: vektor posunuti &r, urcujici zménu
polohy speleologické skupiny,

- mé velikost |Ar| = |AD| = 4, 68729 km,

- svird se smérem "vychod — zépad” thel ¢ = 56° a od vodorovné roviny je

odklonén smérem vzhiru o thel a = 0, 3°.

Nutno dodat, ze vektor posunuti Ar v predchozim prikladu nemusi presné popisovat
skutecnou trasu cesty. Vektorem je zadan pouze vztah mezi poc¢atecni a koncovou polohou
cesty - jeji skutecna trasa by mohla byt ”klikatéjsi”, jak ilustruje napriklad obrazek 3.34.

3.2 Scitani vektort a nasobeni vektoru skalarem - graficky pri-
stup

3.2.1 Sdéitani vektoru

Uvazujme castici, ktera se pohybuje nejprve z bodu A do bodu B, a pak z bodu B do
bodu C viz obrazek 3.35.
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A

rehlecl
skﬁﬁcén&
irasy

D

Obr. 3.34: Priklad skutecné trasy castice

Pak vektor celkového posunuti 5’z bodu A do bodu B uvazované ¢astice je dan souctem
vektort dil¢ich posunuti @ = AB, b = BC'. Vztah mezi vektory zapisujeme tzv. vektorovou
rovnici

it+b=75 (3.1)

Uvedeny obrazek 3.35 je soucasné i navodem, jak secist vektory a, b graficky:

B

ol
oy

A 3 c

Obr. 3.35: Pohyb ¢astice z bodu A do bodu B a nasledné z bodu B do bodu C.

1. nakreslime vektor @ ve spravné velikosti a sméru,

2. nakreslime vektor b tak, aby jeho pocatecni bod byl soucasné koncovym bodem vektoru

—

a,

3. vysledny vektor s souctu vektora a, b je spojnici pocatecniho bodu A vektoru a s
koncovym bodem C' vektoru b.

Z obrazku 3.35 je rovnéz ziejmé, ze vysledné posunuti § lze rovnéz zapsat vektorovou
rovnici:

AB+ BC = AC (3.2)

Praveé definovany soucet vektortt ma 4 dilezité vlastnosti:
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1. Komutativni zakon: vysledek souctu dvou libovolnych vektort nezavisi na poradi
sCitanctt. Matematicky tuto skutecnost zapiseme: pro kazdé dva vektory a, b plati

i+b=b+al (3.3)

O platnosti tohoto pravidla se lze presvédcit graficky, viz obrazek 3.36:

3B

oy

o4

&

o3,

=D

Obr. 3.36: Dva vektory d, b lze séitat v libovolném poradi.

Stejny vektor s dostaneme, pokud nejprve z bodu A nakreslime vektor @ a pak k
jeho koncovému bodu B pfidame vektor 5, nebo pokud nejprve z bodu A nakreslime
vektor b a pak k jeho koncovému bodu D pridame vektor d. Uvedenému pravidlu
se nékdy tika pravidlo rovnobéznika, protoze pocatecni a koncové body A, B, C, D
vytvari rovnobéznik.

2. Asociativni zakon: pii s¢itani vice nez dvou libovolnych vektortu nezalezi na poradi,
v jakém jednotlivé operace "souctu dvou dil¢ich vektor” provadime, neboli je lhos-
tejné, jak pfi sc¢itani vice nez dvou vektort tyto vektory seskupime. Matematicky
zapis tohoto pravidla je nasledujici: pro kazdé tii vektory a, g, ¢ plati

-

(@+b)+c=a+ (b+0)| (3.4)

O platnosti zakona se lze presvédcit z grafického nazoru na obrazku 3.37:
Kdyz s¢itame

nejprve i+b=A
apakA_C—i—E’:g,

dostavame stejny vysledek jako v pripadé, kdy sc¢itame

—

nejprve b+é=B
a pak i+ BE =5
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Obr. 3.37: Vektory d, 5, ¢ lze pri séitani libovolné seskupit.

Jinymi slovy, protoze ve vztahu 3.4 nezalezi na potadi uzavorkovani, lze psat soucet
S bez zavorek:

S=ad+b+¢

3. Existence neutralniho prvku: Nelze prehlédnout, Ze s¢itani vektort spliuje néktera
zakladni pravidla stejnd jako s¢itani realnych cisel. To vSak neni samoziejmé véc -
v matematice a fyzice totiz existuji i operace, u kterych neplati ve vysledku stejné
vlastnosti, které u s¢itani vektort a realnych ¢isel splnény jsou.
Nyni zkoumejme podobnost sc¢itani vektorti a sc¢itani redlnych cisel dale: mnozina
vSech realnych cisel R obsahuje ¢islo 0. Vysledkem souctu c¢isla 0 s libovonym da-
nym redlnym ¢islem a je opét dané realné ¢islo a®. O ¢isle 0 pak hovofime jako o
neutralnim prvku mnoziny R vzhledem ke sc¢itani. Otazkou je, zda néco podobného
plati i u vektort.
U vektoru jsme jiz vySe zavedli nulovy vektor o, jehoz

e velikost je rovna nule,

e smér neni definovan!!
Z hlediska vektorové veli¢iny posunuti je nulovy vektor celkem logicky: posunuti je
rovno nulovému vektoru, pokud koncovy bod posunuti je totozny s jeho poc¢atecnim

bodem. Nulovy vektor ma tedy mezi vektory stejné postaveni jako ¢islo 0 mezi
realnymi cisly, tj. pro kazdy vektor b plati

>
+
QL
I
Sy
+
>
I
1

(3.5)

8Tedy Va € R:a+0=0+a = a.
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4. Existence inverzniho prvku: Pfipomenme, 7e v mnoziné R existuje ke kazdému
a € R realné cislo opacné —a € R tak, ze

Otazkou zustava, zda plati néco podobného i u vektorii.
Pro vektory plati, ze ke kazdému vektoru b existuje vektor —b, ktery ma

e stejnou velikost jako l;,

e opacny smeér jako b.

Tomuto vektoru —b se ¥ika opacény vektor k vektoru b (viz obréazek 3.38) a plati

— - -

b+ (=b) = (=b)+b =0 (3.6)

/
b

Obr. 3.38: Vektor b a k nému opacny vektor —b.

Existenci opa¢ného vektoru uzijeme k definici operace odéitani vektoru:

). (3.7)

Vektor d pak nazgvame rozdilem vektorii @ a (b).
Pokud tedy mame realizovat od¢itani vektori @ — b, nakreslime vektor (—b) tak,

-

aby pocéate¢ni bod vektoru (—b) byl koncovym bodem vektoru @. Pak provedeme

-

d=d—-b=a+ (-

S

graficky soucet vektort a a (—l;), viz obrazek 3.38, jak jiz zndme z predchoziho textu.

Dy

Obr. 3.39: Rozdil vektorti @ a b.
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Kontrola 7: Dvé posunuti dané vektory @ a b maji velikosti |@] = 3 m, [b] = 4 m.
Oznacme d + b = ¢. Jak je tfeba volit thel obou posunuti, aby velikost vektoru ¢
byla

a) co nejvetsi?

b) co nejmensi?
V obou pripadech urcete velikost vektoru c.

Priklad 3.2 Pii branném zévodé je ukolem soutéziciho vzdalit se co mozna nejvice od
startu tfemi postupnymi pfimocarymi pfesuny:

a) prvni presun je dan vektorem @, kde |@| = 2 km, smérem na vychod,

b) druhy pfesun je dan vektorem b, kde \5] = 2 km, severovychodné pod thlem 30° k
mistni rovnobézce,

c) tfeti pfesun je dan vektorem ¢, kde |¢] = 1 km, smérem na zapad.

Potadi presunti miize zavodnik volit a kterykoliv z pfesunt b, ¢ miize zaménit pfesunem
opa¢nym. Do jaké nejvétsi vzdalenosti od startu se lze timto zptisobem dostat?

Reseni: Ve shodném méiitku (1 km odpovida 1 em) nakreslime vektory @, b, C, (—I;),
(=), viz obrazek 3.40:
Vektor @ nas navadi k tomu, abychom se ”vydali” co nejdéle vychodnim smérem:
dostavéme vektor d = b+ — ¢ (na potadi a uzdvorkovani s¢itancii pfitom vzhledem
ke komutativité a asociativité operace s¢itani vektori nezalezi). Zméfime-li délku
vektoru d z obrazku 3.41 a pouzijeme daného méritka, dostaneme vzdalenost d v
kilometrech:

—

d] = 4,8k

s

Zavodnik dosahne nejvétsi vzdalenosti od startu, zvoli-li pro presun trojici vektort
a,ba—c.

-
a
e—re——p
-

/ y
JDO

-

oV
!

e

Obr. 3.40: Vektory a, ba ¢ pro vybeér Qbr; 3.41: Vysledny vektor posunuti
povolené trojice posunuti. d=b+a—-c.

]M
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3.2.2 Nasobeni vektoru skalarem

Piedstavme si, ze Castice A; je tiikrat rychlejsi nez castice As. Obé Castice se pohybuji
stejnym smérem. Pak za Casovy interval At dojde k posunuti Castice A; o vektor @ a
&éstice Ay o vektor b. Pro vektory @, b plati vztah b=3-d (viz obrazek 3.42). Jedna se o
priklad posunuti, ze kterého je mozné vypozorovat nasledujici vlastnosti nasobeni vektoru
realnym cislem r € R (= skalarem):

- smér vektoru l;, kde b =1 - a, je

- stejny jako smér vektoru @ pro r > 0,

- opac¢ny nez smér vektoru a pro r < 0,
- velikost vektoru |b|, kde b = r - @, je rovna
o] = Ir| - lal,
kde |r| je absolutni hodnota realniho ¢isla r a |d| je velikost vektoru d.

-

Pro r = 0 ziskdme 0 - b = 0, tj. ndsobenim vektoru ¢islem nula ziskdme nulovy vektor.

—
o
/v

3

b

Obr. 3.42: Nasobeni vektoru skalarem.

3.2.3 Uhel dvou vektoru

Uvazujme dva nenulové vektory da, l;, které jsme umistili do tisecek OA, OB. Pak velikost
konvexniho thlu AOB se nazyvé thel vektoru d, b. Jsou-li piimky OA, OB kolmé,
rikdame, ze i vektory @, b jsou kolmé a zapisujeme @ L b. Uhel dvou vektort, z nichz alespon
jeden je nulovy, nezavadime. Na obrazku 3.43 jsou vyznaceny mozné polohy vektoru a, b
a jejich thel .

3.3 Rozklad vektoru na soucet vektoru

V predchazejicim oddile jsme se zabyvali zejména operaci souc¢tu dvou vektori - pro dva
dané vektory Z, ¢ jsme hledali vektor §, ktery byl jejich souétem (tj. 7+ ¢ = 5) Nyni se
budeme zabyvat postupem v jistém smyslu opacnym - je zadan jeden vektor U a nasim
ukolem je nalézt dva vektory a, b tak, Ze zadany vektor ¥ je jejich souctem (tj. ¥ = @+ b)
Této operaci se fika rozklad vektoru v na soucet vektoru a, b.

Nasledujici text ukaze situaci, ve které je potieba hledat vektory a, l;, kdyz zname jejich
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A
B
B g A
o ¢
b Yl 3 2
a
0 0 0 &
0<4<T 1=0 ¢
Obr. 3.43: Mozné polohy vektortt @, b a jejich tthel .
4 5 ! \
ey A R e A R

F

Obr. 3.44: Na téleso piisobime silou F kolmo proti sténé.

soucet ¥ = @+ b. Predstavme si, ze je potieba posunout skiin podél stény o 3 metry déle,
nez se zrovna nachézi (tj. z bodu A do bodu A’ viz obrazek 3.44).

Pokud na skfini budeme

tlacit silou danou vektorem F* (oznadeni z anglického force

= sila) kolmo ke sténé, skiini se nepohne podél stény ani o centimetr, z ¢ehoz vyplyva, zZe
prace vykonana pii posunuti skiiné kolmo proti sténé, je nulova. Z uvedeného je patrno,
ze pro efektivni posunuti skiiné z bodu A do bodu A’ musi sila F pusobit "podél stény”,
nikoliv kolmo proti sténé. Uvazujme tedy situaci na obrazku 3.45:

A /séénw/A‘ e

// //A

a

=
F’

|
|
.

b

Obr. 3.45: Na téleso piisobime silou F gikmo proti sténé.

Sila F' pusobi v Sikmém sméru na roh skiiné a lze ji chapat jako vyslednici souc¢tu

9V dal$im textu budeme hovofit jiz jen o sile F.
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dvou sil danych vektory a, 5, tj.

E>11
I
Y]
_l’_
B

kde

d je sila ptisobici kolmo proti sténé (sila hloupého pomocnika, ktery nevykonéd zadnou
praci),

b je sila plisobici rovnobézné se sténou (sila chytrého pomocnika, ktery ptisobi v tom
nejvhodnéjsim sméru).

Uvazujme, ze sila F je konstantni po celou dobu posunuti skiiné z bodu A do bodu
Al
Praci potifebnou na posunuti skfiné vypocteme Jako souc¢in délky posunuti
daného vektorem AA’ a velikosti sily dané vektorem b pusobici ve sméru po-
sunuti:

kde veli¢ina W oznacuje praci (oznaceni z anglického work = prace). Vyse uvedeny
vztah 3.8 osvétluje divod rozkladu vektoru F - nezajima nas ani tak piimo sila F , ani
vektor @ (protoze jim vykonana préace je nulova), ale je pro nas dilezity vektor l;, pomoci
néhoz vyslednou praci vypocteme.
Ptekresleme vyse popsanou situaci do obrazku 3.46, ze kterého je mozno dedukovat na-
sledujici poznatky:

™
&}

o

Obr. 3.46: F =G+ b.

Il
2y

- vektory @, b jsou navzajem kolmé,

- 7z pravouhlého trojuhelnika lze vyjadrit velikosti vektori a, b pomoci vektoru F:

@ = |F| -sina, |b] = |F| - cos o, (3.9)

kde « je thel, ktery sviraji vektory ﬁ, b.
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Obr. 3.47: Obrazek ke Kontrole 8.

Kontrola 8: Ktery z nasledujicich obrazku 3.47 predstavuje spravny rozklad vektoru v
na soucet vektoru a, b?

Priklad 3.3 Malé letadlo odstartovalo za nevlidného pocasi. Pozdéji bylo spatfeno ve
vzdalenosti 215 km od letisté v severovychodnim sméru, svirajicim s mistnim polednikem
uhel 22°. Jaké byla jeho vzdalenost od letisté v severnim smeéru a vzdalenost od letisté ve
vychodnim sméru?

ResSeni: Vektorem ¥ ozna¢me vektor posunuti letadla z letisté do mista jeho aktudlni
polohy. Zname skutec¢nou vzdalenost letadla od letisté |0] = 215 km, pro urceni
"severni” a ”vychodni” vzdalenosti letadla od letisté vyjdeme z obrazku 3.48:

”Severni” vzdélenost letadla od letists je dana: |b| = |] - cos 22° = 199, 3 km,

"Vychodni” vzdélenost letadla od letisté je déna: |@| = |7U] - sin22° = 80,5 km.

3.3.1 Velikost thlu v mife stupnové a v mire obloukové

V nasledujicim textu se budeme vénovat problematice hld, stupnt, volbé DEG a RAD
na kalkulackach, nebot s tim velmi tizce souvisi vlastnosti funkei sin z, cos z, tg z, cotg x
a osvétlime je na tzv. stupnové a obloukové mire velikosti thlii:

Uvazujeme jednotkovou kruznici k se stfedem S a polomérem 1. Délka této kruznice je

27, viz obrazek 3.49. Z nasledujiciho obrazku 3.50 je pak patrné, ze délka oblouku AB
kruznice k, kde velikost thlu ASB je 1 stupen, je 327”0 neboli 5.
Jestlize velikost hla zapisujeme ve stupnich, fikdme, ze uzivame stupnovou miru

uhla, ve které se kromé jednotky 1 stupen (zkratka 1°) pouzivaji i mensi jednotky 1
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sever

oY

J

Obr. 3.49: Jednotkova kruznice k. Obr. 3.50: Velikost thlu ASB je 1°.

minuta (zkratka 1) pro jednu Sedesitinu stupné a 1 vtefina (zkratka 1) pro jednu
sedesatinu minuty. Oproti tomu radian je jednotkovy thel v tzv. obloukové mire, pres-
néji sttedovy thel, ktery prislusi na jednotkové kruznici oblouku o délce 1, viz obrazek
3.51.

Nésledujicim textem smeéfujeme k pojmu orientovany thel, k jehoz pochopeni pred-
pokladame znalost pojmu tihel, konvexni i nekonvexni, vrchol thlu, ramena thlu, vnittek
thlu a vnéjsek thlu'’. Dosavadni znalosti o konvexnim a nekonvexnim thlech vsak nevy-
staci v matematice a technické praxi, tento nedostatek odstranime zavedenim orientova-
ného uhlu:

Usporadana dvojice polopfimek VA, VB se spoleénym pocatkem V' se nazyva ori-
entovany thel AV B, ktery zapisujeme symbolem AV B. Polopfimka V A, resp. VB se
nazjva po&ateéni, resp. koncové rameno orientovaného tthlu AV B, bod V vrchol
orientovaného thlu AV B. Orientovany thel si takto miZeme piedstavit jako poatecni
a koncovou polohu poloprimky, kterda se otaci kolem svého pocatku v jednom ze dvou
navzajem opacnych smysli, tedy proti pohybu hodinovych rucicek, resp. po sméru ho-

101Thel konvexni i nekonvexni chidpeme jako jistou podmnozinu mnoziny viech bodt dané roviny, kde
poradi ramen v tomto thlu je nepodstatné
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Obr. 3.51: Velikost tthlu ASC' je 1 rad.

dinovych rucicek, kdy mluvime o kladném smyslu, resp. zaporném smyslu otaceni.
Tato predstava otaceni polopfimky je postacujici k zavedeni velikosti orientovaného thlu
AV B. Poloptimky VA, VB rozdéli rovinu na dva thly «, 3, viz obrazek 3.52, pricemz
jejich velikosti oznacime téz «, 3. Z obrazku 3.52 je pak ziejmé, ze plati § = 27 — «,
resp. 3 = 360° — a (polopfimka pii svém otoceni z poc¢ateéniho ramene V' A do koncového
ramene V' B opiSe pravé jeden z téchto thla «, [.) Velikost toho z uhli «, 3, ktery opise
polopfimka pfi otoceni z pocatecniho ramene VA do koncového ramene V B v kladném
smyslu, se nazjvé zakladni velikost orientovaného thlu AV B. Z obrazku 3.52 je
rovnéz ziejmé, ze zakladni velikosti orientovaného thlu AVB , resp. B VA je thel «, resp.

B.

Obr. 3.52: Orientovany tthel AV B, resp. BV A.

Tuto situaci znazornujeme graficky tak, jak je uvedeno na obrazcich 3.53, resp. 3.54.
Obloukem se sipkou je vyznaceno, Ze jde o orientovany uhel, pfi¢emz «, resp. § udava
jeho zakladni velikost.!!

Pro zékladni velikost « kazdého orientovaného tihlu je 0 < a < 2, resp. 0° < a <
360°. Pti svém otaceni z pocate¢niho ramene V' A do koncového ramene V' B nemusi polo-

1y piipadé, ze polopiimka V' A je totozna s polopfimkou V B, hovoiime o nulovém orientovaném
thlu AV B - jeho zékladni velikost pokldaddme rovnu 0 (rad), resp. 0°.
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o)

- B

Obr. 3.53: Orientovany tthel AV B. Obr. 3.54: Orientovany tthel BV A.

Vv

ptimka opsat jen thel «, ale mizZe se otacet dale kolem vrcholu V' v témz smyslu (Ize si
predstavit jako pohyb hmotného bodu po kruznici). Otoc¢eni polopfimky znazornéné na
obrazku 3.55 pritadime velikost o+ 27 (”plné otocee” je prifazeno kladné ¢islo 27, nebot
jde o otaceni v kladném smyslu). Po kazdé dalsi ”plné otoc¢ce” polopfimky v kladném
smyslu budeme piislusnym otocenim pfitazovat velikosti o + 47, o + 67, o + 87, atd.
Jestlize polopfimka opise z polohy V' A do polohy V' B thel 3, viz obrazek 3.56, tj. otaci
se v zaporném smyslu, pfifadime tomuto otaceni velikost —/, ¢ili o — 27. Polopiimka,
na obrazku 3.56 opsala kolem bodu V thel # a déale vykonala jednu ”plnou otocku”
v zaporném smyslu. Velikost otoceni pak vyjadiime ¢islem —f3 — 27, coz je totéz jako
a—4m. Po dalsich ”plnych otockach” budeme prifazovat prislusnym otocenim polopiimky
velikosti —f3 — 4m, resp. —(3 — 67, resp. —(3 — 8 atd neboli o — 67, resp. a — 8, resp.
a — 107 atd.
Velikosti orientovaného thlu AV B , jehoz zakladni velikost v obloukové mire, resp. ve
stupniové mifte je «, se nazyva kazdé ¢islo a + k - 27, resp. a + k - 360°, kde £ je libovoné
celé c¢islo. Kazdému orientovanému thlu tedy piislusi nekonecné mnoho velikosti. Pritom
kazdé dvé velikosti daného orientovaného thlu se lisi o celistvy nasobek 27, resp. 360°.

38

Ol3r. 3.55: Velikost orientovaného uhlu OtA)r. 3.56: Velikost orientovaného uhlu
AVB je a + 2r. BV Aje —8, éili a — 2r.

Vzhledme k tomu, Ze obloukovd mira je hodné dilezita pro praci s funkcemi sin «,
cos a, tg a, cotg a, jsou v nasledujici tabulce 3.3 uvedeny nékteré dulezité thly v obou
uhlovych mirach. Pritom:

a =1 rad ... thel, jehoz délka oblouku je rovna 1,
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Tabulka 3.3: Pievodni tabulka mezi Ghlovymi mirami

stupné ‘OO 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
radiany ‘ 0

T 3
1 T 5 2

wly
I3

s
6

B =mrad ... tzv. pfimy thel (= ramena thlu lezi v jedné pfimce),

v =27 rad ... tzv. plny thel (tj. 360° = 27 rad).

Ze vztahu pro plny thel ve stupiiové i obloukové mife plynou vzorce pro pievod!?:

1°= (%) rad, 1rad= (32)° (3.10)

3.3.2 Rozsifena definice funkci sinus a kosinus

Na obrazku 3.57 je v kartézské soustaveé souradnic zakreslena jednotkova kruznice £ se
stftedem v pocatku soustavy soufadnic O. Déle je zde vyznacen pravouhly trojihelnik
ABC, v némz velikost vnitiniho thlu pfi vrcholu A je «. Nasledujici text sméruje k
vyjadfeni sin & a cos o pomoci soufadnic by, by bodu B = [by, bs], viz obréazek 3.57.

Xs

A\

K
Bl b,]

ey

Obr. 3.57: Jednotkova kruznice v kartézské souradné soustavé.

V soufadné soustavé Ozy sestrojime jednotkovou kruznici k£ se stfedem O. Uvazujme
orientované thly, jejichz vrchol je bod O a pocatecni rameno kladné poloosa x, tj. polo-
primka OJ, viz obrazek 3.57. Uvazujme orientovany thel J OK, jehoz pocatecni rameno je
OJ a jedna z jeho velikosti je av. Koncové rameno thlu J OK protne jednotkovou kruznici

12K alkulacka poéitd v radianech, pokud ji mame piepnutou na volbu RAD. Kazd4 kalkulacka obsahuje
obvykle funkci prevadéjici stupniovou hodnotu tthlu na radidnovou a naopak.
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v bodé B = [by, by]. Timto zpisobem pfifadime kazdému redlnému éislu o jednoznacné
urcené cislo by, resp. b, tj. prvni, resp. druhou souradnici bodu B. Funkce sinus, resp.
kosinus je funkce na mnoziné vsech realnych ¢isel, ktera kazdému o € R prifadi ¢islo b,
resp. by.
P1i praci s nové zavedenymi funkcemi sinus a kosinus budeme pouzivat zapisy sin «;, resp.
cos a pripadné sin x, resp. cos .

7 pravouhlého trojuhelnika ABC' na obrazku 3.57 tedy plati:

: B B Co AR

e sina = % = ‘—IC| = |BC| =by ... tj. sina je y - ova soufadnice bodu B,
A A : . A

e cosa = % = |—10‘ = |AC| =, ... tj. cosa je x - ova soufadnice bodu B.

Z uvedeného vyplyva, Ze B = [cos a, sin a].

Vyse uvedenym zptisobem jsme rozsifili definici funkei sin oy, cos a pro jakykoli tihel
ac R

Toto rozsifeni definice funkci sin «, cos a provedl jiz Leonard Euler (1707 - 1783)3.

V dalsim textu uvedeme nékteré zakladni vliastnosti zminénych funkeci v jejich rozsirené
definici (pfi nakresech jednotlivych funkei je vhodné pouzivat pravitko pro kresleni funkei).

funkce f :y =sinx

S ohledem na rozsifenou definici (hodnota sin x udava hodnotu y-ové souradnice bodu
B leziciho na jednotkové kruznici, viz obrazek 3.57) se hodnoty funkce f :y = sinz
periodicky opakuji a kolisaji v rozmezi intervalu (—1,1). Graf funkce f : y = sinx
je uveden na obrazku 3.58.

Obr. 3.58: Graf funkce f : y = sinz.

e D(f) = R ... defini¢ni obor funkce f : y = sinx je mnozina vSech redlnych
Cisel, tj. sinx je definovano pro kazdé x € R.

e H(f) = (—1,1) ... obor funkénich hodnot funkce f : y = sinx je mnozina
v8ech hodnot intervalu (—1,1), kterych mtize funkce sin z nabyvat.

e Funkce f : y = sinx je licha, tj. pro kazdé x € R plati:

sin(—z) = —sinx |, (3.11)

napt. —1 =sin(—%) = —sin(+5) = —1.

138 prvnim fyzikalnim vyuZitim této rozsifené definice se setkAme v kapitole 4 pfi popisu rovhomérného
pohybu télesa po kruznici.
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e Funkce f : y = sinz je periodicka, tj. jeji funkéni hodnoty se periodicky
opakuji do nekonecna a pro kazdé x € R a pro kazdé k € Z plati:

sinz = sin(z + k - 27),

kde 27 je délka nejmensi periody. Odtud vyplyva, ze na zakladé studia funkce
sinus na intervalu (0, 27) ziskdme dostatec¢ny prehled o pribéhu téchto funkei
na celém jejim defini¢nim oboru, tj. na mnoziné R. Staci tedy, abychom dale
sledovali jen funkci f : y = sinx pro z € (0, 27).

e V nékterych pripadech zndme funkéni hodnoty y funkce f : y = sinx a potie-
bujeme urcit x, pro které y = sin x. Napiiklad pro y = % hledame z, pro které
plati % = sinz. Z obrazku 3.59 je patrno, zZe hledanych x je nekonec¢né mnoho,
z nichz uvedeme nasledujici:

5| =8Inx

Obr. 3.59: Graf funkce f : y = sinz, hodnoty = pro y = %

1 & I s
3 = sinz; = sin(—-F)
1 - W T

5 = sinzy = sin

1 i BT

5 = sinxg = sin
atd.

Vsechna uvedend feSeni jsou spravna, ovSem kalkulacka najde pouze
jedno z nich, a sice thel x; z intervalu (-7, 7). Tento thel je oznacovan
5 =Tg = arcsin% (¢teme: arkussinus jedné poloviny).
e Funkce f~!: x = arcsiny se nazyva inverzni funkci k funkci f : y = sin 2.
Plati tedy:
D(f™) =(-L1)
H(f™) =(-3.5)

l4Pfipomeiime pojem inverzni funkce k funkci f:

e Inverzni funkce k prosté funkci f je funkce f~!, pro kterou plati
1. Dy-1 = Hy,
2. Kazdému y € D;-1 je pfifazeno pravé to x € Dy, pro které je f(z) = y.
e Funkce f se nazyva prosta pravé tehdy, kdyz pro vSechna xq,x2 € Dy plati: Je-li 1 # x2, pak

f(x1) # f(22).
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funkce f :y =cosz

S ohledem na rozsifenou definici (hodnota cosz udava hodnotu x-ové soufadnice bodu
B leziciho na jednotkové kruznici viz obrazek 3.57) se funkéni hodnoty funkce f :
y = cosz periodicky opakuji a kolisaji v rozmezi intervalu (—1,1). Graf funkce
f +y = cosx je uveden na obrazku 3.60.

Obr. 3.60: Graf funkce f : y = cosz.

e D(f) = R ... defini¢ni obor funkce f : y = cosz je mnozina v8ech realnych
Cisel, tj. cos x je definovano pro kazdé x € R.

e H(f)=(—1,1) ... obor hodnot funkce f : y = cosz je mnozina vSech hodnot
intervalu (—1, 1), kterych muze funkce cos z nabyvat. (Oproti funkeci sin = jsou
funkéni hodnoty funkce cos z "posunuty”, tj. sin0° = 0, cos 0° = 1, ale sin § =
1). Grafy funkci sinz, cosx jsou vici sobé posunuty ve sméru osy x o 7, tj.

cosw = sin(z + 3) | (3.12)

e Funkce f : y = cosx je suda, tj. pro kazdé = € R plati

cos(—x) = cos x|, (3.13)

napf. 0 = cos(—%) = cos(3) = 0.

e Funkce f : y = cosz je periodicka, tj. jeji funkéni hodnoty se periodicky
opakuji do nekonecna a pro kazdé = € R a pro kazdé k € Z plati:

cosx = cos(x + k - 2),

kde 27 je délka nejmensi periody. Analogicky jako v pripadé funkce f : y = sinx
tedy staci, abychom dale sledovali jen funkci f : y = cosx pro = € (0, 27).

e V nékterych pripadech zname funkéni hodnoty y funkce f : y = cosx a potie-
bujeme urcit z, pro které y = cos x. Naptiklad pro y = % hledame z, pro které
plati % = cosx. Z obrazku 3.61 je patrno, ze hledanych = je nekonec¢né mnoho,
z nichz uvedeme nasledujici:

= cosz; = cos(—%)

™

3

N = N

= COS I9 = COS
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Obr. 3.61: Graf funkce f : y = cosz, hodnoty x pro y = %

— COS I3 = COS 5m

3
atd.

N[

VsSechna uvedena feseni jsou spravna, ovSem kalkulacka najde pouze jedno z
nich, a sice thel x5 z intervalu (0, 7). Tento thel je oznacovan % = L

3 = Tg = arccos
(¢teme: arkuskosinus jedné poloviny).

e Funkce f~!: 2 = arccosy je inverzni funkci k funkci f : y = cos z, plati tedy:

D(f™') =(-1,1)
H(f71) = (0,).

funkce f:y=tgx

Podobné jako u funkci sin x, cos x 1ze vyuzit rozsitenou definici funkce f : y = tg x:

Z uvedeného vztahu je patrno, ze pro cosx = 0 neni funkce f : y = tg x definovana.
Tedy na rozdil od funkci sin z, cos x neni tg = definovano napt. v bodech —%, 7, 37”,
atd. Graf funkce f : y = tg = je uveden na obrazku 3.62.

o D(f) =R —{5 +k-n}, kde k € Z. Funkce f : y = tg x neni tedy definovana
v bodé 7 a v kazdém bodé, ktery se od § lisi o celociselny nasobek periody .

e H(f) =R ... obor hodnot funkce f : y = tg = je mnoZina vSech redlnych ¢isel.

e Funkce f : y = tg x je licha, tj. pro kazdé redlné ¢islo = # (2k + 1)7, kde
k € 7, plati

tg (—z) = —tg x| (3.14)

sin(—x) _ — sin(x) _ __ sin(x)
cos(—x) cos(x) cos(x)

Tuto skutecnost ovéfime: tg (—z) = = —tg .

e Funkce f : y = tg x je periodicka, tj. jeji funkéni hodnoty se periodicky
opakuji do nekonecna a pro kazdé redlné ¢islo x # (2k 4 1)7, a pro kazdé

k € 7Z, plati:
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Obr. 3.62: Graf funkce f : y = tg =.

tgx =tg (x +k-m),
kde 7 je délka nejmensi periody funkce f :y = tg x.

e V nékterych pfipadech zndme funkéni hodnoty y funkce f : y = tg x a potie-
bujeme urcit x, pro které y = tg x. Napfiklad pro y = 1 hledame x, pro které
plati 1 = tg x. Z obrazku 3.62 je patrno, ze hledanych = je nekone¢né mnoho,
z nichz uvedeme nasledujici:

L=tgm =tg (§—7)
l=tgxs=tg ]
1 =sinzs =tg (§ +7)

atd.
VsSechna uvedend feseni jsou spravna, ovSem kalkulacka najde pouze jedno z
nich, a sice thel x5 = 7 z intervalu (=7, 7). Tento thel je oznacovan § = x5 =

arctg 1 (¢teme: arkustangens jedné).
e Funkce f~! : x = arctg y se nazyva inverzni funkci k funkci f : y = tg = a
plati:
D(arctg y) =R
— (_

H(arctg y) 2. 5)-

funkce f :y = cotg x

Funkci f : y = cotg = definujeme vztahem:

COS T

cotg x = — .
sin

Z uvedeného vztahu je patrno, Ze pro sin x = 0 neni funkce f : y = cotg x definovana.
Tedy na rozdil od funkci sin x, cosz neni cotg x definovano napt. v bodech —, 0,
m, 27, atd. Graf funkce f : y = cotg = je uveden na obrazku 3.63.
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Obr. 3.63: Graf funkce f : y = cotg x.

e D(f)y =R —k-m kde k € Z. Funkce f : y = cotg x neni tedy definovana v
bodé 7 a v kazdém bodé, ktery se od 7 lisi o celociselny nasobek periody .

e H(f) = R ... obor hodnot funkce f : y = cotg = je mnozina vSech realnych

Cisel.
e Funkce f : y = cotg x je licha, tj. pro kazdé realné ¢islo x # k - w, kde k € Z,
plati
cotg (—x) = —cotg z |. (3.15)
Tuto skutec¢nost ovéiime: cotg (—z) = Zif((:z)) = _Siclf(sg) = —zfjg)) = —cotg x.

e Funkce f : y = cotg x je periodicka, tj. jeji funkéni hodnoty se periodicky
opakuji do nekone¢na a pro kazdé realné ¢islo x # k - w, a pro kazdé k € Z,
plati:

cotg x = cotg (x + k - ),

kde 7 je délka nejmensi periody funkce f : y = cotg x.

e Funkce f~!: x = arccotg y (¢teme: arkuskotangens) se nazyva inverzni funkei k funkci
f :y =cotg x a plati:

D(arccotg y) = R

H (arccotg y) = (0, 7).

Funkce sin x, cos x, tg = a cotg x se nazyvaji goniometrické funkce, k nim inverzni
funkce arcsiny, arccosy, arctg y a arccotg y se nazyvaji cyklometrické funkce.
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3.4 Souradnice vektoru

V nésledujicim textu si popiSeme zplsob zavedeni souradnic vektoru urceného oriento-
vanou tseckou AB v roviné, zkracené vektoru AB. Uvazujme, Ze je v roviné zavedena
kartézska soustava souradnic s poc¢atkem v bodé P a soutadnymi osami x, y, které pro-
chazi bodem P a jsou na sebe kolmé (orientace souradnych os je pravotociva). V zadané
souradné soustavé popiseme vektor AB tim, ze mu priradime soufadnice. Tento krok
lze provést v roviné tfemi zpusoby:

a) Chceme uréit souradnice vektoru AB, viz obrazek 3.64, kde A = [3,1], B = [5,4].

Obr. 3.64: Urcéeni soufadnic vektoru AB v roviné.

Usecku AB doplnime na rovnobéznik ABCP, kde P je pocatek soufadné soustavy,
a vektory AB a PC maji stejny smeér i velikost, tj. AB = PC. Pak soufadnice
vektoru AB j jsou stejné Jako soutadnice vektoru PC' a tudiz stejné, jako souradnice
bodu C = [2,3]. Tedy AB = (2,3).

Z vyse popsaného zavedeni soutadnic vektoru AB plyne:

- Stejnymi souradnicemi popisujeme vSechny vektory, které maji stejnou velikost
a smeér jako vektor PC', tj. soufadnice vektoru zavisi na jeho poloze vzhledem
ke zvolené kartézské souradné soustave.

- Na soutadnice v roviné lze pohlizet dvojim zptisobem:

- hranatymi zavorkami urcéujeme soufadnice bodu, napi. soufadnice bodu
C=2,3],
- kulatymi zavorkami urcujeme souradnice vektoru, napi. souradnice vek-

toru PC = (2,3).

Tedy usporfadané dvojice (obecné n-tice) popisuji jak body, tak vektory v ro-
viné, pficemz popis jednotlivych objektl rozlisSujeme pouze zavorkami.

b) Nésledujici zptisob zavedeni soufadnic vektoru AB vyuzivd jednotkového vektoru
ve sméru souradné osy. Jednotkové vektory i, resp. 7 urcuji kladné smeéry sou-
fadnicovych os x, resp. y, jsou navzajem kolmé a maji jednotkovou velikost:
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(1,0) ... jednotkovy vektor v kladném sméru osy z,

7 =1(0,1) ... jednotkovy vektor v kladném sméru osy y.

Pomoci kolmych jednotkovych vektort i ; miizeme snadno vyjadiit kazdy dalsi
vektor, tedy i vektor AB = (a, b):

AB=a-i+b-].

Pro konkrétni pifklad z obrazku 3.65 vyplyva, 7e AB = 2-i+3-j, tj. AB = (a,b) =
(2,3).

Y
»
©
ol
(»\
<N

Obr. 3.65: Urceni soutadnic vektoru AB v roving prostfednictvim jednotkovych vektori
i, J.

c) Z vyse uvedenych tvah je zfejmé, ze oba predchozi zpisoby zavedeni souradnic vektoru
jsou ekvivalentni, tj. souradnice vektoru AB se odlisnymi pristupy jejich zavedeni
nemeéni. TTeti zpiisob zavedeni souradnic vektoru AB je nasledujici:

Je-li vektor @ urcen orientovanou tseckou AB, kde A = [ay,as], B = [by, bo], viz
obrazek 3.64, jsou ¢isla a = by — ay, b = by — ay v roviné nazyvana soradnicemi
vektoru A@, pricemz tuto skutecnost zapisujeme:

A =lay,as), B = [by,by] = AB = (by — ay, by — a3) = (a,b) . (3.16)

7 vyse popsaného vyplyva, ze souradnice vektoru AB jsou dany rozdilem souradnic
koncového a podateéniho bodu vektoru AB. Pro A = 3,1], B = [5,4] je tedy
AB = (by—ay,by—as) = (5—3,4—1) = (2, 3). Zapis soufadnice vektoru pomoci bodt
vede k tomu, Ze vektor @ urceny orientovanou useckou AB zapisujeme symbolicky
ve tvaru @ = B — A a bod B zapisujeme symbolicky ve tvaru B = A + .

d) Pfedchozi t¥i piistupy mtzeme vyuzit pro zavedeni soufadnic vektoru v prostoru.
Uvazujme, zZe je v trojrozmérném prostoru zavedena kartézska soustava soutradnic
s pocatkem v bodé P a soufadnymi osami x, y, z, které prochazi bodem P a jsou
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na sebe navzajem kolmé (orientace souradnych os je pravotociva, tj. divame-li se z
bodu B, ktery lezi v kladné c¢asti osy z, jak se otaci osa x smérem k ose y, vidime
otaceni v kladném smyslu, tj. proti sméru hodinovych rucicek, viz obrazek 3.66).
V trojrozmérném prostoru plati pro vektor dany orientovanou tiseckou UV vztah
analogicky vztahu 3.16:

U= [ul,U27U3],V = [Ul,Ug,Ug] = U_V = (U1 — U1,V — U2,V3 — U3) . (317)

Napfiiklad pro U = [2,1,0], V = [3, 3, 2] méame Uv = (3—-2,3—-1,2-0) =(1,2,2)
viz obrazek 3.67.

' B

T

=2 =) | 1 2 3

Obr. 3.66: Pravotocivy soufadny systém.

Uvazujme v trojrozmérném prostoru jednotkové vektory i, Tesp. f, resp. k urcujici
kladné sméry souradnicovych os x, resp. y, resp. z, které jsou navzajem kolmé a
maji jednotkovou velikost:

i= (1,0,0) ... jednotkovy vektor v kladném sméru osy z,

7=1(0,1,0) ... jednotkovy vektor v kladném sméru osy ,

k= (0,0,1) ... jednotkovy vektor v kladném sméru osy z.
Pomoci kolmych jednotkovych vektori i f, k miZeme snadno v trojrozmérném

prostoru vyjadrit kazdy dalsi vektor, tedy i vektor dany orientovanou tseckou UV =
(a, b, c) takto:

U_V:a-;qu-j—l—c-E,

kde a = v; — u1, b=vy—us, c= U3 — ug, viz obréazek 3.68. Z obrazki 3.67 a 3.68 je
patrno, ze UV =1-i+2-54+2-k = (1,2,2).
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Obr. 3.67: Urceni sourfadnic vektoru Obr. 3.68: Urceni sourfadnic vektoru
UV v prostoru. UV v prostoru prostiednictvim jednot-

kovych vektori i j, k.

Poznamka 3.1 Soufadnice vektoru nemusi byt vzdy celodiselné. Vratme se k prikladu
3.1 a zvolme soustavu souradnic tak, aby

jeji pocatek P splyval s pocatecnim bodem A cesty,

smérem jiznim uvazujeme jednotkovy vektor i,

smérem vychodnim uvazujeme jednotkovy vektor j,

smérem svislym uvazujeme jednotkovy vektor k,

viz obrézek 3.69. Potom |i| = |j] = |k| =1 km a

- — — — -

d=AD=AC+CB+BD=a-j+b-it+c-k

Y

kde

a = —2,6 ... hodnota a je zdporna, protoze vektor AC méa opacny smeér nez jednot-
kovy vektor j,

b=3,9 ... hodnota b je kladna, protoze vektor CB méa stejny smér jako jednotkovy
vektor 7,

c = 0,025 ... hodnota c je kladné, protoze vektor BD mé stejny smér jako jednot-
kovy vektor k.

Vektor d = AD je tedy dan souradnicemi

d=a-j+b-iteck=-267+39-7+0,025-k=(3,9;-2,6;0,025).
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Obr. 3.69: AD = AC + CB + BD.

Pojem souradnice vektoru bude v nasledujicim textu vyuzit pro objasnéni vztahu mezi
velikosti vektoru a jeho soufadnicemi. Velikosti vektoru ¢ rozumime velikost jakékoli
orientované tisecky AB urujici vektor @. Velikost vektoru ¢ oznacujeme symbolicky |o].
Jestlize |v] = 1, hovofime o jednotkovém vektoru.

a) pro velikost |v] vektoru ¥ = (v, v9) v roviné plati:

|U] = \/v? + v3 (3.18)

N,

C

.;Q:.‘\‘"“‘_l

74
X

Obr. 3.70: Velikost vektoru ¥ v roviné.

Tento vztah vyplyva z Pythagorovy véty, viz obrazek 3.70: posuneme-li pocatecni
bod A vektoru ¢ do poc¢atku soustavy soufadnic, velikosti soufadnic vy, vy vektoru
v jsou délky odvésen v pravouhlém trojihelniku ABC.

b) pro velikost |#] vektoru ¥ = (vy, vq, v3) v prostoru plati analogicky:

U] = \/v} + v3 + v} (3.19)

Tento vztah rovnéz plyne z Pythagorovy véty, viz obrazek 3.71, kterou v tomto
pripadé pouzijeme dvakrat:
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Obr. 3.71: Velikost vektoru v v prostoru.

Pro pravouhly trojihelnik ABC, kde AC = (vy, v9,0), plati:

|AC| = \/v2 + 02

Pro pravouhly trojuhelnik ACD, kde ¥ = AD = (v1,v9,v3) & CD = (0,0,v3),

plati:
|AD| = \JJACP + |ODJ2 = \[v? + 03 + 3,

coz je hledany vztah pro velikost vektoru @ = (v1, vg, v3).

3.5 Scitani vektort a nasobeni vektort skalarem - algebraicky
pristup

Algebraicky pristup séitani vektoru a + b a nasobeni vektoru skaldrem ¢ - a, kde t € R,
vychéazi ze znalosti jejich soufadnic (neni tfeba pak vektory graficky sestrojovat). Pro

—

libovolné vektory d = (ay, ay,a.), b = (bs, by, b,) a libovolné ¢ € R plati:

d+b=(ag+ by, ay+by,a. +b.) (3.20)

t-d=(t-azt-a,t-a,)| (3.21)

Kontrola 9:

a) Jakd znaménka maji z-ové soufadnice vektori dp, ds na obrazku 3.727
b) Jaka znaménka maji y-ové souradnice vektort d;, dy na obrazku 3.727

c¢) Jaka jsou znaménka x-ové a y-ové soutadnice vektoru d; + do na obrazku 3.727
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k|

Obr. 3.72: Vektory dy, dy a d; + d.

Priklad 3.4 Trasa mototuristické soutéze je vymezena nasledujicimi pokyny: ”Od mista
startu P jedte po nejblizsi silnici ke kontrolnimu stanovisti A, které je od startu vzdaleno
36 km vychodnim smérem. Dalsi kontrola B lezi 42 km severné od A. Cil C je od stanovisté
B vzdalen 25 km na severozapad.

a) Vyjadiete vektor posunuti d = (dy,d,) z mista startu P na stanovisté C pomoci
soutadnic dle obrazku 3.73.

b) Urcete velikost a smér vektoru posunuti d (smérem vektoru d rozumime tihel 0, ktery
svird vektor d s kladnym smérem osy z) dle obrazku 3.74.
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Obr. 3.73: Soufadnice vektoru d.

Obr. 3.74: Velikost a smér vektoru d.

ResSeni:

a) Soufadnice vektoru d = PC' = (dy,d,) uréime pro zvolenou kartézskou souradnou
soustavu s poc¢atkem P (v misté startu) a soufadnymi osami z, y zndzornénymi na
obrazku 3.73 (jednotka = 1 km).

Soufadnici d, vektoru d uréime:
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dy =36+0—25-cos45° =36+ 0 — 17,68 = 18, 32 km.

Podobné urc¢ime soufadnici d, vektoru d-
dy =0+42+25-sin45° = 0+ 42 + 17,68 = 59,68 km.

Vysledny vektor je d = (18, 32; 59, 68).

b) Z obrazku 3.74 je patrno, Ze

d] = |PC) = /@2 + d2 = /18,32 + 59, 68? = 62,43 km,

E 99, 68
tg = — =—"— =23,26 = 0 = arctg 3,26 = 72,9° = 1, 27 rad.
g 7, 18,32 ,26 = 0 = arctg 3, : 27 ra

Priklad 3.5 V soufadnicové roviné xy jsou dany vektory
=4,2-1—1,6- 7,

~1,6-i+2,9-7,

Sl
I

c=-3,7- j
UréetevektorF:(i—i—Q-g—i—B-E.

Reseni: Graficky pifstup by byl v tomto piipadé zdlouhavy, takze s vyhodou vyuzijeme
toho, Ze jednotlivé vektory jsou zadany prostfednictvim jednotkovych vektorti:

F=d+2-b+3-¢=
—=4,2-7-1,6-7+2-(=1,6-i+2,9-7)+3-(=3,7-j) =
= (4,2—-2-1,6+3-0)-i+(-1,64+2-29-3-3,7)-j=i—6,9-7

Tedy 7= (1;—6,9).

3.6 Skalarni a vektorovy soudin vektoru
3.6.1 Skalarni soucin vektoru

Skalarni soucin vektortu ma zcela jiny vyznam nez nasobeni vektoru a skalarem ¢ € R. Pti
nasobeni vektoru a skaldrem t € R (viz 3.2 a 3.5) je vysledkem vektor ¢ - @. Vysledkem
skalarniho sou¢inu dvou vektorti @ a b je realné cislo r € R. Skalarni soucin dvou vektori
zapisujeme a - b. Skutecnost, ze vysledkem skalarniho souc¢inu dvou vektort je realné
¢islo r, zapisujeme @ - b = r. Zakladn{ vlastnosti skalarniho sou¢inu dvou vektort jsou
nasledujici:

Pro kazdé vektory a, g, ¢ (v roviné nebo prostoru) a kazdé realné ¢islo t plati:

i-b=5-a,
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-,

2. (td)-b=t(@-b),

-,

3. G- (@+b)=c-a+c-b.

V pripadé vlastnosti a - b = b - a hovorime o tom, Ze pro skalarni soucin vektoru plati
komutativni zakon.

V nésledujicim textu nastinime princip skaldrniho soucinu vektori a a b. Vektory a a
b sviraji thel ¢ viz obrazek 3.75. Pro objasnéni skaldrniho soucinu nejdiive najdeme
pravouhly primét vektoru @ do sméru vektoru b (tj. promitneme vektor @ do sméru

=,

vektoru b) viz obrazek 3.76:

™

—
b

Obr. 3.75: Vektory @ a b sviraji thel ®.

a) vektor @ rozloZzime na soucet vektora u, ¥ (tj. @ = @ + ¥) tak, aby

u L I;, tj. vektor @ je kolmy na vektor I;,

vektor ¢ je nasobkem vektoru l;, tedy pravouhly primét vektoru @ do smeéru
vektoru b.

B

o}

Obr. 3.76: Pravouhly primét vektoru @ do sméru vektoru b.

Pro skalarni soucin navzajem kolmych vektoru u a b plati: u- b = 0. Pokud vektory o
a l;maji stejny smér, plati pro jejich skalarni soucin: o/- b= |U] - ]5\, tj. jejich skalarni
soucin je roven soucinu jejich velikosti.

Pro skaldrni soucin vektori @ a b tedy dostavame:
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a-b=(i+7)-b=1a-b+

T-b=0-b=|7-b.
Z pravouhlého trojuhelnika ABC plati: cos ¢ = %, tedy |v] = |d| - cos ¢. Vztah pro

skalarni soucin vektord @ a b je nésledujici:

@-b=|al-|b|-cospl (3.22)

kde ¢ je tihel, ktery sviraji vektory a a b.

b) Vysledek skalarniho sou¢inu dvou vektort a a b nezévisi na vektoru z dané dvojice,
v jehoz sméru hledame pravouhly pramét. V pripadé, ze budeme hledat pravouhly
prumeét vektoru b ve sméru vektoru @ (t]. promltneme vektor b do sméru vektoru

@), vysledek skaldrniho soudinu vektori @ a b bude stejny. Vektor b nyni rozlozime
na soucet vektoru k:, l, tj. b=k +1 tak, aby

1 a, tj. vektor fje kolmy na vektor d,

vektor k je nasobkem vektoru a, tedy pravouhly primét vektoru b do sméru
vektoru @

Pro skalarni soucin navzajem kolmych vektori [ad plati: [ = 0. Pokud vektory
k a @ majf stejny smér, plati pro jejich skalarni soucin: k - @ = | | ||, tj. jejich
skalarni soucin je roven soucinu jejich velikosti.

Pro skaldrni soucin vektori @ a b tedy dostavame:

—

i-b=a-(k+D=a-k+a-l=a-k=|a-|k|.

7 pravothlého trojthelnika OPQ dle obrazku 3.77 plati: cosp = & tedy |l€|

€1| el

6] - cos . Znovu ziskévame vztah
@-b=|al-|b|-cosep

kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory a a b.

e Vztahu 3.22 povazujeme za definici skalarniho soucinu vektort a a b. Je z ne€j patrné
vyuziti skalarniho soucinu ve fyzice. S promitanim jednoho vektoru do sméru vektoru
druh¢ho jsme se setkali jiz pfi vypoctu prace: Uvazujme situaci, ze posouvame téleso
ve sméru daném vektorem d z mista A do mista B a pusobime na néj silou F. Pro
zjisténi velikosti prace W pri tomto posunuti nalezneme pravotihly primét vektoru
F do sméru posunuti vektoru d viz obréazek 3.78, pricemz plati

W=F.d=|F|-|d|-cosg|, (3.23)

kde F = i+, u L, |57 = |F| - cos @; vektor @ je kolmy na smér posunuti daného
vektorem d a nema vliv na vykonanou praci W, vektor ¢ je kolmy priimét vektoru
F do sméru d.

S dalsimi oblastmi vyuziti skalarniho souc¢inu se seznamime v pozdéjsich kapitolach.
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—

Obr. 3.78: FF =4+ v.

e Dosud byl skalarni soucin pfedstaven pouze z pozice velikosti a sméru vektord. V nasle-
dujicim textu si priblizime urceni skaldrniho soucinu vektort a, bv prostoru danych
soufadnicemi @ = (ay, ay, a,), b= (bs, by, b.). Pro odvozeni skalarniho sou¢inu vek-
toru @, b danych soufadnicemi vyuzijeme jednotkovych vektort i j, k ve sméru
soutfadnych os x, y, z kartézské souradné soustavy. Ze vztaht

a = am~f+ay~j+az-lg,
b = by-i+by-j+b.-k
vyplyva
G-b=(ag i+ay j+a.-k)-(by-i+b,-j+b, k)=
g by 7T+ ap-by-T-j+ay-b,-i-k+
ay~b$-f-z+ay-by-;~;+ay b, EJ—F
az-bx-lg-;jtaz-by-/g j+az szE
Jednotkové vektory jsou navzajem kolmé, tedy plati: ;j =ik = ; k= 0.

Dosadime-li tento vztah do pfedchozi rovnosti, ziskdme vztah pro skaldrni soucin
vektort d@ = (ay, ay, a.), b = (by, by, b,) v prostoru v zavislosti na jejich soufadnicich.

@-b=a, b, +a, b, +a,-b.| (3.24)
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Pro jednotkové vektory déle platii-i=7j-j =k -k = 1, tj. m = m = ]l;] =1.

Kontrola 10: Jsou dany velikosti vektorit |&] = 3, |d| = 4. Jaky thel tyto vektory sviraji,
jestlize pro jejich skalarni soucin plati:

a) @-d=0,
b) @ d=12,
¢) @-d=—127

Piiklad 3.6 Jaky thel sviraji vektory @ =3-7—4-J, b=-2-i4+3-kv prostoru?

Reseni: Vyuzijeme dvojiho zpisobu vypoctu skalarniho soucinu @ - b:

a) Ur¢ime nejdiive skalarni soucin vektori a-b danych soufadnicemi @ = (3, —4,0),

b=(—2,0,3):

@-b=3-(-2)—4-0+0-3=—6

b) V dalsim krolm uréime velikost vektord @ a b danych soufadnicemi
a=(3,—-4,0),b=(-2,0,3) dle 3.18:
@] = /32 + (—4)2+02 =25 =5
bl = (=22 + (0) + 3 = V13

Vysledné hodnoty pak dosadime do vztahu 3.22 a ziskame:

@-b=|d-|bl-cosp=5-v13-cosy

c) Platia- b = —6. Dosazenim do rovnosti viz vySe dostavame —6 = 5-1/13-cos ¢,
tj.

—6
= arccos
£ (5 -v13

Vektory da, l;svira,ji thel 1,91 rad, coz je 109, 44°.

) = arccos(—0,3328) = 1,91 rad = 109, 44°

Poznamka 3.2 Pod thlem, ktery vektory sviraji, mame vZzdy na mysli mensi z Ghla o,
Y (viz obrazek 3.79). Kalkulacka vzdy pro funkci arccos nalezne mensi z hodnot, nebot

vybira hodnoty z intervalu (0, 180°), tj. z (0, ).
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Obr. 3.79: Vektory d, gsviraji uhel ¢.

3.6.2 Vektorovy souéin vektoru

Seznamili jsme se v pfedchozim textu se skaldrnim soucinem dvou vektort - pravidlem,
které kazdym dvéma vektorim priradilo ¢islo (skalar). Nyni zavedeme vektorovy souéin,
ktery kazdym dvéma vektortim v prostoru priradi opét vektor v prostoru. Vektorovy soucin
zavedeme pomoci geometrickych vlastnosti a pozdéji si ukdzeme, jak se jeho souradnice
vypocitaji ze soutadnic uvazovanych vektort.

Vektorovy soucin dvou vektort, které lezi na jedné primce, je nulovy vektor. Vektorovy
soucin dvou vektorti «, ¢ nelezicich na jedné p¥imce je vektor , ktery mé nasledujici
vlastnosti:

1. vektor « je kolmy k obéma vektorum u, v,
2. vektory u, U, W tvori pravotocivou bazi,

3. |W| = |u] - |¥] - sina, kde « je thel vektori «, U. Vektorovy soucin «w vektoru @, U
znacime W = U X .

Vyse uvedena definice vektorového soucinu je uvedena z pohledu matematického. Nasle-
dujici motivujici pfipad vysvétli tento pojem z fyzikalniho hlediska.

v otacen”
) ver
e xeol”

Obr. 3.80: Sila F piisobi v roving dveri.

Uvazujme téleso, které se otaci kolem své osy - naptiklad dvere, které se otaci kolem
svych panti. Dvefe jsou oteviené a chceme je zaviit, viz obrazek 3.80. PoloZme si nasle-
dujici otazku: ”Co se stane, pokud budeme do dveri pisobit silou F pfimo smérem k ose
otaceni, tj. sila F bude pusobit v roviné dveri?” Odpovéd se v tomto pripadé jevi zfejma:
nestane se nic, a¢ ptisobime smérem k ose otaceni silou hodné velkou. Jinymi slovy, dvete
se nepohnou, nebot schopnost sily F' dvefmi otocit (= moment sily vzhledem k otaceni)
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Obr. 3.81: Sila F' ptsobi mimo rovinu dveri.

je nulova. Aby doslo k pootoceni dveri, musi sila F pusobit nikoli smérem k ose otaceni,
ale mimo rovinu dveri.

Uvazujme situaci na obrazku 3.81. Sila dana vektorem F pusobi rovnobézneé s podlahou
(tj. v roviné p, ktera je kolmé na osu otéceni) na dvefe mimo smér osy otéceni. Silu F
uvazujeme jako vyslednici sou¢tu dvou sil danych vektory @, g, kde

o vektor b reprezentuje silu pusobici v roviné p smérem k ose otaceni, tj. v roviné dveri
(vektor bj je pravouhlym prumetem sily F do sméru kolmého na osu otadeni v roving

dvefi); otacivy moment sily b je nulovy,

e vektor @ reprezentuje silu ptisobici v roviné p, ktery je kolmy na vektor b; sila dana
vektorem d dava dveérim nejvétsi otacivy moment.

Z obrazku 3.81 je navic ziejmé, ze |d| = \ﬁ | - sin o, coz vyplyva z pravotuhlého troji-

helnika PQR v némz orientované usecky P(Q), resp. PR, resp. QR reprezentuji vektory
sil b resp. F resp. @ a « je uhel pfi vrcholu P, ktery sviraji vektory sil b F.
Nasledujici text sméfuje k formulaci momentu sily vzhledem k ose otaceni. Vyjdéme
z obrazku 3.82, na kterém je vyobrazen bod P, ktery se volné otaci v roviné p kolem pevné
osy kolmé k roviné p. Na bod P ptisobi v roviné p sila F'. Rovina p protina osu otaceni
v bodé S. Vektor s poc¢atecnim bodem S a koncovym bodem P oznacime T Vektory ra
F sviraji thel o. Uvazujme déle vektor sily F jako soucet dvou vektori a a b Vv roving p,
kde b je kolmy praumét vektoru F' do sméru vektoru 7 (tzv. radidlni slozka sily F ) a vektor
a je kolmy na vektor b (tzv. tecna slozka sily F , kterd zptsobi otaceni bodu P okolo
osy). Schopnost sily F otécet bodem P zavisi na velikosti tecné slozky sily ﬁ, ale i na
vzdalenosti bodu P od bodu S. Vektorova veli¢ina, ktera bere oba tyto vlivy v tivahu se
nazjva moment sily M vzhledem k ose otéceni. Velikost momentu sily |M| definujeme
vztahem:

M| = |- @] = |- |F| - sinal, (3.25)

kde |@| = |F| - sinc. Zéroveii plati, Ze &m je v&tsi vzdalenost bodu P od osy otacent,
tim je vétsi i moment sily M (z toho divodu se klika dvefi umistuje co nejdéle od osy
otaceni).
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Obr. 3.82: Moment sily M.

Umistime-li vektory 7, @ do stejného poc¢atecniho bodu P (obrazek 3.83), mizeme psat
|M| =[] |F][-sineg,

kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory 7, F.

Obr. 3.83: Vektory 7, F sviraji thel .

Poznamka 3.3 V nésledujicim textu uvedeme dilezité pravidlo:

smér vektoru M je rovnobézny s osou otaceni a je orientovan tak,

aby vektory 7, ﬁ, M tvorily tzv. pravotocivy systém.

V tomto pripadé zalezi na poradi vektoru 7, ﬁ, M, jejichz pocatecni bod je bod P,
viz obrazek 3.84. Divame-li se z koncového bodu vektoru M , musime pozorovat otaceni
od 1. vektoru (7) k 2. vektoru (F) v kladném smyslu.

Zjednodusené teceno, pokud se osa otaci v kladném, resp. zaporném smyslu, vektor
M smeéruje nahoru, resp. dol.

Definici momentu sily vzhledem k ose otaceni z 3.25 lze zapsat i ve tvaru vektorového
soucinu:

—

M=7xF. (3.26)

Smér momentu sily jako vektorové veli¢iny je podle 3.26 kolmy k roviné vektord 7, F.
Jeho velikost je dana vztahem 3.25 a orientaci urcuje pravidlo pravé ruky.
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=i

Obr. 3.84: Vektory 7, F , M tvoii pravotoCivy systém.

e 7 vyse uvedeného je patrno, ze vektorovy soucin vektord u, v zalezi na jejich poradi.
Sipky na obrazku 3.85 a 3.86 ukazuji smér ota¢eni od prvniho vektoru ke druhému.

Vg

A
e
B
y AL
> -
—p - ag o
A it
Y
Obr. 3.85: Otoceni vektoru v smérem k Obr. 3.86: Otoceni vektoru v smérem k
vektoru wv. vektoru w.

Zaménime-li poradi vektort ve vektorovém soucinu, velikost vysledku ztistava stejna,
ale zméni se smér vysledného vektoru. Na rozdil od skalarniho souc¢inu dvou vektori
neplati pro vektorovy soucin dvou vektort tzv. komutativni zédkon, tedy

UXU#U XU
A obecné plati:
UXU=—uX 1.
e Vypocet vektorového soucinu u x v, jsou-li vektory w, v trojrozmérného prostoru zadany

v kartézské soufadné soustavé soufadnicemi @ = (ug,uq,us), v = (v1,v2,03), je
nasledujici:
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17k
UXU=|u wuy us
V1 Vg Vs

Vyrazu na pravé strané rovnosti se obecné ¥ika determinant ¥fadu n (v nasem pii-
padé se determinant sklada ze tii fadkt a t¥i sloupct, hovorime tedy o determinantu
fadu 3). V tuto chvili se nebudeme zabyvat samotnym pojmem determinantu a jeho
vyuziti, uvedeme si vSak pravidlo pro vypocet determinantu 3. fadu, tzv. Sarusovo

pravidlo:
ay Gz as
bl bg bg :a1-b2-63+a2~bg~01+a3'b1-02—a3'b2~01—a1~b3~02—a2-bl~63.
C1 Co C3

Sarusovo pravidlo pouzijeme pro vypocet vektorového soucinu vektort
U = (uy, ug,us), = (v1,vs,v3):

i ]k
UXU = U1 U Us :i'Ug'U3+j'U3'Ul+k'U1'1)2—1)1'Ug'k—’l}g'U3'i—Ug'u1'j.
U1 V2 Us

Na pravé strané rovnosti vytkneme jednotkové vektory a ziskame

- - - — -

Z"UQ'U3+j'U3'Ul+kJ'U1'Ug—Ul'Ug'l{?—’l}g'U,g'i—Ug'Ul'j:

Z~(u2-vg—v2~u3)+5-(u3~v1—vg'u1)+/;:"(ul'vg—vyuQ).

Je potieba si zde uvédomit, ze ziskané hodnoty v zavorkach z predchoziho vztahu,
tj. ug - v3 — Vg - ugz, Uz -V — V3 - U, U+ Vg — V1 - Us, jsOu realnd cisla. Do posledné
uvedeného vztahu dosadime za jednotkové vektory jejich souradnice i = (1,0,0),
j= (0,1,0), k= (0,0,1) a ziskdvame:

-

z-(u2-vg—vg-u3)+j-(u3-vl—vg-u1)+/2-(u1-vg—v1-u2):
(1,0,0)-(u2-03—v2~U3)+(0,1,0)'(u3-U1—vg-u1)+(0,0,1)-(u1~v2—U1'u2):

(U2'U3—U2'U3,U3'U1—Us'ul,ul'?}z—ﬂl'U2)-

Nyni jesté shrneme vsSechny ptfedchozi poznatky do vztahu:

i j ok
UXU=|u wuy us :(U2'U3—U2'U37U3'U1—U3'U17U1'U2—U1‘U2) (3-27)
V1 Vg Vs
Kontrola 11: Jsou dény vektory ¢, d, kde el = 3, | ﬁ\ = 4. Jaky thel sviraji vektory ¢,

d, je-li déno
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a) éxd=a,

b) |&x d| = 12.

Priklad 3.7 Na obrazku 3.87 je dana kartézska soufadna soustava s navzajem kolmymi
osami z, ¥y, z, které reprezentuji jednotkové vektory ¢, j, k. V roviné dané osami x a y je
dén vektor @, ktery s kladnym smérem osy x svird uhel 250° a |@| = 18 jednotek. Déle je

dan vektor g, ktery je nasobkem jednotkového vektoru k reprezentujiciho osu z a |g| =12
jednotek. Vypoctéte

a) @b,
b) @x b.
2
‘—;»
b C
o e
s (*%
/7
s i d
’ -
o 160° /
X
Obr. 3.87: Ilustrace k prikladu 3.7.
Reseni:

a) Vzhledem k tomu, Ze vektory @ a b jsou kolmé, plati a - b=0.
b) Oznaéme @ x b = & Musi platit
& = |d| - |b] - sin90° = 18 - 12 - 1 = 216 jednotek.

Vektor ¢ musi byt kolmy na rovinu urcenou vektory a, b (zejména b1l ¢, tj. vektor

¢ bude lezet v roviné urcené osami z, y a svirat s kladnym smérem osy x thel o 90°
mensi nez svird vektor a.

Pro odlisny zpiisob vypoctu vyuzijeme souradnic:
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a, = |d| - cos250° = 18 - (-0, 342) = —6, 156,
a, = |d| - sin250° = 18 - (—0,939) = —16, 914,
a, =0 ... vektor @ totiz lezi v roviné urcené osami x, y =
@ = (—6,156; —16,914;0), b = (0,0, 12).
Pak

a) @-b=—6,156-0—16,914-0+0-12=0

b)
} i ik }
ixb=|—6,156 —16,914 0 |=—i-12-—16,9144+6+6—G—3—j-12-(—6,156) =
0 0 12

(12 16,914;12 - 6,156;0) = (202, 968; 78, 72; 0)

iklad 3.8 Urcete vektorovy soucin ¢ = a x b vektort a, bv prostoru, kde @ = 3- 5—4-5,
= —2.1+3-k

S P-U
<

ReSeni: @ = (3,-4,0), b= (—2,0,3), tj.

c=dxb=|3 -4 0|=-12i+0+0—-8-k—0—-9-5=(-12;-9;-38).
-2 0 3
Jiny mozny zptsob zapisu je ¢ = —12-5—9-;—8-%.

3.7 Otazky k opakovani kapitoly 3

Otazka 3.1 Jaky je rozdil mezi vektorem a skaldrem?

Otazka 3.2 Uvedte priklady vektorovych a skaldrnich velicin.

Otazka 3.3 Jak lze graficky secist vektory d, b?

Otazka 3.4 Jaky je princip komutativniho zdkona pro sc¢itdni vektori? 3.3
Otazka 3.5 Jaky je princip asociativniho zdkona pro sc¢itdni vektori? 3.4
Otazka 3.6 Jak lze graficky provést odcitdni vektori a — b?

Otazka 3.7 Jak lze graficky vyndsobit vektor d skaldrem s?

Otazka 3.8 Jak se spocitd prdace potiebnd na posunuti skriné podél steny? 3.8

Otazka 3.9 Vyjddrete prdaci z predchozi ulohy, pokud F svird se sténou thel . 3.9
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Otazka 3.10

Otazka 3.11
mire).

Otazka 3.12
Otazka 3.13
Otazka 3.14
Otazka 3.15
Otazka 3.16

Otazka 3.17
zek,...).

Otazka 3.18
Otazka 3.19

Otazka 3.20
zek,...).

Otazka 3.21
Otazka 3.22

Otazka 3.23
zek,...).

Otazka 3.24
Otazka 3.25

Otazka 3.26
zek,...).

Otazka 3.27
(5.16)

Otazka 3.28
Otazka 3.29

Otazka 3.30

Co je to kartézska soustava souradnic v roviné, resp. v prostoru?

Uvedte rozsitenou definici funkci sinx, cosx (v whlové nebo obloukové

Co je to plny a primy uhel? Jakou ma velikost v whlové © v obloukové mire?
Co je jednotkou stupriové, resp. obloukové miry?

Jak lze prevést stupné na radidny a naopak? (3.10)

Nakreslete graf funkce sin x.

Uvedte nékteré vlastnosti funkce sinx (D(f), H(f), sin(—x),...).

Uvedte vlastnosti inverzniho procesu funkce arcsiny (D(f), H(f), obrd-
Nakreslete graf funkce cosx.

Uvedte nékteré vlastnosti funkce cosx (D(f), H(f), cos(—x),...).

Uvedte vlastnosti inverzniho procesu funkce arccosy (D(f), H(f), obrd-
Nakreslete graf funkce tg x.

Uvedte nékteré vlastnosti funkce tg x (D(f), H(f), tg (—x),...).

Uvedte vlastnosti inverzniho procesu funkce arctgy (D(f), H(f), obrd-

Nakreslete graf funkce cotg x.
Uvedte nékteré vlastnosti funkce cotg x (D(f), H(f), cotg (—x),...).

Uvedte vlastnosti inverzniho procesu funkce arccotgy (D(f), H(f), obrd-

Jakym zpusobem definujeme souradnice vektoru v dané€ kartézské soustavé?

Co jsou to jednotkové vektory i, f, k?
Jak se pocitd velikost vektoru d = (a1, az,a3)? (3.18)

Jak provedeme algebraicky scitdni dvou vektori d, b?
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Otazka 3.31 Jak provedeme algebraicky ndsobeni vektoru a skaldrem t € R?

Otazka 3.32 Jak definujeme skaldrni soucin vektori d, b (pomoct uhlu @, ktery vektory
a, b sviraji)? (3.22)

Otazka 3.33 Jak lze urcit prdaci pri posunuti skriné pomoci skaldrniho soucinu vektori

a, b? (3.23)
Otazka 3.34 Je skaldrni soucin vektori d, b komutationd operace?

Otazka 3.35 Jak lze spocitat skaldrni soucin vektori a, l;, jsou - li zaddny jejich sourad-
mce, t] a= (CLl, as, CL3), b= (bl, bg, bg) ? (324)

Otazka 3.36 Jak lze urcit uhel, ktery sviraji vektory a, b?

Otazka 3.37 Jak lze urcit moment sily F vzhledem k ose otdceni?

Otazka 3.38 Jak definujeme vektorovy soucin vektori i, v'?¢

Otazka 3.39 Je vektorovy soucin vektori i, v komutativni operaci?
Otazka 3.40 Jak vypocteme determinant 3. fadu pomoci Sarusova pravidla?
Otazka 3.41 Odvodte vektorovy soucin i x v. (3.27)

Otazka 3.42 Jak lze urcit moment sily pomoct vektorového soucinu?
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4 Dvojrozmérny a trojrozmérny pohyb

Jeden z cirkusovych kouski rodiny Zacchiniovych spocival v tom, Ze se jeden z nich nechal
vystrelit z déla, preletél tii ruskd kola v zabavnim parku a piekonal vzdalenost 68,6 m.
Nabizi se otazka, jak mohl Emanuel Zacchini védét,

- ze dosahne takové vysky, aby ruska kola preletél?

- kam umistit zachrannou sit?

4.1 Dvojrozmérny a trojrozmérny pohyb

V kapitole 2 jsme se zabyvali popisem pfimocarého pohybu - nyni rozsitime tyto tvahy
se pohybu castice tykaji, jsou: poloha, rychlost a zrychleni. Tyto pojmy prevezmeme z
kapitoly 2, ovSem pro jejich rozsiteni ve vicerozmérnych prostorech vyuzijeme vektorové
algebry z kapitoly 3, ktera je umoznuje prehledné popsat.

4.2 Poloha a posunuti

P¥i pohybu hmotného bodu (¢astice) po pfimce jsme vyuzivali pro popis jeho polohy v
Case t funkei z(t). Polohu hmotného bodu pii obecném pohybu v prostoru popisujeme jeho
polohovym vektorem 7, ktery spojuje pfedem zvoleny vztazny bod (obvykle pocatek
soufadné soustavy) s timto hmotnym bodem. V kartézské souradné soustavé pak vektor
T’ zapisujeme ve tvaru

7= zi 4+ yj + 2k,

kde a1, yj', 2k jsou kolmé primeéty vektoru 7 do soutadnych os a hodnoty x, y, z jsou
jeho souradnice. Koeficienty z, y, z tedy udavaji polohu hmotného bodu vzhledem ke
zvolené soufadné soustavé zadané pocatkem a soufadnymi osami. Rekneme také, Ze ¢astice
nachéazejici se v urcitém case v bodé P ma kartézské soutfadnice x, y, z a zapisujeme
P =[z,y,z].

P¥i pohybu hmotného bodu po trajektorii (= draze) se v ¢ase méni i jeho polohovy
vektor 7. Koncovy bod vektoru 7 se pohybuje spolu s hmotnym bodem a pocatecni bod
splyva trvale s pocatkem soustavy soufadnic. Za tcelem popisu pohybu hmotného bodu
zavedeme vektorovou funkci 7(¢) jako polohu hmotného bodu v ¢ase t, ktera zarovern udava
polohu hmotného bodu vzhledem k pocatku soustavy soutradnic.

Oznacme

(t) = (2(t),y(1), (1)) | (4.1)

Protoze poloha hmotného bodu se s ¢asem ¢ méni, jednotlivé souradnice x(t), y(t), z(t)
vektoru 7(t) se také méni. Hodnoty x(t), y(t), z(t) polohového vektoru jsou tedy funkcemi
¢asu a polohovy vektor 7 = 7(t) je vektorovou funkci ¢asu. Na obrazku 4.88 je ¢astice v
Case tg v bodé P = [-3,2,5], tedy 7(ty) = (—3,2,5). Oproti kapitole 2 budeme hmotny
bod popisovat pomoci tii funkei z(t), y(t), z(t) proménné t.
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Obr. 4.88: Céstice v &ase ty v bodé P.

Vektor polohy 7(t) se také nazyva pruvodi¢ (z anglického radius = polomér kulové
plochy se stfedem v pocéatku, na niz lezi dany bod). Priivodi¢ tedy spojuje pohybujici se
castici s pocatkem soustavy soutradnic.

Je-li poloha hmotného bodu v okamziku ¢; déna pruvodicem #(¢t;) = (x1,y1,21) a v
nésledujicim okamziku ¢ ddna privodicem 7(t2) = (22, Y2, 22) , je posunuti A7 hmotného
bodu v ¢asovém intervalu t; — ¢; dano rozdilem

AF = (ts) — (1) | (4.2)

Dosazenim souradnic jednotlivych privodic¢i do vztahu 4.2 dostavame

AT = (z2 — T1,Y2 — Y1, 22 — 21) | (4.3)

Tedy i posunuti v prostoru je vektorovou velicinou. V souladu s kapitolou 2 budeme
oznacovat

Ax = x9 — 17,
Ay =yz =y,
Nz = 29 — 21,
At =ty — ty, tedy AT = (Az, Ay, Nz).

Priklad 4.1 Urcete posunuti ¢astice v Casovém intervalu od t; do to, je-li pocatecni
poloha ¢astice dana polohovym vektorem

r(t)=—3-1+2-1+5-Fk,
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a koncova poloha ¢astice je dana polohovym vektorem
r(ty) =9-i+2-i+8-k

Reseni: Zapiseme vektory r(zl) a 7"(52) pomoci soufadnic 7"(51) = (-3,2,5), r(zg) =
(9,2,8). Pak podle vztahu 4.3

AF=(9—(-3),2-2,8-5) = (12,0,3).

Situace je znazornéna na obrazku 4.89, z néhoz je patrno, ze vektor A7 nezobrazuje
skute¢nou trajektorii, pouze informuje o posunuti ¢astice z bodu P, do P;. Pojem
posunuti je pfirozeny: vektor posunuti A7 méa pocateéni bod P; (poloha ¢astice v
okamziku ¢1) a koncovy bod P, (poloha ¢astice v okamziku ¢5).

Obr. 4.89: Posunuti A7 spojuje koncové body vektori 7“(;1) a 7“(22).

Primka prochézejici body P; a P je dana smérovym vektorem A7 a je rovnobézna se
soufadnicovou rovinou zz (y - ova soufadnice vektoru A7 je rovna 0).

Kontrola 12:
a) Netopyr vyletél z mista daného bodem o soutadnicich P, = [—2,4,—3] a po
chvili usedl v misté daném bodem o soufadnicich P, = [6, —2, —3]. Vyjadfete
vektor A7 pomoci jednotkovych vektort 7, 7, k.

b) Zjistéte, zda pfimka dand smérovym vektorem A7 je rovnobéznd s nékterou
soufadnicovou rovinou nebo osou.
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4.3 Prumérna a okamzita rychlost

Pfi pfimocarém pohybu (jednorozmérném pripadé) jsme definovali praumérnou rychlost
castice vztahem 2.2:

Ax_xg—xl
At ty—ty

v =

V pripadé pohybu v trojrozmérném prostoru ziskame vztah podobny.
Erﬁmérnou rychlost ¢astice v Gasovém intervalu (tq,ts), kde t1 # to, At = to—t;, oznacme

U; Castici v ¢asovém intervalu (tq,ts) prislusi vektor posunuti A7. Primérnou rychlost
castice pak urc¢ime ze vztahu
=S _ A7

Protoze posunuti je vektorova veli¢ina, i pramérna rychlost je vektorova velic¢ina.
Dosadime-li do vztahu 4.4 soufadnice vektoru A7 = (x9 — x1, ya — Y1, 22 — 21), ziskdvame

5:ﬁ'(952—$1,3/2—1/1,Z2—Zl) . (4.5)

e Ve vztazich 4.4 a 4.5 se jedna o nasobeni vektoru redlnym ¢islem (= skaldrem), vysled-
kem je tedy vektor o, jehoz soutadnice jsou dany vztahem:

T2 —T1 Y2 — Y1 22 — 21\ 15
t2-t17t2—t17t2—t1 .

<l

1
ta—t1

vektor priamérné rychlosti ¢ je kladnym nésobkem (Efesnéji skalarnim nasobkem)
vektoru posunuti Ar. To znamend, ze oba vektory ¢ a A7 maji stejny smér, viz
obrazek 4.90.

e Ze vztaht 4.4 a 4.5 lze vypozorovat, ze hodnota je vzdy kladnd (to > t1), tedy

A ekbori b
¢ tragek Lmzl'.':? e

-

10 x(e.) x(&) X

Obr. 4.90: Vektory ¥ a A7 maji stejny smér.

Uvazujme nasledujici situaci:

P, je bod zachycujici polohu ¢astice v roviné xy v okamziku t; = 1,
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P5 je bod zachycujici polohu ¢astice v roviné xy v okamziku t5 = 5.

Z uvedeného vyplyva, ze At =ty — t; = 4, tedy

<yl
—

= L . AF=1.AF

5—1 4

tj. vektor primérné rychlosti v ma stejny smér jako vektor posunuti Ar, ale je

" ¢tytikrat krat$i” (vektor A7 je étyindsobkem vektoru 7).

e 7 obrazku 4.90 je dale patrno, Ze stejné jako v pripadé primocarého pohybu zde mizeme
uvazovat primku p prochazejici body P;, P», ktera je secnou grafu zachycujiciho tra-
jektorii pohybu castice. Tato skute¢nost nam muiize pripomenout situaci ptimocarého
pohybu, kdy se¢na protinala graf funkce polohy z(t) v zavislosti na ¢ase t (kralik se
pohyboval po soufadné ose z). Podobné vektor priimérné rychlosti 7 ma smér secny
grafu urcujiciho trajektorii pohybu castice.

Analogicky jako u primocarého pohybu ¢astice budeme zkracovat ¢asovy interval
At. Pti poklesu délky ¢asovéhi intervalu At k nule si miizeme vSsimnout néasledujiciho
chovani vektort charakterizujicich pohyb ¢astice: vektor 75 se priblizuje k vektoru
71 a A7 vektoru nulovému a smér vektoru A7 a s nim i smér pramérné rychlosti
se sklanéji ke sméru te¢ny k trajektorii v bodé P, a koneéné primérné rychlost o
se blizi k okamzité rychlosti 7. Pro At — 0 je ¢ — . Vektor okamzité rychlosti @
je tedy tecny k trajektorii v bodé P;. Popsana situace je vyobrazena na obrazcich
4.91 a 4.92. Okamzita rychlost ¢astice ¥ ma vzdy smér tecny k trajektorii, pricemz

plati:
- AT dF
U=limpa0 77 = G (4.6)
N :j/ = teénas
g;, : Vs Erajaliger.
f;;,%rm?,? g
a7 — ’P’I
> ? 1
— ?1 2 e
f 1 r
va Cali
0 x” 0 x

Obr. 4.91: Se¢na trajektorie v bodech Obr. 4.92: Tecna trajektorie v bodé P;.
Py, P

Okamzita rychlost v je tedy stejné jako u pfimocarého pohybu derivaci polohy ¢éas-
tice podle ¢asu. Protoze 7(t) je polohovy vektor, i okamzita rychlost ¥(t) je vektor
urceny



Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 92

- smérem, tj. udava, v jakém sméru se castice v.daném okamziku pohybuje,

- velikosti, tj. udava rychlost pohybu castice.

Vektor okamzité rychlosti () ma smér teény k trajektorii 7(¢) v okamziku t¢.
Oznac¢me soufadnice vektoru (¢):

U(t) = (va(t), vy (1), v=(1)) | (4.7)
Ze vztahu 4.6 dostavame pro 7(t) = (z(t),y(t), z(t)) nasledujici rovnost:

a(t) = %@(t),y(t)’ (0 = (dzit)7 dgil(tt)’ dil(tt)>’

¢ili plati

dx d dz
Ux(t) = dgt)avy(t) - %7”2’@) = d(tt) . (48)

Soufadnice vektoru okamzité rychlosti dostaneme derivaci soufadnic polohového
vektoru 7(t).

e Vrafme se k obrazkim 4.91 a 4.92. V roviné xy maji vektory polohy 7(¢) a okamzité
rychlosti ¢(¢) dvé soufadnice:

r(t) = (x(t), y(1)),
U(t) = (va(t), vy(1)).

Jak bylo naznaceno v kapitole 3, soufadnice v,(t) a v,(t) vektoru ¢(¢) maji také
sviyj geometricky vyznam. Vektor okamzité rychlosti () ¢astice urcené bodem P
lze totiz zapsat jako soucet nasobktl jednotkovych vektorti, tj. lze jej zapsat jako
rozklad do slozek v,(t) - 7, v,(t) - J:

T(t) = vp(t) i 4+ vy(t) - 7 = va(t) - (1,0) +v,(t) - (0, 1).

S ohledem na vyse uvedeny vztah zavedeme terminologii, kterou budeme v dalsim
textu pouzivat:

- redlné hodnoty v, resp. v, jsou x-ov, resp. y-ova soufadnice vektoru v,
- vektory v, - i, resp. v, - j jsou z-ova, resp. y-ova slozka vektoru ¢’ (= vektor),

- vektor 7 = v, - i + Uy . 7 lze zapsat jako soucet dvou slozek (= vektorit).

Na obrazku 4.93 je zakreslena rychlost castice P a jeji rozklad do slozek.
Upozornéni: Nékdy se pojem slozky a souradnice zaménuje, vyznam téchto pojmu
je vsak rozdilny.

Kontrola 13: Céstice se pohybuje po kruznici

a) ve sméru otaceni hodinovych rudicek,
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Obr. 4.93:

Obr. 4.94: Pohyb po kruznici.

b) proti sméru otaceni hodinovych rucicek.

V jistém okamziku m4 ¢éastice rychlost o = (2 ms™, —2 ms™!). Urcete, ve kterém
bodé na kruznici k na obrazku 4.94 se c¢astice v daném okamziku nachazi.

Na tomto misté bude uziteéné se zminit o tzv. parametrickém a obecném vyjad-
feni pfimky v roviné. V kapitole 2 jsme se seznamili se smérnicovym tvarem primky
p:x =a-t+bvroviné s proménnymi ¢, x, kde a,b € R, viz obrazek 4.95. V roviné s
proménnymi x, y uvazujeme tvar ptimky p:y =a-x + b, kde a,b € R, viz obrazek 4.96.

Parametrické vyjadieni piimky v roviné

Vime, ze kazdé dva rtzné body A, B jednozna¢né urcuji pfimku, kterou oznac¢ime
p. Piimka p je rovnéz jednozna¢né uréena jedinym svym bodem A = [aq, as)a vektorem
it = B— A = AB, ktery nazyvame smérovy vektor pfimky p, viz obrazek 4.97. Rovnice

X=A+t -4,

kde t € R a bod X je libovolny bod lezici na pfimce p, se nazyva parametrické vyjadieni
primky p urcené bodem A a smérovym vektorem «. Proménna t se nazyva parametr.
Uvazujme soufadnice vektoru @ = (uy, uy). Parametrické vyjadieni soutadnic bodu X =
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A
o x=at

~ r\ a- ﬁgoc

Obr. 4.96: Pfimka dana smérnicovym

Obr. 4.95: Pfimka dana smérnicovym
tvarem y = a -z + b.

tvarem x = a -t + b.

[z, y] € p je nasledujici:

T=a1+1T -u,y=as+1t-u

Smeérovy vektor ptimky p lze uvazovat libovolny nenulovy nasobek vektoru «. Z uvedeného
vyplyva, ze pro jednu piimku existuje vice navzajem rtiznych parametrickych vyjadreni.

P
| = X=Lxyl

A

Obr. 4.97: Piimka p dand bodem A a smérovym vektorem

K dané pfimce p existuje jeji jednoznacné vyjadieni ve smérnicovém tvaru, napr.
p:y = 2x — 5. Parametrickych vyjadfeni piimky p, kterd prochazi soucasné body A, B,
C, D vsak existuje nekonecné mnoho. Z obrazku 4.98 jich lze ur¢it hned nékolik:

a) body A = [0,—5] a B = [1, —3| urCuji pfimku p. Pfimka p je rovnéz uréena bodem
A = [0,-5] a vektorem AB = (1 —0,—3 4+ 5) = (1,2). Parametrické vyjadieni
primky p pak ziskdme ve tvaru

r = 0+¢-1,
—5+1t-2,

kde t € R.
b) body A =[0,—5] a C' = [2, —1] rovnéZz uréuji pfimku p. Pfimka p je tedy také urcena
bodem A = [0, —5] a vektorem AC' = (2—0, —1+5) = (2,4). Parametrické vyjadieni
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=1

Obr. 4.98: Primka p prochéazejici soucasné body A, B, C, D.

primky p pak ziskdme ve tvaru

r = 1+1t-2,
= —3+t-4,

kde t € R.

Smeérové vektory AB a AC primky p v rliznych parametrickych vyjadienich piimky
p se lisl o nasobek, v nasem pripadé¢ AC =2 - AB.

Obecné vyjadreni ptimky v roviné

Ptrimku p mizeme také urcit jednim bodem P a nenulovym vektorem 77, ktery je kolmy
ke smérovému vektoru @ pfimky p, tj. 7 L 4. Vektor 7 = (a,b) nazyvime normalovy
vektor ptimky p (obrazek 4.99).

Obr. 4.99: Primka p a jeji normalovy vektor 7.
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Pro kazdé dva body X = [z,y] a P = [p1, ps] lezici na pfimce p plati, Ze vektory 7,
PX jsou kolmé, tj. jejich skalarni soucin lze zapsat:
i-PX =0
(a,0) - (x —p1,y —p2) =0
a-r—a-pr+b-y—b-py=0.

Oznacéime-li ¢ = —ap; — bpy, dostavame obecné vyjadieni neboli obecna rovnice
primky p:

ar+by+c=0|

7 obecného vyjadieni pfimky p je patrno, ze koeficienty a, b u neznamych x, y jsou zaroven
soufadnice normalového vektoru 7 primky p.

V nasledujicim textu popiseme zptisob, jakym se urci obecna rovnice primky p v roviné
prochézejici body A = [1,3], B = [-2,1].

1) uréime smérovy vektor @ pimky p: @ = AB = (=3, —2),

2) uréime normalovy vektor 7 pfimky p. Vime, Ze 7 - @ = 0 (pro rychlé urceni soufadnic
vektoru 77 zaménime poradi souradnic vektoru « a u libovolné z nich zménime zna-
ménko). Ziskdme 77 = (2, —3), tj. obecna rovnice ptimky p je tvaru 2z — 3y + ¢ = 0,

3) urcime konstantu ¢ z posledni rovnosti dosazenim soufadnic libovolného bodu pfimky
p do rovnice 2x — 3y + ¢ = 0. Uvazujme napiiklad bod A = [1, 3] € p. Dosadime-li
soufadnice bodu A do rovnice 2x — 3y + ¢ = 0 pfimky p, ziskdvame rovnost:

2.1-3-34+c=0=c=1,

tj. obecna rovnice pfimky p je dana vztahem p : 2x — 3y + 7 = 0. Obecna rovnice
primky p je vSak rovnéz dana vztahem p : 4x — 6y + 14 = 0. Z uvedeného vyplyva,
ze obecna rovnice libovolné primky p je urcena jednoznacné az na sviij nasobek.

4.4 Primérné a okamzité zrychleni

Podobné jako u pfimocarého pohybu budeme definovat pojmy primérné zrychleni a
okamzité zrychleni.

Predpokladejme, ze v priabéhu casového intervalu od ¢, do ¢ dojde ke zméné rychlosti
¢astice z v1 na v3. Podil

7 AU _ e

a= 77 =92, (4.9)
kde At = ty — t;, nazveme prumérnym zrychlenim v tomto c¢asovém intervalu.
Zavedeme-li soufadnice vektorit v7 = (V1y,V1y,V12) & U3 = (Vag,Vay,Va,), dostaneme

vyjadieni pramérného zrychleni

E = % = ﬁ . (ng — le,l)gy - Ulyﬂ}gz — Ulz) . (410)
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Pii prechodu At — 0 se praumérné zrychleni blizi svému limitnimu pripadu, takzvanému
okamzitému zrychleni a:

AT dp _ (dug(t) duy(t) dvs(t)
E_E_(dt7 fijt’ dt)' (4-11)

C_I: = hmAtHO

Tedy u obecného pohybu v prostoru jsou okamzité zrychleni i primérné zrychleni zastou-
peny vektory. Oznac¢ime-li u okamzitého zrychleni

a=(ag,ay,a;)|, (4.12)

z predchozich vztahi 4.11 a 4.12 plyne

dvg dv dv,
ax(t) = dt(t)>ay(t) = #aaz(t) = dt(t) . (4'13)

V nasledujicim textu zminime konkrétni pripady vektoru okamzitého zrychleni a jeho
rozkladu do slozek.

Priklad 4.2 Kralik vbéhl na parkovisté, kde si predtim hraly déti a nakreslily zde kiidou
dvé kolmé piimky (lze je povazovat za soufadné osy x, y). Okamzitd poloha kralika
vzhledem ke zvolené soustavé soufadnic dand vektorem 7(t) = (x(t),y(t)) je popséna
nasledujicim vztahem:

2(t) = —0,3142 + 7,2t + 28,
y(t) = 0,22t* — 9,1t + 30.
Cas t je méien v sekundach a soufadnice z(t), y(t) v metrech.
a) Urcete velikost a smér polohového vektoru 7(t) v okamziku t = 15 s,

b) urcete polohu kralika v okamzicich t = 0 s, 5 s, 10 s, 20 s a 25 s a schematicky
zakreslete jeho trajektorii.

Reseni:

a) Hodnotu t = 15 s dosadime do zadanych vztaht pro souradnice vektoru 7(t) a ziskdme
7(15) = (66, 25; —57). Odtud pak uré¢ime velikost vektoru 7(15), tj.

7(15)| = /66,252 + (—57)2 = 87,4 m.

Z pravouhlého trojuhelnika ABC, viz obrazek 4.100, ziskdme vztah pro vypocet
uhlu @ pfi vrcholu A:

_|BC| _ 57 _
tg 0 = 59 — 5T _ 0 g64.

Uhel 6 je vsak v zaporném smyslu vzhledem k ose z, tedy 6 = —40, 8°.
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Obr. 4.100: Smér polohového vektoru 7(t) v okamziku ¢ = 15 s.

Tabulka 4.4: Hodnoty ¢, z(t), y(t).

toa(t)  y()
0 28 30
5 56,25 -10
10 69 -39
15 66,25 -57
20 48 64
25 14,25 -60

20 MO TN OO £ }D

e

40 e e T

420

Obr. 4.101: Trajektorie pohybu kralika v zadanych ¢asovych okamzicich t.



99

b) Dosazenim zadanych ¢asovych okamzikt za t analogicky jako v pfipadé a) ziskdme
soutadnice vektoru 7(t). Tyto hodnoty jsou uvedené v tabulce 4.4:

Pro kazdy =ze =zadanych casovych okamzikti ¢ nalezneme koncové body
X = [z(t),y(t)] vektoru 7(t). Tyto ziskané koncové body uréuji pfibliznou
trajektorii pohybu kralika (obrazek 4.101).

Priklad 4.3 Urcete velikost a smér

a) vektoru rychlosti 7(¢) pohybu krélika z piikladu 4.2 v okamziku ¢ = 15 s.
b) vektoru zrychleni @(t) pohybu kralika z ptikladu 4.2 v okamziku ¢ = 15 s.
Reseni:

a) Podle vztahu 4.8 dostaneme soufadnice vektoru rychlosti 7(t) v zavislosti na parametu
t:

B0) = 0 = S atr), () = (20, 20

d d
= (@(—0, 31t + 7,2t + 28), E(O’ 22t% — 9,1t + 30)) =
= (—0,62-t+7,2;0,44 -t —9,1).

Pro ¢t = 15 mame

v(15) = (—0,62t +7,2;0,44t — 9,1) = (=2,1ms ", —2,5 ms ™),

tedy v,(15) = —2,1 ms™*, v,(15) = —2,5 ms~'. VySe uvedeny vysledek bychom
mohli interpretovat tak, Ze ve sméru osy x, resp. y je rychlost kralika —2,1 ms~!,
resp. —2,5 ms~1. Rychlost ¢ kralika v okamZiku ¢t = 15 s ma smér teény AB k
trajektorii v misté, kde se kralik pravé nachazi (v bodé A). Celou situaci interpretuje
obrazek 4.102, kde je rovnéz zakreslen vektor rychlosti v = AB v okamziku t = 15

s a jeho slozky.
Velikost thlu 6 vektoru 7(15) (smérovy vektor teény AB) od kladného sméru osy

urc¢ime jednim z nasledujicich dvou zptisobii:

(i) Pro thel 6 plati vztah

15 —-2,5

= =1,19
v:(15) =21 Y

tedy 6 = —130, 03°.
(ii) z pravotuhlého trojuhelnika ABC| viz obrazek 4.102, uréime nejprve thel ¢

|BC| 2,1
= arct —— = arctg — = 40,03°.
@ AyraT 855

Uhel 6 je v zaporném smyslu vzhledem k ose z, tj.

0 =-90° —p=-90° - 40,03° = —130,03°.



Fyzikalni motivace pro vyuku matematiky 100

Obr. 4.102: Vektor rychlosti v = AB v okamziku ¢t = 15 s a jeho rozklad na slozky.

Upozortiujeme zde na skutecnost, Ze soufadnice vektoru (15) maji jiné jednotky
(ms™') nez osy z, y (m).

Velikost vektoru ¢(15) uréime pomoci jeho soufadnic:

|U(15)] = \/(=2,1)2 + (—2,5)2 = 3,26 ms 1.

1

Krélik se tedy v okamziku ¢ = 15 pohybuje rychlosti 3,26 ms™ smérem 6 =

—130, 03° vzhledem k soutadnicové ose x.

b) Podle vztahu 4.11 pro vektor zrychleni d(t) plati:

d d d
= —i(t) = (= (—0,62t +7,2); — (0,44t — 9,1)) =
(1) = 0(6) = ((~0,62¢ +7,2); £:(0,44t 9,1)

= (—0,62 ms 20,44 ms™?),

ol

tedy a,(15) = —0,62 ms~2, v,(15) = 0,44 ms~2. VySe uvedeny vysledek bychom
mohli interpretovat tak, ze ve sméru osy x, resp. y je zrychleni —0, 62 ms~2, resp.
0,44 ms—2. Z vysledku vidime, 7e zrychleni @(t) nezévisi na case, je konstatntni pro
kazdé t. Celou situaci interpretuje obrazek 4.103.

(i) Smér zrychleni @ krélika v okamziku ¢t = 15 s je dan thlem 6, pro ktery plati:

0,44
B 22— 0,710,

tg 0= 2 — -
& T, 20,62

tedy 0 = 144, 64°.
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Obr. 4.103: Vektor zrychleni @ v okamziku t = 15 s.

(ii) Z pravothlého trojuhelnika ABC, viz obrézek 4.103 ur¢ime nejprve thel ¢:

AC 0, 62
© = arctg | ~ | = arctg —— = 54,64°.
| BC

0,44

Pak 0 = 90° + ¢ = 144, 64°.
Velikost vektoru @ urc¢ime snadno pomoci soutradnic:
@ = /(—0,62)2 + 0,442 = 0,76 ms 2.

Krélik mé4 pii svém pohybu konstatni zrychleni 0,76 ms™2 ve sméru 6 =
144, 64° vzhledem k soutadnicové ose x.

Kontrola 13: Nasledujici vztahy popisuji moznosti pohybu hokejového kotouce po le-
dové plose lezici v soufadnicové roviné zy (poloha kotoudce je zaddna v metrech):

V jednotlivych pripadech rozhodnéte, zda je néktera ze slozek vektoru zrychleni @
konstantni. Je v nékterém z nich konstantni vektor zrychleni a?

Piiklad 4.4 Castice se pohybuje v soufadnicové roviné xy s konstantnim zrychlenim
@ = (a,, a,). Vektor zrychleni @ ma velikost 3 ms™2 a svird s kladnym smérem osy z thel
0 = 130°. V okamziku ty = 0 se ¢astice pohybuje rychlosti vy = —2 - i+4- j (v metrech
za sekundu). Urcete
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a) vektor @ pomoci soufadnic a, a,,

b) rychlost &stice (t) v okamziku ¢ = 2 s vyjadiete pomoci jednotkovych vektorti 7, J,

c) urcete velikost a smér rychlosti ¢astice (t).

Reseni: Celou situaci interpretuje obrazek 4.104. Uréime nejdiive

a) - soufadnici a, vektoru a:
ay = |@|cosf =3 - cos130° = —1,92 ms 2,
- soufadnici a, vektoru a:

a, = |@sinf = 3 -sin 130° = 2,31 ms 2.

1t
N e
| 4=40"
y —» a’Y.]
. a
( 6‘-1300
i a,x A x

Obr. 4.104: Ilustrace k piikladu 4.4 a).

Soufadnice vektoru @ = (—1,92;2,31).

b) V kapitole 2 jsme Fesili analogické piiklady pro pohyb ¢éstice po pfimce. V nasem
pripadé se nyni sice jedna o pohyb v roving, ale ten lze rozlozit na pohyb ve sméru
osy = a na pohyb ve sméru osy y. Budeme vychazet ze vztahu 2.11

v(t)=vo+a-t
a vyuzijeme jej pro kazdou souradnici vektoru o' zvlast:

- Pohyb ¢astice ve sméru osy x prot =2 s:

V() = vop +ay - t
v.(2) = —2-1,92-2= 5,84 ms .
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- Pohyb castice ve sméru osy y prot = 2 s:

vy(t) = voy +ay - t
v,(2) =4+2,31-2=28,62ms .

Ziskali jsme tedy soufadnice rychlosti ¢astice ¥(t) pro t = 2 s ve smérech
soutadnych os z, y, tj. U(2) = —5,84 -7+ 8,62 - j.

¢) Pro urceni sméru rychlosti 7(2) vyuzijeme jednoho ze dvou zptisobi:
(i) Pro smér rychlosti ¥(2) plati

v, 8.62
o= = 02 gy
I Y , 498,

tedy 0 = 124, 12°.

(ii) s vyuzitim pravothlého trojuhelnika ABC' viz obréazek 4.105:

tg |BC| tg 5,84 tg 0,68 = 34,12°
= arc —— = arctg ——— = arctg 0,68 = 34, 12°.
7 AB| 8,62

Tedy 6 = 90° + ¢ = 90° + 34,12° = 124, 12°.

3B
¢ 2L,

: poy

; & ]

: N f
584 A

Obr. 4.105: Tlustrace k piikladu 4.4 ¢).

Velikost vektoru #(2) ziskdme ze vztahu: |3(2)] = /(—5,84)2 + 8,622 =
10,41 ms~!. Céstice se ve sméru thlu § = 124,12° pohybuje rychlosti
10,41 ms~1.

Kontrola 14: Poloha kulicky je zadéana vektorem #(t) = (4t> — 2t; 3). Cas je zadan v
sekundach, poloha v metrech. V jakych jednotkach jsou zadany koeficienty 4, -2, 37
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4.5 Otazky k opakovani kapitoly 4
Otazka 4.1 Jak se definuje poloha hmotného bodu v prostoru? (vztah 4.1)

Otazka 4.2 Co je to posunuti? (vztahy 4.2 a 4.3)

Otazka 4.3 Jak se definuje pramérna rychlost? (vztahy 4.4 a 4.5) Jaky je jeji geomet-
ricky vyznam vzhledem k trajektorii?

Otazka 4.4 Jaky je vztah mezi vektorem prumérné rychlosti a vektorem posunuti?

Otazka 4.5 Jak se definuje okamZita rychlost v prostoru? (vztahy 4.6, 4.7 a 4.8) Jaky je
jeji geometricky vyznam vzhledem k trajektorii?

Otazka 4.6 Uvedte priklad parametrického vyjadiend primky v roviné a vysvétlete vijznam
vsech konstant a proménnych v tomto vyjadrend.

Otazka 4.7 Parametrické vyjadreni primky v roviné neni uréeno jednoznacné - co musi
splnovat dvé ruznd parametrickd vyjddreni téze primky?

Otazka 4.8 Uvedte piiklad obecného vyjadreni primky v roviné a vysvétlete vyjznam vsech
koeficienti u promennych x, y.

Otazka 4.9 Najdéte obecné i parametricke vyjadreni primky v roviné zadané dveémi riz-
nyma body.

Otazka 4.10 Jak se definuje primérné a okamzité zrychleni? (vztahy 4.9, 4.11, /.12 a
4.13)

Otazka 4.11 Co je to kvadrant a jakym zpusobem kvadranty cislujeme?

Otazka 4.12 Jak najdeme tihel privodice uréeného bodem X = [z, y] podle toho, v jakém
kvadrantu se nachdzi?
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