
|edním z nebezpečnych ,,sport " je bungee-jumping (u 7l ektadu ,,zaražené
skákdnÍ"). Skokan, p ipoutany za kotnítc11 ke s7lecitílnímu pružnému lanu,

se urhó dolti z uelké ayšlq,uětšinou z aysoltych mostních konstrukcí.
NaPÍnající se lano zpťtsobí zbrzdění st emhlauého letu. Lze atibec zjistit, jaké

nejuětŠÍ hloublcy skokan dosóhne? Odpoaěď na tuto ottizku je pochopitelně
obecně zajímaud, pTo skokana rlšak naaíc žiuotně d težitá.

a,Zdkon za,cboucíní
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8.1 PoTENcIÁrNÍ ENERGIE

V kap. 7 jsme definovali kinetickou energii částice, resp. bo-
dového objektu a p esvědčili jsme se, že její zmény bez-
prost edně souvisejí se silami, jimiž na částici prisobí její
okolí. Změna kinetické energie částice je tottž rovna q -

sledné práci všech těchto sil. Uvědomili jsme si také, že
v p ípadě soustavy částic či tělesa, které nelze považo-
vat za bodov objekt, p ispěje ke změně kinetické energie
nejen práce sil, jimiž prisobí na částice soustavy její okolí,
ale i práce interakčních sil, jimiž na sebe částice soustavy
pťrsobí navzájem. V této kapitole se budeme problémem
práce těchto vnit ních sil zabyvat podrobněji a ukážeme,
že zajist ch podmínek lze pomocí ní definovat nov typ
energie soustal)y, tzv. potenciální energii En. Vzhledem
k její souvislosti s konfigurací soustavy (tj. uspo ádáním
částic) hovo íme někdy o energii konfigurační. Mění-li se
konfigurace soustavy, mění se i její potenciální (konfigu-
rační) energie.

Jedním z typri potenciální energie je tíhová, p ípadně*
gravitační potenciální energie, jež souvisí s konfigurací
soustavy částic, které na sebe pťrsobí tíhovymi (gravitač-
ními) silami. Když Vasilij Aleksejev zvedal nad hlavu
5621ibrovou činku, zvyšoval tím vzdáIenost mezi činkou
aZemí. Měnil takkonfiguraci soustavy činka lZemě a tím
i její tíhovou potenciální energii (obr.8.1).

Práce a potenciální energie
Pro vahy o souvislosti práce vnit ních sil pťrsobících v sou-
stavě částic a zménách potenciální energie zvolíme nej-
prve nejjednodušší možny model, soustavu libovolné tě-
leso f Zemé. Vraťme se proto k p íkladu jablíčka, vrženého
svisle vzh ru podle obr. 8.2. Pro jednoduchost zanedbejme
otáčeníZemé kolem Slunce i její rotaci kolem vlastní osy
a popisujme vše v takové inerciální soustavě, v níž jsou
obě tělesa Zemé t jablíčko zpočátku v klidu. V kap.7 jsme
kon statov ali, že v e f ázi vy stupu j e pr áce IV, vykon aná tího -

vou silou prisobící na jablíčko záporná a kinetická energie
jablíčka vzhledem kZemi klesá.

tíhová síla
koná
zápornou práci

tíhová síla koná
kladnou práci

::'::,i,. ,

Obr.8.2 Rajské jablíčko je vrženo vzhriru. P i q stupu koná
tíhová síIazápornou práci a kinetická energie jablíčka vzhledenl
k Zemi klesá. Roste však tíhová potenciální energie sousta\ \

jablíčko * Země. P i sestupu je práce tíhové síly prisobící na
jablíčko kladná, jeho kinetická energie vzhledem k Zemi roste
a tíhová potenciální energie soustavy klesá.

Mrižeme z ejmě očekávat, že potenciální energie sou-
stavy jablíčko * Země, kterou se snažíme definovat jako
energii závislou na vzájemné poloze obou částic, roste
právě na írkor kinetické energie.

V další fázi pokusu se jablíčko zpomaluje, zastaví se
a začíná padat, neboť je kZemt p itahováno tíhovou silou.
P i pádu se energiové poměry obrátí: práce W, vykonaná
tíhovou silou je nyní kladná, kinetická energie jablíčka roste
a tíhov á p otenci ální energie s ou s tavy j ablíčko *Země kle s á.

Úvahy zkap.7 nynízp esníme.
P i pohybu tělesa v blízkosti povrchu Země je změna

AEo tíhové potenciální energie soustavy těleso lZemě de-
flnována jako záporně vzatá práce vykonaná interakčními
tíhovymi silami F, a -Fr. Píšeme

LEp - -Wg.

(a) (b)

Obr.8.1 Píizvedání činky nad hlavu zvyšoval V. Aleksejev její
vzdálenost od Zemé a měnil tak konfiguraci soustavy činka *
l Země z vychozí konfigurace (a) ve v slednou (b).

Jin m typem potenciální energie je pružná poten-
ciální energie, která souvisí se stavem napjatosti (protažení
či stlačení) pružn ch těles, nap íklad pružin. Silou, která
zde hraje podstatnou roli, je pružná síla. Stlačíme-li nebo
napneme-li pružinu, měníme tím vzájemné polohy jejích
záviti.Pružnásíla prisobí proti takovl m zménáma to vede
ke zvyšenípružné potenciální energie pružiny.

* Jemnl rozdíl mezi nimi vyložíme v č1.I4.4.

Veličinu E, nazyváme tíhovou potenciální energií sou-
stavy těleso l Země nebo také potenciální energií tělesa

(8.1)



v tíhovém poli Země. P í užívání druhého z obou názvtl
bychom si měli neustále p ipomínat, že potencíáIní ener-

gie p ísluší soustavž obou objektri, tělesa i Země, neboť
je def,nována pomocípráce obou interakčních sil. Stejn
v ztahpl atí pro s ou stavu ko s tka * p ružina s up evněnym kon-
cem (obr. 8.3), p esněji ečeno pro soustavu kostka *Země
s p idanou pružnou interakcí, zprost edkovanou pružinou.
Jestliže náhle ude íme do kostky směrem vpravo a uvedeme
ji tak do pohybu, koná pružná síla prisobící na kostku během
pohybu vpravo zápornou práci. Kinetická energie kostky
klesá ana jejíírkor roste pružnápotenciální energie sousta-
vy. (Vzhledem k tomu, žetato potenciální energie je určena
v hradně změnou délky pružiny, hovo íme někdy stručně
o potenciální energii pružiny. ) Kostka se zpomaluj e, zastaví
se a začne se vlivem pružné síly pohybovat v opačném
směru. Směr energiovychzměn se obrátí, kinetická energie
kostky roste na írkor pružné potenciální energie soustavy.

Obr.8.3 Kostka, která je p ipevněná k pružině a je zpočátktl
v klidu v poloze J : 0, je uvedena do pohybu směrem vpravo.
(a) P i pohybu kostky vpravo (vyznačeno šipkou) koná pružná
síla pťrsobící na kostku zápornou práci. Kinetická energie kostky
klesá a potenciální energie pružiny roste. Kostka se zastaví v oka-
mžiku, kdy je její kinetická energie nulová. (b) Poté se kostka
pohybuje zpět směrem k poloze x : 0, pružná síla koná klad-
nou práci, kinetická energie kostky roste za současného poklesu
potenciální energie pružiny.

Konzervativní a nekonzervativní síly
Shrňme klíčové prvky diskuse tykající se p edchozích dvou
situací:

l. Soustava se skládá ze dvou nebo více objektri.

2. Sledov anáčástice (ablíčko, resp. kostka) a zbytek sou-
stavy na sebe navzájemprisobí interakčními silami.

3. Mění-li se konfigurace soustavy, konají interakční síly
prácí W1 a kinetická energie soustavy E1 se měnÍ.

4. Obtátí-li se směr změn konfigurace soustavy, konají
interakční sílry práci W2.

Jestliže za všech okolností platí W1 - -Wz,Ize po-
mocí práce interakčních sil definovat potenciální energii
soustavy. O interakčních silách hovo íme v takovém p í-
padě jako o silách konzervativních. Jak se dalo tušit, jsou
tíhová ipružná síla silami konzervativními (jinak bychom
nemohli mluvit o tíhové čipružné potenciální energii).
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Ne všechny síly jsou ovšemkonzervativní. P edstavme
si nap íklad kostku, jak klouže po podlaze,která není doko-
nale hladká.Píi pohybu kostky koná dynamickátíecí síIa
zápornou práci. Pohyb kostky se zpomaluje, její kinetická
energie klesá. Nakonec se kostka zastaví a její kinetická
energie je nulová. Práce t ecích sil, jimiž na sebe navzájem
prisobí kostka a podlaha podél styčn ch ploch, se spot ebo-
vala na zvyšení vnit ní energie soustavy kostka * podlaha
(dokladem toho je zahíátí obou těles). Experimentálně je
však prokázáno,že opačny proces není možny: kostku ne-

dokážeme uvést do pohybu tím, že ji ochladíme. I když tedy
v soustavě kostka i podlaha prisobí interakční (t ecí) síly,

které konají prácína rikor kinetické energie soustavy, nelze
tuto práci vyjád it jako změnu nějakého druhu potenciální
energie. Vnit ní energie soustavy kostka f podlaha není
energií potenciální, síly t ení jsou silami nekonzervativ-
ními.

Prisobí-li na částici v hradně konzervativní síly, mri-
žemejinak složtty problém jejího pohybu značně zjedno-
dušit. V následujícím článku formulujeme kritéria, na zá-
kladě nichžIze rozpoznat konzervativní síly, a vyjasníme
si, v čem zmíněné zjednodušení spočívá.

8.2 NEZÁVISLOST PRÁCE
KoNZERvATIvIrlÍcH sIr

N{A TRAJEKTORII

K fo rmu 1 a ci z ákladníh o kri téri a u mo žňuj icího ro zh o dn o ut,

zďa daná síla je či není konzervativní, dospějeme postup-
n mi írvahami: p edpokládejme nejprve pro jednoduchost,
že na částici pohybující se po uzav ené trajektorii prisobí
jediná síla. Počáteční a koncovápoloha částice nauzav ené
trajektorii spl vají, částice vykoná ,,okružní cestLt", která
začíná a končí v tomtéž bodě. Síla prisobící na částici je
konzervativní právě tehdy, je-li kinetická energie částice
na počátku i na konci tohoto okruhu stejná. Práce, kterou
síla vykoná p i oběhu částice po uzav ené trajektorii je tedy
nulová. Jako jeden z píirozenl ch p íkladri takové situace
poslouží oběh Země kolem Slunce po prakticky kruhové
trajektorii (nebo i komety po protáhlé eliptické trajektorii),
kter se skutečně děje vlivem jediné síly prisobící na pla-
netu. Tou je gravitační síla, jíž na planetu prisobí Slunce.
Jinym p íkladem je pohyb jablíčka vrženého svisle vzhriru
v tíhovém poli Země.

Obecně bychom ovšem měli umět určit práci zkou-
mané síly F p i pohybu částice po libovolné trajektorti.
Sama síla F však k zajištění takového p edem naplánova-
ného pohybu obvykle nestačí. Musíme proto doplnit další,
vhodně zvolenou sílu. Je q hodné, je-litato síla kolmák po-
žadované trajektorii, protože potom nekoná prácí. Typic-
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k m p íkladem takovó vazební síly je tlaková síla vhodně
tvarované podložky umístěné v tíhovém poltZemě, po níž
pouštíme těleso jako po skluzavce.

P edpokládejme tedy, žejsme studovanou sílu F dopl-
nili vhodně zvolenou vazebnísilou. Sílu F nazveme konzer-
vativní, je-li její p íspěvek ke změně kinetické energie p i
každém oběhu částice po jakékoli uzav ené cestě nulovy.
Jinl mi slovy:

Práce vykonaná konzervativní silou p sobící na částici
pohybující se po libovolné uzavíenétrajektorii je nulová.

Experimenty ukazuj í, že tíhová síIa toto kritérium spl-
ňuje. P íkladem je hra s jablíčkem na obr.8.2, Jablíčko
opouští vychozí bod s rychlostí o velikosti u9 a kinetickou
energií L*r'o. Tíhová síIaZeméjablíčko zpomaluje až ďo

zastavení a jablíčko paďá nazpět. V okamžiku návratu do
vychozího bodu je velikost jeho rychlosti opět u6 a kine-
tická energie má hodno tu }mu!.Tíhová síla tedy během v -

stupu jablíčka spot ebovala stejně velkou práci (Wr < 0),
jako vykonala p i jeho zpětném pádu do vychozího bodu
(Wz > 0, Wt : -Wz).Tíhová síIa, jíž prisobí Země na
jablíčko, vykonáp i jeho oběhu po uzav ené trajektorii cel-
kově nulovou ptáci.

Vyjád eno slovy, práce, kterou síla vykoná p i cestě částice
z bodu Á do bodu B, musí byt rovna záporně vzaté prácí
vykonané p i návratu částice.

Uvažujme nyní práci W,q,a.z, kterou síla vykoná p i
pohybu částice z bodu A do bodu B, avšak po cestě 2
(obr.8.4b).

Je-li síla F konzervativní, je tato práce ažnaznaménko
rovna práciWa,q.z:

Wla,z: -Ws,q.2. (8.3)

Dosazením Wes.z namísto -Wal.z do vztahu 8.2 dosta-
neme

(8.4)

1 _.*.B
':

f'j
J iJ'A*- ,+

*"-
(a)

Obr.8.4 (a) Cástice, na ntž prisobí mj. konzervativní síla F, se

pohybuje po okruhu z bodu Á do bodu B po cestě 1 a vrací se
zpět po cestě 2. (b) Částice m že p ejit z bodu Á do bodu B jak
po cestě 1, tak po cestě 2.

Obr.8.4a znázorňuje oběh částice po obecně zvolené
uzavíené trajektorii. Jednou ze sil prisobících na částici je
i síla F, jejíž konzervativnost studujeme. Částice se pohy-
bule z počátečního bodu Á do bodu B po cestě 1 a vrací se
do bodu Á po cestě 2. Síla F koná jistou práci p i pohybu
částice po jakékoli trajektorii. Aniž bychom speciflkovali,
pro které části vyznačené trajektorie je tato práce kladná,
resp. záporná, označme jako Wea,1 práci, kterou avažo-
vaná síla vykonala p i pohybu částice z bodu Á do bodu B
po cestě 1, a jako W r e,z práci vykonanou p i pohybll z B
do A po cestě 2.Ie-Ií síla konzervativní, pakvyslednápráce,
kterou vykoná p i pohybu částice po celém okruhu, musí
byt nulová:

W,sn,t * Wnl,z:0,
tj

Wea,1 - -Wse,z. (8.2)

W,qs,l : WAB,z.

Tato jednoduchá rovnost p edstavuje velmi silny v sledek,
neboť umožňuj e zj ednoduš it obtížné problémy pohybu čás-
tic v p ípadé,že na ně prisobí pouze konzervativní síly. Vy-
plyváznítotlž,žeprácekonzervativní síly p i pohybu čás-
tice z určitého počátečního bodu Á do koncového bodu B
nezávisí na tom, po jaké konkrétní cestě se tento pohyb
děje.

Práce konzervativní síly p sobící na částici p i jejím po-
hybu mezi dvěma body je nezávislána trajektorii částice.

P edpokládejme, že pot ebujeme vypočítat práci kon-
zeryativní síly prisobícínačástici p i jejím pohybu po určité
trajektorii spojující dvazadané body. Mťrže se stát, žepíímy
v počet je pro tuto konkrétní ttajektorii složity. Vl sledek
však lze získat pro j inotr traj ektorii spoj uj ící obabody, avš ak
zvolenou zprisobem, kter} vede k usnadnění vypočtu. Tuto
skutečnost dokumentuje p . 8. 1.

pŘíxl,ap s.e
Obr, 8.5a znázorňuje balíček o hmotnosti 2,0 kg, jak klouže
po dokonale hladké skluzavce z bodu Á do bodu B. Celková
dráha, kterou po skluzavce lrazí, je 2,0 m. Svislá vzdálenost
bodri A a B je 0,80 m. Jakou práci vykoná p i pohybu balíčku
tíhová síla?

ŘBŠBN{Í: Deime tomu, že známe konkrétní tvar skluzav-
ky . Počítejme práci tíhové síly podle vztahu (1.3I):

1 _-c"B
\il

lli/Ad l.>\
(b)

' -- 
[*n

dr: |(0.d,r]_(-mg)dy):
J

)I

- -mg l ay : _nty(yr-),i).
I

}i

Integrál tedy na tvaru skluzavky v bec nezávisí.
Protože je tíhová síla konzervativní, m žeme určit hle-

danou práci mnohem snadněji. Pro vypočet vybereme jinou



trajektorii spojující body Á a B tak, abychom jej zjednoduši-
Ii, Zvolme trajektorii složenou ze dvou p ím ch írsekrj, které
jsou v obr.8.5b vyznačeny p erušovanou čarou. Podél vodo-
rovného seku je írhel rp konstantní a je roven 90". I když
neznáme posunutí balíčku ve vodorovném směru, m žeme
ze vztahu (7 .16) usoudit, že práce tíhové síly po vodorovném
írseku je nulová:

Wh: mgd cos90' : 0.

Posunutí balíčku podél svislóho seku je d : 0,80 m. Úhel p
mezi vektory d a mg je opět konstantní a roven 0". Podle
(1.16) je tedy ptáce vykonaná tíhovou silou p i pohybu ba-
líčku po svislém riseku

Wu : mgcl cosOo : (2,0kg)(9,8 m.s-2;10,80 m)(1) :
: 15,] J,

Celková práce vykonaná tíhovou silou prisobící na balíček
p i jeho pohybu z bodu Á do bodu B po cestě vyznačené
p erušovanou čarouje tedy

W : Wt l Wu: 0 * l5,] I: 16J. (Odpověd)

Tato práceje ovšem stejnájako p i pohybu balíčku z A do B
po skluzavce.
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8.3 URČENÍ HonNor
POTENC rNÍ ENERGIE

Uvažujme nyní bodovl objekt (t eba meloun), kterl náleží
do soustavy ( ekněme meloun*Země),v níž p sobíkonzer-
vativní interakční síly F a -F. Změna potenciální energie
soustavy AĚo p i p echodu zpoČáteČní do koncové konfi-
gurace je rovna záporně yzaté práci, kterou p i této změně
konfigurace vykonaly interakční síiy. Tuto skutečnost jsme
jIžvyjád ili vztahem (8.1) (^Ep - - W).Práce, kterou vy-
konají konzervativní interakční síly uvnit soustavy p itom
závtsí pouze na její vychozí a vysledné konfiguraci, nikoli
však na zp sobu, jakl mke změnékonfigurace došlo. V p í-
padě částice (meloun), jejíž pohyb neovlivní konfiguraci
zbytku soustavy (Země),je konfigurace určena polohovym
vektorem r(t) této částice vzhledem k vybranému bodu
zbytku soustavy (polohovy vektor melounu vriči st edu
Země). Zména potenciální energie soustavy p i p esunu
částice z polohy ri do polohy ry po kíivce' je

fAEp--W--JF{r\.dr. (8.5)

(b)

Obr.8.5 P íklad 8.1. (a) Balíček klouže po dokonale hladké
skluzavce z bodu Á do bodu B. (b) V; počet práce vykonané p i
tomto pohybu tíhovou silou je snažší pro p ípad trajektorie vyzna-
čené p erušovanou čarou než pro skutečnou trajektorii. V sledky
jsou však stejné.

{OXTROLA 1: Obrázek ukazuje t i cesty spojující
body A a B. Síla F prisobící na částici koná p i pohybu
částice po jednotliv ch írsecích práci,jejížhodnoty jsou
v obrázku vyznačeny. Rozhodnéte, zdaje síla F kon-
zervatjvní.á'

* Dokázali byste rozhodnout i v p ípadě, žeby idaj u nejníže zakres-
1eného riseku byl -60J?

(a)

Tento integrál však díky konzervativnosti interakčních sil
F(r) a -F(r) nezávlsí na tvaru k ivky a zména poten-
ciální energie souvisí pouze s polohou jejího počátečního
a koncového bodu. Znamená to tedy, že každé konfiguraci
soustavy lze p isoudit určitou hodnotu potenciální energie
Eo? Odpověďje kladná.

Velmi často se setkáváme se zvlášť jednoduchl mi p í-
pady soustav, jejichž konfiguract lze popsat jedinou ska-
lární veličinou, tzv. konfigurační prorněnnou. Označme
ji pro jednoduchost symbolem x, i když nemusí nutně jít
o "r-ovou sou adnici. (Vp ípadě soustavy melounf Zemějí
mriže byt nap íkladvzdálenost melounu od povrchu Země,
pro soustavu vzniklou p ipoutáním tělesa kZemi pružinou
mriže mít x vyznam prodloužení pružiny, u soustavy pla-
neta * Země pak vyznam vzdálenosti st ed obou těles,
apod.) Závisí-Iinavíc konzervativní interakční síly F a -F
pouze na této jediné proměnné, velmi často se vypočet
změny potenciální energie zjednodušuje do tvaru analogic-
kého rov. (],21):

Aáp - - [-' F(x) dx. (8.6)
Jr;

Tíhová potenciální energie
Uvažujme nyní částici o hmotnosti m pohybující se v blíz-
kosti povrchuZemě. Soustavu sou adnic zvolme tak, aby
osa ) smě ovala svisle vzhriru. Za konfrgurační proměn-
nou soustavy částic e -f Země m žeme zvolit }-ovou sou-
adnici částice. P i pohybu částice z bodu (xi, yi, ei) clo



I74 KApIToLA8 poTENc r-xíENERGIEezÁroNzRcHovÁNíBNBBcrB

bodu (xf , yf ,7) závisí totlž práce interakčních stl mg
a -mg pouze na hodnotách yi a yf (p . 8.1). Odpovídající
změnu tíhové potenciální energie soustavy lze tedy určit
užitím vztahu (8.6), v němž zaměníme x za y a dosadíme
F - -m8. Dostáváme

: mS|Yl!,f,,

a tedy
LEp - mg(yr - yi) : m8 L!. (8.7)

F y zikáIní v y znam má p ouze zména A Eo tíh ov é p o tenc i ální
energie (či potenciální energie jiného typu). Abychom však
zjednodušili vypočet i další diskusi, m žeme požadovat,
aby s každou konfigurací soustavy byla spojena určitá hod-
nota potencíáIní energie. Řekněme, že v píípadě soustavy
částice * Země označímejako Eo hodnotu tíhové poten-
ciáIní energie p íslušnou té konfiguraci, p i které je částice
v poloze o sou adnici y. P epišme vztah (8.7) do tvaru

Ep - Ep;: m{O - Yi). (8.8)

Hodnotu Ep,i pak chápeme jako tíhovou potenciální energii
soustavy v tzv. referenční konfiguraci, p i níž se částice
nachází v referenčním bodě o y-ové sou adnici y1. Ob-
vykle klademe Ep; :0 pro }i - 0. Podle vztahu (8.8) pak
je

Ep-O_m8(!-0),
a tedy

nn1) - m7y (tíhová potenciální energie). (8.9)

Ze vztahu (8.9) je vidět, že tíhová potenciální energie sou-
stavy částlce*Země závisí pouze na svislé poloze y částice
vzhledem k referenční poloze o sou adnici y : 0 (tj. na
vyšce částice nad referenčním bodem).

Pražná potenciáIní energie
Zabyvejme se nyní soustavou kostka * (pružina) + Zemé,
znázornénou na obr.8.3. Tuhost pružiny je k. Za konfigu-
rační proměnnou soustavy zvolíme sou adnici x. P i po-
hybu kostky z bodrr xi do bodu x1 vykonají interakční
pružné síly jistou prácí. Odpovídající změna potenciální
energie soustavy je opět dána vztahem (8.6), do kterého
však tentokrát dosadíme F - -kx,

Abychom mohli hovo it o potenciální energii Eo v obecné
konflguraci soustavy určené polohou kostky x, zvolme jako
referenční bod rovnovážnou polohu kostky -ri : 0 a p i-
sudme jí nulovou potenciální energii Ep,i : 0. Ze vztahu
(8.10) pak dostaneme

Ep-0_ +kx2-0,

odkud

Er(x) - jkx2 (pružnápotenciální energie). (8.1 1)

RADY A NAMETY
Bod 8.1: Užití pojmu ,,potenciální energie"

Potenciální energie je spojena se soustavou jako celkem. Za
jist ch okolností ji však mrižeme spojovat s některou z částí
soustavy. M žeme t eba íci: ,,Jablko na stromě má tíhovou
potenciální energii 30 J." Taková tvrzení jsou často pňjatelná
(nap íklad u soustav tvo en ch dvěma částicemi s velmi roz-
díln mi hmotnostmi). Musíme však mít stále na paměti, že

potenciální energieje charakteristikou celé soustavy, v našem
p ípadě soustavy jablko*Země. Dále nesmíme zapomínat,že
hovo it o potenciální energii objektu či soustavy (v p íkladu
s jablkem na stromě hodnota 30J) má smysl jen tehdy, je-Ii
zvolené referenční konfiguraci p isouzena referenční hodnota
potenciální energie.

pŘíxlen *.z
Lenochod o hmotnosti 2,0 kg se drží větve, která je 5,0 m
vysoko nad zemí (obr. 8.6).

(a) Jaká je tíhovápotenciální energie Eo soustavy lenochod*
*Zemé,volíme-li zareferenčníbodmísto o sou adnici y : 6,

Iežící (1) na povrchu Zemé, (2) na podlaze balkonu, jejíž
riroveň je ve vl šce 3,0 m nad zemí, (3) na větvi, (4) ve vl šce
1,0 m nad větví? Bodu ) : 0 p isuzujeme nulovou hodnotu
tíhov é potenciáln í ener gie.

^Ep 
: - 

Í,_',' 
(-ms)dy - *, 

Ír" 
O,

ŘnŠBXÍ: Pomocí vztahu (8.9) vypočteme Eo
volbu polohy počátku sou adnicové osy y, y
padě (1) je lenochod v poloze } : 5,0m a platí

každou
Vpí-

AEo- - [-'(kx)dx, 
J*;

ť

: o 
!*',' 

x ďx : lt |*rf',',,

V dalších p ípadechje

(2) Ep : m8! : m8(2,0 m) : 39 J,

(3) Ep : m7y : m8(0) - 0J,

(4) Ep : m7y : m7e 1,0m) : -19,6J :

Ep: m8!: (2,0kg) . (9,8m.s-')(5,0m) :
: 98 J. (Odpověd)

- -20J. (Odpověd)AEp- lt r?-it r? (8.10)



(b) Lenochod spadne nazem, Pro každou zpíedchozích mož-
ností volby referenčního bodu určete změnu potenciální ener-
gie soustavy lenochod l Zemé, ke které p i pádu lenochoda
došlo.

ŘPŠBnÍ: Ve všech čty ech situacích je Ay : -5,0 m, takže
pro každou z ntch podle (8.7) platí

LEp - m8^y - (2,0kg)(9,8 m.s-2.)i-5,0m) -
: -98 J. (Odpověd)

I když hodnota Eo závisí na volbě polohy počátku soustavy
sou adnic, je změna potenciální energie na ní nezávislá. P i-
pomeňme, že fy zlkáIní vy znam má polze změna A Eo poten-
cíální energie, nikoli samotná hodnota Er,ktetá je závislána
libovrili p i volbě referenční konfigurace.

(1) (2) (3) (4)

Obr.8.6 P íklad 8.Z. Čty i nrožnosti volby referenčního bodu y :
:0. osa y je ve všech p ípadech cejchována v metrech.

|(ONTROLA 2: Částice se pohybuje po ose x z bodll
x -- 0 do bodu x1. Prisobí na ni konzervativní síla, která
má směr osy -r. Obrázekukazuje t i p ípady závislosti
této síly na sou adnici x. Uspo ádejte tyto situace se-
stupně podle odpovídaj icí změny potenciální energie.

,F,F,/
8.4 zÁroN zACHovÁNÍ
MECHANICKÉ ENERGIE

8.4 zÁKoNzAcHovÁNílrBcHeNtCKEENERGIE l75

Mechanická energie E soustavyje definovánajako součet
její potencíáIní energie Eo a celkové kinetické energie E1
všech jejích objektri:

E : Ep * Et (mechanická energie). (8.12)

V tomto článku se budeme zabyvat otázkou, co se děje
s mechanickou energií soustavy, ve které prisobí vl hradně
konzervativní interakční síly. (Teprve později budeme uva-
žov at o vlivu sil nekonzervativních.)

Uvažujme nyní soustavu částic, které neinteragují
s okolními objekty (tzv. izolovaná soustava). Práce W,
kterou konají konzervativní interakční síly, jimiž na sebe
nav zájem prisobí částice soustavy, určuje změnu kinetické
energie soustavy. Současně ji však lze vyjádítt jako zá-
porně vzatou změnu energie potenciální. Kinetická energie
soustavy se tedy mění na rikor její energie potenciální.
Skutečně, podle vztahu Q.| je změnakinetické energie

(3)(2)(1)

A,Ey - |ň,/

a pro změnu potenciální energie platí podle (8.1)

LE, _ -1ry.

Kombinací posledních dvou vztahri dostáváme

AEt - - LEp.

Jin; mi slovy, vzr st jedné z obou forem energie je p esně
v y v ážen poklesem druhé.

Yztah (8.15) lze p epsat takto:

E12 - Ey,,t : -(Ep,2 - Ep,I), (8.16)

kde se indexy l a 2 vztahují ke dvěma riznym okamži-
krim, tj. ke dvěmaŇznymkonfiguracím soustavy. Úpravou
(8.16) dostaneme

Eu.z l Ep.2: Et.l * Ep.r ÍÍffifi:"Jx[,.,. (8.17)

(8.13)

(8.14)

(B,15)
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Levá a pravá strana rovnosti (8. 17) p edstavují mechanic-
kou energii v r zn ch okamžicích, a tedy ve dvou r z-
nych konfiguracích soustavy. Yztah (8.17) vyjad uje rov-
nost obou hodnot:

P sobí-li v izolované soustavě pouze konzervativní in-
terakční síly, mění se její kinetická a potenciální energie
tak,žejejich součet, tj. mechanickáenergie soustavy, je
stály.

Zachovává-li se mechanická energie soustavy, mrižeme
porovnávat součet celkové kinetické a potenciální ener-
gie v r zn; ch okamžicích, aniž, bychom uvažovali o po-
hybu sottstavy v intervalu mez,i těn to okamžikry a počítali
práci interakčních sil čóstic soustavy.

Obr. 8. 7 znázorňuje p ípad, kdy j e vhodné zákon zacho -
vání mechanické energie použít: kmity kyvadla v tíhovém
poliZemé, P i kmitavém pohybu kyvadla se mění kinetická
i potenciální energie sou stavy kyvadlo * Země tak, že součet
E u * E pj e kon stan tní. Známe-li tíhovou potenciální energii
soustavy v konfiguraci, kdy je kulička kyvadla v nejvyšším
bodě své trajektorie (obr.8,Jc, g), mrižeme určit kinetic-
kou energii kuličky (vzhledem k Zem1) v nejnižším bodě
(obr.8.7a, e) užitím vztahu (8.17).

Zvolme nap íklad konfiguraci, p i níž je kulička v nej-
nižší poloze,zareferenční a p isudme jí potenciální energii
Ep.2 - 0. P edpokládejme, že p i této volbě referenční
konfigurace odpovídá nejvyšší poloze kuličky potenciální
energie Ep,l : 20 J. Kulička má v nejvyšším bodě nulovou
rychlost, takže její kinetická energie je Ep,l : 0. Dosaze-
ním těchto hodnot do vztahu (8.17) zjistíme kinetickou
energii Er,2 v nejnižším bodě:

Eu,z*0_0+20J, tj Er:-20I.
Všimněte si, že tento vysledek jsme získalí, aniž bychom
se zajímali o pohyb kyvadla mezi nejnižším a nejvyšším
bodem (nap . obr. 8.7d) a anlž bychom museli počítat práci
sil prisobících na tělesa soustavy.

{*rurR*Lrr 3: Následuj ící obrázek ukazuje čty i situa-
ce. V prvé z nich kostka, která byla zpočátku v kli-
du, volně padá a v ostatních t ech sjíždí po dokonale
hladké skluzavce. Uspo ádejte tyto situace sestupně
podle (a) hodnoty kinetické energie kostky v bodě B
a podle (b) velikosti rychlosti kostky v bodě B.

AW-

l_
Bl

(1)

Na obr.8.8
je zpočátku
á : 8,5m

pŘÉxra* g.s

se dítě spouští z vrcholu vodní skluzavky. Dítě
v klidu a nejvyšší bod skluzavky je ve v; šce

nad jejím ristím do bazénu. P edpokládejme, že

Kdysi se eskymáci z Aljašky nechali vyhazovat do vzduchu
napnutou plachtou, aby po širé pláni dohlédli co nejdále. Dnes
se to dělá jen pro zábavu. Všimněme si však, co se p i takovém
pohybu (viz fotografie) děje zfyzlkáIního hlediska. P i vzestupu
klesá kinetická energie dítěte vzhledem k Zemi a roste tíhová
potenciální energie soustavy dítě + Zemé. Maximální v ška v -

stupu odpovídá situaci, kdy je kinetická energie nulová. Během
pádu se sled energiovych zmén obrací: kinetická energie roste
na rikor energie potenciální.

Tento vl sledek vyjad uje zákom zachování mecha-
nické energie. (Z toho vidíme, jak vznikl termín ,,konzer-
vativní" síla: uchovává (Iat. conservare) energii.) Pomocí
v ztahu (8 . 1 5 ) mrižeme zákon zachov ání mechanické ener-
gie ještě p epsat ve tvaru

LE_AEt+AEo-6.

(:2)

(8.18)

Tento zákon umožňuje ešit problémy, jejichž ešení po-
mocí samotnych Newtonovych zákonri by bylo obtížné:
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U: *U-u*T
I

T
Il

't--],ffi4

ffiffi
Ep Er

(b)
ď

ffiffi
Ep Er

(h)

És# \;,p-l+%"v

Obr.8.7 Kyvadlo, jehož hmot-
nostje soust eděna v kuličce upev-
něné na konci vlákna, koná kmi-
tavy pohyb. Obrázek zachycuje
jednu periodu tohoto pohybu. Bě-
hem periody se hodnoty kinetické
i potenciální energie soustavy ky-
vadlo l Zemé spojitě mění, ale
její celková mechanická energie
zůstáv á zachov ána, pro názornost
m žeme použít i takovou p edsta-
vu,že se celková energie E spojitě
,,p elévá" z jedné formy v dru-
hou (potencl,áIní v kinetickou a na-
opak). Ve stavech (a) a (e) je cel-
ková energie dána pouze energií
kinetickou. Kulička je v nejnižším
bodě a má největší rychlost. Ve
stavech (c) a (g) je naopak celková
energie rovna energii potenciální,
neboťkuličkaje v nejvyšším bodě
a její rychlost je v tom okamžiku
nulová. V p ípadech (b), (d), (f)

a (h) tvo í jak kinetická, tak po-
tenciální energie právě polovinu
energie celkové. Pokud by se p i
kmitech kyvadla uplatňovaly t ecí
síly v závěsu nebo odporová síla
vzduchu, energie Ě by se nezacho-
vávala a kyvadlo by se nakonec
ZaStaVilo.

U: -UmaxT
1

Ř\*._,'
yl

\

Ep Ey

G)

%

Ep Ey

(c)

ď
-#

,.I

Nu

ffiffi
E^ E,

P,,

(f)

ď

*r*
|',

>+ffi,-'vl

WW
Ep Ea,

(d)

skluzavkaje dokonale hladká díky proudu vody, kter; po ní
stéká. Určete, s jakou rychlostí dítě vklouzne do bazénu.

Obr.8.8 P íklad 8.3. Dítě sjíždí po vodní skluzavce z v šky á.

ŘBŠPNÍ, Pokud bychom chtěli tuto ťrlohu ešit pouze na
základě znalostí z kap.2 až kap.6, museli bychom obecně
pracovat s neznámym vyjád ením tvaru skluzavky a k v -

sledku, kter je na tvaru skluzavky nezávisly, bychom nako-
nec dospěli po zbytečn ch v počtech. Užttím závěr kap.7
a kap.8 ji však vy ešíme snadno. Nejprve si uvědomme, že
zanedbáváme t ecí sílu, Jedinou silou, kterou na dítě p sobí
skluzavka, je tedy normálová (tlaková) síla, která je neustále
kolmá k povrchu skluzavky. Dítě se ovšem pohybuje podél
skluzavky. Normálová síla je proto stále kolmá k vektoru
posunutí a nekoná práci.

P i pohybu dítěte po skluzavce konají práci pouze tíhové
síly, které jsou konzervativní. Mechanická energie soustavy
dítě + Zemé se tedy p i jízdě dítěte po skluzav ce zachovává.

Její hodnota E6 v okamžiku, kdy je dítě v dolním bodě

_-<

ffi
ffi
ffi

Ep Ey

(a)

Ep Ey

(e)
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skluzavky, je stejná jako hodnota E, v okamžiku, kdy je na

vrcholu, tj, Ea - Er. Vyjád íme-li tuto skutečnost pomocí
vztahu (8. 17), dostaneme

Et,a -| Ep,d: Ep,y * Ep,v,

tj.

i-r?,l *1ya: |*ul * *8y,.

Po vydělení tóto rovnice hmotností m a írpravě máme

Řešením této rovnice vzhledem kneznámé u dostáváme

rl-lK
u : d,l- : 10.032 m)

\m
:8,0m.s

[?50Nrr-')
nz ro- tr, 

:
(Odpověů

'3: ,?

a po dosazení uu - 0 u )u

-l2g(y, - }d)

-}d:ňdostaneme

,a:rf2gh:ffi:
: 13 m.s-l. (Odpověd)

Stejně velké rychlosti by dítě dosáhlo, kdyby z vyšky 8,5 m
spadlo. Na skutečné skluzavce se však p ece jen nějaké t ecí
síly uplatňují, takže rychlost dítěte nebude tak velká.

Již jsme se zmínili, že ešení tohoto problému pomocí
Newtonovych zákonri by sice bylo možné, ale zbytečné

zdlouhavé. Užitím zákona zachování mechanické energie

I jsme je získali velmi jednoduše, Kdybychom se však zají-

] mat o to, zajak dlouho dítě po skluzavce sjede, pak by nás

| ..energiová metoda" k vl sledku nep ivedla. Abychom dobu

I jízdy zjistili. museli bychom znát tvar skluzavky a provést

] poměrně složit vypočet.

pŘÍrrno s.+
Pružina nabité vzduchovky je oproti vl chozímu nenapjatému

stavu stlačena o délku d -- 3,2cm. Náboj má hmotnost
m : 72 g. S jakou rychlostí opustí náboj po v; st elu hla-
veň? Tuhost pružiny je k : J ,5 N.cm-l. P edpokládejme, že
hlaveň je p i vyst elu vodorovná, t ení p i pohybu náboje je

zanedbate|né aže po vyst elu z stane pružina v nenapjatém
stavu.

ŘEŠPXÍ: Označme Ei mechanickou energii soustavy ná-

boj * puška v počátečním stavu (p ed v st elem) a ft její
mechanickou energii v koncovém stavu (poté, co náboj opus-
til hlaveň). V počátečním stavu je mechanická energie dána

pouze potenciální energií stlačené pružiny Ep,i : itrd',
v koncovém stavu pak pouze kinetickou energií náboje
Ek,f : i*r'.Poněvadž se mechanická energie soustavy
zachovává, platí

pŘÉg{E e* s,s
Yyznavač bungee-jumpingu se chystá ke skoku z mostu vy-
sokého 45,0 m. Jeho hmotn ost je m : 61 ,0 kg a pružné lano,

které hodlá použít,má v nenapjatém stavu délku L : 25,0m.
P edpokládejme, že se lano ídí Hookovym zákonemx a jeho

tuhost je 160 N.m-l . Tělo skokana považujeme p i pohybu

zaboďovy objekt.

(a) Jaká je v ška chodidel skokana nad hladinou eky, tekoucí

pod mostem, v okamžiku, kdy se jeho let zastaví v dolním
bodě obratu?

Obr.8.9 P íklad 8.5. Skokan bungee-jumpingu v dolním bodě ob-

ratu.

ŘEŠEXÍ: V souhlasu s obr. 8.9 označme d prod|oužení lana
v okamžiku dosažení bodu obratl.Zménatíhové potenciální

energie soustavy skokan l Zemé vzhledem k počátečnímu

stavu, kdy skokan stál na mostě, je

AEp,g:m7L!:-m7(L+d).
Zména pružné potenciální energie j e

AEp,p : }m2.
Počátečnímu stavu i bodu obratu p ísluší nulová kinetická
energie.

* Ve skutečnosti se guma chová mnohem složitěji. Nesvě ujte svrij

život první aproximaci.

l,d

]

l.Fl' ,.3 h;]; 
l

a tedy

Ei: Ef ,

Ep;* Ek.i : Eo1 l Eu,r,

!m2+0:0-1 )mu2,



Užitím (8.18) dostáváme pro soustavu skokan -l Zemé
vztahy

AEt+AEp,p*A,Ep.g:0,
O+}ta2 -mg(Llcl):g,

ita' - mgL - mgd :0,

Dosazením zadanych dajri pak získáme kvadratickou rov-
nici

j {too x.* (61 ,0 kg) (9, 8 m.s-2;125,0 m) -
(61,0kg)(9, 8 m.s-2;d : 0.

Jejím ešením dostaneme

d : I7,9m.

(Druh ko en rovnice je záporny a pro naši írlohu nemá vy-
znam.) Chodidla skokana tedy budou v hloubce (L + d) :
: 42,9 m pod írrovní mostu, a tedy

h:45,0m-42,9m:2,1m. (Odpověd)

Velmi vysokl skokan by se tedy mohl i namočit.x

(b) Jaká je vysledná síla pťrsobící na skokana v nejnižším
bodě? (Je nulová?)

ŘPŠPXÍ: Na skokana prisobí směrem dolri tíhová síIa mg
o velikosti m8 : 597 ,8N a směrem vzhriru pružná síIa, jejíž
velikost v bodě obratu je podle Hookova zákonarovna

F : kd : (160 N.m-1 )(1] ,g m) : 2 864 N.

celková síla má velikost

2864N-597,8N-22]0N. (Odpověd)

V sledná síla, která prisobí na skokana v nejnižším bodě
jeho trajektorie, je tedy v porovnání s jeho váhou témě čty -
násobná. Umíte si jistě p edstavit, jak to s ním,,trhne'' vzh ru.

* V p ípadě. že vl šku skokana / nepovažujem e zazanedbate]nou, měli
bychom v počet zp esnit. Hmotnl bod, kterym skokana nahrazujeme
p i použití zákonazachováni mechanické energie, umístíme do jeho
těžiště, které leží zhruba v polovině jeho v šky. za p edpokladu, že
p ed seskokem odvážlivec na mostě stojí a v bodě obratu naopak visí
na laně podle obr.8.9, je Ay : -(t +d+t). V kvadratické rovnici pro
neznámou veličinu d je pak t eba zaměnit člen -ntg L za -mg(L Il).provedte tuto záměnu a rovnici vy ešte. vezměte v írvahu p esnost
zadání vychozich hodnot a posudte, má-li toto zp esnění vliv na vy-
sledek.
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RADY n NÁnrĚry
Bod 8.2: Zachování mechanické energie

P i ešení rloh pomocí zákona zachovánímechanické energie
si vždy položme následující otázky:

Jak je definovóna sollstava, na kterou hodláme zákon za-
chování mechanické energie aplikovat? Je t eba, abychom
uměli vymezit soustavu a její okolí. P edstavme si vždy uza-
v enou plochu zakreslenou tak, že všechno, coje uvnit , pat í
do naší soustavy, zatímco všechno ostatní náleží jejímu okolí.
V p . 8.3 tvo í soustavu dítě * Země.V p . 8.4 je to dvojice
náboj -f puška. V p . 8.5 pak skokan - (tano) l Země.

Jsou ve h e t ecí nebo odporové síly? Prisobí-li uvnit
soustavy t ecí nebo odporové síly, její mechanická energie se
nezachovává.

platí pro naši soustavu zákon zachování mechanické ener-
gie? Zákon zachování mechanické energie platí p edevším
pro izolované soustavy, tj. v situacích, kdy na objekty sou-
stavy nepťrsobí žádné vnější síly (částice soustavy neintera-
gují s jejím okolím). Pro soustavy neizolované jej lze pou-
žít ve speciálních p ípadech, kdy vnější síly nekonají práci.
Kdybychom t eba v p . 8.4 zvolili jako zkoumanou soustavu
samotny náboj, nebylo by možné zákona zachování mecha-
nické energie použít, Na náboj totiž prisobípružná síla, která
koná práci. Jeho mechanická energie, která je shodná s jeho
energií kinetickou, se nezach ovává.

Jab je počáteční a koncovy stav soustauy? Stav soustavy
se s časem mění. Z jistého počátečního stavu (či konfigurace)
dospěje soustava do stavu koncového. P i aplikaci zákona za-
chování mechanické energie obvykle v y užív áme skutečno sti,
že mechanická energie má v obou těchto stavech stejnou hod-
notu E. Je však t eba si p edem ujasnit, jak jsou tyto dva stavy
definovány.

8.5 INTERPRETACE KŘIVKY
POTENCIÁLNÍ PNPnGIE

Vraťme se k problematice izolované soustavy, v níž plu-
sobí konzervativní interakční síly. Mech anícká energie ta-
kové soustavy, daná součtem její celkové kinetické energie
a všech typri její energie potenciální, se zachovává. Uva-
žujme velmi speciální situaci, kdy hmotnost jedné z částíc
soustavy je velmi malá ve srovnání s celkovou hmotností
ostatních objektri, jako nap . u soustavy typu jablko*Země.
V tomto pílblížení (č1. 8. 1) je změna kinetické energie sou-
stavy dána změnou kinetické energie uvažov ané částice,
tj. prací konzervativních sil prisobících na částici. P edpo-
kládejme dáIe, že pohyb částice je vázán na osu x. V uve-
deném p iblíženílze vyjádíit potenciální energii soustavy
Eo@)jako funkci polohy částice x,kterátak hraje roli kon-
figurační proměnné. Ukazuje se, že celou adu informací

1<
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o pohybu částice lze získat jtž z prflbéhu k ivky Ep (x ). Než
se však do takové diskuse pustíme, pot ebujeme ještě další
vztahy.

Analytické vyjád ení síly
Yztah (8.6) umožňuje vyjád it potenciální energii v jed-

norozměrné situaci, známe-Ii sílu F(x). Uvažujme však
opačny problém. P edpokládejme, že známe prriběh poten-

ciáIní energie En@) a pot ebujeme vyjád it sílu.

Síla F(x),p sobící načástici pohybující sepodél osy"r,

vykonáp ijejímposunutío Ax prácíW - F(x)Ax.Podle
rov. (8.1) je

nEo(x)--W--F(x)Lx.

Vyjád íme F (x) a provedeme limitní p echod Ax -+ 0.

Dostaneme

dE"(x)
F (x) : - i' ' (ednorozměrn pohyb). (8. l9)

dx

Tento vysledek mrižeme ově it nap íklad pro pružnou po-

tenciální energii Ep(x) - Ltr*'.Podle očekávání dosta-

neme zevztahll (8.19) vyrazpropružnousílu F(x) - -kx,
tj. Hookriv zákon. Podobně pro tíhovou potenciální ener-

gii Ep(x) : mgx čásíice o hmotnosti m ye vyŠce "r
nad zemskym povrchem dostaneme z (8.19) tíhovou sílu
F(x) : -mgp sobící na částici.

K ivka potenciální energie
Na obr.8.10a vidíme graf závislosti potenciální energie
EoQ) na poloze částice, která koná jednorozměrn; po-

hyb, p i kterém na ni prisobí konzervativní síla F(x) (resp.

konzervativní síly, jelichž vyslednice je F(x)). Pr běh síly
F (x) mrižeme snadno určit graficky tak, že budeme zjišťo-
vat směrnici k ivky Er(x) v jejích riznych bodech (vztah
(8.19)). Na obr.8.10b je graf funkce F(x) získany právě

takovym zpťrsobem.

Body obratu
Nep sobí-li v izolované soustavě nekonzervativní síly, její
mechanická energie E se zachovává:

Ep (J), Ě (J)

Eo@) * Eu@) - E. (8.20)

Funkce Et(x) popisuje závislost kinetické energie částice
na její poloze x , Y ztah (8.20) m žeme p epsat do tvaru

P edpokládejme, že hodnota E (mějme na paměti, že je

konstantní) činí 5,0 J. Tato hodnota je vyznačena vodorov-
nou p ímkou, kteráprocházíznačkou 5,0 J na energiové ose

(obr.8.10a).

Ep (J), Ě (J)

.Tl x2 x3 X4 J5

(al

x I x2 Jr3 X1 "r_5

(c)

Obr. 8.10 (a) Graf závislosti potenciální energie Eo@) soustavy
na poloze částice, která se pohybuje po ose x. Cástice náIeží do

soustavy. Nepťrsobí-li v soustavě t ecí síly, zachovává se její
mechanická energie. (b) Graf závislosti síly F("lr), prisobící na

částici, na její poloze. Grafje konstruován z hodnot směrnic tečen

ke Kivce Er(x) v ruznych bodech. (c) Graf Er(x) s vyznačením
tíírtnnyclt hodnot energií E.

Rovnice (8.2 1 ) dáv ánávod, jak určit kinetickou energii
částicevpoloze x:nak ivce Eo@) najdemehodnotu Eood-
povídající této poloze a odečteme ji od E.Ie-li částice nap .Et(x)-E-EoQ). (8.21)

Er(x)

Et: 1J pro x >,r_5

E*:5Jvbodě_rz

F (N)



v kterémkoli bodě vpravo od x5, je Eu: 1,0J. Nejvyšší
hodnoty (5 J) nab vá Ey,je-li částice v bodě x2 a nejnlžší
(0 J), je-li v bodě "r1.

Protože kinetická energie nem že byt záporná (hod-
nota u2 1e vždy kladná), nem že se částice nikdy ocitnout
vlevo od bodu "rt (v této oblasti poloh by byl rozdíl E - Ep
záporny).BIíží-i se částice k bodu x1, její kinetická ener-
gie klesá, částice se zpomaluje. P i Ek :0 je její rychlost
nulová.

Všimněme si, že v okamžiku, kdy částice dosáhne
bodu x1, p sobí na ni síla, daná vztahem (8.19). Tato síla
mí í ve směru kladné osy _r (směrnice dEr/dx je záporná).
To znamená,že částice nezristane v klidu v bodě xL ale za-
čne se pohybovat doprava, d. opačnym směrem. Polohu x1
proto nazyeme bodem obratu, tj. místem, kde kinetická
energie částice nabyvá nulové hodnoty a směr jejího po-
hybu se obrací.

Vpravo od bodu x1 již žádny bod obratu není. Pohyb
částice směrem vpravo bude pokračovat donekonečna.

Rovnovážné konfigurace
V grafu potenciální energie En@) na obr. 8.10c jsou vyzna-
čeny t i další hodnoty mechanické energie E. Všimněme
si podrobněji jednotliv ch situací, abychom zjistili, jak
vliv má volba hodnoty E na pohyb částice. Je-li E : 4,0 J
(fialová čára), posune se bod obratu z polohy x1 do nové
polohy, která \eží mezi xl a x2. Dále vidíme, že v kaž-
dém bodě ležícím napravo od x5 je potenciální energie
konstantní a její hodnota spl vá s hodnotou energie me-
chanické. Kinetická energie částice je nulová, stejně jako
síla F(x). Částice setrvává v klidu. V takovém p ípadě ho-
vo íme o volné (neboli indiferentní) rovnovážné poloze.
P íkladem je kulička ležicí na vodorovném stole.

Pro E _ 3,0 J (r žováčára) existují dva body obratu.
Jeden z níchleží mezi x I a x2, druh mezi x 4 a x 5 . Y bodě x3
je navíc Ek :0. Nachází-li se částice právě v tomto bodě,
je F (x) : 0 a částice setrvává v klidu. P i sebemenším vy-
sunutí částice ztéto polohy na kteroukoli stranu (nap íklad
prisobením náhodnych vlivri) však vznikne nenulová síla
F(x) ve směru pťrvodní náhodné q chylky a částice se za-
čne pohybovat. Takovou polohu proto nazyváme vratkou
(neboli labilní) rovnovážnou polohou. Ve vratké rovno-
vážné poloze je nap íklad malá kulička položená na vrch
velké kulečníkové koule.

Nakonec uvažujme chování částice p i hodnoté E -: 1 ,0 J (zelená čára). Vložíme-li částici do polohy x4, čás-
tice v ní setrvá a sama od sebe se z ní nem že vych lit
v žáďném směru. Všem bodrim v blízkémokolí xaby totíž
odpovídal a záporná kinetická energie, Vysuneme-li částici
z polohy x4 vlevo či vpravo, začne na ni prisobit vratná

8.5 INTERPRETACE KŘIVKY POTENCIÁLNÍBNBRGIB 181

síla a částice se bude pohybovatzpětk bodu xa. Hovo íme
otzv. stálé (neboli stabilní) rovnovážnépoloze. P íkladem
mtňe b t kulička na dně duté polokoule. Částice na dně
potenciólové jámy tvaru ,,poháru" s minimem v bodě x2

se bude pohybovat v rozmezí bodri obratu ležícich někde
mezi x2 &.t1, feSp. X2 a x3.

{*ru:n*La 4: Na obrázkuje k ivka potenciální ener-
gie E p(x) pro p ípad j ednorozměrného pohybu částice.
(a) Uspo ádejte riseky AB, BC a C D sestupně podle
velikosti síly prisobícínačástici. (b) Jak směr má síla
p sobící na částici v riseku ÁB?

,l,A!\

\oLfr Mechanická energie dvoučdsticové soustavy
V tomto odstavci se p esnějšími rivahami vracíme k proble-
matice zákona zachov ání mechanické energie dv ouč á stic o -

vych izolovan ch soustav s konzervativní interakcí a k po-
drobnější diskusi o oprávněnosti p iblížení, jichžjsme po-
užívalt u soustav typu těleso * Země, charakterizovanych
velmi malou hodnotou poměru hmotností mlM.

Uvažujme tedy libovolnou izolovanou soustavu slože-
nou ze dvou těles o hmotnostech m a M, která na sebe
nav zájemptisobí interakčními (vnit ními, interními) silami
jakékoli povahy. Nechť Fint je síIa, jíž prisobí těleso M na
m a -Fr6 označuje prisobení tělesa m na M . Píi změnách
konfigurace soustavy konají obě tyto síly práci. Práce síly
Flnt je podle vztahl (7.4) rovna zméné kinetické energie
tělesa m, zatímco práce síly -Fln1 určuje změnu kinetické
energie tělesa M. Celkovápráce interakčních sil Wln1 tedy
p edstavuje změnu kinetické energie soustavy vzhledem
k libovolně zvolené inerciální vztažné soustavě. P edpoklá-
dejme nejprve pro jednoduchost, že jtné interakční síly než
Fint a -Fint v naší soustavě neprisobí, a označme zrychlení
téIes m a M jako clm z a 74.PIatí

íIICIa : Fi111

Mqu : -Fint.
Odtud

mO-*Max4:Q.
Označíme-Ií Lv* a A,vp1 změny rychlosti těles ru a M pít
určité změně konfigurace soustavy, vtdíme, že

mL,v-*MLvy:Q

35
-1
t}.]

1
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a veličina

P:mvmlMvu,
zvaná hybnost soustavy, se tedy zachovává. Tato skuteč-
nost umožňuje zvolit pro ešení našeho problému takovou
inerciální vztažnou soustavu* 9, ve které j" p - O.

Opravdu, pokud bychom 1ako Ý- a v M označili rychlosti
téIes m a M vzh|edem k inerciáInívztažné soustavě 9.na jejíž
konkrétní volbu jsme nekladli žádné požadavky, bude celková
hybnost soustavy těles nulovávkaždévztažné soustavě ,? ,která
se v či ? pohybuje rychlostí

mÝr, l Mv uvu: ,+M '

Tato rychlost bude konstantní, neboť celková hybnost pg izolo-
vané soustavy dvou těles se zachovává. Rychlosti těles v nové
vztažné soustavě jsou v,,, - v- - vg A v7,4 - Ý xa - vo. PIatí

p:trlvntl Mvy:m(v,n-v + M(vM -yo):
/_ m,,-|Mvu\ __/_ m,*Mvu\:lll\vri- 

m+M )*r(rr- ^+M ):
:#,(mv-lMv--m --Mvň+

M-F _(mvulMvu-m.-MvM):mlM'
mM mM: **r( *-vu)+ *+^.Qnr- ,r):0,

Rychlosti vm a vM nyní vyjád íme pomocí rychlosti v
tělesa m vzhledem k tělesu M,

V:Vm-Ylt4.

Ye vztažné soustavě 9 pIatí

mv-lMvy_Q.

Rešením posledních dvou rovnic vzhledem k neznámym
Vry a, V7,,1 dostaneme

Mv
vw: m*M

mv
YM: m*M

Celková kinetická energie soustavy těles mě ená vzhledem
k9lepak

Ek: i-r?" + )Mu2, :
__l m(Mu)2 _lM(-mu\2 _| ,M 

,,,
2(m+M)2' 2(*+M)2 2m+M"

" Nazyvá se těžišťová, protože vriči ní je v klidu těžiště soustavy; to

však zavedeme ažv č1.9.2. Srovne.j p .9.10.

Veličina
mM

lTlred :
m,l M

charakterizuje soustavu jako celek anazyváse redukovaná
hmotnost soustavy. Změnakinetické energie naší soustavy
p i změně její konfigurace je určena celkovou prací Wij1
interakčních sil Fint a -Fint, tj.

jmr"6L(u') - Wrn.

Tento závěr je platn bez ohledu na povahu interakčních sil.
Pohybuje-li se během změny konfigurace soustavy těleso
m po k ivce * atěleso M po k ivce y,platí

Wint:

Označíme-li jako r : ím - í14 vektor, kter ldávápolohu
tělesa m vzhledemk M a určuje tedy konfiguraci soustavy,
dostaneme

kde je k ivka, po které se pohybuje těleso m vzhledem
k M. (Pro lepší pochopení p edchozího v počtu se vraťte

k poznámce o k ivkovych integrálech v č1.7.5.)

Jsou-li však síly Fínt d -Fint konzervativní,Ize jejich
práci Wir1 zapsat jako záporně vzatou změnu odpovídají-
cího typu potenciální energie soustavy:

Vint : -AEp.

Dostáváme tak zákonzachování mechanické energie dvou-
částicové izolované soustavy ve tvaru

1 mM 1

- _A(u-)+AĚp-0.2m*M

Prisobí-li v soustavě více typti konzervativních interakčních
sil, je t eba náš v sledek zobecnit:

1mM
= 

"""-- 
-n@\ + AEp, t * LEp,zf ... : 0.2m-lM

Vyjád ení zákonazachovánímechanické energie lze zobec-
nit i na vícečásticové soustavy. Pojem redukované hmot-
nosti, kter je velmi užitečny p i praktick ch vypočtech
u dvoučásticovych soustav, však nemá analogii u soustav
vícečásticovych.

Í ,r"r-dr* - I -fint .dru.

mXa

r
lVint: IFi1 .dr,

l
6



Mechanická energie dvoučásticové (resp. vícečásticové)
izolované soustavy, v níž prisobí pouze konzervativní in-
terakční síly, je definována jako součet kinetickych ener-
gií obou (všech) částic a všech typri potenciáIní energie
soustavy, p íslušejících jednotliv m dvojicím konzerva-
tivních interakčních sil. P t změnách konfigurace sou-
stavy se mechanická energie nemění.

S pojmem redukované hmotnosti je užitečné se vrátít
k rivahám o p iblíženích, o níchž jsme se již p edběžně
zmínilt v článku 8.1 p i rozboru energiové bilance soustav
typu těleso * Zemé. TYto soustavy se vyznačují mizivou
hodnotou poměru mlM. Upravme vyraz pro redukovanou
hmotnost na tvar:

mM
lTlred: mlM

Z tohoto vyjád ení je ihned patrny vliv podílu mf M na
odchylku redukované hmotnosti soustavy od hmotnosti tě-
Iesa m. Veličina x - ffi j" velmi malá, takže v rozvoji
funkce I2

1+í-l-xlx,-",
lze členy s vyššími mocninami proměnné x zanedbat. Pro
redukovanou hmotnost dvoučásticové soustavy pak dostá-
váme 

ftlredž*(r_#)-*
Náhradou redukované hmotnosti hmotností méně hmot-
ného tělesa se tedy p i v počtu kinetické energie soustavy
dopouštíme relativní chyby m l M .Tato hodnota nap íklad
pro soustavu tvo enoutělesem o hmotnostim - 5kgaZe-
mí, jejíž hmotnost j e M - 6.1024 kg, j" zhruba 10-2a. Na-
místo o celkové kinetické energii soustavy těleso * Zemé
pak mrižeme hovo it o kinetické energii tělesa vzhledem
kZemi (kap.7).

Na závěr toho odstavce si uvědommeještě jeden aspekt
pojmu redukovaná hmotnost. Pozorovatel spojen s těle-
sem M a sledující pohyb částice m nemfiže pro tuto čás-
tici p ímo použít druh Newtonriv zákon, neboť vztažná
soustava spojená s M je neinerciální (na těleso M prisobí
síla -Fln1). Pomocí druhého Newtonova zákona lze však
vyjád it zrychtení clm & oxa (víz v še) a určit zrychlení a
částice m vzhledemkvztažné soustavě spojené s M:
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Tento vztah má formálně tvar zápisu druhého ]r{ewtonova
zákona pro částici o hmotnosti lTlred, na kterou prisobí
síla Fln1. Neinerciálnost vztažné soustavy spojené s těle-
sem M, zprisobenou p ítomností tělesa m,Ize tedy p i for-
mulaci pohybového zákonapro těleso m ,,yykompenzovat"
záměnoujeho skutečné hmotnosti redukovanou hmotností
soustavy. Víme jtž, že relativní chyba, které se dopustíme
zanedbáním této neinerciálnosti a dosazením fflred ž m, je
íá l m l M. Je-li v roli tělesa M Zemé, je tato nep esnost
opét zcela nemě iteln á.Ie z ejmé, že neinerciálnost labora-
tornívztažné soustavy, spojené s povrchemZemě,je v da-
leko větší mí e zp sobena pohybem Země kolem Slunce
a p edevším její vlastní rotací (pozn. pod čarou u č1.5.2).

8.6 pnÁcn vNĚrŠÍcrt
A NEKONZERVATIVNÍCH SIL

Prisobí-li v izolované soustavě pouze konzervativní inter-
akční síly, je její mechant9ká energie konstantní. Jsou-li
však interakční síly v soustavě nekonzervativní, nebo pri-
sobí-li na částice soustavy vnější síly, které konají nenu-
lovou práci, nebude se mechanická energie soustavy za-
chovávat. V takov ch p ípadech nem žeme použít vztahtl
(8.17) a (8.18). Co potom m žeme íci o změnách energie
soustavy? Abychom na tuto otázkll odpověděli, všimneme
si odděleně obou situací, v nichž se mechanická energie
soustavy nezachov áv á. Zvláštní pozornost budeme věnovat
p ípadu, kdy v soustavě prisobí t ecí síly.

práce nekonzervativních interakčních sil
P edstavme si, že zvedámekuželkovoukouli svisle vzhriru.
s oustavu koule -l člověk*země mrižeme opět považ ov at za
izolovanou. Mrižeme si p edstavit, že koule a Země takto
interagují prost ednictvím vazby, kterou zajišťuje člověk.
Prisobí-li člověk na kouli silou fin1, změní se tlaková sí-
Ia, jíž prisobí na podložku pod sq ma nohama, o vektor

-Fint. Obě tyto síly jsou vnit ními silami soustavy. P i
zvedání koule docházi ke změnám konfigurace soustavy.
Tíhové síly p i tom vykonalípráci Wr,která určuje změnu
tíhové potenciální energie soustavy AEp,g : -Wg. Cel-
kovou ptácí obou sil Fln1 i -Flnt označme Wint. Pokud tyto
síly nejsou konzervativní, nelzejim p isoudit potenciální
energii. Víme, že mechanická energie soustavy je součtem
kinetick ch energií všech objektri a všech druhri poten-
ciáIní energie p íslušn ch konzervativním interakčním si-
lám. Mechanická energie naší soustavy je tedy součtem
její tíhové potenciální energie a kinetick; ch energií koule
a zbytku soustavy. IJkážeme, že se nebude zachovávat, a|e

bude se měnit právě na rkor práce nekonzervativních sil

m

1+#

q _ om - otr4 - 
F-* 

- 
(--ri"t) 

-mM
_(l, l\. l: (; * n )Fint: 

^"^,
odkud

trLredCI: Fint.
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Frrt d -fint: vzhledem k zanedbatelnému poměru hmot-
nosti koule a zbytku soustavy je změna kinetické energie
soustavy pít zvedání koule dána zménou kinetickó ener-
gie koule samotné. Ze zkušenosti víme, že kouli m žeme
v rámci tohoto experimentu považovatza bodovy objekt.
Užitímvztahu (7.15) meziprací a kinetickou energií dosta-
neme změnu kinetické energie koule:

AEp - WintlWg.

Tíhová síla je konzervativní, a tak mrižeme práci W, za-
p sat pomocí odpovíd ající změny tíhové potenci ální energie
soustavy koule * člověk l Země:

Změna mechanické energie soustavy je rovna celkové
práci nekonzervativních interakčních sil soustavy a vněj-
ších sil, jimiž na objekty soustavy prisobí její okolí.

Platí

I,Vg - -AEp g.

Dosazením za Wg do rov. (8.22) dostanemeě

(8.22)

AEt * AEp.g - Wint. G.23)

Levá strana této rovnice p edstavuje změnu AE mecha-
nické energie soustavy koule * člověk *Země. Vlivem ne-

konzervativních interakčních sil v soustavě se tedy obecně
mění mechanická energie soustavy.

Práce vnější síly
Stejně jako v p edchozím odstavci uvažujme i nyní sou-
stavu koule * Země. Místo člověka, kterl byl součástí
soustavy a prisobil na kouli silou Fln1, bude však na kouli
prisobit jiné těleso, které do soustavy nepat í (e součástí
jejího okolí). Soustava koule l Země tedy nebude tzolo-
vaná a o síle F"^1, kterou prisobí na kouli vnější těleso,
budeme hovo it jako o síle vnější (externí). Označme W"*1

prácí, kterou tato síla koná píi změnách vzďáIenosti koule
od povrchuZemé. Podle (7.15) opět platí

AE1 : Wext1-Wg.

U žitím (8 .22) do staneme

a nakonec

AEt - W"rt- Aáp.s

A,E : Wext. (8.24)

Vidíme, že změna mechanické energie neizolované sou-
stavy, v níž prisobí pouze konzervativní interakční síly, je
rovna práci vykonané vnějšími silami.

Získané závěry lze zobecnit i pro soustavy, které nej sou
izolované a v nlchž prisobí jak konzervativní, tak nekon-
zerv ativ ní interakční sílv :

LE:WrntlWr*r. (8.25)

Tento vztah platí pro libovolnou soustavu , ať jlžje tvo ena
jedinym objektem jako v kap.l, nebo dvěma (či více) ob-
jekty, jako nap íklad u soustavy koule * Země,jíž jsme se

zabyvali p ed chvílí.

Práce t ecí síly
Kostka o hmotnostim na obr. 8.1 1 klouže po podlaze, která
není dokonale hladká. Počáteční rychlost kostky má veli-
kost ug. Vlivem dynamické t ecí síly F6 se kostka zastaví
poté, co urazlla dráhu d. Z experimentu víme, že priso-
bením t ecí síly klesá kinetická energie kostky a soustava
kostka * podložka l Země se zah eje. V kap. 19 až 2l
uvidíme, že toto zahíátí souvisí se změnou vnit ní ener-
gie těles, zprisobenou urychlením neuspo ádaného pohybu
částic, z nichžjsou tělesa složena.

.....>
F6 L],l 

' vo

{*--P ,,i,
I,1

no
Obr.8.11 Kostka o hmotnosti m klolže po podlaze, která není
dokonale hladká, počáteční rychlostí u6. Vlivem dynamické t ecí
síly F6 se kostka zpomaluje a po posunutí d se zcela zastaví.

Z experimentu je známo i to, že takovy proces vzr stu

vnit ní energie soustavy na írkor její energie kinetické je
nevratny. Říkáme, že kinetická energie kostky je rozpQ-
lovdna (disipována) pťrsobením síly F6, nebo že dochází
k energiovym ztrátám. Práce Wr tíecích sil F6 d -Fd,
které jsou nekonzervativními vnit ními silami soustavy
kostka * podložka * Země, je záporná a jelí velikost je
rovna ribytku kinetické energie kostky vzhledem k podlož-
ce. Tento ribytek p edstavuj erozptylenou energii (energio-
volztrátu) a p ispíváke zvyšení vnit ní energie jak kostky,
tak i podložky.

P edchozí írvahu objasníme ještě na p íkladu kostky
z obr.8.11. Dejme tomu, že jsme p i mě ení zmény kine-
tické energie kostky získali hodnotu AEt - - 100 J. Tato
hodnota p edstavuje současně i práci W6 vykonanou si-
lami dynamického t ení. Rozptylená energie je tedy 100J.
O tuto hodnotu vzroste vnit ní energie soustavy kostka *
* podložkalZemě, tj. AE161 _ 100J. P edpokládejme
dáIe, že jsme bezprost edně po zastavení kostky zjistili



pomocí p esnych kalorimetrickl ch mě ení, že píí brzdění
došlo ke zvyšení její vnit ní energie o 60 J. le z ejmé, že
vnit ní energie podložky se zvyšila o 40 J.

Situace na obr. 8.1 1je podobná jako na obr.] .2v č1.1 .3.
M žeme tedy použítvztah (7.8) se dvěma obměnami, Ve-
likost síly je nyní F6 namísto F a rihel 9 mezi silou a po-
sunutím je 180". Yztah (7.8) pak nabude tvaru

AE1 : F6dcos 180o: -Fad. (8.26)

Hodnota součinu - Fad tedy p edstavuje pokles kinetické
energie kostky na obr.8.11 vlivem p sobení t ecích sil.
Kdyby se měnila i potenciální energie soustavy (kostka
by nap íklad sjížděla po šikmé rampě), p edstavovala by
tato hodnotapokles mechanické energie soustavy E vlivem
t ecích sil, tj. energiovouztrátu:

A,E _ -Fad (rozptylenámechanická energie). (8.21)

Rozptylená energie p ispěje částečně ke zvyšení vnit ní
energie ko stky (zah átí), č ásteč ně k e zv yšení vnit ní energie
podložky.

pŘíxrep s.o
Vadnl robot o hmotnosti m : 40kg je tažen na laně po
stěně sopečného kráteru (obr.8.12). Stěna svírá s vodorov-
nou rovinou írhel 30",Tažná síla lana F má velikost 380N,
velikost dynamické t ecí síly prisobící proti pohybu robota
je I40N. Robot se posune o vzdálenost d :0,50m podél
stěny kráteru.

(a) Jaká je ztráta mechanické energie soustavy robot *Zemé
zp sobená vlivem t ecích sil p i posunutí robota o vektor d?
ŘPŠENÍ, Ze vztahu (8,21) a zadanychťrdajri dostaneme

-Fad: -(l40N)(0,50m) :

-]0 J. (Odpověd)

Vnit ní energie robota a podložky se tedy zvyšlla o 70 J.

(b) Jakou práci vykonají p i posunutí robota tíhové síly?
ŘBŠBNÍ, Podle vztahri (8.1) a (8.7) je

-LEp: -m8L!. (8.28)

Na obr. 8.12 vidíme,žezměna y-ovó sou adnice robota, v ob-
rázku označená jako h, je h : d sin 30'. Dosazením tohoto
vyrazu do (8.28) alžitím zadanych hodnot dostáváme

-m7h: -mgd sin30" :
: -(40 kg)(9, 8 m.s-2;10,50 m)0,5 :
: -98 J. (Odpověd)

Potenciální energie soustavy robot * Země vzrostla během
posunutí robota o 98 J.

(c) Jakou práci vykonala síla F?
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RESENI: Práce síly F je prakticky rovna celkové práciWir1
sil F a -F. (Silou -F prisobí robot prost ednictvím tažného
lana na naviják, kter. je pevně spojen se stěnou kráteru a ná-
leží tedy rovněž do studované soustavy.) Pro její v počet
užijeme vztahu(1.9) (W : Fdcosp). Únel,p mezi vektory
F a d je 0o. Dosazením do (7.9) dostáváme:

: Fd cosp : (380N)(0,50m) cos0o :
: 190J. (Odpověd)

P sobením sil F a -F p i posunutí robota došlo ke zvyšení
mechanické energie soustavy robot lZemé o 190J.

Obr. 8.12 P íklad 8.6. Vadn robot je tažen na laně po šikmé stěně
sopečného kráteru silou F, proti pohybu p sobí dynamická t ecí
síla F6. Robot se posune podél nakloněné roviny o vektor d, jeho
v; ška nad dnem kráteru p i tom vzroste o h.

|(ONTROLA 5: Obrázek ukazuje t i možnosti pohybu
kostky po nakloněné rovině, která není dokonale hlad-
ká. Ve všech p ípadech je velikost počáteční rychlosti
kostky stejná. Pohyb kostky sledujeme až do zastave-
ní. Uspo ádejte tyto situace sestupně podle velikosti
r ozptylené mechanické energie.

W+ X@/
8.7 zÁxox zACHovÁNÍ ENERGIE

P edstavme si kostku, která klouže po dokonale hladké
vodorovné podlaze. Soustavu tvo enou samotnou kostkou
mrižeme považovat za izolovanou v tom smyslu, že žádná
ze sil, které na ni prisobí (tíhová síla a tlaková síla pod-
ložky), nekoná práci. Na tuto jednoduchou soustavu Ize sa-
moz ejmě rovněž aplikovat zákonzachováníenergie: ener-
gie kostky se zachovává.

(3)(2)(1)
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Nyní nechme kostku klouzat po podlaze, která není
dokonale hladká. Uvažujeme-li opět soustavu tvo enou sa-

motnoukostkou, musíme konstatovat,že tentokrát se o izo-
lovanou soustavu nejedná. Dynamická tíecí síla, která na

kostku prisobí, je z hlediska zvolené soustavy silou vnější.
Energie soustavy (kostky) se nezachovává.

Mrižeme však soustavu rozší it tak, že do ní zahrneme
jak kostku, tak podložku pevně spojenou se Zemí. V této

soustavě jsou již t ecí síly silami vnit ními, soustava je
izolovaná a její energie se zachovává. Zobecníme-li ná-

Iežítě p edstavy o tom, co rozumíme soustavou, mižeme
formulovat novy zákon zachováníenergie, kter umožňuje
uvažovat o rriznych energiovych p eměnách.

Dospějeme k němu pomocí vztahu (8.21) pro vyjád-
ení mechanické energie rozpty(ené t ecími silami F6a - F6.

V p ípadě kostky pohybující se po vodorovnépodlazezahr-
nuje mechanická energie pouze energii kinetickou a vztah
(8.21) mátvar

AEp _ -Fad, (8.29)

kde AEt je změnakinetickéenergie. Cel ribytekkinetické
energie p ispěje ke zvl šení vnit ní energie kostky a pod-

ložky (obě se zah ejí).Zména vnit ní energie soustavy je

tedy

(8.33) takto:

AEcek - AEt + AEp * AEint * AEostatní :0. (8.34)

Uvědomme si, že tento obecny zákon zachováni energie
jsme nijak neodvodili. Naopak,vyplyvá z nesčetnych ex-

periment . Vědci ani konstrukté i dosud neobjevili žádnou

v jimku z tohoto zákona. Jeho značná írčinnost p i analyze
obtížnychsituací spočívá právé v tom, že p isuzuje celkové
energii írlohu zachovávající se veličiny i v situacích, kdy se

dílčí energ íe rizny ch typri mění.

Obr.8.1,3 P i sestupu se snižuje tíhovápotenciální energie sou-

stavy horolezkyně s vystrojí lZemé. Lano je provlečeno kovo-
vymi karabinami a t e se o ně. Podstatnáčástírbytku potenciální
energie tak p ispěje ke vzrustu vnit ní energie soustavy a kine-
tická energie horolezkyně se prakticky nezvyšuje.

v izolované soustavě mriže docházetke zménám všech
typri energie, které lze soustavě p isoudit. Celkováener-
gie však ztstává zachována.

Chceme-li tuto skutečnost vyjád it méně formálně, m -

žemeííci,že energie nemriže záhaďnémizet ani se objevo-
vat.

Nad obr.8.13 mrižeme nap íklad uvažovat tak, že do

soustavy zahrnemejak horolezkyni s kompletní v strojí,
takZemi. P i slaňování po skalní stěně musí horolezkyně
ídit pokles potenciální energie soustavy (tato energie ne-

m ženajednou záhadnězmizet).Část jejího ribytku se jistě
mriže projevit p írristkem kinetické energie horolezkyně,
ten však nesmí b t p íliš velky. V tom tkví podstata sla-
ňování: lano je provlečeno kovovymi karabinami. T ecí
síly mezi lanem a karabinami ízeně a pomalu rozptyfují

LEit - -AEt,

AEt+AEln1 -0.

(8.30)

(8.31)
odkud

A tak ikďyž se mechanická energie kostky nezachovává, je
součet její mechanickó energie a vnit ní energie soustavy

kostka*podložkakonstantní. Tento součet p edstavuj e cel-
kovou energii soustavy kostka * podložka. Nově získany
v ztah pro z acho v áv ající s e energii nazy v áme zákonem za,
chování energie. IJžitím vztahu (8.31) jej mrižeme zapsat

ve tvaru

AEcett - AEt * AEln1 : Q. (8.32)

Ptisobí-li navíc v soustavě konzervativní interakční síly,

máme opět poněkud širší a obecnější pojem izolované sou-

stavy, ve které mriže kromě změnkinetickó a vnit ní energie
jednotlivlích objektri docházeti ke změnám energie poten-

ciáIní. Celková energie se bude opét zachovávat a zákon
zachovánínabude tvaru

(izolovaná soustava,

AEceu< - AEt+AEp* AEint-0 zákonzachování
celkové energie).

(8.33)

Objevíme-li ještě jiné formy energie, mrižeme je vždy
zahrnout do zákona zachování energie a p epsat vztah



p evážnou část mechanické energie soustavy a zvyšují tak
energii vnit ní.

Není-li soustava izolovaná a vnější síly konají práci,
nelze vztahy (8.33) a (8.3a) použít. Je t eba je nahradit
obecnějším vztahem

W : A,Ecelk : AEk + 
^Ep 

+ LEint, (8.35)

kde IV je celková práce vnějších sil prisobících na ob-
jekty soustavy. Kdybychom nap íklad lano horolezkyně
(obr. 8.13) nezahrnuli do soustavy, bylo by t eba t ecí sílu,
jíž p sobí lano na karabiny, považovat za vnější sílu, jejíž
práce W p ispíváke změně kinetické, potenciální a vnit ní
energie soustavy.

Vykon
Poté, co jsme podrobně prodiskutovali problematiku a me-
chanismy energiovych p eměn a uvědomili jsme si p itom
existenci r znych typťr energie, m žeme rozší it i definici
vykonu formulovanou v čI.1.1. Tam jsme v kon defino-
vali jako ,,rychlost", s jakou síla koná práci, tj. vykonanou
ptáctvztaženol k časové jednotce. V obecnějším smyslu
bude vl kon veličinou, kteráurčuje, jak,,rychle'o docházíke
změnám energie. Označíme-li AE změnu energie sousta-
vy, k níž došlo prisobením jisté síly za dobu Ar, mrižeme
definovat prriměrny v kon této síly jako podíl

^E
D-

Aí'
Analogicky definujeme okamžit v kon síly

(8.36)

(8.31)

pŘíxrlp s.z
Cvičenl pudl (obr.8.14) o hmotnosti 6,0kg vběhl rychlostí
O velikosti 1)o : J,Sm.s-l na levy okraj skluzavky, ktery
|ežíve v; šce 8,5m nad podlahou. P i skluzu po ní se dostal
do bodu obratu, ležícího ve vyšce } : 1 1, 1 m nad podlahou.
Jak byl p i tom p írristek vnit ní energie soustavy pudl *
* skluzavka * Zemé?

ŘnŠPXÍ: Soustavu pudl i skluzavka l Země mrižeme po-
važovatzaizolovanou a použít vztahu (8.33), neboť jedin mi
silami, kteró v soustavě pťrsobí, jsou síly tíhové, normálové
(tlakové) atíecí. Tíhové síly jsou konzervativní a jsou spjaty
se změnami tíhové potenciální energie soustavy. Vlivem t e-

cích sil dochází p i pohybu pudla po skluzavce k rozptylu
mechanické energie soustavy za současného p ír stku vnit ní
energie soustavy o hodnotu AEint.Normálové síly nekonají
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práci,neboťjsou trvale kolmó k trajektorii pudla. Nepňspívají
tedy k energiovym zménám,

V bodě obratu má pudl nulovou rychlost a tedy i nulovou
kinetickou energii. Užitím vztahu (8.33) pro soustavu pudl*
* skluzavka l Zemé dostáváme:

AEt -| LEp,e i AEin1

Q - |muf,) * mgly - yo) -l AEln1

Odtud určíme AEln1:

Aáint : }mufr - m7O - }o) :
: j{6,0kg)(7,8 m.s-1;2 -

-(6,0kg)(9,8 m.s-2;1t1,1m - 8,5 m)

dED-
dt

30 J. (Odpověd)

Obr.8.14 P íklad 8.7. Pudl klouže po skluzavce z v šky y0 s po-
čáteční rychlostí o velikosti u6 a dosáhne bodu obratu ve v šce y.

pŘírren s"s
Ocelová kulka o hmotnosti 5,2g je vyst elena svisle dolri
z v šky ht : I8 m. Její počáteční rychlost má velikost uo -: l4m.s-1 (obr. 8,15a). Kulka se zaryje do písku a zastaví
se v hloubce h2 :2I cm.

(a) K jaké změné mechanické energie kulky p itom došlo?

ŘPŠPNÍ: V místě, kde se kulka zastavila,je její rychlost,
a tedy i kinetická energie, nulová. Zménamechanické energie
kulky je dána vztahem

AEt f AEr.*. (8.38)

Odtud užitímvztahu (8.8) (AEp,e: m8Ly) dostáváme

Q-}muz())-ms(htlh2),
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kde - (.ht -| h) je celkové posunutí kulky. Dosazením zada-
n ch írdaj určíme hodnotu AE:

LE : - ž6,z.to-3 tg;lt4 m.s-l)2 -
-(5,2.t0-3 tg;11,8 m.s-2;118 m -| 0,21 m) :

- -1 ,43] J : -I,4I. (Odpověd)

(Všimněte si, že jsme v této ílloze hovo ili o potenciální
energii kulky, místo abychom ji správně p isuzovali soustavě

kulka l Země. Jedná se o p iblížení, jehož oprávněnost jsme
již zdrivodnili v bodě 8.1.)

pruZmoVa
puška

(a) (b)

Obr.8.15 P íklad 8,8. (a) Kulka je vyst elena svisle dolri azabrzdí
se v písku. Její mechanická energie se p i pohybu po dráze hl
zachov áv á, p i brzdění po dráze h 2 p sobí na kulku odporov á síla F .

(b) P i prisobení odporoq ch sil klesá mechanická energie kulky
a roste vnit ní energie soustavy kulka * písek.

(b) Jaká je změna vnit ní energie soustavy kulka * písko-
viště * Zemé?

ŘBŠPNÍ: Soustavu kulka * pískoviště + Zemé po vyst elu
Ize považoyat za izolovanou, Jedinl mi vnit ními silami jsou
síly tíhové a odporové síly F a -F, jimlž na sebe vzájemně
prisobí kulka a částečky písku (obr. 8.I5b). Lze tedy použít
vztah (8.33). Dosazením zevztahu (8.38) do (8.33) získáme
pro soustavu kulka -l pískoviště + Země vztah

AE+AEln1 -0.

AEint : - A,E : -(- 1,43] I) :-

: I,4J. (Odpověd)

tj,

P i pruchodu kulky pískem konají odporové síly práci a do-
cházikrozptylu mechanické energie soustavy, Vnit ní energie
soustavy roste.

(c) Jaká je velikost prriměrné odporové síly F?

ŘBŠBXÍ: Mechanická energie soustavy se nemění, dokud
kulka nedoletí k pískovištl, Pít zarytí kulky do hloubky /z2 se

však změní o hodnotu A,E. Yztah (8.21) (- Fad : LE) Ize

p epsat do tvaru

- Fhz : A,E,

Rešením vzhledem k neznámé F dostaneme

^E 
(-I.431J)F-_: :6.84N

-hz (-0.2lm) 6,8 N. (Odpověd)

Hodnotu F bychom mohli určit také užitím postupri vylože-
nych v kap.2: zjistili bychom velikost rychlosti kulky těsně

nad pískovištěm a její pruměrné ztychlení p i brzdění v písku.
Užitim druhého Newtonova zákonabychom zjistili F. Tento

postup by však vyžadoval provedení většího počtu algebraic-
k ch v počtri.

8.8 HMOTNOST A ENERGIE

Klasická chemie bylazaložena na p edpoklaďu,že p i che-
mick ch reakcích se zachováválak energie, tak hmotnost.
V roce 1905 však ukázal Albert Einstein v rámci své spe-

ciáIníteorie relativity, že hmotnost lze ekvivalentně vyjád it
pomocí energie a Že zákon zachování energie Íká jin mi
slovy totéž, co zákon zachování hmotnosti.

P i chemick chreakcíchjsou ovšem zmény hmotnosti
odpovídající změnám energie ve smyslu Einsteinovy teo-

rie tak nepatrnym zlomkem celkové hmotnosti látek, které
se reakce írčastní, že není naděje na jejich registraci ani p i
nejp esnějších laboratorních analyzách. Situace seteďy jeví
tak, že hmotnost i energie se skutečně zachovávají odděle-
ně. Během reakcíjadern; ch však často docházík uvolnění
energie až milionkrát větší a změny hmotnosti 1ze mě it do-
cela snadno. Úvahy o souvislostech změn hmotnosti a ener-
gie p i jadern ch reakcích se již staly součástí laboratorní
rutiny.

Yztah mezi hmotností a energií je zcelajistě nejzná-
mější rovnicí fyziky (obr. 8.16):

a
í, : lTlC-, (B.39)

kde E je energie ekvivalentníhmotnosti m (tzv, energiov ,

ekvivalent hmotnosti), c je rychlost světla ve vakuu. (P i
hlubším studiu fyzlky mimo rámec této knihy se jistě časem
setkáte s hlubším rozborem vztahu mezi hmotností a ener-
gií a pravděpodobně i s r znyminázory na jeho správnou
interpretaci.)



Obr.8.16 Takto vzdalthold Albertu Einsteinovi studenti st ední
školy Shenandoah Junior v Miami (Florida) p i oslavách stého

1 ročí jeho narození v roce 19'79. Slavnou formuli vytvo ili
sv mi těly.

Tabulka 8.1 shrnuje energiové ekvivalenty hmotností
vybran; ch objektri. Energie uložená v béžnych objektech
je obrovská. Nap íklad vyroba energiového ekvivalentu t í-
gramové mince by stála desítky milion korun. Také hmot-
nostní ekvivalenty někter ch typick ch hodnot energie jsou
šokující. Nap íklad celá roční produkce elektrické energie
v USA odpovídá hmotnosti pouh ch několika stovek kilo-
gram látky (kamení, brambor, prostě čehokoliv!).

Tabulka 8.1 Energiové ekvivalenty vybranych
objektri

Oernrr Hvorxosr (kg) ExBRcIovÝ BrvtvaI-BNr

Elektron 9,11.10-3l 8,2.10-14J (:511keV)
Proton I,6].10 21 1,5.10-'oJ (:938MeV)
Atom uranu 4,0.10-25 3,6.10-8 J (: 225 GeY)
Prachováčástice 1.10-13 1.104J (:2kcal)
Mince 3,1.10-3 2,8.1011J (:78GW.h)

Chceme-li použít vztah (8.39) pro chemické či jaderné
reakce,je vhodnéjej p epsat do tvaru

O- -Lmc2
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(zkratka u, č1. 1.6), kde

1u - 1,66.10-21 kg. (8.41)

l^ml
M

: (Odpověd)

Jakkoli je tato veličina malá,je poměrně snadno mě itelná.

(b) Jaká energie se p i štěpné reakci uvolní?

Obvyklou jednotkou energie je elektronvolt či jeho násob-
ky. Podle (7.3) je

1 eV : 1,60.10-19 J. G.42)

V jednotkách definovanych vztahy (8.41) a (8.42) má
kvadrát rychlosti světla hodnotu

c2 :9,315.108 eV.u-I - g,315.105 keV.u-1 :

- 931,5 MeV.u-l. (8.43)

I

I v,

I PRIKLAD 8.9

I Píijaderném štěpení
I

I

-l
n + 235U -- 140Ce +9azr + n + n

je neutron (n) zachycen jádrem uranu ("'U). Vznikne ne-
stabilní jádto, které se rozštěpí na dvě menší jádra (la0Ce

al- ,a'"Zr) za současného uvolnění dvou neutron . Hmotnosti
zťrčastněnych element jsou

hmotnost (235U) : 235,04\
hmotnost (94Zr) : 93,91 u,

hmotnost ('ooc.) : I39,9Il,
hmotnost (n) : 1,008 67 u.

(a) Jaká je relativní změnahmotnosti interagujících částic?

ŘEŠBXÍ: Změmlhmotnosti Lm získáme odečtením hmot-
nosti částic, které vstupují do reakce od hmotnosti částic,
které jsou vysledkem reakce:

A,m : (I39,9I + 93,9I + 2 . r,008 67) u -
- (235,04 + 1,008 67) u:

: -0.2l l u.

Hmotnost částic vstupujících do reakce je

M :235,04u * 1,008 6J u:236,05u.

Tomu odpovídá relativní ribytek hmotnosti

0.21 1 u

(8.40)

kde Q je energie uvolněná (kladná hodnota), nebo pohl-
cená (záporná hodnota) p i reakci a A,m je odpovídající
rbytek, či p írristek hmotnosti částic v drisledku reakce.
P ijaderném štěpení, kdy se větší jáďrarozpadnou v jádra
s nižším atomovym číslem, činí hmotnostní írbytek méně
než 0,1Vo ptwodní hmotnosti. P i chemickych reakcích je
toto procento zhruba milionkrát nižší.

P i praktick chvypočtechpomocí vztahl (8.40) se jen
z íďkaužívá jednotek SI, neboťjsou pro tento ričel p íliš vel-
ké. Hmotnost obvykle udáváme v atomovl ch jednotkách

236.05 u
0,000 89, tj. asi0,17o.
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ŘBŠPNÍ, Ze vztahu(S.40) dostaneme

Q : - A,m 12 : -(-'0,2I1 u)(931,5 MeV.u-') :
: 19'/ MeV. (Odpověd)

Za c2 jsme dosadili hodnotu uvedenou ve vztahu (8,43).

Uvolněná energie 197 MeV p ipadající na jednu reakci, je
mnohonásobně větší než typické hodnoty energie uvolněné
p i chemick y ch r e akcích, kter é s e pohybuj í v j ednotkách elek-
tronvolt .ll

pŘíxr.a* s.to
Jádro atomu deuteria (tzv, těžky vodík) se nazyvá deuteron.
Je složeno z protonu a neutronu. Jak velká energie se uvolní,
či absorbuje p i procesu, p i němž dojde k odtržení neutronu
a protonu? Hmotnosti částic írčastnících se reakce jsou:

deuteron: md:2,013 55 u

proton: ffip : 1.007 28 u 
1

} 2.0l5 95 u
neutron: lTIn : 1,008 61 u l

ŘEŠPXÍ, Vzhledem k tomu, že celková hmotnost volného
protonu a volnóho neutronu je větší než hmotnost deutero-

nu, je p i štěpení deuteronu nutno energii dodat. P ír stek
hmotnosti p i reakci Činí

Lm:(mp+m -md:
: (1,007 28 + I,008 67) u - (2,013 55) u : 0,002 40 u.

Odpovídající energie je dána vztahem (8.a0):

Q : - Lm.2 - - 10,0 02 40 u) (931 ,5 MeV.u-l ) -
: -2,24MeV. (Odpověd)

Znaménko minus ve vysledku potvrzuje, že pít této reakci
se energie absorbuje. Hodnota 2,24MeY se nazyvá vazební
energie deuteronu. Yazební energie jádra je definována jako
energie, kterou by bylo t eba jádru dodat, aby se rozštěpilo
na volné protony a neutrony, resp. energie, která by se musela
uvolnit, kdybychom měli jádro z voln; ch protonri a neutron
vytvo it.

{ONrnůLA 6: P edstavme si, že bychom nějakym zpri-
sobem dokázali p imět šest volnl ch protonri a stejn
počet volnych neutron , aby se spojily v jádro uhlíko-
vého atomu 12C. Byla by hmotnostjádra větší, či menší
než celková hmotnost volnych částic?

8.9 KvANTovÁNÍ ENERGIE

Dosud jsme p edpokládali, že energie soustavy rnriže na-

byvat jalc chkoli hodnot. Tento p edpoklad je nepochybně
rozumny u soustav, s nimiž se setkáváme v každoden-
ním životě. Pro soustavy z oblasti mikrosvěta, jako jsou

atomy nebo t tzv. kvantové tečlcy (laboratorně vyrobené
shluky elektronri, které se atom m podobají), však nevy-
hovuje. Vnit ní energie takov ch mikrosoustav je kvanto-
vána, mťrže nabyvat jen některych hodnot. P ísluší-li sou-
stavě určitáhodnota energie, ííkáme, že s e s ou st av a nachází
v kvantovém stavu s touto energií.

Obr.8.I1 lkazuje typick diagram hodnot energie
(tzv. energiov ch hladin) atomu.* Energie je vynesena na
svislé stupnici a každá z pétt nejnižších energiovych hla-
din E6, E1, ..., E4 je vyznačena vodorovnou čarou (od-

tud název hladiny). Energie atomu nemriže nabyvat žádné
hodnoty ležící mezi povolenymi hladinami. Kvantovy stav

spojen s nejnižší hladinou, označenou na obr.8.17 jako
E6, se nazyvá zdkladním stavem atomu. (V obr. 8.17 je mu
p isouzena nulová hodnota energie.) Kvantové stavy s vyšší
energií se nazyvají excitované. Stav s energií Et ie první
excitovany stav, stav s energií E2druhy excitovany stav atd.

Eq

E3

E2 (druhy
excitovany stav)

E1 (první
excitovany stav)

(základní stav)

Obr.8.17 Diagram energiovych hladin atomu, znázorňující
kvantované hodnoty energie (energiové hladiny). Každá hladina
odpovídá jistému kvantovému stavu atomu. Nejnižší energie,

označenájako E6, p ísluší základnímu stavu. Šipta směující
vzh ru symbolizuje kvantov; p echod atomu ze základního
stavu do druhého excitovaného stavu, jemuž odpovídá ener-
gie E2. Šipta smě ující dolri odpovídá kvantovému p echodu
z druhého do prvního excitovaného stavu o energii E1.

Atomy mají tendenct zaujímat konfiguraci základního
stavu, jemuž odpovídá nejnižší energie (podobně jako se
koule kutálí po svahu dolri). Atom mriže p ejít do excito-
vaného stavu s vyšší energií jen tehdy, je-li mu z vnějšího
zdroje dodána energie ďaná rozdílem mezi excitovanym
a základním stavem. Atom mriže tuto energii získat na-

* I když ve zkratce hovo íme o energiovych hladinách atomu, máme
většinou na mysli možné hodnoty energie jednotliv ch elektronri jeho
elektronového obalu.

o
()
orJ L
!o
0)

1



p íklad p i srážce s jin m atomem nebo voln; m elektro-
nem, p ípadně p i pohlcení (absorpci) světla. Každopádně
je t eba, aby ziskaná energie postačovala pro p echod na
některou z vyšších hladin. Kvantoványjsou tedy nejen hod-
noty energie samotné, ale i jejich možné změny (p írristky
i ztráty).P i změnách energie dochází ke kvantovym p e-
chod m neboli p eskok m atomu mezi jednotlivl mi ener-
giovl mi hladinami.

Šipt<a mííící v obr.8.17 vzhriru p edstavuje kvantoq
skok ze základniho do druhého excitovaného stavu. podle
diagramu je pro takovy p echod t eba, aby atom získal
energii 2,5 eY. P i absorpci fotonu s touto energií foton
zanikne a celá jeho energie p ispěje k p írristku energie
atomu. Světlo tedy musí mít energii právě 2,5 eY, aby byl
atom schopen je pohltit. Je-li energie světla o něco větší či
menší, k absorpci nedojde.

Aby došlo k absorpci světla atomem, musí b; t energie
ab sorbovaného fotonu rovna r ozdíIu energiovych hladin
odpovídajícíchvl slednému a vychozímtl stavu atomu.

P ejde-li atom do excitovaného stavu, nesetrvá v něm,
ale je rychle deexcitován. Ztrácí energii buď p i srážkách
nebo vyzá ením (emisí) světla. Světlo vyzá ené p i deex-
citaci atomu p i ní skutečně vznikó (p edtím neexistovalo).
P i kterémkoli z obou deexcitačních procesri je však t eba,
aby atom ztratil p esně definovanou energii, a mohl tak
p ejít na některou z ntžších energiovych hladin.

Konzervativní síly
síla prisobící na částici je konzervativní, je-li celková práce, kte-
rou vykoná p i pohybu částice po libovolné uzav ené trajektorii,
nulová. Ekvivalentní vyjád ení: Síla prisobící na částici je kon-
zervativní,jesiliže práce, kterou vykoná pň p emístění částice
mezi dvěma zadanymi body, nezávisí na trajektorii, po které se
částice pohybovala. Tíhová síla a pružná síla jsou konzervativní.
Dynamická t ecí síla je nekonzervativní.

Potenciální energie
potenciální energie souvisí s konfigurací soustavy,v nížprisobí
konzervativní interakční síly. Zména potenciální energie sou-
stavy je definována jako zápomě vzatá práce, kterou konzerva-
tivní interakční síly vykonají p i odpovídajícízménékonfigurace
soustavy

LEo - -Wg (8.1)

Je-li konfigurace soustavy (poloha částice vzhledem ke zvole-
nému bodu zbytku soustavy) určena jedinou skalární proměn-
nou J a závisí-Ii konzervativní síly F a -F popisující interakci
částice se zbytkem soustavy pouze na této proměnné, je často
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Energie světla emitovaného atomem je vždy rovna roz-
dílu energií vychozí hladiny atomu a některé nižší
hladiny.

Šipka, smě ující v obr.8.17 dolri, označuje kvantovy
p echod z druhého do prvního excitovaného stavu. Ener-
gie světla vyzá eného p i tomto p echodu je 1,0eV. Poté
atom p ejde ďo základního stavu a znovu vyzáíí světlo,
tentokrát o energii 1,5 eV, Místo tohoto dvoustupňového
procesu mohl také atom p ejít do základního stavu rovnou
avyzá ít světlo o energii 2,5 eY.

{crvex*LA 7: Bylo zjištěno, že kvantov systém vyzá-
il světlo čtyí r znych energií, anižbylmezttím znovu

excitován. T i hodnoty energie emitovaného světla
byly změ eny: 1,1eV 1,4eY a 2,8eV. Po adí emisí
není známo. Energiové hladiny systému jsou tyto:

E8 :7,7 eY
El :6,6 eV
E6 :5,5 eV

E5 :4,8 eV E2:2,J eY
E4:4,2eY El:1,3eV
E3 :3,9 eV Eo :0,0 eV

(a) Jak byl počáteční stav systému a (b) jakou energii
mělo světlo vyzá ené p i čtvrté emisi?

možné vyjád it změnu potenciální energie vztahem

(8.6)

kde x1 je počáteční a x1 koncová poloha částice.

Tíhovd potencidlní energie
Potenciální energie soustavy s tíhovou interakcí se nazyvá tÍ-
hová potenciální energie, Jedná-ti se o soustavu zahrnující
Zemi a částici, která se pohybuje v blízkosti jejího povrchu, ho-
vo íme o tíhové potenciální energii. P i p echodu částice mezi
body ležícími ve v škách li a jr nedaleko od povrchu Zemé je
změna tíhové potenciální energie s ou stavy č ás tice * země rovna

LEp - mgjt -.}i) : m7^y. (8.7)

Je-li referenční konfigurace soustavy zvolena tak, že yi : 0,
a je-li jí p isouzena nulová hodnota tíhové potenciální energie
Ep,i :0, m žeme tíhovou potenciální energii soustavy v obecné
konfiguraci (resp. tíhovou potenciální energii částice v obecné
poloze vzhledem kZeml) vyjád it vztahem

Ep: m8!,

LEp-- 
Ir','F(x)dx,

(8.9)
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Pružná p otenciální e nergie
Pružná potenciální energie je spojena se stavem napjatosti
(p i napínání či stlačování) pružn ch objektri. Pro pružinu, která

vyhovuje lineárnímu yztahl pro pružnou sílu F(x) : -kx, je

pružná potenciální energie

EoG) : }kx2 (8. 1 1)

Tento vztahplatí pro p ípad, že referenční konfigurace odpovídá
nenapjaté pružině a je jí p isouzena nulová potenciální energie.

Je tedy Ep :0 pro x : 0.

Mechanická energie
Mechanickou energii E soustavy definujeme jako součet její
kinetické energie Ek a potenctáIni energie Eo:

E : Erl Ep. (8.12)

Kinetická energie soustavy je součtem kinetickych energií všech
jejích objektri. Potenciální energie je součtem všech p íspěvk
odpovídajících konzervativním interakčním silám uvnit sou-

stavy. Prisobí-li v izolované soustavě pouze konzervativní inter-
akční síly, nemění se její mechanická energie E. Tuto skutečnost
nazyváme zákonem zachovánímechanické energie a píšeme

Eu2 l Ep,2: E1,1 * Ep,r. (8.17)

Indexy 1 a 2 odpovídajíŇznym okamžikrim v pr běhu energio-
vy ch změn . Zákon zachov ání mechanické energie lze zap s at i v e

tVaru

^E 
-- AEr. + AEo : 6. (8,18)

K ivky potenciální energie
Je-li sledovaná částice v soustavě popsána svou polohou x
a známe-Ii závislost potenciální energie Eo soustavy na této

poloze, m žeme vyjád it vyslednou sílu, kterou zbyteksoustavy
prisobí na částici:

P sobí-li v soustavě dynamické t ecí síly F6 a -F1,je změna
celkové mechanické energie soustavy dána vztahem

A,E : -Fad, (8.2] l

kde d je velikost posunutí sledované částice p i změně konfi-
gurace soustavy. O ribytku mechanické energie, k níž vlivem
t ecích sil došlo, hovo íme jako o energii rozptylené t ecími
silami. Rozpt; lená energie je rovna práci sil F6 a -F6.

Zókon zachovóní energie
V izolované soustavě mriže ďocházetke zménám rriznych typri

energie, avŠak celková energie soustavy Egglk s9 zachovává.
Tento zákon zachov ání lze zapsat ve tvaru

AEcett< - AEt + AEp t AEln1 -l AEostatní : 0. (8,34)

A Elnl je změna vnit ní energie soustavy a zahrnuje změny vnit ní
energie všechjejích objekt .

Není-li soustava izolovaná, dochází vlivem prisobení vněj-
ších sil ke zménámjejí celkovó energie. Zména celkové energie
soustavy je rovna práci vykonané vnějšími silami

W : LEcett : AEt i AEp * AEin1. (8.35)

V kon
Vykon síly udává, s jakou ,,rychlostí" docházíp i jejím prisobení
ke změnám energie soustavy. Dojde-li za dobu Ar ke změně
energie o AE (tato změna je rovna práci, kterou síIazadobu Ar
vykonala), je prriměrn l kon síly roven

^ED-

Ar'
Okamžit vykon síly je dán vztahem

dED-

dt

(8.36)

PŤi zadání funkce Eo(x) grafem \ze pro libovolnou hodnotu x
zjistit hodnotu F(x) jako záporné vzatou směrnici tohoto grafu.

Kinetickou energii částice lze pak spočítat ze vztahu

(8.37)

Hmotnost a energie
Energiov m ekvivalentem E hmotnosti m rozlmíme energii
danou vztahem

E:mC2 (8.39)

kde c je rychlost světla ve vakuu. Pro vypočet energiového
ekvivalentu v megaelektronvoltech je t eba írdaj o hmot-
nosti zadany v atomovych jednotkách (u) vynásobit faktorem
937,5 MeV.u-1 . Energii uvolněnou či pohlcenou p i jadernych

nebo chemickl ch reakcích vyjad ujeme vztahem

Q: -Lmc2 (8.40)

kde A,mje odpovídající ribytek, či p írristek hmotnosti, (Hodnota

Q je kladná, jestllže se p i reakci energie uvolňuje, a záporná,
je-li reakce doprovázena pohlcením energie.)

dE.(.r )

F(_r ) : - |'

dr
(8.19)

G,2r)Et(;r)-E-Er(x),

kde E je mechanická energie soustavy. Bodem obratu rozu-
míme takovou polohu x, v níž se obrací směr pohybu částice
(tj. Et : 0). Částice je v rovnováze v každém bodě, v němž je
směrnice grafu funkce áo(x) nulová (F(;r) : Q).

Práce vnějších a nekonzervativních sil
Uvažujme částici, která je součástí soustavy. Prisobí-li na ni
vnější síla F, která p i změně konfigurace soustavy vykoná
práci W , změní se o tuto hodnotu mechanická energie soustavy:

W : LEy + AEp : A,E, (8.24,8.25)



Kvantovdní energie
Energie v mikroskopickych soustavách,jak mi jsou nap . atomy,
je kvantována (nab; vá pouze některych hodnot), Soustava se
m že nacházetv kvantovych stavech charakterizovanych povo-
lenl mi hodnotami energie. Energie soustavy nenabyvá žádnych
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jin ch hodnot. Nejnižší energie odpovídá základnímu stavu
soustavy, vyšší hodnoty energie p íslušejí jejím excitovanym
stavrim. JestliŽe soustava získává, či zttácí energii pohlcením
(absorpcí), čl vyzá ením (ernisí) světla, je energie světla vždy
rovna rozdíIu některych povolenl ch hodnot energie soustavy.

orÁzKy
1. Částice na obr.8.18 se pohybuje mezi polohami (ť) a (i),
resp. () a (i) ve vyznačenych směrech. P itom na ni prisobí
konzervativní síla F, která p i jednotliv ch p esunech částice
vykoná práci,jejíž hodnoty jsou v obrázku rovněž vyznačeny.
Jakou práci by síla F vykonala p i p emístění částice z polohy (f)

do polohy ()?
_20J

?J

Obr.8.18
Otázka 1

2. Částice na obr. 8.19 se m že dostat z polohy (i) do polohy (f)
rtrznymi cestami. V obrázku je vyznačena jedna p ímá cesta
a čty i možnosti pohybu částice po lomenych čarách. P i po-
hybu po pgímé cestě a po t ech ze čtyŤ lomenych čar prisobí
na částici pouze konzervativní síla F.. P i pohybu po čtvrté tra-
jektorii se p idá ještě prisobení nekonzervativní síly Fn.. Každy
z píimych ťrsek jednotlivych lomenych trajektorií je opat en
dajem o práci (v joulech), kterou vykonala vyslednice sil pťr-

sobících na částici p i jejím pohybu po tomto írseku. (a) Jakou
práci vykonaly všechny síly p sobící na částici p i jejím po-
hybu z (i) do (0 po p ímé trajektorii? (b) Jakou práci vykonala
nekonzervativní síla Fn. p i pohybu částice po čtvrté trajektorii?

*30

28\

-30s
Obr.8.19
Otázka2

3. Pružina je oproti nenapjatému stavu protažena o 3,0cm.
Uvažujeme čty i možné koncové stavy pružiny: (a) protažena
o 2,0 cm, (b) stlačena o 2,0 cm, (c) stlačena o 4,0 cm, (d) prota-
žena o 4,0 cm. Uspo ádejte tyto možnosti sestupně podle změny
potenciální energie pružiny p i p echodu zpočátečního do kon-
cového stavu.

1. Odvážnybrusla naobr. 8.20 sjíždípoledovém svahu set emi
r znymi sklony. V ška všech írsekri je stejná a rovna d. Uspo á-
dejte jednotlivé riseky sestupně podle (a) práce vykonané tíhovou
silou prisobícínabrusla e, (b) změny jeho kinetické energie.

5. Kokosovy o ech je vržen ze skalního írtesu do širokého plo-
chého írdolí s počáteční rychlostí v o velikosti 8m.s-l. Ná-

Obr.8.20
Otázka 4

sledující možnosti volby směru počáteční rychlosti uspo ádejte
sestupně (a) podle počáteční kinetické energie o echu, (b) podle
kinetické energie o echu p i jeho dopadu na dno ťrdolí: (1) vek-
tor v smě uje témě svisle vzh ru, (2) v smě uje vzhťrru pod
írhlem 45" vzhledem k vodorovné rovině, (3) směr vektoru v je
vodorovny, (4) v smě uje dolri pod rihlem 45' vzhledem k vo-
dorovné rovině, (5) v smě uje témě svisle dolri.

6. Na obr.8.21 jsou t i švestky, které jsou vymrštěny z míst
ležících na stejné vodorovné írrovni rychlostmi o stejnl ch veli-
kostech. Jedna znich sepohybuje svisle vzh ru, druháje vržena
pod malym rihlem vzhledem ke svislómu směru a tíetí klouže
po dokonale hladké nakloněnó rovině. Uspo ádejte tyto situace
sestupně podle velikosti vysledné rychlosti švestek p i dosažení
rirovně vyznačené p erušovanou čarou.

Y**6;

I4
}
l

Obr.8.21
Otázka 6 (1) (2) (3)

7. Kostku pohybující se zpočátku po vodorovné podložce
(obr, 8.22) je možné navést na kteroukoli ze tíí vyznačenych drah

cílová čára

Obr.8.22
Otázka1

f
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vedenych v rriznych írrovních vzhledem k p vodní vodorovné
rovině. Ve všech p ípadech je podložka dokonale hladká. Kostku
sledujeme do okamžiku, než dospěje k cílové čá e (zakreslena
p erušovaně). Uspo ádejte dráhy sestupně (a) podle velikosti
rychlosti kostky v okamžiku prrichodu cílovou čarou, (b) podle
doby pohybu.

8. VIalá krychlička je volně vypuštěna z bodu ve vyšce 3,0 m nad
základní írrovní po dokonale hladké trati (obr.8.23). V obrázku
jsou vyznačeny v šky vrcholkri, které jsou na trati vymodelová-
ny. Všechny pahorky mají v okolí nejvyššího bodu stejny kru-
hovy tvar, P edpokládáme,že krychlička v žádnémbodě neztratí
kontakt s dráhou. (a) P es ktery pahorek krychlička nep ejde?
(b) Jak bude její další pohyb? (c) Na kterém z vrcholkri má
krychlička největší dost edivé zrychlení a (d) na kterém z nich
na ni podložka prisobí nejmenší tlakovou silou?

3,0 m

Obr.8.23 Otázka 8

9. Na obr,8.24 vidíme dvě uspo ádání dvou experimentri s dvo-
jicí kostek. Kostky jsou spojeny lankem vedenym p es kladku
zanedbatelné hmotnosti, která se mriže otáčet bez tíení, podlož-

ka, po které se pohybuje světlejší kostka, je v obou p ípadech
dokonale hladká. V obou p ípadech visutá kostka po uvolnění
soustavy klesá, Uvažujme celkovou energii kostek v časovém
intervalu, během něhož kostka klesne o vzdálenost d. Rozhod-
něte,zdakinetická energie kostek v uspo ádání (a) je po uplynutí
tohoto intervalu větší, menší, nebo stejná jako v uspo ádání (b).

(a) (b)

Obr.8.24 Otázka9

l0. Kostku zakreslenou na obr. 8,25 jsme v okamžiku /1 v}pus-
tili z klidu po dokonale hladké nakloněné rovině. V okamžiku 12

narazí kostka na pružinu zanedbatelné hmotnosti, p ipevněnou
k nakloněné rovině, a stlačuje ji, Stlačení pružiny je maximální
v okamžiku /3. Jak se v časovém intervalu od /1 do 13 mění
(a) kinetická energie kostky, (b) tíhová potenciální energie sou-

stavy kostka * Zemé, (c) prlžná potenciální energie pružiny,

(d) mechanická energie soustavy tvo ené jen kostkou a Zemí.
(e) mechanická energie pružiny, (f) mechanická energie sousta\,\

kostka*pružina *Zemé?

Obr.8.25 Otázka 10

11. Jakou hodnotu nesmí p ekročit mechanická energie E a ki-
netická energie E1 částice v kontrole 4, (a) má-Ii byt částice
uvězněna v potenciálové jámě, (b) má-li byt umožněn pohyb
částice pouze vlevo od bodu D?

12. Na obr. 8.26 je graf potenciální energie částice. (a) Uspo á-

dejte seky AB, BC , C D a DE sestupně podle velikosti síly
p sobící na částici. Jakou hodnotu nesmí p ekročit mechanická
energie částice E , má-|t částice (b) b t uvězněna v levé poten-

ciálové jámě, (c) v pravé potenciálové jámé, (d) mít možnost
pohybu mezi jámami, ale nedostat se vpravo zabod H? Y píí-
padě situace (d) určete, ve kterém z risekťr má částice (e) největší
kinetickou energii, (f) nejmenší rychlost.

CDEF
Obr.8.26 Otázka 12

13. Kostka sjíždí po skluzavce znázorněné na obr,8.21. Mezi
body Á a C je skluzavka dokonale hladká, mezi body C a D
prisobí na kostku t ecí síla. Rozhodněte, zda v jednotliv ch írse-

cích dráhy kinetická energie kostky roste, klesá, nebo zristává
konstantní: (a) AB, (b) BC , (c) C D. (d) Jak je tomu v každém
z těchto írsek s mechanickou energií kostky?

ffi

A

rv

a

B

Obr.8.27 Otázka 13
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cvIčENí & úroHy
ODST. 8.3 Určení hodnot potenciální energie

lC. Částice náleží do soustavy, v níž prisobí pouze konzerva-
tivní interakční síly F a -F. Na částici p sobí síla F. Je-li částice
v bodě Á, je potenciální energie soustavy rovna 40J. Během
pohybu částice z bodu A do bodu B vykonají interakční síly
práci -l25 J, Jaká je potenciální energie soustavy v okamžiku,
kdy je částice v bodě B?
2C. Jakáje trrhost pružiny, jejíž potenciální energie je 25 J píi
stlačení o 7,5 cm vzhledem k nenapjatému stavu?

3C. Student hodil kamarádovi z okna knihu, jejíž hmotnost je
2,00kg. P ítel stojí pod oknem adrží ruce ve vyšce 1,5m nad
zemí, aby knihu zachytll (obr.8.28). (a) Jakou práci vykonala
tíhová síla p sobící na knihu od okamžiku jejího vypuštění do
chvíle, kdy ji p ítel chytil? (b) Jak se p itom změnila potenciální
energie soustavy knlhalZemě? Zvolme nulovou hladinu tíhové
potenciální energie této soustavy na zemském povrchu. Jaká je
potenciální energie soustavy v okamžiku (c) vypuštění knihy,
(d) zachycení knihy?

Obr.8.28
Cvičení 3 a 12

4C. Ledov írlomek o hmotnosti 2,00g jsme volně vypustili
z bodu na vnit ním okraji polokulového poháru o poloměru
r :22,0 cm (obr. 8.29). T ení mezi ledem a stěnou poháru jeza-

nedbatelné. (a) Jakou práci vykonala tíhová síla prisobící na lo-
mek p i jeho p esunutí na dno poháru? (b) Jak se p itom změnlla
potenciální energie soustavy ťrlomek * Země? (c) Konfiguraci,
v níž je lomek na dně poháru, p isoudíme nulovou potenciální

energii. Jaká je potenciální energie soustavy v okamžiku vypuš-
tění ledového írlomku? (d) Jaká je hodnota potenciální energie
soustavy v okamžiku, kdy je lomek na dně poháru, jestliže pro
změnrt p isoudíme její nulovou hodnotu konfiguract, v níž je na
jeho okraji?

5C. Vozík horskó dráhy má hmotnost m apohybuje se po dráze
bez tíení. Prvním vrcholkem dráhy (obr.8.30) projíždí rych-
lostí v6. Jakou práci vykonátíhová síla, která prisobí navozík,
od tohoto počátečního okamžiku do okamžiku prrijezdu vozíku
(a) bodem A, (b) bodem B, (c) bodem C? Tíhové potenciální
energii soustavy vozík l Zemé p isoudíme nulovou hodnotu
v konfiguraci, v níž je vozík v bodě C. Jakáje její hodnota p i
prrijezdu vozíku (d) bodem B, (e) bodem Á?

Obr.8.30 Cvičení5a14

6C. Koule o hmotnosti m je upevněna na konci tenké tyčky
o délce l, (obr. 8.3 l ), jejíž hmotnost je zanedbatelná. Druh ko-
nec tyčky je uchycen tak, aby se koule mohla pohybovat po
klužnici ve svislé rovině, Tyčku nastavíme do vodorovné po-
lohy a udělíme kouli směrem dolrj takovou rychlost, aby prošla
částí kružnice vyznačenou na obrázku a dosáhla nejvyššího bodu
právě s nulovou rychlostí. Určete práci, kterou vykonala tíhová
síla p sobící na kouli mezi počátečním bodem a (a) nejnižším
bodem trajektorie, (b) nejvyšším bodem trajektorie, (c) bodem
ležícím na protilehlé straně trajektorie na stejné ťrrovni s počá-
tečním bodem. (d) Konfiguraci soustavy koule * Země, v níž je
koule v počátečním bodě, p isoudíme nulovou hodnotu tíhové
potenciální energie. Jaká hodnota tíhové potenciální energie od-
povídá konfiguracím (a), (b) a (c)?

Obr.8.31 Cvičení6 a 15

lilomek

Obr.8.29 Cvičení4a13



196 KApIToLA 8 poTENctÁt-xí ENERGIE e zÁroN zlcHovÁNí BNBBcIB

7Ú. Pružina o tuhosti 3200N.m-1 je protažena tak, že 1ejí
prlžná potenciální energie je 1,44J. (Pro nenapjatou pružinu
klademe Ep : 0.) Jaká bude zménapružné potenciální energie,

změní-li se stav pružiny tak,žepružinabude (a) napjatao2,0 cm,
(b) stlačena o 2,0 cm, (c) stlačena o 4,0 cm? 

:

SÚ. Snenovou kouli o hmotnosti 1,50 kgházímeze skáiy vysoké
I2,5 m. Počáteční rychlost koule svírá s vodorovnou rovinou
írhel 41,0o, mí í vzhriru a má velikost 14,0m.s-l. (a) Jakou
práci vykoná tíhová síla, která prisobí na kouli, od počátečního
okamžiku do okamžiku jejího dopadu na vodorovny povrch pod
skálou? (b) Jak se během letu koule zméní tíhová potenciální
energie soustavy koule-l-Země? (c) Konfiguraci,v níž je korule na

vrcholku skály, p isoudíme nulovou hodnotu tíhové potenciální
energie soustavy koule -l Zemé. Jaká jejejí hodnota p i dopadu
koule na zem?

9Ú. Tenká tyč délky L a zanedbatelné hmotnosti je na konci
uchycena tak, aby se mohla otáčet ve svislé rovině, podle
obr.8.32. K jejímu druhému konci je upevněna téžká koule
o hmotnostt m.Tyč odchylíme od svislého směru o írhel 0 a volně
vypustíme. Uvažme časovy interval mezi uvolněním tyče a oka-
mžikem, kdy koule procházi nejnižším bodem své trajektorie.
(a) Jakou práci vykoná v tomto intervalu tíhová síla prisobící
na kouli? (b) Jak se změní tíhová potenciální energie soustavy
koule*Země? (c) Jaká hodnota tíhové potenciální energie odpo-
vídá konfiguraci soustavy koule * Zemé, v níž je koule v krajní
poloze, p isoudíme-li nejnižší poloze koule nulovou hodnotu
této energie?
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tOÚ. Vtatá kostka o hmotnosti m m že klouzat bez tení po
ďráze tvaru ,,smyčky smrti", znázorněné na obr. 8.33. Kostku
vypustíme z klidové polohy v bodě P, ktery leží ve vyšce
h : 5 R nade dnem smyčky. Jakou práci vykoná tíhová síla
prisobící na kostku od okamžiku jejího vypuštění z bodu P do
okamžiku pruchodu (a) bodem Q, b) vrcholem smyčky? Kon'-
figuraci soustavy kostka lZemě,v níž je kostka na dně smyčky,
p isoudíme nulovou hodnotu tíhové potenciální energie. Jaká je
tíhová potenciální energie soustavy, je-li kostka (c) v bodě P,
(d) v bodě Q, @) ve vrcholu smyčky?

11Ú. Částice sepohybujepodél osyJ zbodux : 1,0mdobodu
x :4,0m a pak zpět do vychozího bodu x : 1,0m. Jednou

ze sil, které na ni p i tom prisobí, je síla F,která má rovněž
směr osy x, Jakou práci vykoná tato síla p i každém takovém
oběhu částice, jestliže její složka ve směru osy -r nab vá p i
pohybu z počátečního bodu do bodu obratu, resp. p i návratu.

těchto hodnot: (a) pohyb kbodu obratu: F" : 3,0 N, resp, pohyb
zpét: F* : -3,0 N, (b) 5,0 N, resp. 5,0 N, (c) 2,0x, resp. -2,0x,
(d) 3,0x2, resp. 3,0x2? Sou adnice x je zadávána v metrech
a ridaje o síle F v newtonech. (e) Ve kterych z uvedenych p ípad
by mohla b t síla F konzervativní?

ODST. 8.4 Zákon zachovánímechanické energie

12C. (a) Jak velkou rychlost má kniha, o níž jsme uvažovali ve

cvič. 3, v okamžiku, kdy ji zachytí člověk pod oknem? (b) Jaká
by v okamžlku zachycení byla rychlost knihy, jejíž hmotnost by
byla dvojnásobná?

13C. (a) Jak velkou rychlost má na dně poháru ťrlomek ledu.
kterl m jsme se zabyvali ve cvič. 4? (b) Jak velkou rychlost
by měl na dně poháru jin írlomek, jehož hmotnost by byla
dvojnásobná?

14C. Určete rychlost vozíku horské dráhy ze cvlč.5 v bodech
(a) A, (b) B a (c) C. (d) Poslední, nejvyšší, pahorek jtž vozík
nep ekoná. Dojaké v šky vyjede pojeho svahu? (e) Zodpovězte
znovu otázky (a) až (d) pro vozíko dvojnásobné hmotnosti.

15C. (a) Jakou počáteční rychlost jsme udělili kouli ve cvič. 6?
Jaká byla její rychlost (b) v nejnižším bodě trajektorie, (c) v bodě
protilehlém k počátečnímu bodu? l ]:" {' Ý \\ Á-'

16C. Člověk o hmotnosti 70.0 kg vyskočil z okna a dopadl do
záchranné plachty rozest ené a uchycené v hloubce 11,0m pod
oknem. Během brzděni pádu se plachta napínala a v okamži-
ku, kdy člověk dosáhl nulové rychlosti, bylo její dno 1,50 m pod
privodní írrovní. P edpokládejme, že se mechanická energie sou-
s tavy č lověk + plachta l Zemé během pop s aného déje zachov áv á

a že chování pružné plachty lze popsat pomocí modelu ideální
pružiny, Určete pružnou energii plachty ve stavu, kdy je napjata
o 1,50m.

17C. Nákladní automobil s vadnymi brzdami sjížďí po svahu
(obr. 8.34), V okamžiku, kdy jej idič navá{í na bezpečnostní
nájezd o sklonu 15o, ukazuje tachometr írdaj 130 km.h-1. Jakou
nejmenší délku L by musel nájezd mít, aby na něm automobil

obr.8.33 Útot y 10 a 39



ještě dosáhl nulové okamžitérychlosti? Proč b; vají bezpečnostní
nájezdy obvykle pokryty silnou vrstvou písku, nebo štěrku?

Obr.8.34 Cvičení 17

18C. Proud sopečného popela se pohybuje po vodorovném po-
vrchu a dorazí ke svahu se stoupáním 10". Čelo proudu lrazí
podél svahu ještě 920 m a zastaví se. Dejme tomu, ž,e plyny
unášené proudem jej nadnášejí a minimalizují tak t ení mezi
částečkami popela a zemskym povrchem. P edpokládejme takó,
že mechanická energie souboru částic v oblasti čela proudu se
zachovává. Jakáje počáteční rychlost čela proudu?

19Ú. Balon naplněny vodou o hmotnosti 1,50kg je vyhozen
svisle vzhriru počáteční rychlostí 3,00m.s-l. 1a; laká je v tom
okamžiku kinetická energie'balonu? (b) Jakou práci vykoná tí-
hová síla pťrsobící na balon během jeho vystupu k bodu obra-
tu? (c) Jak se během vystupu zméní tíhová potenciální energie
soustavy balon * Země? (d) Jaká je tíhová potenciální energie
této soustavy v okamžiku, kdy balon dosáhne nejvyššího bodu,
p isoudíme-li nulovou hodnotu této energie konfiguraci,v níž je
soustava v počátečním okamžiku? (e) Položme naopak Ep : 0
v konfiguraci, v níž je balon v nejvyšším bodě své trajektorie.
Jaká byla potenciální energie soustavy balon l Země v oka-
mžiku vyhození balonu? (f) Jaké v šky nad povrchem Zemé
balon dosáhne?

ZOÚ. Uráje rychlost koule z írlohy 9 v nejvyšším bodě její
trajektorie, je-Ii L : 2,00 m a 0 : 30o?

ZtÚ. @) Určete velikost rychlosti sněhové koule z írlohy 8
v okamžiku jejího dopadu na vodorovn; povrch pod skaliskem.
P i ešení rilohy je samoz ejmě možné použít v sledkri kap.4.
Vyjděte však raději z energiovl ch rivah. (b) Jak by se změnil
vysledek rilohy (a), kdyby byla koule vyhozena opět pod írhlem
41,0o vzhledem k vodorovné rovině, avšak směrem dol ?

22Ú. Na obr. 8.35 je vyobrazen kámen o hmotnosti 8 kg spoči
vající na svislé pružině. Pružina je kamenem stlačena o 10,0 cm.
(a) Jaká je tuhost pružiny? (b) Pružinu stlačíme o dalších 30,0 cm
a uvolníme. Bod, v němž se kámen nachází v tomto okamžiku,
označme U . Jaká je prtlžná potenciální energie soustavy bez-
prost edně p ed uvolněním pružiny? (c) Jaká změna tíhové po-
tenciální energie soustavy kámen * Země odpovídá p emístění
kamene z bodu U do nejvyššího bodu nad povrchem Zemé,
jehož kámen dosáhne? (d) Jaká je největší v ška kamene nad
bodem U?

Obr.8.35
úlohazz
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ZSÚ. rulka o hmotnosti 5,0g je vyst elena ze vzduchovky
svisle vzhriru. Má-li kulka právě doletět k terči umístěnému ve
vyšce 20 m nad místem, v němž se nacházela p ed vyst elem
(spočívala na horním konci stlačené svislé pružiny), musí bl t
pružina p ed vyst elem stlačena o 8,0 cm, (a) Jak se zménítíhová
potenciální energie soustavy kulka lZemě během vystupu kul-
ky? (b) Jak se zmé.níprlžnápotenciální energie pružiny během
vyst elu? (c) Jaká je tuhost prlžiny?
24Ú. Graf závislosti pružné síly na prodloužení prlžiny na
obr. 8.36a odpovídá dětské špuntovce z obr.8,36b. Pružina p i-
pravená k v; st elu je stlačena o 5,5 cm, hmotnost zátky sloužící
jako náboj je 3,8 g. (a) S jak velkou rychlostí opustí zátkahla-
veň za p edpokladu, že ztrácí s pružinou kontakt v okamžiku,
kdy konec pružiny prochází polohou odpovídající nenapjatému
stavu? (b) P edpokládejme pro změnu, že se zátka k pružině
p ilepila a ještě ji o 1,5 cm protáhne, než s ní ztratíkontakt. Jaká
bude rychlost vyst elené zátky nyní?

síla (N)

o,4

o,2

;r (cm)

stlačená r záíka

obr.8.36 Úbnaz+

25Ú. Dvoukilogramová kostka spočívá na dokonale hladké na-
kloněné rovině o rihlu sklonu 30,0o a proti sklouznutí je zajištěna
pružinou (obr. 8.37). Pružinu, jejíž tuhost je 19,6N.cm-l, stla-
číme tak, aby její celkové stlačení bylo 20,0 cm, a uvolníme.
(a) Jaká je pružná potenciální energie stlačené pružiny? (b) Jak
se změní tíhová potenciální energie soustavy kostka * Zemé od
okamžiku uvolnění pružiny do okamžiku, kdy kostka dostoupí
p i pohybu podél nakloněné roviny do nejvyššího bodu své tra-
jektorie? (c) Jakou dráhu urazí kostka podél nakloněné roviny
během pohybu popsaného v části (b)?

26Ú. Kostku o hmotnosti l2 kg položíme na nakloněnou rovinu
o rihlu sklonu 0 -- 30" a vypustíme s nulovou počáteční rychlos-
tí. Na nakloněné rovině je p ipevněna pružina (obr.8.38), jejíž
tuhost je taková, že ji silou o velikosti 270 N dokážeme stlačit

24

-0;4 :

obr.8.37 Úrcnazs

(a)
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o 2,0 cm. Kostka narazína pružinu a stlačuje ji. V okamžiku, kdy
je rychlost kostky nulová, je pružina stlačena o 5,5 cm. (a) Ja-

kou dráhu wazlLa kostka podél nakloněnó roviny od okamžiku,
kdy byla vypuštěna, do okamžiku, kdy dosáhla bodu obratu?
(b) S jakou rychlostí naruzlla do pružiny?

_."'\zo"
obr.8.38 Útonaza

ZZÚ. Streta o hmotnosti 0,55 kg je vyst elena z hrany skal-
ního írtesu s počáteční kinetickou energií l 550 J. Nejvyšší bod,
kterého st ela dosáhne, |eží ve vyšce 140 m nad ristím hlavně.
(a) Jaká je voclorovná složka rychlosti st ely? (b) Jaká je svislá
složka její rychlosti bezprost edně po vyst elu? (c) V jistém
okamžiku má svislá složka rychlosti velikost 65m.s-1. Jaká je

v tomto okamžiku poloha st ely vzhledem k tistí hlavně (vodo-

rovná vzdálenost a vyška, resp. hloubka)?

ZtÚ. Z okna vyletěl 50 g míček s počáteční rychlostí 8,0 m.s-1
vzh ru pod elevačním rihlem 30". Pomocí energiové metody ur-

čete (a) kinetickou energii míčku na vrcholu jeho dráhy, (b) jeho

rychlost v okamžiku, kdy je 3 m pod oknem. Závisí tato rychlost
na (c) hmotnosti míčku, (d) počátečním ťrhlu?

29Ú. Prlžina dětské vzduchovky má tuhost 7,0N.cm-l. Dítě
vyst elilo kulku o hmotnosti 30 g pod írhlem 30' šikmo vzh -

ru. Kulka dosáhla maximální v šky 1,8m nad írstím hlavně.
(a) Jakou rychlostí opustila kulka hlaveň? (b) Jaké bylo stlačení
pružiny p ed vl st elem?

SOÚ. Nattoněná rovina v experimentu na obr. 8.39 je dokonale
hladká, kladka mázanedbatelnou hmotnost amůže se otáčet bez
t ení. Tělesa spojená napjatou nepružnou šňrirou jsou nejprve
v klidu a pak je uvolníme. Jaká je celková kinetická energie
soustavy v okamžiku, kdy těleso o hmotnosti 2,0 kg pokleslo
o 25 cm?

ltÚ. Sn;rrovou kouli o hmotnosti 1,50kg jsme vyhodili šikmo
vzh ru pod elevačním írhlem 34,0" s počáteční rychlostí o ve-
likosti 20,0m.s-i, 1a; laká je její počáteční kinetická energie?
(b) Jak se změní potenciální energie soustavy koule * Země od

počátečního okamžiku do okamžiku, kdy koule dosáhne největší
v šky nad vychozím místem? (c) Určete tuto v šku.

32Ú. Kyvadlo je vyrobeno z kamene o hmotnosti 2,0 kg, kter;
se m že houpat na nehmotné šňri e o délce 4,0 m. P i pr chodu
nejnižším bodem své trajektorie má kámen rychlost 8,0m.s-1.
(a) Jak velká je jeho rychlost v okamžicích, kdy šňrira svírá se
svislym směrem írhel 60'? (b) Jaké největší hodnoty dosahuje

během pohybu kyvadla rihel mezi šňrirou a svislym směrem?

(c) Určete celkovou mechanickou energii soustavy kyvadlo -r

lZemé, p isoudíme-li nulovou hodnotu její potenciální energie
konfiguraci, v nížje kámen v nejnižší poloze.

33Ú. Délkašňrirykyvadlanaobr. 8.40je L : I20cm.Vbodě P
je umístěn pevny kolík, jehož vzdálenost od bodu závěsu kyvadla
je d :75,0 cm. Kuličku kyvadla zvedneme tak, aby šňrira byla
vodorovná a volně ji vypustíme (obr. 8.40). Kulička se pohybuje
po trajektorli vyznačené v obrázku p erušovanou čarou. Jaká
je její rychlost v okamžiku, kdy dosáhne (a) nejnižšího bodu
trajektorie, (b) nejvyššího bodu poté, co se šňrira zachytí o kolík.
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Obr.8.40 Úlot-,y 33 a 41

34Ú. Kostka o hmotnosti 2,0 kg je upuštěna z vyšky 40 cm a do-

padne na svislou pružinu o tuhosti k : 1960 N.m-1 (obr. 8.41).

Určete největší stlačení pružiny.

Obr.8.41 Uloha 34

35Ú. Na obr.8,42 jenakresleno kyvadlo délky l,. Kulička, která
prakticky nese veškerou hmotnost kyvadla, má rychlost v6 v oka-
mžiku, kdy šň ra svírá se svislym směrem ťrhel09. (a) Odvodte
vztah pro rychlost kuličky v nejnižším bodě její trajektorie. Jaká
je nejmenší možná hodnota u6, má-li kyvadlo (b) dosáhnout
polohy, v níž je šňrira vodorovná, (c) projít nejvyšším bodern
nad místem závěsu tak, aby se šňrira nepokrčila?
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Obr.8.39 Uloha 30



Obr.8.42 Úlotra 35

3OÚ. nvě děti hrají hru, p i níž se snaží kuličkou z dětské
pušky, p ipevněné ke stolu, trefit do malé krabičky na podlaze
(obr. 8.43). Krabička Ieží ve vzdálenosti2,20 m od stolu. Honza
stlačil pružinu pušky o 1,10 cm a kulička dopadla 27,0 cm p ed
st ed krabičky. Jak musí stlačit pružinu Eva, aby zasáhla cíI?

Obr.8.43 Útorra :O

3zÚ. vetitost gravitační síly, jíž na sebe prisobí
o hmotnostechml zwt2,je dána vztahem

m lln)F(x): G-+
X,

kde G je konstanta a x je vzdálenost částic. (a) Najděte odpoví-
dající funkci pro potenciální energii Eo(x). P edpokládejte, že
Eo(-r) -+ 0 pro -r -> oo. (b) Jakou práci vykonají síly, jimiž
je t eba na částice p sobit, abychom jejich vzdálenost zvl šili
z hodnoty x1 í|i), hodnotu x : x1 * d (beze změny jejich kine-
tické energie)?

38Ú. Na těleso o hmotnosti 20 kg, které je součástí izolo-
vané soustavy, p sobí ve směru osy J konzervativní síla F :
: -3,0-r - 5,0x2, kde F je v newtonech a x v metrech. Po-
tenciální energii soustavy spojenou s tímto silovym prisobením
považujeme za nulovou p i x : 0. (a) Jaká je potenciální ener-
gie soustavy pro x : 2,0m? (b) V okamžiku. kdy je poloha
tělesa určena sou adnicí x : 5,0m, má jeho rychlost velikost
4,0 m.s-l a je nesouhlasně rovnoběžná s osou x. Jaká je velikost
rychlosti tělesa v okamžiku, kdy prochází počátkem soustavy
sou adnic? (c) Odpovězte na oíázky (a) a (b) za p edpokladu, že
konflguraci x : 0 pňsoudíme potenciální energii -8,0 J.

39Ú. (a) Jakáje vyslednice sil, které prisobí na kostku z írlohy 10,
v okamžiku jejího prťrchodu bodem Q? b) Z jaké v šky ň je
t eba kostku volně vypustit, aby ztratíIa kontakt se smyčkou
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právě p i pr chodu jejím vrcholem? (Ztráta kontaktu se smyč-
kou je charakterizována tím, že tlaková síla smyčky na kostku
se právě anuluje.)

lOÚ. Preastavme si románového hrdinu Tarzana, jak se zhoupne
ze skalního vl běžku na liáně dlouhé 18m (obr. 8,44). Nejnižší
bod trajektorie leží 3,Zmpod ťrrovní v běžku. Liánavydržízátéž
950 N, Tarzanváží 688 N. (a) P etrhne se liána? (b) Jestliže ne,
zjistěte, jak velkáje největší síla, kteráji napíná během zhoup-
nutí.

Obr.8.44 Úlotra +0

+tÚ , UUaZte, že kulička na obr. 8.40 mriže oběhnout pevnl kolík
dvě Částice (p i napjaté šňri e) jedině tehdy, je-licl > 3L/5.(7zp: Kulička

musí mít v nejvyŠším bodě kruhové trajektorie stále ještě nenu-
lovou rychlost. Víte proč a jak velkou?)

42lJ. Kyvadlo je tvo eno kuličkou o hmotnosti llz p ipevněnou
na konci tuhé tyČe délky l,. Hmotnost tyče je zanedbatelná.
Kuličku zvedneme tak, aby tyčka mí -ila p ímo vzh ru, a pak
uvolníme. (a) Jaká je rychlost kuličky v nejnižším bodě její
trajektorie? (b) Jakou silou je napínána tyč p i prrichodu kuličky
tímto bodem? (c) Kyvadlo nyní vychylíme tak, aby tyč byla vo-
dorovná, a opět uvolníme. Jakl rihel svírá tyč se svislym směrem
l, okamžiku, kdy jsou tíhová síla a tahová síla tyče prisobící na
kuličku stejně velké?

43U1 Řetěz p idržujeme na dokonale hladkém vodorovném
stole tak, že jedna čtvrtina jeho délky visí p es okraj (obr. 8.45).
Řetěz má délku l a hmotnost m, Jak velkou práci musíme vy-
konat, abychom vytáhli cely íeíěz zpět na st 1?

Obr.8.45 Úlotra +3
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44Ú*. Kostka o hmotnosti 3,20kg mťrže klouzat po dokonale
hladké nakloněné rovině o írhlu sklonu 30". Na nakloněné rovině
Iežípružinao tuhosti 431 N.m-l, p ipevněná kjejímu spodnímu
okraji (obr. 8.46). Kostka je vypuštěna s nulovou počáteční rych-
lostí z místa, jehožvzdáIenost od volného konce pružiny, mě ená

podél nakloněné roviny, je r/. Kostkanarazí do pružiny alrazí
ještě 21,0cm, než se dostane do bodu obratu (ejí rychlost je
v tom okamžiku nulová). (a) Určete vzdálenost d.(b) Určete
vzdálenost mezi bodem prvního kontaktu kostky s pružinou
a bodem, v němž je rychlost kostky největší.

45Ú*. Chlapec si sedl na vršek polokulového ledového náspu

(obr.8.47). Nepatrně se odrazil a začal klouzat dolri. T ení po-
važujte za zanedbatelné a ukažte, že chlapec ztrattl kontakt s le-
dovou polokoulí v bodě ležícím ve vyšce 2R 13 nad vodcrovnou
podložkou. (Tip:PŤi ztrátě kontaktu se anuluje tlaková síla pod-
1ožky.)

ODST. 8.5 Interpretace k ivky potenciální energie

46C. Na částici pohybující se podél osy x prisobí konzervativní
síla F(x). Na obr.8.48 je graf závislosti p íslušnó potenciální
energie Eo na poloze částice. (a) Nakreslete závislost F(x).
Použijte stejnou stupnici proměnné x jako na obr. 8.48. (b) Me-
chanická energie soustavy E je 4,0 J. Nakreslete graf závislosti
kinetické energie Er@) částice na poloze x.

0123456
.r (m)

Obr.8.48 Cvičení 46

47Ú. Potenciální energie dvouatomové
nebo Oz) je dána vztahem

molekuly (nap . H2

A
trLn-' r|/

kde r jevzďáIenostatom vmolekule a Aa B jsoukladné
konstanty. Tato potenctáIní energie souvisí s interakčními (va-

zebními) silami, které drží molekulu pohromadě. (a) Určete roi,-

novážnouvzdálenost atom , tj. vzdálenost, jíž odpovídalí nulové
interakční síly. Rozhodněte, zda je vl sledná síla vzájemného
prisobení atomri odpudivá, nebo p itažlivá, jestliže je vzdálenost
atom (b) menší, (c) větší než vzdálenost rovnovážná.

48Ú. Na částici o hmotnost í m : 2 kg pohybující se podél osy ,t

prisobí konzervativní síla F(x), Graf odpovídajicí potenciální
energie je na obr. 8.49.

x (m)
10

Obr.8.49 Uloha 48

V poloze x :2,0m má částice rychlost t)a : -1,5m.s-l,
(a) Jakou velikost a směr má v této poloze síla F(x)? (b) Mezi
jak mi krajními hodnotami x se částice pohybuje? (c) Jaká je

rychlost částice v bodě x : J,Om?

0,1 0,2 0,3 0,4
r (nm)

(b)

Obr.8.50 ÚloL,a +9

49Ú. Na obr. 8.50a je dvouatomová molekula. Hmotnosti atomri
jsou m a M (m << M) a jejich vzdálenost je r. Na obr. 8.50b
je graf závislosti potenciální energie molekuly Eo(r) na vzdá-
lenosti r. Popište pohyb atom , (a) je-li celková mechanická

B_.
,.6

M

_1]^
31
,a0
ť-l
-l 

-)tQ

-3
4

-.]
x
"^ ''lď,

Obr.8.46 Uloha 44

Obr.8.47 Uloha 45
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energie molekuly E kladná (nap . El), (b) záporná (napí. E).
Pro E1 : 1.10*19 ! ar :0,3nm určete (c) potenciální energii
soustavy, (d) celkovou kinetickou energii obou atomri, (e) sílu
(velikost a směr) p sobící nakaždy atom. Pro jaké hodnoty r je
interakce atomri (f) odpudivá, (g) p itažlivá, (h) nulová?

ODST. 8.6 Práce nekonzervativních sil
50C. Pes vleče svou boudu vodorovnou silou 8.0 N, Na boudu
prisobí dynamická t ecí síla o velikosti 5,0 N. (a) Jakou práci
vykoná síla, jíž prisobí na boudu pes, a (b) jak velká mechanická
energie bude rozpt; lena vlivem t ecí síly p i posunutí boudy
o 0,70 m?

51C. Na kostku z uměIé hmoty prisobí vodorovná síla o ve-
likosti 15 N. Kostka se pohybuje po podlaze stálou rychlostí,
p ičemž je prriběžné zaznamenávánajejí teplota. Zjistilo se, že
p i posunutí o 3,0m se zv; šila vnitní energie kostky o 20J.
Jakou práci vykonala dynamická t ecí síla prisobící na kostku?

SZÚ. OOtník sune bednu o hmotnosti 27 kgpo vodorovnó pod-
laze stálou rychlostí. Síla, kterou na ni p i tom prisobí, svírá
s vodorovnou rovinou (lhel 32" a mííí dol . (a) Jakou práci
vykoná tato síla p i posunutí bedny o 9,2m, je-li koeficient
dynamickóho t ení mezi bednou a podlahou 0,20? (b) Určete
mechanickou energii rozptylenou t ecírni silami.

53Ú. Stroi tlačí kmen o hmotnosti 50 kg stálou rychlostí vzhriru
po nakloněné rovině o hlu sklonu 30'. Síla, kterou stroj na
kmen p sobí, je stálá a má vodorovnl směr. Koeficient t ení
mezi kmenem a nakloněnou rovinou je 0,20. (a) Určete práci,
kterou vykoná síla stroje p i posunutí kmenu o 6,0 m, a (b) práci
tíhové síly prisobící na kmen. (c) Jaká energie je rozptylena
t ecími silami?

54Ú. Kostka o hmotnosti 3,57 kg je tažena na laně po vodorovnó
podlaze stálou rychlostí. Tahová síla lana má velikost 7,68 N
a mííí vzhriru po rihlem 15" vzhledem k vodorovné rovině. Vy-
počtěte (a) práci tahové síly lana p i posunutí kostky o 4,06 m
a (b) koeficient dynamického tíení mezt kostkou a podlahou.
(c) Jaká energie je p itom rozptylena t ecími silami?

55Ú. Žulov blok o hmotnosti 1 400 kg je tažen pomocí navi-
jáku po nakloněné rovině stálou rychlostí 1,34 m.s-1 (obr. 8.51),
Koeficient dynamického t ení mezi blokem a nakloněnou rovi-
nou je 0,40. Jak je vykon tahové síly lana?

ODST. 8.7 Zákon zachov ání energie
56C. Fotbalista o hmotnosti 70 kg běží rychlostí 10 m.s-l

cvIčENí a úI-oHy 20I

sklouzne po trávníku a zastaví se vlivem t ecích sil. (a) Jak
velká energie je t ecími silami rozptylena? (b) Jaká je změna
vnit ní energie fotbalisty a podložky, po níž klouže?

57C. Dítě vyhodilo míček o hmotnosti 15 g z místa ve
vyšce 1,1m nad zemí. Udělilo mu p itom rychlost o veli-
kosti 12 m.s-1. Ve vyšce 2,7 m nad, zemí měla rychlost míčku
velikost 10,5m,s*1. (a) Jakou práci vykonala tíhová síla priso-
bící na míček? (b) K jaké energiové ztráté došlo vlivem odporu
vzduchu?

58C. Branká vyhodil míč rychlostí o velikosti 35m.s-l .Bez-
prost edně p ed tím, než míč zachytll ve stejné vyšce točník,
byla velikost rychlosti míče 28 m. s - 1 

. Zjistěte,k j aké ztr átě ener-
gie míče došlo vlivem odporu prost edí. Hmotnost míče je 0,3 kg.

59C. Hráč vyhodil míč o hmotnosti 0,63 kg počáteční rych-
lostí 14 m.s-l . Míč vystoupil do v šky 8,1 m. Jakou energiovou
ztrátu zprisobil odpor prost edí?

60C. St ela o hmotnosti 9,4kg byla vyst elena svisle vzhriru.
Během jejího vystupu došlo vlivem odporu prost edí k enerr
giové ztráté 68 kJ. O kolik metr v še by st ela vystoupila p i
zanedbatelném odporu prost edí?

61C. V škape ejí na ece je 15m. Velikostrychlosti toku eky
nad pe ejemi je 3,2m.s-1, pod nimi 13 m.s-l . Jaká část změny
tíhové potenciální energie soustavy vodalZemě (v procentech),
k níž došlo p i pádu vody, p ispěla k p írustku energie kinetic-
ké? (Tip: Úvahu proveďte pro zvolené množství vody, ekněme
10 kg.)

62C. Niagarskym vodopádem protéká p ibližně 5,5.106kg
vody za sekundu. (a) K jak velkému poklesu tíhové potenciální
energie soustavy voda i Země každou sekundu dochází, padá-li
voda z v šky 50 m? (b) P edstavme si, ikdyžje to nemožné, že
by se této energie využilo pro vl robu elekt iny. Jak velkl elek-
trick vykon by byl dodáván do sítě? (c) Kolik bychom získali
ročně, kdyby cena jedné kilowatthodiny elektrické energie byla
30 halé ?
63C. Vodopádem o vyšce 100 m proteče 1 200 m3 voďy zakaž-
dou sekundu. T i čtvrtiny kinetickó energie, kterou voda získá
pádem z této v šky, se využijí pro v; robu elektrické energie ve
vodní elektrárně. Jak je vykon generátoru?

64C. Rozloha pevninské části USAje asi 8.106 km2, pr měrriá
nadmo ská v ška je 500 m, Pr měrné roční srážky činí 75 cm.
Dvě t etiny dešťové vody se opět odpa í do atmosféry, zbytek
se dostává do oceánu. P edstavme si, že by odpovídající p írris-
tek tíhovó potenciální energie soustavy voda f Zemé mohl bl t
plně využit pro vyrobu elektrické energie. Jak by byl pruměrn1
vykon pomyslné elektrárny?

65C. V sadká o hmotnosti 68 kgpadá s konstantní meznírych-
lostí 59 m.s-1. (a) Jak rychle klesá tíhová potenciální energie
soustavy v sadká l Zemé? (b) Jak rychle dochází ke ztrátám
mechanické energie (energiová ztráta za sekundu)'?

66C. Medvídek o hmotnosti 25kg sjel ze stromu o v; šce 12 m.
V počátečním okamžiku byla jeho rychlost nulová, těsně p ed
dopadem na zem měla velikost 5,6m.s-l. (a) Jak se změnila

Obr.8.51 Uloha 55
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potenciální energie soustavy medvídek * Zemé? (b) Jakou ki-
netickou energii měl medvídek těsně nad zemí? (c) Jak velká
pr měrná t ecí síla na něj p sobila?

67C. Kámen o hmotnosti 520 kg sjíždí po svahu dlouhém 500 m

a vysokém 300 m. Kámen je zpočátku v klidu. Koeficient dyna-
mického t ení mezi kamenem a svahem je 0,25.Zvolme hladinu
nulové tíhové potenciální energie soustavy kámen l Země na

írpatí svahu. (a) Jaká byla potenciáIní energie soustavy, než se
kámen dal do pohybu? (b) K jaké ztráté mechanické energie
soustavy došlo během skluzu vlivem t ení? (c) Jaká je kinetická
energie kamene na ripatí svahu? (d) Jaká je jeho rychlost?

68C. St ela o hmotnosti 30 g letící vodorovnou rychlostí o ve-

likosti 500m.s 1 se zaryla l2cm hluboko do stěny. (a) Jak se

změnila její mechanická energie? (b) Jaká byla velikost prri-

měrnó brzdící síly prisobící na st elu?

69Ú. Kostka o hmotnosti 3,5 kg na obr. 8.52 je urychlována
stlačenou pružinou. Tuhost pružiny je 640N.m-1. V okamžiku,
kdyje pružina nenapjatá, ztrácí s ní kostka kontakt a pohybuje
se dále po vodorovné podložce. Podložka je zčásti dokonale
hladká, zčásti je vyrobena z materiálu, kter; prisobí na kostku
t ecí silou charakterizovanou koeficientem t ení 0,25. Poloha
rozhraníobou částíje shodná s polohou volného konce nenapjaté

pružiny (obr. 8.52). Po ztrátě kontaktu s pružinou urazí kostka
ještě 7,8 m a zastaví se. (a) K jaké ztrátě mechanické energie
došlo p i brzdění kostky vlivem t ecích sil? (b) Jaká byla největší
hodnota kinetické energie kostky? (c) Jaké bylo stlačení pružiny
na začátku pokusu?

l- bez trení --|.- Z.8 m I
( f.r :0,25)

Obr.8.52 Útotra 6g

70Ú. Kostka na obr.8.53 se posune po nakloněné rovině
z bodu Á do bodu B,vzdáleného o 5,0 m. Kromě tíhové, tlakové
a tíecí síly p sobí na kostku ještě síla F o velikosti 2,0 N,
rovnoběžná s nakloněnou rovinou. Velikost t ecí síly te 10N.
P i p esunu mezi body A a B vzrostla kinetická energie kostky
o 35 J. Jakou práci vykonala tíhová síla?

Obr.8.53 Uloha 70

71Ú. Jeden konec pružiny upevníme ke stropu a na druh p i-
pevníme hlávku zelí. Hlávku pomalu uvolňujeme, až p ejde do
rovnovážnó polohy, v níž je pnňná síla kompenzována silou

tíhovou. Ukažte, že změna tíhovó potenciální energie soustavy
hlávka * Země je rovna dvojnásobku p ír stku ptužné poten-

ciální energie. Jak to, že se tyto dvě veličiny nerovnají?

72Ú. Kostku o hmotnosti 2,0 kg p itiskneme k volnému konci
vodorovné pružiny a stlačíme pružinu o 15 cm. Potó kostku uvoi-
níme. Kostka bude klouzat po vodorovném stole a zastaví se ve

vzdálenosti 75 cm od místa, kde byla uvolněna, Tuhost pružinr
je 200N.m-l. Určete koeficient t ení mezi kostkou a deskou
stolu.

73Ú. Kostka o hmotnosti 2,5 kg narazí na konec vodorovné
pružiny o tuhosti 320N.m-1 (obr.8.54). V okamžiku, kdy je

kostka v bodě obratu, je pružina stlačena o 7,5 cm. Koeficient
dynamického t ení mezi kostkou a podložkou je 0,25, (a) Jakou
práci vykonalaprlžná síla prisobící na kostku během jejíhobrz-
dění? (b) K jak velké ztráté mechanické energie došlo vlivem
t ecích sil? (c) Jaká byla rychlost kostky v okamžiku nárazu na

pružinu?

Obr.8.54

74Ú. V)?šky dvou zasnéženych vrcholk nad ridolím jsou 850 m

a750m.Lyžaí sjede z vyššího zntch,zamí í do protisvahu a vy-
jede na nižší vrcholek. Urazí p itom celkovou dráhu 3,2 km.
Prriměrn sklon obou svah je 30' (obr.8.55). (a) P edpokládej-
me, že lyža odstartuje z vyššího vrcholku s nu]ovou rychlostí.
a zanedbejme vliv t ení. Jakou rychlost má r\a nižším vrcholku.
neodráží-i se holemi? (b) Jak by musel b t koeficient t ení mezi
lyžemi a sněhovou pokrl vkou, aby se lyžaŤ na nižším vrcholku
právě zastavil?

1

8_50 m

Obr.8.55 Útot-rul+

75Ú. V továrně došlo nešťastnou náhodou k uvolnění bedny
o hmotnostl 0,2 tuny, která byla upevněna v nejvyšším bodě
šikmé rampy. Rampa má délku 4,0 m a její íthel sklonu vzhledem
k vodorovné podložce je 39'. Koeficient dynamického t ení mezi
rampou a bednou je 0,28. (a) Jaká je rychlost bedny na konci
rampy? (b) Jak daleko bude bedna klouzat po vodorovné podla-
ze? (P edpokládáme, že kinetická energie bedny se v okamžiku
sklouznutí z rumpy na podlahu nezmění.) (c) Vysvětlete, proč
jsou odpovědi na otázky (a) i (b) nezávislé na hmotnosti bedny?

ZOÚ. OvC kostky spojené šňrirou podle obr. 8.56 jsou uvolněny
z klidového stavu. Ukažte, že velikost rychlosti kostek je v zá-

útona z3

]- bez t ení
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horní plošině je kostkabrzdéna
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urazíla vzdálenost d, určete tuto
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t ecí silou, charakterizovanou

Á : 0,60 azastaví se poté, co
vzdálenost.

vislosti nauražené dráze L dána vztahem

kde /6 je koeficient dynamického t ení
a deskou stolu, P edpokládáme, že kladka
hmotnost a otáčí se bez t ení.

mezi kostkou rz1
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Obr.8.56 Uloha 76

77|J. Balík o hmotnosti 4,0kg je uveden do pohybu směrem
vzh ru po nakloněné rovině o írhlu sklonu 30". Jeho počáteční
kinetická energie je 128 J. Jak daleko bude balík klouzat po
nakloněné rovině, je-li koeficient t ení 0,30?

ZSÚ. Naaoba se pohybuje vzh ru po nakloněné rovině o ťrhlu

sklonu 40'. V boděIežícím ve vzdálenosti 0,55 m od jejího dol-
ního konce (mě eno podél nakloněnó roviny) je rychlost nádoby
1,4m.s-1. Koeficient dynamického t ení mezi nádobou a na-
kloněnou rovinou je 0,15. (a) Jak daleko se bude nádoba podél
nakloněné roviny ještě pohybovat? (b) Jaká bude její rychlost
poté, co opět sklouzne k dolnímu konci nakloněné roviny?

79Ú. Experimentátor zjistil, že pružina potlžívaná k pokusrim
nevyhovuje Hookovu zákonu. Prlžná síla (v newtonech) má
p i prodloužení o vzdálenost x (v metrech) velikost 52,8x l
* 38,4x2 a p sobí proti prodloužení. (a) Vypočtěte práci po-
t ebnou k prodloužení pružiny z hodnoty x : 0,500 m na hod-
notu x : 1,00m.(b) Jeden konec pružiny upevníme a k dru-
hému p ipojíme částici o hmotnostiz,I1 kg. Pružinu protáhneme
o -tr : 1,00m a uvolníme. Určete rychlost částice v okamžiku,
kdy je pružina prodloužena o x : 0,500 m. (c) Rozhodněte, zda
síIa, jíž prisobí pružina na částici, je konzervativní či nikoliv.
zdrivodněte.

80Ú. Dívenka vážící 267 N se vozí po dětské skluzavce. Sklu-
zavkamě í 6,1m a svírá s vodorovnou rovinou hel20'. Koefi-
cient dynamického t eníje 0,10. (a) Jakou práci vykoná během
jedné ,jízdy" tíhová síla p sobící na holčičku? (b) Určete ener-
giovou ztrátl zpťrsobenou t ecími silami. (c) Jak velkou rychlost
bude mít holčička na konci skluzavky, jestliže na jejím vrcholu
startuje s rychlostí o velikosti 0,457 m.s 19

81Ú. rostka se pohybuje po vodorovném írseku kolejnic na
obr.8.57 rychlostí u0 : 6,0m.s*l, projede dolíkem a vyjede
na plošinu vyvyšenou nad privodní írroveň o h : 1, 1 m. Na

SZÚ. Vetitost p itažlivych elektrostatickych sil, jimiž na sebe
vzájemně p sobí kladně nabité jádro (proton) a záporné nabit1

elektron ve vodíkovém atomu, je dána vztahem

, - r-n', -"7,
kde e je velikost náboje elektronu a protonu, k je konstanta a r
je vzdálenost elektronu od jáďra. P edpokládejme, že jáďro je
nepohyblivé. P edstavme si, že elektron, ktery zpočátku obíhal
kolem jádra po kružnici o poloměru 11, náhle ,,p eskočí" na
kruhovou dráhu o menším poloměru 12 (obt.8.58). (a) Určete
změnu kinetickó energie elektronu užitím druhého Newtonova
zákona. (b) Na základé znalosti vztahu mezi silou a potenciální
energií určete změnu potenciální energie atomu. (c) Jak je po-
kles celkové energie atomu p i tomto ději? (Celková energie
atomu musí klesnout, neboť p i popsaném p echodu elektronu
vyzáíí atom světlo.) \

jádro (proton)

elektron po p eskoku

elektronp edp eskokem

SSÚ. ramen o váze G (v newtonech) je vržen svisle vzhriru
poč áteční rychlo s tí u6 . P edpokládáme, že na letící kámen pri s obí'
stálá odporová síla vzduchu o velikosti F.(a) Ukažte, žekámen
dosáhne maximální v šky

h- u2o

zgG + f)
(b) Dále ově te, že rychlost kamene bezprost edně p ed dopadem
nazem je

/G- F\tizl):u0(.-"/

obr.8.57 Útoha 8t

úlohal6

Obr.8.58 Útorra 8Z
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S+Ú. Sttuzavkave tvaru kruhového oblouku o poloměru 12m
je vysoká 4,0 m a dot ká se povrchu Zemé (obr. 8.59). Dítě
o hmotnosti 25 kg sjede z vrcholu skluzavky. P i nulové po-
čáteční rychlosti je velikost jeho rychlosti na konci skluzavky
6,2 m.s*l. (a) Jaká je délka skluzavky? (b) Jaká je pruměrná ve-
likost t ecí síly prisobící na dítě? P edstavme si nyní, že by sklu-
zavka byla umístěna tak, aby svislá p ímka procházející jejím
nejvyšším bodem byla tečnou ke kruhovému oblouku. (c) Jaká
by byla v tomto p ípadě dólka skluzavky a (d) pruměrná velikost
t ecí síly prisobící na dítě pň skluzu?

Obr.8.59 Útor,a S+

SSÚ. Částice mriže klouzat po kolejnici upravené do tvaru zná-
zorněného na obr. 8.60. St ední vodorovn risek má délku L.Za-
Kivené írseky kolejnice jsou dokonale hladké, v rovném írseku
však na částici prisobí t ecí síla charakterizovaná koeficientem
tíení fa:0,2O. Částice je volně vypuštěna z bodu A,Iežícího
ve vyšce h : Ll2 nad vodorovnym sekem. Kde se částice
nakonec zastaví?

|- L-------1
Obr.8.60 Útotra 85

86Ú. re konci tenké tuhé tyče o zanedbatelné hmotnosti
a délce l, je p ipevněna koule o hmotnosti m (obr.8.61). Druhy
konec tyče je nasazen na tenké osičce tak, aby se koule mohla
pohybovat po kružnici ležícíve svislé rovině. Koule je zvychozí
polohy Á, kdyje tyč vodorovná, uvedena do pohybu počáteční

rychlostí o velikosti u6, smě ující dolri. Rychlost koule se anuluje
právě v okamžiku jejího pruchodu bodem D. (a) Vyjád ete u6

pomocí L, m a 8. O) Jakou silou je namáhána tyč, je-li koule
právě v bodě B? (c) Osičku posypeme jemn m pískem, aby
otáčení tyče bylo poněkud brzděno t ením, a uvedeme kyvadlo
do pohybu stejnl m zprisobem jako v p edchozím pokusu, Koule
však nyní dostoupí pouze do bodu C. Jak velká je ztráta me-
chanické energie zprisobená t ením? (d) Po několika kmitech se
kyvadlo zastaví v poloze B, Určete celkovou energiovou ztrátu
zprisobenou t ením od okamžiku vypuštění kyvadla z vychozí
polohy Á.

SZÚ. raOina zdvlže na obr. 8.62 váží 20000N. Tažné lano
zdvlže se p etrhlo v okamžiku ,kdy zdvlž stála v prvním poschodí
a její dno bylo ve vzdálenostt d : 4 m od konce tlumicí pružiny

o tuhosti k : 1,2.105 N.m-1. P i p etržení lana bylo uvedeno
do chodu bezpečnostnízaíízení,které sev elo kabinu mezi svislé
vodicí kolejnice. Na kabinu tak začala prisobit t ecí síla o stálé
velikosti 5 000 N, smě ující proti jejímu pohybu. (a) Jaká byla
rychlost kabiny těsně p ed nárazem na tlumicí pružinu? (b) Ur-
čete maximální stlačení x pružiny. (c) Jakou dráhu urazíkabina
od okamžiku odskoku od pružiny do okamžiku, kdy se dostane
dobodu obratu azaóne opětpadat? (d) Pomocí zákonazachování
energie určete p ibližně celkovou dráhu, kterou kabina wazí od
okamžiku píetržení lana do írplnóho zastavení. Proč mriže b
odpověď po uze pílblížná?

Obr.8.62

88Ú. Brusič tlačí kovovy nástroj ke kotouči brusky silou o ve-
likosti 180N. Kotouč má poloměr 20cm a vykoná 2,5 otáčky
za sekundu. Koeficient t ení mezi nástrojem a kotoučem je 0,32.
Jak je vykon t ecí síly (energiová ztráta zprisobená t ecí silou
za jednu sekundu, která se projeví p írristkem vnit ní energie
soustavy)?

89Út Zboží zbalírny se expeduje v krabicích na pásovém p e-

pravníku. Hmotnost krabice se zbožím je 300 kg. Motor p eprav-
níku udržuje velikost rychlosti pásu na stálé hodno té I,20 m.s- 1 

.

Balicí stroj uvolňuje krabice tak, aby na pás dopadaly kolmo
(obr, 8.63). Koeficient dynamického t ení mezi pásem a krabicí
je 0,400. Po dopadu pás pod krabicí nejprve prokluzuje. Bě-
hem velmi kíátké doby Ar však prokluzování ustane a krabice
se začne pohybovat spolu s pásem. Zvolte vztažnol soustavu
spojenou s místností balírny a určete (a) kinetickou energii,

Obr.8.61 Uloha 86

-T
h

Uloha 87
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kterou získá krabice za dobu Ar, (b) velikost dynamické tíecí
síly, kterou prisobí pás na krabici, (c) energii dodanou soustavě
pás * krabice za dobu A/ motorem p epravníku. (d) Vysvětlete,
proč se odpovědi (a) a (c) liší.

/- - - ---7
/ /|)
L *oo*,*, |"

Obr.8.63

ODST.8.8 Hmotnost a energie

90C. (a) Jaká energie (v joulech) odpovídá hmotnosti 102 g?
(b) Kolik let by takovy ,,zdroj energie" mohl zásobovat jednu

domácnost, je-li k provozu domácnosti pot eba pruměrn vykon
1,00kW?

91C. ,,Mohutnost" zemět esení M v tzv. Richterově stupnici
souvisí s uvolněnou energií E (v joulech) vztahem

1ogE:5,24+1,44M.

(a) V roce 1906 bylo San Francisco postiženo zemět esením o ve-
likosti 8,2 stupňťr Richterovy stupnice (obr. 8.64). Kolik energie
se p i tomto zemět esení uvolnilo? (b) Jak velká hmotnost je
ekvivalentní této energii?

92C. Celková produkce elektrické energie v USA činila v roce
1983 2,31.1012 kw.h. Určete odpovídající hmotnostní ekviva-
lent.

qSÚ. raka nejmenší energie je pot ebná k rozštěpení jádra uhlíku
12C 

1hmotnost 1I,99671 u) na tíi jádra helia aHe (hmotnost
každého z ntchje 4,001 5 1 u)?
g+Ú. Maro atomu zlata obsahuje 79 protonri a 118 neutron .

Jeho hmotnost je 196,9232 u,, Iaká je jeho vazební energie?
Další pot ebné rdaje najdete v p .8.10.

lSÚ. rriiaderné f zi popsané rovnicí d + t -+ aHe + n se deu-

teron (označen symbolem d) sloučí s atomem tritia (označeny
symbolem t, obsahuje jeden proton a dva neutrony). Yznlká
jádro helia (dva protony a dva neutrony) a volny neutron (n).

Hmotnosti částic ričastnících se reakce jsou tyto:

d: 2,013 55 u aHe: 4,001 51 u

t: 3,015 50 u n: 1,008 67 u

(a) Rozhodněte, zda p i této reakci dochází k uvolnění energie,
nebo k jejímu pohlcení. (b) Jak velká je uvolněná, resp. pohlcená
energie?

ODST. 8.9 Kvantování energie

96C. V následující tabulce jsou uvedeny energie pěti nejnižších
energiovych hladin t í typri hypotetickl ch atomri v elektronvol-
tech:

Typ A TypB TypC

3,8

3,0
)A
I,4
0

1)
)1

2,0
I,2
0

3,1

2,9
))
1,5

0

U každého ztéchto,,atomli" byly zaznamenány dvě emisní spek-
aáIní čáry: (a) I,4eY, (b) 1,5eV. Pro každou z nich najděte

odpovídající p echody elektronu v jednotlivych atomech.

Obr.8.64 Cvičení 91. Oblast Nob Hill v San Francisku zničená ze-
mět esením v roce 1906. Čára zlomu v oblasti San Andreas mě ila p es

400km.

97C. P ístroj sledující chování hypotetického atomu zazname-
nal pět p ípadri emise světla, anlž p i tom došlo k nové ex-
citaci atomu. Energie vyzá eného světla ve čty ech z nich jsou,

0,7 eV; 0,8 eV; 0,9 eV a2,0 eY. Poslední hodnota a ridaje o po adí
jednotlivl ch p echodri se ztratily chybou v počítači. Následu-
jící tabulka uvádí dvanáct nejnižších energiovych hladin atomu
v elektronvoltech:

6,5 4,I 2,6
5,3 3,8 2,0
4,9 3,4 1,5

4,5 2,9 0

(a) Iaká energiová hladina odpovídala kvantovému stavu exci-
tovaného atomu píed vyzáíením? (b) Jaká byla hodnota energie
vyzáíeného světla, která se ztratIla chybou v počítači?

pRo poČÍrač
98Ú. Mezní rychlost kulky o hmotnosti 9,8 g p i pohybu ve
vzduchu je7 ,3 m.s-1. Kulku vyst elíme svisle vzh ru počáteční
rychlostí o velikosti 15m.s-l. Numerickou integrací s krokem

útoha 89
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Aí : 0,1 s určete polohu a rychlost kulky v libovolném oka-
mžiku tn : ft. Ar odvyst elu do okamžikujejího návratu kmístu
vyst elu. V každém z okamžikri r,, určete kinetickou energii kul-
ky, její potenciální energii v tíhovém poli Zemé (potenciální
energie soustavy kulka * Zemé) a celkovou mechanickou ener-

gii. K j ak velké ztrátémechanickó energie soustavy kulka* Země
dojde p i vystupu kulky vlivem odporu vzduchu? Jaká je ener-

giová ztráta p i pádu kulky? V okamžiku vyst elu p isuzujeme
soustavě nulovou potenciální energii.

99Ú. Kostku o hmotnosti 700 g upustíme z vyšky /z6 p esně nad
koncem svislé pružiny. Pružtna mázanedbatelnou hmotno st a j ej í
tuhost je k :400N.m-1. Kostka natazí na pružinu a stlačuje

ji. V bodě obratu je pružina stlačena o 19,0 cm. Jakou práci
vykonala (a) síla, jíž p sobila kostka na pružinu, (b) síla. jíž
prisobila pružina na kostku? (c) Z jaké v šky h6 kostka padala l
(d) Jaké by bylo maximální stlačení pružiny, kdyby kostka padaia
z dvojnásobné v šky?

100Ú. Kyvadlo je tvo eno těiesem o hmotnosti 300 g zar,ěše-

nym na niti dlouhé I,4m. Kyvadlo vychylíme tak, aby napjatá ni:

svírala se svislym směrem írhel 30" a uvolníme. Určete (a) ry,ch-
lost tělesa v okamžiku, kdy nit svírá se svislym směrem írhel 20' .

a (b) největší rychlost, jíž těleso dosáhne. (c) Jak írhel svírá ni:

se svislym směrem v okamžiku, kdy velikost rychlosti těle:.
dosahujejedné t etiny největší hodnoty?



Potemnělé hlediště a ozó enó scéna. Obecenstao s obdiuem sleduje sólouy
aystup primabaleríny. |e nadšeno zejména efektními skoky ,,grand jeté",
p i nichž se její hlaua i trup pohybují tak ka uodorouně témě po celou
dobu letu. Baletka se na scéně dosloua aznáší, Laik u hledišti asi není

podrobně obezndmen s problematikou grauitačního p sobení a pohybu těles
u tfuoaém poli Země. Ví ušak, že kdyby se stím pokusil takto uyskočit,
bude drtíha jeho trupu i hlarly spíše parabolickó, podobně jako je tomu

u p ípadě ayhozeného kamene či fotbalouého míče po brankí oaě aykopu.
Na scéně se tedy zjeaně děje něco uelmi neobuyklého. |ak to baletka

doktíže, že se jí graaitace p ítiš ,,n-et kd"!

9
Sousta,ay čdstic
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9.1 vÝznnČNÝ BoD

Fyzikovó rádi p em šlejí nad složitymi problémy a hle-
dají v nich něco jednoduchého a známého. P edstavme si
nap íklad, že vyhazujeme do vzduchu baseballovou pál-
ku. Pálka se otáčí. Její pohyb je tedy mnohem složitější
než tíeba pohyb míčku, kter se chová jako hmotn bod
(obr.9.1a). Trajektorie jednotliv ch element pálky jsou

navzájem odlišné. Proto ji p i popisu jejího pohybu nelze
nahradit hmotn m bodem. Pálku je t eba chápatjako sou-

stavu hmotnych bodri.
P i podrobnějším zkoumání však zjistíme, že jeden

z bodri pálky má vyznačné postavení. Pohybuje se totiž
po jednoduché parabolické dráze, stejně jako se pohybuje
částice p i šikmém vrhu (obr.9.1b). Jeho pohyb je p esně ta-

kovy, jakokdyby (1) v němbyla soust eděnaveškeráhmota
pálky a (2) prisobila v něm celková tíhová síla prisobící
na pálku. Tento vyznačny bod se nazyvá st ed hmotnosti
pálky neboli těžiště.* Obecně platí:

Těžiště tělesa nebo soustavy těles je bod, ktery se pohy-
buje tak, jako by v něm byla soust eděna veškerá hmota

tělesa (soustavy) a prisobily v něm všechny vnější síly
p sobící na těleso (soustavu).

Těžiště baseballové pálky Iežína její podélné ose. Mri-
žeme ho najít tak, že si pálku položíme vodorovně na na-

pjat prst a vyvážímeji. Těžiště pak bude ležetna ose pálky
právé nad prstem.

g.2 rĚŽIŠrĚ
Zabyvejme se nyní problémem , jaknalézttěžiště nejrrizněj-
ších soustav.Začneme u soustavy složené pouze z několika
částic a teprve pak budeme uvažovat o souborech obsahu-
jících velké množství částic (nap . baseballovápáIka).

Soustavy částic
Na obr. 9.2a jsou zakresleny dvě částice o hmotnostech n 1

a m2. Jejich vzdálenost je d . Počátek osy x, jehož volba není
nijak omezena, jsme vybrali tak, aby splyval s částicí nt,
Polohu těžiště této dvoučásticové soustavy definujeme vzta-
hem

m,)
XT : ------d.ml Ťmz

(9.1)

Abychom posoudili, nakolik je tato deíinice rozumn á, uva-
žujme speciální p ípady. Zvolme nejprve m2 : 0. Tato
volba odpovídá soustavě s jedinou částicí m1.Ielí těžiště

* V celé knize uživáme označení ,.těžiště", ,,hmotn; st ed" a ,,st ed
hmotnosti" jako synonyma. V čl. 13.3 najdete podrobné zdrivodnění.

(b)

Obr.9.1 (a) Míček vrženy šikmo vzhrjru se pohybuje po para-

bolické trajektorii. (b) Těžiště baseballové pálky (černá tečka)

vyhozené do vzduchu se rovněž pohybuje po parabole, ostatní
body pálky však opisují trajektorie komplikovanější.

l"- ''c"- -o.

.a a_

a

oa

a3

aa

(a)



by mělo s touto částicí spl vat. Z rov. (9.1) skutečně plyne
xT - 0. Je-li naopak m1 - 0, obsahuje soustava opět
jedinou částici, tentokrát m2.Podle očekávání dostáváme
XT : d. Pro mI : mz. by mělo b t těžiště uprost ed mezi
částicemi. Skutečně tomu tak je, neboť z rov.(9.1) dostá-
váme x7 : dlZ. Ze vztahu (9.1) také vyplyvá, že pro
obecně zvolené nenulové hmotnosti obou částic leži hod,-
nota x7 vždy uvnit intervalu (0, d). Těžiště tedy v každém
p ípadě leží někde mezi oběma částicemi.

(b)

Obn 9.2 (a) Y zdálenost dvou částic o hmotnost ech m 1 a m 2 je d .

Bod označeny symbolem 7 je těžištěm dvoučásticové soustavy,
vypočtenym z tov. (9.1). (b) Situace se od obr. (a) liší obecnym
umístěním počátku soustavy sou adnic. Těžiště je vypočteno
zroy. (9.2). Poloha těžiště soustavy vzhledem k oběma částicím
je v obou p ípadech stejná.

Na obr.9.2b je znázorněna situace odpovídající obec-
nější volbě počátku soustavy sou adnic. Poloha těžiště je
v takovém p ípadě definovánavztahem

s.z tÉžIštĚ, 209

n částtc umístěnych na ose x. Celková hmotnost soustavy
Se M - ml l mz+ ... + m, atěžíště je v bodě o sou adnici

lxl+m2x2lm34 +... + frtnxn
^l,- :

1n- ' r-,r,_M+l:l
(9.4)

(9.6)

(9.]),

(9.8)

Sčítací index i nabyvá všech celočíselnych hodnot od 1

do n. P edstavuje po adové (identifikační) číslo částice
a ,,čísluje" i její hmotnost a -r-ovou sou adnici.

Jsou-li částice soustavy rozmístěny v trojrozměrnént
prostoru, je poloha jejího těžiště určena trojicí sou adnic.
Ziskáme ji zobecněním rov. (9.4) natrojrozměrny p ípad:

XT:

(9.5)

Polohu těžiště mrižeme zapsat i použitím vektorové sym-
boliky. Polohu i-té částice lze totIž zadat buď jejími sou-
adnicemi xi, ji 0, zr, flabo polohovym vektorem

íi:xii*ytj*zik.

r i ftI;x;.M?l:l
1 i mili.M?1:l

l-\
n Lmizi,
"' i:7

lT:

ZT:

Index i označuje částici, i, j u k jsou jednotkovó vektory
kartézské soustavy sou adnic. Těžištěje zadánopolohoq m
vektorem

fT:xri*yrj*zrk.
T i skalární rovnice (9.5)Ize tak nahradit jedinou vektoro-
vou rovnicí:

T: # ,ontift.mlxl * m2x2

mt*mz (9.2)

(9.3)

Všimněme si, že pro J1 _ 0 p ejde rov. (9.2) na jednodušší
tvar (9.1). Posunutí počátku soustavy sou adnic nemá vliv
na polohu těžiště vzhledem k jednotliv m částicím.

P epišme rov.(9.2) do tvaru

O její správnosti se m žeme p esvědčit dosazenim z (9.6)
a (9.7) arozepsáním do sou adnic. Dostaneme skalární rov-
nice (9.5).

Tuhá tělesa
Běžné těleso, jak m je nap íklad i baseballová pálka, ob-
sahuje tak obrovské množství částic (atomri), že je p i-
rozenější posuzovat je jako objekt se spojitě rozloženou
hmotou. Takov objekt jlž není tvo en jednotlivl mi na-
vzájem oddělen; mi částmi, nybrž infinitezimálně mall mi

mlx: l m2x2
'M

kde M je celková hmotnost soustavy, M - mt * m2.PIat-
nost tohoto vztahu lze snadno zobecnit na p ípad soustavy
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částicemi (elementy) o hmotnosti drz. Součty v rovnicích
(9.5) je t eba nahraditintegrály a sou adnice těžiště defino-
vatvztahy

ŘPŠENÍ, Zvolme sou adnicové osy x a y tak, aby jedna

z částlc byla umístěna v počátku a osa .r splyvala s jednou ze

stran trojrihelníka. Částice mají tyto sou adnice:

ČÁsucq HIraorNosr (kg) x (cm) y (cm)

M opét p edstavuje celkovou hmotnost tělesa. Integrály
symbolizují,,sčítáni" všech elementri v celém tělese. Jejich
v počet je ovšem t eba provádět v sou adnicích. Je-li tě-

leso homogenní, lze jeho hustotu El (hmotnostjednotkového
objemu) vyjád it vztahem

^_ď* -Mo-dy- v'
kde dV je objem elementu hmotnosti dm a V je
objem tělesa. V rov. (9.D mnžeme element dm
vyrazem a dV získanymzíov. (9.10) a dostaneme

xT:

lT:

.-l

xT:

jT:

pŘÉs{g,s* *"g

Na obr.9.3 jsou t i částice o hmotnostech m1 :
m2 : 2,5kg a m3 - 3,4kg umístěny ve vrcholech
stranného trojrihelníka o straně a : 140cm. Určete
těžiště soustavy.

Díky vhodné volbě soustavy sou adnic jsou t i sou adnice
v tabulce nulové. V počet bude velmi jednoduch .

Zrov.(9.5) plyne, že sou adnice těžiště jsou

m t*m2x2lm3x3

(1,2kg)(0) + (2,5kg)(1a0 cm) * (3,4kg)(70 cm)

(7,1kg)
:83cm (Odpověd)

i íxdm,

+ íydm,

i Izdm

m2

m3

)5
3,4 10 12I

140 0(9.9)

(9.11)

(9.10)

celkovy
nahradit

,3
' \- m;xj :M?

l:l

l_Ly, : 
^4 

L.,r,
mly1+ mzyz l mzyz

M

+ (2,5 kg)(0) + (3,4kg)(121 cm)+ Ixdv,

+ íyďv,

+ízdv

(1,2 kg)(0)

Integračním oborem těchto integrálri je objem tělesa, tj.

írtvar vymezeny tímto tělesem v trojrozměrném prostoru
(pí.9.4l.

CeIáíada těles má určitou geometrickou symetrii, na-

p íklad st edovou, osovou nebo rovinnou. Poloha těžiště
takového symetrického homogenního tělesa s jeho syme-
trIí ízce souvisí. Je-li těleso st edově symetrické, spl vá
jeho těžiště se st edem symetrie. Těžiště tělesa s osovou
(resp. rovinnou) symetrií Ležínaose (resp. v rovině) symet-
rie. Těžiště homogenní koule spl vá s jejím geometrickym
st edem. Těžiště homogenního kužele Iežína jeho ose. Tě-
žiště banánu, jehož rovina symetrie jej dělí na dvě zrcadlově
stejné části, Ieživ této rovině.

Těžiště však nemusí nutně ležetv tělese. Tak nap íklad
v těžišti preclíku neni žádné těsto a v těžišti podkovy není
žádnéže|ezo.

rr, l

/"ď \
$] 

l , l 
ť

o--, 50 xŤ 100

Obr.9.3 P íklad 9.1. T i částice s rrizn mi hmotnostmi tvo í rov-
nostrann trojtihelník o straně a. Polohovy vektor těžiště je ry.

pŘÉNg-a* g"z

Naj děte těžiště homogenní trojrihelníkové desky znázorněné
na obr.9.4. 

l

ŘBŠBXÍ: Obt.9.4a znázorňuje desku rozdělenou naílzké 
|

proužky rovnoběžné s jednou z jejích stran. Ze symetrie je 
I

(7,1kg)
: 58 cm.

Těžiště soustavy na obr.9.3 je určeno

ry o sou adnicích xT ayT,

y

ln3

(Odpověd)

polohovym vektorem

,m2" 
:,n--x

150

150

50

jr

: + +::ÝR

1--ť'',
,-d, 

I

I,2kg,
roVno-
polohu



zíejmé, že těžlšté izkého homogenního proužkl Ieží v jeho
geometrickém st edu. Těžiště trojrihelníkové desky musí
proto ležet někde na spojnici st ed všech rovnoběžnych
proužkri. Touto spojnicí je p ímka spojující vrchol trojrlrhel-

níka se st edem protilehlé strany, tj, je těžnicí trojrihelníka.
Kdybychom desku podep eli rovnym ost ím nože p esně po-
dél těžnice, byla by v rovnováze.

Na obr.9.4b, c jsme desku rozdělili na proužky rovno-
běžné s dalšími dvěma stranami. V každém z těchto p í-
pad: leží těžiště desky na p ímce spojující st edy proužkri
(na těžnici troj helníka). podobně jako na obr. 9.4a, Všechny
tíi téžnice mají společn prusečík. V něm Ieží téžtšté desky
(obr.9.4d).

P edchozí závér mrižeme ově it jednoduch; m pokusem.
Využijeme p i tom správnou intuitivní p edstavu, že těleso
zavěšenó v jednom bodě zaujme takovou polohu, v níž jeho
těžiště ležípod bodem závěsu. Zavésíme tedy troj helníko-
vou desku postupně v jednotliv; ch vrcholech a podle obr. 9,4e
vedeme z každého vrcholu svislou p ímku, Těžiště desky
spl vá s prrisečíkem těchto t í p ímek. Kdybychom desku
umístili do vodorovné polohy a podep eli ji v těžišti hrotem,
byla by v rovnováze.

(e)

Obr.9.4 P íklad 9.2. Na obrázcích (a), (b) a (c) je trojťrhelníková
deska rozdělena na soustavu zkych proužk rovnoběžn ch s ně-
kterou její stranou. Těžiště desky leží na těžnici trojírhelníka, tj, na
spojnici st ed proužkťr. (d) Prusečík těžnic spl vá s těžištěm des-
ky. (e) Experimentální zjištění polohy těžiště. Trojťrhelník postupně
zavěšujeme v jeho vrcholech.

g.z tĚžIšlÉ 211

' {ONrROLA 1: Na obrázku je nakreslena homogenní
čtvercová deska, znížbyly od íznuty čty i stejné čtver-
ce. (a) Jaká je poloha těžiště privodní desky? (b) Od-
hadněte polohu těžiště zbylého ritvaru po odstranění
čtverce 1, (c) čtvercri 1 a 2,(d) čtvercri l a3,(e) čtvercri
I,2 a 3, (0 všech čty čtvercri. Neprovádějte žádny
p esn v počet. Využijte pouze symetrie írtvaru nebo
naopak jeho asymetrie vzniklé odstraňováním čtvercri
a rozhodněte, v kterém z kvadrant , na které ose či
v kterém bodě těžlštěleži.

*ŘÉxrag--} *.s
Obr.9.5a znázor ruje zbytek homogenní kruhové kovové
desky o poloměru 2R, z níž byl vy izn kotouč o polo-
měru R. Vzniklé těleso označme X. Jeho těžiště leží na ose x
av obrázkuje označeno tečkou. Určete jeho sou adnici.

ŘBŠPXÍ: Obr.9.5b ukazuje desku C p ed vyjmutím ko-
touče D. Ze symetrie vyplyvá, že těžlště desky C je v jejím
st edu (obr.9.5b).

Těleso C je složeno ze dvou částí, D a X. Mrižeme p ed-
pokládat, že hmotnost každé z nichje soust eděna v jejím
těžišti. Těžiště dvoučásticové soustavy To * Zx spl vá s tě-
žištěm tělesa C. Polohy těžišť těles C, D a X na ose x jsou
vyznačeny v obr.9.5c.

Z rov . (9 .2) vyplyv á, že těžiště tělesa C j e v bodě

tltDXD l myxy
mo*mx

kde xp a -rx jsou sou adnice těžišť těles D a X. Vzhledem
k tomu, že je xg: 0, platí

xDmD
(9.I2)

(konstantní)

-TX :

mD: nR2gd z mx: x(ZR)2Qd - nR2qd.

Uvážíme-li navíc, že xy - -R, dostaneme z íoy. (9.I2) po-
lohu těžiště tělesa X:

(-R)(nR2qd)
(Odpověd)xX: - n(2R)2qd - r,R2pd

mX

Označme q hustotu materiálu desky
tlouštku. pak

é
(a)

,A
(c)

1

- _R.
3
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všimněme si, že konstantní hustota a konstantní tloušťka
desky se p i v počtu vykrátily. Na hodnotu x1 tedy nemají
vliv.

(b)

y

| ,**:]R
lLAJ
|- -RJ Ill| x

Ty Tg Ty

(c)

Obr.9.5 P íklad 9.3. (a) Těleso X, jehož těžiště je označeno 7y,
vzniklo vy íznutím kruhového otvoru o poloměru R v kovovém ko-
touči o poloměru 2R, (b) Vyjmut kotouč je označen symbolem D.
Jeho těžiště Tg leží v jeho geometrickém st edu a má sou adnici
íD : -R. Těleso C je složeno zčástíXa D. Jeho těžiště je v počátku
soustavy sou adnic. (c) Těžiště všech t í těles.

pŘÉs<a-eě} g.a

Obr.9.6a zachycuje mohylu Silbury Hill, postavenou na plá-
ních nedaleko Stonehenge p ed 46001ety. Účel stavby není
p esně znám, pravděpodobně sloužila jako poh ebiště. Má

tělesoC:D+X

tvar komolého kužele (obr.9.6b) o vyšce h : 40m a polo-
měrech podstav rz : 16 m (horní podstava) a rI - 88 m (zá-
kladna), Jeho objem je V :4,09.105 m3. Povrchové p ímkr
kužele svírají s vodorovnou rovinou írhel6 : 30o.

(b)

Obr.9.6 P íklad 9.4. (a) Mohyla Silbury Hill v Anglii pochází
z mladší doby kamenné. Její stavba si vyžádala asi 1 , 8. 1 07 pracov-
ních hodin. (b) Komol kužel p edstavující Silbury Hill. V obrázku
je vyznačena vrstva o poloměru r s infinitezimální tlouštkou dz
ležící ve vl šce z nad základnou kužele.

(a) Určete polohu těžiště mohyly.

ŘBŠPXÍ: Mohyla je rotačně symetrická, takžejejí těžiště
Iežínajejí ose symetrie, ve vl šce zT nad základnou kužele,
K vypočtu této v šky použijeme poslední z rovnic (9.11)

a integrál zjednodušíme užitím symetrie mohyly. Uvažme
tenkou vodorovnou vrstvu zvolenou podle obr.9.6b, Vrstva
má poloměr r, tloušťkl ďz aležíve vzdálenosti z od základny

(a)



mohyly. Obsah její podstavy je xr2 a objem

dV : nr2 dz. (9.13)

Mohyla je tvo ena všemi takovl mi vrstvami, jejichž polo-
měr se mění od největší hodnoty 11, odpovídající poloměru
základny, po hodnotu 12 poloměru horní podstavy. V šku
celého kužele, z néhož náš komol; kužel vznikl, označme H
(obr.9.6b). Pro poloměr r libovolné vrstvy pak platí

^ H H-:t t/:i: , .

tJ.

r : (H - a2, Q.I4)H
Dosazením z (9.I3) a (9.|41 do posledni z rovnic (9. 1 1) do-
staneme

<"l 
-

:

:

:

+ í ,dv:

#Ío'','
nr? f ,o
vHrLT-
"r|na 7 t

VH, L4-

nr? 1h

;h J, :(H -:)] dz :

-2z2H lzH2ldz:

2z3 H
a
J

2H

-'L
3hI

z.2 H2lh
ll- z ]u-
H,I_l
2h2 )'

Pro zadané číselné hodnoty pakvychází

n(88 m)2(40 m)a

(4,09. t0s m:;150,8 m)2

I l 2(50,8 m) t50.8 mt2l
|__-Ll:

L4 3t4Om) 2(40m)2 ]
I2,3] m: 12m. (Odpověd)

(b) P edpokládejme, že prriměrná hustota materiálu, z néhož
je mohyla Silbury Hill postavena, je Q : 1,5.103 kg.m-3. Ja-
kou práci vykonali dělníci p i vršení mohyly, iestliže zeminu
zvedali z rovně základny kužele?

ŘEŠBXÍ: K vypočtu elementární práce dW'pot ebné k vy-
zdvtžení hmotného elementu dm do v šky z použijeme
rov. (7 .21), do níž dosadíme 9 : 180o:

dW : -dm gzcos 180o : gzdm.

Ze vztahll (9.10) vyjád íme dm : gdV a dosazením do
p edchozí rovnice dostaneme

dW : qgzdV.

Celkovou práci vypočteme pomocí integrálu jako součet ele-
mentárních prací dW:

w:Idw:tnrrlr:es 
Ízdv.

9.3 vĚTA o HyBNosTI 2I3

Ze vztahi (9.1 1) je zíejmé, že poslední integráI má hodno-
tu V zr. Nakonec tedy dostáváme

1ry : qV gzr. (9,15)

Práce pot ebná k navršení mohyly Silbury Hill je tedy stejná
jako práce, kterou bychom museli vykonat p i zvednutí stejně
hmotného bodového objektu z ítrovně zákJadny do těžiště
mohyly. Pro číselné hodnoty uvedené v zadání rilohy pak
z toy. (9. i 5) dostaneme:

W : (I,5.103 tg.m-3;1+,09.105 m3; .

. (9,8 m.s-')(12,37 m) :
: J,4.1010 J. (Odpověd)

RADY n xÁnnĚry
Bod 9.1: Útot y o těžišti

V p íkladech 9.1 až 9.3 jsme se seznámili se t emi ruzn mi
zprisoby zjednodušení riloh smě ujících k v počtu polohy tě-
žiště: (1) Yyužití všech prvkri symetrie zadaného tělesa (st ed
symetrie, osy symetrie, roviny symetrie). (2) Těleso lze pro
ričely v počtu rozdělit na několik částí a každou znichnahra-
dit částicí umístěnou v jejím těžišti. (3) Vhodná volba sou-
adnicol ch os: volba sou adnic nemá vliv na polohu těžiště

soustavy částic vzhledem k těmto částicím. Je proto vhodné
volit počátek i osy soustavy sou adnic tak, aby se v; počet co
nejvíce zjednodušil. Je-li zadaná soustava tvo ena jen něko-
lika částicemi, volíme obvykle počátek soustavy sou adnic
v některé z nich. Má-li soustava navíc osu symetrie, ztotož-
níme ji s některou ze sou adnicov; ch os, nap íklad s osou x.

g.3 vĚra o HYBNOSTI

Sledujeme-li srážku dvou kulečníkov ch koulí, z nichž
jedna je zpočátku v klidu, p irozeně očekáváme, že i po
srážce bude soustava nějak pokračovat v pohybu ve směru
nárazu. Asi bychom se divili, kdyby se obě koule vrátlly
zpět nebo se t eba pohybovaly obě stejnym směrem kol-
mym k pohybu první koule p ed srážkou.

Bod, ktery se stále pohybuje kup edu bez ohledu na
stážku, opravdu existuje. Je jím těžiště soustavy našich
dvou koulí. Snadno se o tom p esvědčíme p ímo p i ku-
lečníkové h e. Stačí si uvědomtt, že těžiště soustavy dvou
stejně hmotn; ch těles leží vždy uprost ed mezi nimi. Ať
je srážka jakákoliv 

- p ímá, nebo zcela obecná, těžiště
se neochvějně pohybuje kup edu, jako by srážka vribec
nenastala. Sledujme tento jev podrobněji.

Místo dvojice kulečníkov ch koulí vezměme v rivahu
soustavu n částíc, jejichž hmotnosti jsou obecně ruzné. Bu-
deme se zabyvat pohybem těžiště této soustavy, bez ohledu
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na pohyb jednotliv ch částic. I když je těžiště pouze geo-

metric m bodem, m žeme o něm uvažovat jako o částici,
jejíž hmotnost je rovna celkové hmotnosti soustavy. Mri-
žeme mu p isoudit polohu, rychlost i zrychlení. Později
ukážeme, že vektorová rovnice popisující pohyb těžiště
soustavy částic, zvaná věta o hybnosti (soustavy částic)
neboli první impulzov á véta,* má tv ar

Mar _ I F.*,. (9.16)

tak zristávástáIe nulová. Těžiště soustavy se i po srážce po-

hybuje konstantní rychlostí, shodnou s jeho rychlostí p ed

srážkou.
Rov. (9.16) platí nejen pro soustavu částic, ale i pro

tuhé těleso, jak}m je nap . baseballovápáIka na obr.9.1b.
V tomto p ípadě značí M v rov.(9.16) hmotnost pálky
a I F"^, p edstavuje tíhovou síIll Mg, jíž na pálku prisobí
Země.

Obr.9.] ukazuje jiny zajímavy píípaď. Raketa vyst e-

lená p i ohňostroji se pohybuje po parabolické dráze a na-
jednou se roztrhnenamalé části. Kdyby k explozi nedošlo.
raketa by pokračovala v pohybu po parabole, vyznačené
v obrázku. Síly, které zprisobily explozi, jsou z hlediska
soustavy, tvo ené nejprve raketou a poté všemi jejími část-

mi, silami vnit ními, tj. silami vzájemného prisobení jed-

notlivl ch částí soustavy. Zanedbáme-li odpor vzduchu, je

v slednice vnějších sil prisobících na soustavu určena vy-
hradně silou tíhovou: ! Fext: Mg,bez ohledu nato, zda
raketa explodovala či nikoltv. Z rov.(9.16) je teďy zíej-
m{že zrychlenítěžiště soustavy írlomkri (pokud jsou ještě

všechny v pohybu ve vzduchu) je 9 a těžiště opisuje tutéž
parabolickou trajektorii, po jaké by se pohybovala raketa,
kdyby se neroztrhla.

Obr.9.7 P i ohňostroji exploduje raketa během letu. Zane-
dbáme-li odpor vzduchu, opisuje těžiště soustavy írlomkri pťr-

vodní parabolickou dráhu rakety, dokud některy z írlomkri nedo-

padne na zem.

P i flgu e ,,gtand jeté", zvedne baletka ruce a napne
nohy do vodorovné polohy (obr.9.8). Tím posune těžiště
uvnit svého těla co nejv še. Těžiště samoz ejmě věrně sle-
duje parabolickou trajektorii. Hmotnost tanečnice je však
v či němu rozložena tak, že se její hlava a trup pohybují
tak ka vodorovně.

Odvození věty o hybnosti
Věta o hybnosti je jednou ze dvou vyznamnych pohybo-
vl ch rovnic soustavy částic. V tomto odstavci se věnu-
jeme jejímu odvození. Uvažujme soustavu n částtc. Podle

Y ztah (9. 1 6) má tv ar druhého I'{ewtonov a zákona pro
těžiště soustavy částic. Skutečně, má stejn tvar (ma :
- 

' 
F) jako druhl Newtonťrv zákon pro částici. Veličiny

vystupující v rov. (9.16) je však t eba správně interpretovat:

1. 

' 
Fe^t je vektorovy součet všech vnějších sil prisobí-

cích na soustavu, tj. všech sil, jimiž okolní objekty prisobí
na jednotlivé částice soustavy. Síly, kterymi na sebe prisobí
jednotlivé částice, resp. části soustavy navzájem, se nazy-
vají silami vnit ními.Ye vztahu (9.16) nevystupují, neboť
podle t etího Newtonovazákona jejejich součet roven nule:

D Flnt : O.

2. M je celkovd hmotnost soustavy. P edpokládáme, že

nedochází k vyměně hmoty mezi soustavou a jejím oko-
Iím,takže M je konstantní. Takovásoustava senazyváuza-
v ená.

3. qr je zrychlení těžiště soustavy. Yztah (9.16) nedává
žáďnou informaci o zrychlení jin ch bodti soustavy.

Jako každá vektorová rovnice je i rov. (9.16) ekviva-
lentní t em rovnicím skalárním pro složky vektorri I F"^,

aa7 vzhledemke zvolené soustavě sou adnic:

Mar,* _ 

' 

Fext,x,

MaT,y: 

' 

F.^t,y, (9.17)

Mar,z,: 

' 

Fext,z.

Vraťme se nyní k privodnímu problému a zkoumejme
chování soustavy dvou kulečníkov ch koulí. Po uvedení
první koule do pohybu je v sledná vnější síIa p sobící
na soustavu nulová, ť. 

'Fext 
: O. Podle rov.(9,16) je

tedy nulové í zrych\ení těžiště soustavy (gr - O). Těžiště
soustavy koulí se tedy p ed srážkou pohybuje konstantní
rychlostí. Píí srážce na sebe koule prisobí silami, které jsou
z hlediska soustavy silami vnit ními. Tyto síly mají sice
vliv na pohyb každé z koulí, neovlivní však pohyb těžiště
soustavy. Nep ispívqítottžkvyrazu I F"*,, jehož hodnota

x Její první název pochopíme později z jejiho ekvivalentního zápisu
(9.28). Druhy název souvisí s rovnicí (10.4).

š
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Obr. 9.8 Baletní skok ,,grand jeté". (P evzato z Kennet Laws, The Physics of Dance, Schirmer Books, 1984.)

rov. (9.8) pro ni platí

M rr - mít l m2r2 * m34 + .. . + t7tnín (9.18)

kde M je její celková hmotnost, ry polohovy vektor jejího
těžiště. Derivováním rov. (9.18) podle času dostaneme

Mv7 : mIvI * m2v2 * m3v3 + ... + lltnvn. (9.I9)

Symbolem vi (: dr; /ďt)jsme označl1irychlost i_téčástice
0, v7 (_ dr7 /dt) p edstavuje rychlost těžiště.

Dalším derivováním rov. (9.19) vzhledem k času již
dospějeme ke vztahu

Mgr : tflIQI l m2d2 * m3o3 + ... + tTInQn, Q.20)

kde o; (: dvi / dt) je zry chlení i -té částice a o r (- dv7 l dt)
zrych|ení těžiště. Znovu si uvědomme, že těžiště je pouze
geometrick m bodem. Má však smysl mu kromě polohy
p ipisovat i rychlost a zrychlení, jako by se jednalo o hmot-
nou částici.

Podle druhého Newtonovazákonaje součin rll;cli :uí-

čen q slednicí Fi všech sil pťrsobících na i -tou částici. Yztah
(9.20) mťržeme tedy p epsat do tvaru

Mqr _ Fl l Fz -f Fz + ... + F". (9.21)

Pravá strana rov.(9.2I) zahrnuje kromě vnějších sil, jimiž
na jednotlivé částice soustavy prisobí její okolí, i interakční
síly, jimiž na sebe částice prisobí navzájem (vnit ní síly).
Podle t etího Newtonova zákonaje však součet vnit ních
sil nulov , neboť je tvo en dvojicemi typu akce - reakce,
tj. dvojicemi stejně velk ch opačně orientovan ch sil. Na
pravé straně rcv.(9.2I) tak zťrstane pouze vektorovy sou-
čet vnějšícá sil prisobících na soustavu, ve shodě s větou
o hybnosti (9.16).

*zura*LA 2: František a Eva bruslí ve dvojici.Drží
p itom v rukou opačné konce dlouhé tyče. František
má dvakrát větší hmotnost než Eva, hmotnost tyče je
zanedbatelná. T ení mezi bruslemi a ledem rcvněž za-
nedbáváme. Brusla i jsou zpočátku v klidu. (a) Potom
František začne ručkovat k Evě, zatímco onaďržípevně
v rukou svťrj konec tyče. Určete polohu bodu, v němž
se setkají. (b) Řešte tutéž rilohu za p edpokladu, že
se Eva p itahuje k Františkovi, a (c) za p edpokladu,
že ručkují oba. Soustavu sou adnic volíme tak, že její
počátek umístíme do počáteční polohy těžiště soustavy
a jednu z os namí íme podél tyče.

pŘÉg<re* g"s

Na obr. 9.9a je soustava t í částic, které jsou zpočátku v klidu.
Na každou znichpťrsobí vnější síla, která je v obrázku rovněž
vyznačena. Určete zrychleni těžiště soustavy.

ŘPŠENÍ, Podle p .9.1 vypočteme počáteční polohu těžiště
soustavy (obr. 9.9a). Jak napovídá obr. 9.9b, zacházíme s ním
jako s částicí o hmotnosti M, shodné s celkovou hmotností
soustavy (16kg), nanlž prisobí všechny vnější síly prisobící
na soustavu, V; slednice všech vnějších sil prisobících na sou-
stavu I F.*1 p edstavuje tedy vyslednici všech sil p sobících
na těžiště. Iejí x-ová, resp. y-ová složka jsou

I r"*,,, : (I4N) - (6,0 N) + (12 N) cos 45o : 16,5 N,

reSp.

IF"",, : (IzN) sin 45" :8,49N.

trajektorie
hlavy tanečnice

ii i,,
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v sledná síla má velikost

In":M:l8,6N
asvírásosouxrihel

tgl:(H? 
):0,515,

0 :2J". (Odpověd)

Tímto rihlem je určen směr zrychlení těžiště o7, jehož velr-
kost je podle rov. (9.16)

aT : I4*',M

: 1,2 m,s

( 18,6 N) _): l. 16 m.s-' i
( 16 kg;

-2. (odpověó

}

6,0N :

-,*ln-l.--*4-ii
, 4,úkg

J

2

l

1

:

4,0 kg
lli[,."""-É"*",- ..+"

_3_2 *1 I 2 3 4 5

(b)

Obr.9.9 P íklad 9.5. (a) Na t i částice, které jsou zpočátku v kli-
du, p sobí vnější síly. Těžiště soustavy je v bodě označeném T.
(b) Vnější síly umístíme do těžiště. Jeho pohyb se ídí stejn mi
zákonitostmi jako pohyb částice o hmotnosti M shodné s celko-
vou hmotností soustavy. Obrázek zachycuje vl slednici vnějších sil
i zry chlení těžiště soustavy částic.

Pohyb každé z částtc na obr.99a je p ímočar a rov-
noměmě zrychleny, stejně jako pohyb těžiště celé soustavy.

Jednotlivá zrychlení jsou však navzájem Ňzná. Poněvadž
zpočátku byly částice v klidu, bude se kažďáznich pohybo-
vat s rovnoměrně rostoucí rychlostí ve směru síly, která na

To

1

L

J

(a)

ni p sobí. Těžiště se bude pohybovat po p ímce rovnoběžné
s vektorem o7.

9.4 HYBNOST

Hybnost částice p je vektorová veličina definovaná vzta-
hem

P-mv, (9.2)

kďe m je hmotnost částice a v její rychlost. Hmotnost čás-
tice je kladná skalární veličina. Vektory p a v jsou tedy
souhlasně rovnoběžné.Z rov. (9.22)je také zíejmé, že jed-

notkou hybnosti v soustavě jednotek SI je kg.m.s-1 .

Privodní Newtonova formulace druhého zákona j|žpo-
jem hybnosti obsahovala:

Časová změna hybnosti částice je rovna vyslednici sil.
které na částici prisobí.

Matematické vyjád ení tohoto zákona má tvar

P edpokládejme, že hmotnost částice je neproměnná. Do-
sazením za p z definičního vztahu (9.22) a pravou pak
dostaneme

dP _ rr.
dt /-J

dp d. dv
-1lllvl:-Ill---llla.dt dt dt

(9.23)

|r:
Yztahy IF : dpldt aDF _ mq tedy p edstavují dvě
ekvivalentní vyjád ení druhého Newtonovazákonapro po-
hyb částice s konstantní hmotností v rámci klasické mecha-
niky.

Hybnost p i velmi velk; ch rychlostech
Víme jlž, že pro částice s rychlostmi blízkymi rychlosti
světla nesouhlasí vl sledky newtonovské mechaniky s ex-
perimenty. V takov ch p ípadech musíme použít Einstei-
novu speciální teorii relativity. Yztah dpldt - F ztistane
v platnosti i v rámci této obecnější teorie za p edpokladu,
že zméníme definici hybnosti takto:

mv
(9,24)p-

'I - @kÝ

Čten -! signalizuje relativisticky charakter vztahu.
J t-tr lcl)
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Tabulka9.1 Některé definice a zákony v klasické mechanice

DBptNIcp NEBo zÁrox JpoNa čÁsrIcB Sousrevl čÁsrtc

Druh Newton v zákon
Hybnost

Druh Newton v zákon

ma:DF
P:mvt:5-r

uot

(5.i)
(9.22)

(9.23)

Mar -
P-

dP
dt

D F"o (9.16)

Mvr Q.26)

I F"" (9.2s)

Rychlosti běžnych makroskopick ch objektťr, jak mi
jsou nap íklad míče, projektily nebo kosmické sondy, jsou
ovšem mnohem menší než rychlost světla, takže veličina
@ ló2 v rovnici (9.24) je prakticky nulová. V takovém
p ípadě Ize (9.24) nahradit klasickou definicí (9.22) a Ein-
steinova speciální teorie relativity se redukuje na newto-
novskou mechaniku. U elektronri a jin ch subatomovych
částic \ze však snadno dosáhnout rychlostí velmi blízkych
rychlosti světla. Pakje nutné použítpro vyjád ení hybnosti
vztahll (9.24), a to dokonce i p i rutinních technick ch v -

počtech.

9.5 HYBNOST SOUSTAVY čÁsrrc
Uvažujme nyní soustay! n částic, z nichž každá je cha-
rakterizována svou hmotností, rychlostí a hybností. Částice
mohou vzájemné interagovat a okolní objekty na ně mo-
hou prisobit vnějšími silami. Soustavě p isoudíme celkovou
hybnost P, definovanou jako vektorovy součet hybností
jednotliv ch částic:

P:pl*pz+Pz*...lP,-
- mlv1 ! m2v2l m3v3 + ... + frtnvn. (9.25)

Porovnáme-li tento vztah s (9.19), vidíme, že platí

P _ Mvr.

Tento v sledek m žeme považovat za zobecnění dru-
hého Newtonova zákona pro částici, zapsaného ve tvaru
(dpldt) - 

' 
F, na p ípad soustavy částic. (Uvědomme

sí, žejsme p i formulaci tohoto zobecněnipoužili i t etího
Newtonov azákona.) V tab. 9.1 jsou shrnuty d ležité vztahy
platné pro jednu částici a odpovídajícívztahy odvozené pro
soustavu částic.

|(OXTROLA 3: Na obrázku je znázorněna časová zá-
vislost hybnosti částice pohybující se po p ímce. Na
částici p sobí síla ve směru této p ímky. (a) Se adte
čty ioznačené oblasti sestupně podle velikosti této síly.
(b) V které oblasti je částice brzděna?

pŘíxrao q.o

Obr.9.10a zachycuje dětské autíčko o hmotnosti 2,0kg
p ed a za zatáčkou. Velikost jeho rychlosti p ed zatáčkou
je 0,50 m.s 1 

, za zatáčkou 0,40 m.s-1. Určete odpovídající
změnu hybnosti AP.
ŘBŠPNÍ: K vyjád ení počáteční a vysledné hybnosti autíčka
použijeme vztahu (9.26). Nejprve však musíme vyjád it vek-
tor jeho rychlosti v; p ed zatáčkoll a vektor rychlosti vf poté,
co autíčko zatáčkou projelo. Zvolíme-li soustavu sou adnic
podle obr. 9. 10a, dostaneme

vi - -(0,50m.s (0,40 m.s

Pro odpovídající hybnosti Pi a Pl pak podle rov. (9,26) platí

P, : Mvi : (2,0kg)(-0,50 m.s (- 1,0 kg.m.s

(0.80 kg.m.s-Pr : Mvt : (2,0kg)(0,40 m.s

Tyto hybnosti mají Ňzny směr. Proto nem žeme vyjádíit
změnu hybnosti AP jako pouh rozdíI velikostí vektorri P1

a Pi. Zména hybnosti je dána vektorovym vztahem

LP:Pr (9.29)

(9.26)

Hybnost soustavy částic mrižeme tedy vyjád it i jinak:

Hybnost soustavy částic je rovna součinu její celkové
hmotnosti M arychlosti jejího těžiště.

Derivací rov. (9 .26) dostaneme

(9.27)

Porovnáním rov. (9.26) a (9.21) získáme nakonec ekviva-
lentní vyjád ení věty o hybnosti ve tvaru

(9.28)

dP dvr
dt dt
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tj.

Ap: (0,80kg.m.s*l;i - (-1,0kg.*.r-')j -
: (0,8i+ 1,0rkg.m.s-l. (Odpověd)

Na obr. 9.10b jsou vyznačeny vektory A,P, P1 a -Pi. P ipo-
meňme si,že Pl odečítáme od P1 tak, že k vektoru P1 p ičteme
vektor -P1.

platí i v mikrosvětě, kde již s Newtonovymi zákony nelze
počítat. Nebude porušen ani pro soustavy částic pohybují-
cích se velkymi rychlostmi, pro néž je nutné nahradit new-
tonovskou mechaniku Einsteinovou teorií relativity, pokud
hybnost vyjád íme vztahem(9.24) namísto (9.22).

Z rov.(9.26) (P : Mvr) je zíejmé, že v píípadě kon-
stantní celkové hybnosti P je stáIá i rychlost těžiště sou-

stavy v7. Znamená to, že jeho zrychlení ar je nulové,
p esně ve shodě s větou o hybnosti uvedenou v tab. 9.1.

Yztahy (9.30) a (9.31) mají vektorovy charakter akaž-
ďy z nichje proto ekvivalentní t em skalárním rovnicím,
vyjad ujícím zachování jednotliv ch složek vektoru cel-
kové hybnosti. V závislosti na silovém prisobení okolí na

uvažovanou soustavu částic mohou nastat i situace, kdy se

zachovávájen jedna nebo dvě složky celkové hybnosti:

Je-li některá složka vyslednice vnějších sil pťrsobících na

uzav enou soustavu nulová, pak se odpovídající složka
celkové hybnosti soustavy nemění.

Pro ilustraci si p edstavme Ietící míč. P i zanedbatel-
ném odporu prost edí je jedinou silou, která na míč p i jeho
pohybu prisobí, tíhová síIa mg. Ta ovšem smě uje svisle
dolri. Svislá složka hybnosti míče se tedy mění, zatímco
její vodorovná složka se zachovává.

Znovl p ipomeňme, že celkovou hybnost uzavíené
soustavy lze zménit jen pťrsobením vnějších sil. Pťrsobení
vnit ních sil mriže sice vést ke změnám hybnosti jednotii-
v ch částí soustavy, ke změně celkové hybnosti však ne-

p ispívá.

f(OXrnOLA 4: P edmět spočívající v klidu na vodo-
rovné dokonale hladké podložce explodoval a roztrhl
se na dvě části. Jedna znich se dala do pohybu podél
kladné osy -r. (a) Iaká byla celková hybnost soustavy
po vybuchu? (b) Mohla se druhá část pohybovat po
p ímce svírající s osou x nenulov hel? (c) Jak byl
směr vektoru hybnosti druhé části?

pŘ{xrap g.l
Záhaďná bedna o hmotnosti m : 6,0 kg klouže po dokonale
hladké vodorovné podlaze podél kladné osy J. Velikost její
rychlostije u : 4,0m.s-1. Náhle bedna vybuchne arozpadne
se na dvě části: jedna z nich, o hmotnosti lnt - 2,0kg,
se dále pohybuje podél kladné osy -T rychlostí o velikosti
u1 : 8,0m.s-l. Jaká je rychlost druhé části?

ŘPŠBXÍ: Soustava částic, kterorr sledujeme, je tvo ena nej-
prve bednou a po jejím roztržení oběma jejími částnri. Jedná
se sice o soustavu uzav enou, nikoli však izolovanou. Na

ň,

Obr.9.10 P íklad 9.6. (a) Autíčko v zatáčce
(b) Změna hybnosti AP autíčka je vektorov m

Pt

(b)

závodni dráhy.
rozdílem jeho

| 
\v, uaLLvL,

I qísledné hybnosti Pf a počáteční hybnosti P1.

9.6 zÁxoN zACHovÁxÍ HyBNoSTI

Uvažujme soustavu částic, na kterou neprisobí žádné vnější
síly (soustava je izolovaná), anebo je vyslednice vnějších
sil nulová. P edpokládej me, že částice sou stavu neopouštějí
ani do ní nevstupují z okolí (soustava je uzav ená). S uvá-
žením skutečnosti,žeI Fexí : O, dostaneme z rov. (9.28)
vztahdPldt - O,tj.

P: konst. (9.30)

Tentod ležit v sledekp edstavuje zákonzachováníhyb-
nosti alze jej vyjád it také ve tvaru

Pi: Pr. (9.31)

Indexy (i), resp. (f) označují hybnost soustavy v počáteč-
ním, resp. koncovém okamžiku.Yztahy (9.30) i (9.31) vy-
jad ují, že celková hybnost soustavy částic se nemění, je-li
vyslednice vnějších sil ptisobících na soustavu nulová. Toto
tvrzení zahrnuje i méně obecnou, avšak rovněž driležitou
formulaci zákona zachování hybnosti: hybnost izolované
soustavy částic je stálá.

Podobnějako v p ípadě zákonazachováníenergie, for-
mulovaného v kap. 8, sahá platnost zákona zachováníhyb-
nosti za rámec newtonovské mechaniky. Tento zákontotíž

),
l

I



bednu samotnou i na každou její část prisobí totiž jednak tí-
hová síla, jednak tlaková síla podlahy. Všechny tyto síly jsou
svislé a nep ispějí proto ke změně vodorovné složky celkové
hybnosti soustavy. Síly, jimiž na sebe prisobí jednotlivé části
bedny p i explozi, neovlivní celkovou hybnost v bec, neboť
jsou vnit ními silami soustavy. Vodorovná složka hybnosti
soustavy se tedy zachovává a platí pro ni vztah (9.31).

Počáteční hybnost soustavy je určena hybností bedny

Hybnost soustavy Pr po roztrŽení bedny je dána vektorovl m
součtem hybností obou částí:

PIf : m7vl

Pt: Pt l Pzr

a Pzr : ffi2V2,

l m2v2.

Pro snazší vyjád ení složek vektoru hybnosti spojíme sou-
stavu sou adnic s podlahou a osu _r zvolíme ve směru pohybu
bedny. Všechny vektory hybnosti mají tedy směr osy x a je-
jich x-ové složky jsou dány p ímo jejich velikostmi opat e-
n; mi p íslušn mi znaménky, Z (9,3I) pak dostaneme

: Pf ,r,

frIUx-lTtlUIx*m2u2r,

Uvážíme-|i, že hmotnost druhé části bedny je *z : m -
- m1 :4,0kg, a dosadíme-li do obecnych vztahri vstupní
číselné daje, dostaneme nakonec

(6,0 kg)(4,0 m.s

odkud
- (2,0kg)(8,0m.s-1) + (4,0kg)uz,,

'l)2x:2,0m.s-1 (Odpověd)

V sledná hodnota je kladná. Znamená to, že se druhá část
bedny pohybuje rovněž ve směru kladné osy J.

pŘáNr.e* g.*

Z děla o hmotnosti M : 1 300 kg byla ve vodorovném směru
vypálena koule o hmotnostt m : 72kg (obr.9.11). Rychlost
koule vzhledem k dělu je v a má velikost l) :55m.s-1.
P i zpětnému tázu se dělo volně pohybuje vzhledem kZemi
rychlostí V.

(a) Určete vektor V.

ŘPŠPNÍ: Uvažujme soustavu složenou ze dvou těles, děla
a koule, Díky této volbě budou síly vzájemného prisobení
děla a koule p i v st elu vnit ními silami soustavy a není
t eba se jími zabyvat. Vodorovné složky vnějších sil priso-
bících na soustavu jsou nulové a vodorovná složka celkové
hybnosti soustavy se p i vl st elu zachovává. Rychlost koule

Pi
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vzhledem kZemi v7 je rovna vektorovómu součtu rychlosti
koule vzhledem k dělu a rychlosti děla vzhledem k Zemi, d.

vz:v*V.

Soustavu sou adnic spojíme se zemskym povrchem a osu J
namí íme ve směru hlavně (na obr.9.11 vpravo). Všechny
rychlosti mají směr osy "r. (V obrázku smě uje rychlost V
doleva, její skutečnou orientaci však dosud neznáme.) Pak

UZ,x:U*lVr. (9.32)

P ed vl st elem má soustava nulovou hybnost Pi : O. Vodo-
rovnou složku její hybnosti po vyst elu označme P1,". Podle
(9.32) pro ni platí

Pf ,, : MV, * tnluz,x - MV, l m(u* + Vr).

První člen na pravé straně tóto rovnosti p edstavuje vodorov-
nou složku hybnosti děla a druh; vodorovnou složku hybnosti
koule vzhledem kZemí.

Vodorovná složka celkové hybnosti se ovšem nemění,
tj. Pr," : Pi,r. Platí tedy

0:MV, lm(ur+Vr).

Řešením této rovnice vzhledem kneznámé 7, dostaneme

: -2,9*,s-1 (Odpověd)

Zápomé znaménko potvrzuje očekávání, že se dělo píi zpět-
némrázu pohybuje v opačném směru než koule (v obr.9.11
vlevo).

vymezení soustavy

Obr.9.11 P íklad 9.8. Dělo o hmotnosti M vypálllo kouli o hmot-
nosti nz. Koule má rychlost v7 vzhledemkZemia rychlost v vzhle-
dem k dělu. Rychlost zpětného rázu děta vzhledem kZemi je V.

(b) Určete rychlost koule vzhledem kZemi v7.

ŘPŠEXÍ: Zrovnice (g.32) vyplyvá

mD-I/vx--M+- (72 kg) (55 *.r-1 )

(1 300 kg + 72kg)

(55 m.s ') + (,-2,gm.s-l) -UZ.x:DxlVr:
l:5Zm.s (Odpověd)

Vlivem zpétného rázu děla se koule pohybuje vzhledem
kZemi poněkud pomaleji, než kdyby ke zpětnému rázu ne-
docházelo.
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P i ešení této írlohy jsme si mohli uvědomit d ležitost
vhodného vymezení studované soustavy částic (dělo -l koule)
i vhodnó volby vztažné soustavy, vzhledem k níž vyjad ujeme
složky vektorov; ch veličin. (Ze ďvou p irozeně se nabizejí-
cích možností, spojit soustavu sou adnic buď s povrchem
Země, nebo s pohybujícím se dělem, jsme rozumně zvolili
prvou možnost.)

PRIKLAD 9.9

P edstavme si vesmírnou 1oď o celkovó hmotnosti M vyba-
venou p epravním modulem, která letí vesmírem rychlostí
ur:2100km/h vzhledem ke Slunci (obr.9.12a). Poté, co se
p epravní modulo hmotnosti},z)M odpoutá od lodi pomocí
malého vybuchu (obr.9.12b), pohybuje se 1oď o 500km/h
rychleji než modul. (Velikost relativní rychlosti lodi vriči
modulu je tedy urel : 500 km/h.) Určete velikost rychlosti
lodi u1 vzhledem ke Slunci.

o,2oM 0.80M

(b)

Odtud

U : Uf - Urel .

Dosazením tohoto vyrazu do rov. (9.35) a využitím vztah
(9.33) a(93| dostaneme

Mui - 0,20M(u1- urel) -l 0,80Mu1.

Odtud již snadno získáme vyslednou rychiost lodi:

1)f:,t)i-lL0,20u."1,

u1 : (2100kmlh) + 0,20(500km/h) :
:2200kmlh. (Odpověd)

s-vi
;ůF.

=t+
l__ry
IL p epravní modul

U 
' 

".ffi#: -,' yf

- 
"'--

iii 

'í.,- 
",.*,""",""",""",""_

|(oNrnoLA 5: V následující tabulce vztahujícíse k p í-
kladu 9.9 jsou uvedeny některé hodnoty určující rych-
lost vesmírné lodi a p epravního modulu vzhledem ke
Slunci, resp. relativní rychlost lodi vzhledem k modulu.
Doplňte chybějící írdaje.

RYCHLOSTI(km/h) RELATIVNÍnycHI-osr
ffi (km/h)

(a)

Obr.9.12 P íklad 9.9. (a) Vesmímá loďs p epravním modulem se

pohybuje rychlostí v1. @) P epravní modul se odpoutal od lodi. Loď
se nyní pohybuje rychlostí v1 a modul rychlostí U.

ŘPŠBXÍ: Soustava tvo ená lodí a modulem je uzavíená
atzolovaná, Její celková hybnost se tedy zachovává,tj.

Pi: Pt. (9.33)

Indexy (i) a (0 označljihybnost soustavy p ed a po odpoutání
modulu. Soustava sou adnic je volena tak, že osa x smě uje

ve směru pohybu lodi. Všechny vektorové veličiny popisující
pohyb jednotliv ch částí soustavy ve všech jeho fázích mají
tedy nenulové pouze x-ové složky, kteró jsou navíc rovny
velikostem p íslušn ch vektor . Platí

Pi: Mui. (9.34)

Označíme-li symbolem U rychlost uvolněného modulu
vzhledem ke Slunci, mrižeme v slednou hybnost soustavy P1

vyjádňt vztahem

P1 : (0,20M)U + (0,80M)ur. (9.35)

První člen na pravé straně odpovídá hybnosti modulu a druh
hybnosti lodi.

Relativní rychlost vlg1 lodi vzhledem k modulu je rovna
rozdíIu j ej ich rychlostí, tj .

Urel : Ur - U.

pŘíxr,qo q.ro

Dvě tělesa na obr. 9.13 jsou spojena ideální pružinou a mohou
se pohybovat po dokonale hladkó vodorovné podložce. Jejich
hmotnosti jsou n I 3 m2. Tělesa nejprve oddálíme (pružina se
napne) a poté uvolníme.

/- vymezení soustavy

Obr. 9.13 P íklad 9.10. Dvě tělesa spojená pružinou a|ežicí na do-
konale hladké vodorovné podložce nejprve oddálíme a poté uvol-
níme. Vektorov součet jejich hybností z stává p i jejich dalším
pohybu nulov . V obrázku je vyznačen i zp sob vymezení sousta-
Vy.

(a) Jak je poměr rychlostí ut luz pílbllžujících se těles?

(a) 1500
(b)

(c) 1000

2 000
3 000 400

600



s ohledem na
psát

ŘPŠPnÍ, Sledujeme soustavu obou těles spojenl ch pruži-
nou.Yztažná soustava je spojena s podložkou a osa,T smě uje
podól pružiny. Počáteční hybnost P1 soustavy p ed uvolněním
těles je nulová. V libovolném okamžiku po uvolnění těles lze
hybnost soustavy zapsatve tvaru

Pf:mtvt*m2v2.

Ze zákona zachování hybnosti plyne rovnost Pi : Pf ,

o- l m2v2. Q,36)

pŘíxren p.rl
uvnit tělesa o hmotností M, které leží na vodorovné do-
konale hladké podlaze,je umístěna malá rozbuška. V buch
roztrhne těleso na t i části, které se dají do pohybu po podlaze.
Obr.9.14 ukazuje pohled shora na situaci. Díl C o hmotnosti
0,30M má po vybuchu rychlost o velikosti uf,c : 5,0 m.s-1.

^@

(a) (b)

Obr.9.14 P íklad 9.11. T i díly rozbitého tělesa se pohybujírriz-
nymi směry po dokonale hladké vodorovné podlaze. (a) Pohled na
situaci shora. (b) Totéž s vyznačením soustavy sou adnic.

(a) Jaká je rychlost dílu B o hmotnosti 0,20M?
ŘPŠEXÍ: Zvolme soustavu sou adnic podle obr.9.I4b: zá-
porny směr osy x splyvá se směrem vektoru rychlosti vl,a.
Osa x svírá s vektorem v1,6 írhel 80o a s vektorem 4.3
tihel50'.

Obě složky celkové hybnosti soustavy, tvo ené nejprve
tělesem a po rozpadu všemi jeho částmi, se zachovávají. Síly
prisobící p i v buchu jsou totiž vnit ními silami soustavy
a vnější síly (tíhová a normálová) jsou kolmé k sou adnicové
rovině xy, P i vypočtu rychlosti dílu B vyjdeme ze zákona
zachování pro y-ovou složku celkové hybnosti:
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(9,39)

Indexy (i) a (0 symbolizují jako obvykle počáteční a koncovy
stav soustavy.

Složky počáteční hybnosti P, jsou nulové, neboť těleso
bylo zpočátku v klidu. Abychom získali Pl,r, vyjád íme y-ové
složky vysledné hybnosti všech dílri tělesa:

Pf,A,,,, :0,
Pf ,S,y : -0,20Muf,B,), : -0,20Mu1,3 sin50o,

Pf ,C.y : 0,30Muf,c,.y : 0,30Mu7,gsin 80o.

(Uvědomme si, že vzhledem k speciální volbě os soustavy
sou adnic je pr,a,l, : 0.) Yztah (9.39) lze tedy p epsat do
tvaru

: Pf,., : Pf ,A,y * Pr,s,y -| Pr,c,y.

DOSazením uf,C : 5,0m.s-1 dostaneme

- 0,20Mur,B sin 50" + (0,30M)(5,0 m.s-1; sin 80o

volbu soustavy sou adnic mrižeme

Ul,r m2

U), m1
(9.31)

Záporné znamónko vyjad uje skutečnost, že rychlosti těles
mají v každém okamžiku opačn směr, Rov. (9.37) platí v li-
bovolném okamžiku po uvolnění těles bez ohledu na jejich
okamžitou rychlost,

(b) Jak je poměr kinetick; ch energií Eul / Er.,z p ibližujících
se těles?

ŘBŠPNÍ: Poměr Etl/Er,zlze zapsatve tvaru

Eo., _ l*,r?.- _ *, /r, " \'Eu.z !*rrr,r tn2 \ rr.- / '

Dosazením zau1,,f u2.x ztoy.(9.37) a pravou dostaneme

Er.l m2

Ev..z m|
(9.38)

Zatímco se tělesa k sobě p ibližují, zmenšuje se prodlou-
žení spoj ov ací pružiny. Pružná potenciální energie tak klesá
ve prospěch kinetick ch energií těles. Hodnoty veličin Ep,1
a Er.,z rostou, jejich poměr se však nemění. Podle rov. (9.38)
je tottž v každém okamžiku určen podílem hmotností těles.
Kinetická energie obou těles je největší ve chvíli, kdy je pru-
žinaopětnenapjatá. Poté se pružtnazačne stlačovat apružná
energie soustavy poroste na rikor energie kinetické. Yztah
(9.38) však platí i v této fázi pohybu.

Yztahy (9.36) až (9.38) p|atí i v jin ch situacích, kdy se
dvě tělesa p itahují (nebo odpuzují). Mrižeme je polžítnap í-
klad p i sledování pádu kamene k Zemi. V analogii s p . 9.10
a obr. 9.13 bude kámen p edstavovat těleso 1 aZemě těleso 2.
Yzájemné prisobení kamene aZemě je ovšem popsáno nikoli
pružnymi, nybrž gravitačními silami. Y ztažnou soustavu spo-
jíme s těžištěm dvojice kámen *Země (takzvaná těžišťová
soustava). Zrov. (9.36)je vidět, ževzhLedem k takto zvolené
vztažné soustavě jsou hybnosti kamene a Země v každém
okamžiku stejně velké. Z rov. (9.37) a (9.38) je pak zíejmé,
že padajícíkámen má vzhledem k těžišťové soustavě mnohem
větší rychlost i kinetickou energii nežZemé,nebotm2 ž ml.

Pl,_, : Pt,r.

y

vf ,c
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a odtud

uf,B : 9,64 m.s-1 : 9,6m,s-1. (Odpověd)

(b) Jaká je rychlost části B?

ŘPŠBN{Í, Vzhledem k tomu, že se zachovávái x-ovásložka
celkové hybnosti, mrižeme psát

P\,, : Pf ,,. (9.40)

Plati Pi,* : 0 (těleso bylo zpočátku v klidu). Vyjád íme x-ové
složkyv sledn; chhybnostíjednotlivych díl tělesa(dílAmá
hmotnost 0,50M):

Pf ,e,r: -0,50Muf ,e,

pf ,B,r :0,20Muf,B,x : 0,20Mul,g cos50',

Pf ,C,x :0,30Muf,C,x : 0,30Mul,gcos 80o,

Yztah (9.40) nabyvá tvaru

Pi,, : Pf ,, : Pf ,A,x l pr,s,, l pr,c,*.

Dosadíme uf,C : 5,0m,s-1 á uf,s : 9,64m,s-1 a dosta-

neme

0 : -0,50 Mut.e + 0,20M (9,64m,s-l) cos 50o *
+ 0,30M(5,0m.s-1) cos 80".

Odtud jlž získáme velikost rychlosti dílu A:

Uf,A:3,0m,s-1 (Odpověd)

ani naopak). Soustavu považujeme za izolovanou, je-li její
interakce s okolními obj ekty zanedb atel ná. Z hlediska zákona

zachování hybnosti sejako izolovaná chová i soustava, na

kterou její okolí prisobí silami s nulovou vyslednicí. Není-li
soustava uzavíená nebo izolovaná, vztahy (9.30) a (9.31)

neplatí.

P ipomeňme si, že hybnost je vektorová veličina. Má tedy

smysl uvažovat o zachovánikaždé z jejích složek odděleně.

D aná složka celkové hybnosti soustavy se zachováv á za píed-
pokladu, že odpovídající složka vyslednice vnějších sil, jimiž
na částice soustavy prisobí její okolí, je nulová. V p .9.8 byla
nulová vodorovná složka vyslednice vnějších sil prisobících
na soustavu dělo -l koule. Zachovávala se tedy vodorovná

složka hybnosti soustavy. Svislá složka vysledné vnější síly
ovšem nulová nebyla, neboť na Ietící kouli prisobila tíhová
síla. Svislá složka hybnosti soustavy byla proměnná.

Vybereme dva vhodné stavy soustavy (počáteční a kon-

covy) a vyjád íme její celkovou hybnost v každém z nich.

P itom bychom si měli stále uvědomovat, v jaké vztažné

soustavě pracujeme. Musíme dátpozor, abychom do celkové
hybnosti neopomněli zahrnout hybnost některé z částí stu-

dované soustavy, nebo naopak do ní omylem nezapočítali

hybnost objektri, které do soustavy nepat í. Tak t eba v p . 9.8

jsme se nejprve museli rozhodnout, zda použijeme vztažnou
soustavu spojenou seZemí, nebo s dělem, které se pohybuje

vlivem zpétného rázu.

Nakonec vyrazy pro R a Pf porovnáme a eŠením získané

rovnice najdeme neznámou veličinu, požadovanou v zadání
rilohy.

SOUSTAVY S PROMĚNNOU
HMOTNOSTÍ: RAKETA

Prozatím jsme se zabyvali soustavami, jejichž celková
hmotnost byla konstantní. Tento p edpoklad však ne-

byvá vžďy splněn. Uvažujme nap íklad startující raketu
(obr. 9.15). P evážnoučástjejí hmotyp ed startemtvo í po-

honné látky, které se postupně spalují a proudí ven tryskou
raketového motoru.

Pro popis pohybu rakety s proměnnou hmotností použi-
jeme větu o hybnosti, nikoli však pro raketu samotnou, ny-
brž pro soustavu, do níž kromě rakety zahrneme i zplodiny
vzniklé spálením pohonn ch hmot, které raketu opouštějí.

Hmotnost takto vymezené soustavy se neměnÍ.

V; počet zrychlení rakety
Sledujme raketu v pozdějši fázi jejího pohybu v mezi-
planetárním prostoru, kde zanedbáme gravitační sílu i od-
por prost edí. P ímočar pohyb rakety budeme popisovat

{*rurX*LA 6: P edpokládejme, že těleso v p .9.11je
urychlováno ve směru záporné osy y (pohybuje se

nap íklad po nakloněné rovině). Rozhodněte, zda se

zachovává (a) x-ová složka jeho celkové hybnosti
(podle (9.40)) a (b) y-ová složka jeho celkové hybnosti
(vztah (9.39)).

RADY A NAMETY
Bod 9.2: Zachování hybnosti

Je vhodné vrátit se k bodu 8.2,ktery se t kal zákona zachov ání
mechanické energie. Otázky, které v něm byly formulovány,

stojí za zamyšlení i v souvislosti s rivahami o zákonu zacho-

vání hybnosti.
P i v y p o č tech vy c ház ej icích ze zákona zachov ání hybn o s t i

se p edevším vždy ujistíme, zda soustava, pro niž chceme

zákon zachování hybnosti použít, je uzav ená a tzolovaná.
(Jzav enost znamená, že si soustava nevyměňuje částice se
sl m okolím (žádná částice neprojde ze soustavy do okolí

@, 9.7
kzrt+)
24
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Obr.9.16b zachycuje situaci v pozdějším okamžiku
t + dt. Raketa má nyní rychlost u l du a jeji hmotnost
je M + dM. Uvědomme si, že změna hmotnosti d,M je
zápornd.ZpIodiny vzniklé spálením pohonnych látek v ča-
sovém intervalu ďt mají hmotnost -dM a opouštějí raketu
rychlostí U mě enou ve zvolené inerciáIní vztažné sou-
stavě.

Uvažujme nyní soustavu tvo enou raketou a zplodi-
nami, které ji opustily během časového intervalu dt. Tato
soustava je uzav enáaízolovaná.Jejíhybnost se tedy v in-
tervalu dt zachovává a platí

Pi: Pr. Q.4I)

Indexy (i) a (f) označují celkovou hybnost soustavy na
začátktl a na konci časového intervalu délky dr. Rov. (9.4I)
mrjžeme p epsat do tvaru

Mu: -ďMU +(M +dM)(u*du), (9.42)

kde první člen na pravé straně p edstavuje hybnost zp\o-
din vznikll ch v časovém intervalu dr a druh čIen značí
hybnost rakety na konci tohoto intervalu.

Y ztah (9 .42) lze j e ště zj edno du š it zav edením relativ ní
rychlosti u zplodínvzhledem k raketě. Tato rychlost je roz-
dílem rychlosti u l du rakety na konci intervalu dt arych-
losti zplodin U:

u:(u*du)-U,

U:uldu-u. (9.43)

Dosazením tohoto vyranldo rov. (9.42) dostáváme po malé
ťrpravě

-dM u _ M du. (9.44)

Vydělením rov.(9.44) délkou časového intervalu dr dosta-
neme:

dM du
- M-.dr dr

Yyraz dM /dt vyjad uje rychlost ubyváníhmotnosti rakety.
Označme jej symbolem -R, kde R (R > 0) je rychlost
spot eby paliva v kg/s. Nakonec si uvědomme, že vyraz
du ldt v rov. (9.45) p edstavuje zrychlení a rakety a p epí-
šeme rovnici ve tvaru

Ma _ Ru (rovnice Měščerského). (9.46)

Rovnice (9.46) platí v libovolném okamžiku pro oka-
mžité hodnoty hmotnosti M rakety, rychlosti R spot eby
paliva a zry chlení a rakety.

čas:/

tj.

_dM M +dM ,, l

Ťo,

(b)

Obr.9.16 (a)Zrychlen pohyb rakety o hmotnosti M sledujeme
v inerciální vztažné soustavě. Obrázek odpovídá okamžiku r.
(b) Raketa v okamžiku t + dt. Obrázek znázorňuje i odpad
vznlkJy spálením pohonnl ch hmot v časovém intervalu dt avy-
puzeny do prostoru.

v inerciálni vztažné soustavě a sou adnicovou osu .T zvo-
líme ve směru tohoto pohybu. Označme M hmotnostrakety
a u jeji rychlost (x-ová složka) v libovolném okamžiku r
(obr.9.16a).

(9.45)

Obr.9.15 Start rakety v projektu Mercury
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Její levá stranamározměr síly (kg,m,s-2 - N) a závisí

pouze na vlastnostech raketového motoru (na rychlosti R

spot eby paliva a na rychlosti z zplodin vzhledem k ra-

ketě). Yyraz Ru na pravé straně rovnice flazveme tahem

raketového motoru a označímejej symbolem Z. Rov. (9,46)

získáváp i tomto označeníformální podobu druhého New-

tonova zákona Ma :7, kde a je zrychlení rakety a M její

hmotnost.

V počet rychlosti rakety
Položme si nyní otázku, jak se mění rychlost rakety p i spa-

lování pohonnych hmot. odpověď získáme integrací rov_

nlce (9.44) upravené na tvar

ďMdu--" u.
Dostaneme

M i a M r p edstavuj í počáteční a vy slednou hmotno st rakety,

Vypočtem integrálri do stanem e v ztah

P i startu rakety z povrchu Zemé musí byt tah I n-rc-

toru větší než tíhová síla, kterou na raketu plisobí Země, T "
má v našem p ípadě velikost Mi1 : (850kg)(9,8m,s-]) :
: 8 300N, Tah motoru je však pouh ch T : 6 400 N, takž;

naše raketa nemriže odstartovat. Mriže však b t do mezipla-

netárního prostoru vynesena nějakou silnější raketou,

(c) P edpokládejme, že naše raketa startuje z vesmírné lodi,

která se jlž nachází v meziplanetárním prostoru. Gravitační

síly tedy m žeme zanedbat. Po vyčerpání paliva má raketa

hmotnost Mt - 180 kg. Jaká je její rychlost vzhledem k lodi

v tomto okamžiku? P edpokládejme, že hmotnost vesmímé

lodi je tak velká, že start rakety její pohyb neovlivní,

ŘBŠBXÍ: Počáteční rychlost rakety vzhledem k vesmírné

lodi je ui:0. Zrov.(9.41) dostaneme

M:
l'f:líln -'Mr

, (850ks): (2 800 m,s-' 1 |p --------:- -
: (2800*.s-l)ln4,12 - 4300m,s-l. (odpověďr

9.8 vNĚrŠÍ sÍrv A zMĚNy
vNITŘlqÍ nxnRGIE

Krasobrusla ka na obr. 9.1] ase odrážíod mantinelu. Ten na

ni prisobí silou Fg^1, svírající s vodorovnou rovinou rihel g

Brusla ka, která byla zpočátku v klidu, získá vlivem této

síly určitou rychlost, s níž se pak vzdaluje od mantinelu

(obr.9.I7bi).Pťrsobením síly se tedy zv šila kinetická ener-

gie brusla ky.
P ípad brusla ky se liší od p edchozích p íkladťr, kdi

docházelo ke změně kinetické energie tělesa vlivem p so-

bení vnějších sil, ve dvou podstatnych rysech:

1. V p ed chozíchp íkladech byla rychlost všech částí tě-

lesa stejná (těleso jsme mohli p i studiu jeho pohybu pova-

žovat zabodovy objekt). V p ípadě brusla ky již tomu tak

není. Nap íklad pohyb jejích paží se liší od pohybu jejího

trupu.

2. Y p edchozích p íkladech se kinetická energie tělesa

měnila vlivem prisobení vnějších sil na rikor energie okolí.

V p ípadě brusla ky docházíke změně její kinetické energie

na írkor energie vnit ní (biochemické). Vnější síla v tomto

p ípadě nekoná práct, neboť vektor posunutí jejího pťrso-

biště je po celou dobu jejího pťrsobení nulovy (síla prisobí

na ruku brusla ky v pevném bodě mantinelu). Práci konají

síly napínající svalstvo, tj. vnit ní síly soustavy.

í,',,' 
u,--u í; Y

ktery vyjad uje změnu rychlosti rakety p i změně její hmot-

nosti z hodnoty Mi na hodnotu M1.* Dokumentuje rov-

něž v hodnost konstrukce vícestupňovych raket, jejichž

hmotnost Ml klesánejen spalováním pohonnych hmot, ale

i uvolněním vyho elych stupňri. Ideální raketu by v cíli
jejího letu měl tvo it pouze užitečny náklad.

pŘíxrnn g.rz

Raketa, jejížpočáteční hmotnost Mije 850kg, spot ebovává

palivo rychiostí R : 2,3kg,r-'. Zplodiny opouštějí raketu

relativní rychlostí u : 2800 m,s-1

(a) Jak je tah motoru?

ŘnŠnN[Í: Tah motoru je

Df-ui_rmff (vzorecCiolkovského), (9.47)

:
(Odpověd)

T : Ru : (2,3tg.s-1;1Z 800m.s

:6440N:6400N.

(b) Jaké je počáteční zrychlení rakety?

ŘnŠBNÍ: Z pohybové rovnice rakety dostáváme

T (6440ry :7,6m.s-2. (Odpověd),: Mr: rsSOkgt

* Symbol ,,ln" V rovnici (9.41) značipíirozeny logaritmus, tj. logarit_

mus o základl g (: 2,7 18 . . .) .

Všimněme si, že vysledná rychlost rakety mťrže p evyšit re-

lativní rychlost zplodin ll vzhledem k raketě.
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ffi*+F

dr

(c)

Obr.9.17 (a) Brusla ka se odráží od mantinelu, ktery na ni p -

sobí silou F"*t. (b) Její těžiště má v okamžlkl ztráty kontaktu
s mantinelem rychlost vr. @) Vnější síla F."1 prisobící na brus-
la ku p i odrazu od mantinelu je zakreslena jako síla p sobící
na její těžiště. P i posunutí těžiště o vektor d7 sejeho rychlost
zméní z vr,o Tld y7. Tato změna je urČena vodorovnou sloŽkou
síly F"*1.

Zďá se, že tyto rozdíly, odlišující popsanl p ípad brus-
la ky od všech ostatních p íkladri zmény kinetické energie
těles, kter mi jsme se prozatímzabyvali,jsou naprostozá-
sadní. P esto však je možnéformdlně vyjád it změnu kine-
tické energie brusla ky jako práci síly F"^, prisobící na části-
ci, jejimžpohybemlzenahraditpohyb brusla kyj ako celku,
tj. její posuvny neboli translačnípohyb. Touto ,,náhtadni"
částicí je těžiště brusla ky. Situaci ukazuje obr.9.17c. P ed-
pokládejme, že těžlště brusla ky se pohybuje vodorovně.
Svislá složka vl slednice sil prisobících na brusla ku, daná
tíhovou silou Mg, tlakovou silou ledové plochy N a svis-
l m pr mětem síly F"^1, je tedy nulová. Vodorovná složka
Fgxl cos 9 síIy Fg11 určuje vodorovné zrychlení d7 těžiš-
tě. Za dobu, po kterou tato síla p sobí, se rychlost těžiště
změní z poČáteČní rychlosti y7,g íl3, vl slednou rychlost v7.
Odpovídající posunutí těžiště brusla ky označme d7. Podle
rov.(2.16) je velikost v sledné rychlosti těžiště dánavzta-
hem

'? 
: u?,o + 2a7,*d7. (g.48)

Po vynásobení této rovnice hmotností M a malé ripravě
dostaneme

lrr? _ Lrrr?,o _ Ma7,*d7. Q.4g)

Levá strana rov.(9.49) p edstavuje změnu kinetické ener-
gie A,Ey,7 těžiště brusla ky z počáteční hodnoty (Eu,ňi
na v slednou hodnotu (Ep,7)1. Vzhledem k platnosti věty
o hybnosti (druhého Newtonova zákona pro těžiště) mri-
žeme nahradit součin Mar,* vodorovnou složkou vnější
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síly F"^1cos p:

LEu,r : FextdT cos(p. (9.50)

V7

Tento formální v sledek lze interpretovat obvykl m
zptisobem: Kinetická energie p íslušná posuvnému pohybu
soustavy se mění na írkor práce, kterou koná q slednice
vnějších sil umístěn á v jejimtěžišti.

Zďitaznéme ještě jednou dtlJežity aspekt problému
brusla ky: Vnější síla, která na ni p sobí p i odrazu od
mantinelu, ve skutečnosti nekonó práci, neboťjejí skutečné
prisobiště je v klidu.Zménakinetické energie LEv,r musí
tedy b t doprovázena změnou vnit ní energie A Eint sousta-
vy. (P edpokládáme,ževnit níenergiebrusla ky se změnila
jen o biochemickou energii jejích svalri.) V souladu s obec-
nou formulacizákonazachování energie v kap.8 platí

LEu,r*AEin1 -0,

AEint - -LEr,,r. (9.51)

Dosazením zíov. (9.50) do (9.51) dostaneme změnu vnit ní
energie brusla ky:

AEint : _FextdT cos(p. (9.52)

Ze vztahi (9.51) a (9.52)je tedy nakonec zíejmé, že kine-
ttcká energie brusla ky se mění na írkor její energie vnit ní.
Formálně lze tuto změnu vyjád it vytazem Fe*tdr cos (p.

P edstavme si nyní ještě obecnější situaci, p i níž se
bude těžiště brusla ky pohybovat i ve svislém směru. Bude
se p i tom měnit i tíhová potenciální energie izolované sou-
stavy brusla ka lZemé. Označime-li změnu tíhové poten-
ciální energie jako AEn,7, m žeme psát zákonzachování
energie ve tvaru

LE*.,r * LEp,r * AEmt - 0. (9.53)

Změna vnit ní energie soustavy je dána prací sil napínají-
cích svalstvo brusla ky. Tu mrižeme opět formáIné zapsat
jako práci q slednice vnějších sil prisobícichnabrusla ku,
umístěné však do jejího těžiště: zvolme soustavu sou adnic
tak, aby osa jr měla směr vodorovného posunutí těžiště brus-
la ky, osa y nechť je svislá. Zrychlení těžiště označme a7
a vektorjeho posunutí dr . Stejn m postupem, jakl mjsme
odvodili vztah (9.49), ziskáme změnu kinetické energie
brusla ky ve tvaru

iu r? - iur?,o _ M a7,adT,x * M a7,rd7,r.

tj.
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Podle věty o hybnosti je zrychlení těžiště brusla ky určeno
vyslednicí všech vnějších sil, které na ni prisobí, tj. tíhové
síly, tlakové síly ledové plochy a tlakové síly mantinelu:

Mar - Mg *N*Fext.

Této vektorové rovnici odpovídají dvě skalární rovnice pro
její složky:

Mar,*: &xtcosp. MaT,y- -Mg +N+FextSinrp.

Pro změnu kinetické energie brusla ky tedy dostáváme

iur? - iur?,o: &*t cosQclr,, *
+ (-Ms + N + Fextsin q)dr,y.

Yyraz -Mqdr,y p edstavuje práci tíhové síly, tj. záporné
vzatou změnu tíhové potenciální energie soustavy brus-
la ka l Země. Porovnáme-li p edchozívztah s rov. (9.53),
mrižeme psát

AEt,, a LEp.r-

- &^t COS tPd7 ,, - (N * Fext Stn tP)d7 ,, -- 0,

tj

A,E _ LEt,r * LEp,r : (Fext * N) .dr. Q.54)

LE značízměnu mechanické energie soustavy brusla kai
* Zemé, která se podle rov. (9.54) mění na rikor její
vnit ní energie. Formálně lze tuto změnu vyjád it vyrazem
(ě^t -| N),dr. (Uvědomme si, že síIa Fg*1, jíž prisobí manti-
nel na ruku brusla ky, se stala vnit ní silou prisobící v nově
zv olené izolované soustavě brusla ka* země. odpovídaj ící
reakcí je síla -F"^1, jíž prisobí brusla ka na mantinel. Vnit -

ními silami nové soustavy jsou i tíhové síIy Mg a -Mg,
vyjad ující gravitační interakci brusla ky se Zemí, a tla-
kové síly N a -N, popisující vzájemné prisobení brusla ky
a ledové plochy.)

Obr. 9.18 Automobil, ktery je zpočátku v klidu, se rozjíždí smě-
rem vpravo. Silnice pťrsobí na povrch pneumatik t ecími silami,
znichž dvě Fr, F2 jsou v obrázku vyznačeny. Součet těchto sil
určuje vyslednou vnější sílu F",,1 pťrsobící na vozidlo.

Není-li vnější síla F"^1 konstantní, nahradímeji ve vzta-
zích (9.52) a (9.54) odpovídající pniměrnou veličinou F.*,.

Věnujme brusla ce ještě poslední rivahu a zkusme si
uvědomit, jakymzp sobem ďocházíke vzniku silového pri-
sobení mantinelu na její ruku. Brusla ka položí pokrčenou
pažina mantinel a začne se od něj ,,odtlačovat" napínáním
sv alri. S vou vrilí tedy ídí v zájemné pri s obe ní č ástí s ou stav1..

ovlivňuje vnit ní síly. Ruka tlačína mantinel určitou silou.
Podle t etího Newtonova zákona prisobí naopak mantinel
na ruku brusla ky silou opačnou. Tato síla, kterou jsme
označili symbolem Fe*t, ja ovšem z hlediskabrusla ky silou
vněiší.

Yztahy (9.52) a (9.5D platí i pro jiné objekty, u nichž
dochází, podobně jako u brusla ky, k vyvolání vnějších sil.
či jejich zmén prost ednictvím změn sil vnit ních. Pokud
tyto vnější síly nekonají práci (nap íklad proto, že jejich
p sobiště je v klidu), mění se mechanická energie takovych
soustav pouze na írkor vnit ní energie.

Uvažujme nap íklad rozjíždéjicí se automobil. Motor
pohání kola, jejichž pneumatiky prisobí na vozovku t e-

cími silami smě ujícími proti zrychlení automobilu. Podle
t etího Newtonov azákonaprisobí vozovka na povrch pneu-
matik rovn éž tí ecímt silami F L F 2, av š ak ve směru zry chlerlt
(obr.9.18). Tyto t ecí síly tvo í vyslednou vnější sílu F"*1

prisobící na vozidlo (tíhová a normálová síla jsou kompen-
zovány) a udílí jeho těžišti ztychlení a7. Vnit ní energie
automobilu (uvolněná spalováním paliva v motoru) klesá
ve prospěch jeho energie kinetické. Je-li síla F"^1konstantní,

Ize p i daném posunutí dr těžišté vozidla snadno vyjád it
změnu LEp,r kinetické energie pomocí rov. (9.54), polo-
žíme-Ii LEp,r : 0 a uvážíme-Ii, že vysledná vnější síla
svírá s vektorem posunutí těžiště tlhel q : 0o.

Yztah (9.54) platí i v situaci, kdy rozjety automobil
brzdí. V sledná vnější síla je nyní orientovánaproti směru
pohybu a svírá tedy s vektorem posunutí těžiště tlhel9 :
_ 180o. Kinetická energie těžiště vozidla klesá ve prospěch
vnit ní energie (zah ívá se brzdové obložení).

pŘírrao q.rs

P evrátí-li se brouk kova ík náhodou nazáda, pomriže si ob-

vykle tak,že prudce vyklene zádaa vyskočí vzh ru. P i tom
se energie uložená ve svalech,,p emění" v kinetickou energii.
Tento pohyb je doprovázen slyšitelnym cvaknutím, s kterym
souvisí anglick název brouka (,,clik beetle"). Yideozáznam
vyskoku brouka lkázal, že se jeho těžiště během vyklenutí
zad těsně p ed v; skokem zvedlo o d7 : 0,7J mm a p i
vyskoku dosáhlo v šky h : 0,30 m. Hmotnost brouka je
m : 4,0.10-6 kg. Určete velikost prriměrné síly F"^1, kterou
p i vyskoku prisobila podložka na záda brouka.

ŘPŠBXÍ: Soustava brouk* Zemé jeizolovaná. Její celková

F2



energie se tedy zachovává. Aplikujme tento zákon zacho-
vání na časovy interval T měíeny od počátku v skoku do
okamžiku, kdy těžiště brouka dosáhlo maximální v šky á.
Během doby Z dojde k následujícím zménám jednotliv; ch
druhri energie: (1)Změnakinetické energie LEr.,r je nulová,
protože na počátku i na konci lvažovaného časového inter-
valu je brouk v klidu. (2) Změna LEp,r tíhové potenciální
energie soustavy brouk l Zemé je rovna mgh. (3) Zména
vnit ní energie AElnt svalstva brouka, která během ,,p ípravy
k vyskoku" vyvolá vnější sílu F"r1.

Yztah vyjad ující skutečnost, že se energie soustavy
brouk * země v pruběhu časového intervalu T zachovává,
mátvar

LEr,r l A,Ep,r l_ AEln1 : Q.

Dosazením za L,Ey,7 a LEp,r dostaneme

0 + mgh -l AE111 - 0,

AEin, : -mqh. (9.55)

kde V je objem tělesa o hmotnosti M.

Věta o hybnosti pro soustavu částic
Pohyb těžiště libovolné soustavy částic se ídí větou o hybnosti:

Mar - D a*.
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Dosadíme zroy.(9.52) do (9.55):

F"*rdr cos9 - m7h,

m8h
d7 COS tP

Únet,p mezi silou F"*1 smě uj ícívzhttrua posunutím d7 je)" .

Pro zadané hodnoty nakonec dostaneme

(4,0.10-6 kg)(9,8 m.s-2;10,30 m)Fext:

:
(7,].I0-+ m) cos 0'

1,5.10-2 N.

tj

(Odpověfl

Tato s íla j e malá pouze zdánlrtv é.Veliko st zry chlení,které udě -

luje tělu brouka p i v skoku, dosahuje totiž hodnoty zhruba
380g.

Hybnost a věta o hybnosti
Hybnost jedné částice p je vektorová veličina definovan á vzta-
hem

p -- mv. (9.22)

Druh Newton v zákon pak mrižeme pomocí hybnosti p epsat
ve tvaru

PREHLE
I easte
Těžiště soustavy částic je bod o sou adnicích

I.\1.1-1-1-l'r : 
M lmixi. ), 

: 
M |o,r,r,. 

zT : MLr,r,.
(9.5)

ť.
1n
l 

-
rr: M)_*,r,, (9.8)

t:I

kde M je celková hmotnost soustavy. Je-li hmota soustavy roz-
|ožena spojitě, je poloha těžiště dána vztahy

|r lf 1rxT :, J ^dm. 
y7:ň 

J lar. zT:, J zam.

(9.9)
Je-li hustota tělesa (hmotnost jednotkového objemu) konstantní,
lze rov. (9.9) p epsat ve tvaru

i I ,Or,(9.11)

dP 
-\-r.dt z-J (9.23)

(9.26)

(9.28)

Pro soustavu částic mají p edchozí vztahy tvar

P:Mvr

dP._
d, 

: LF"*,,

xT : 
+ I'dV, y, : 

+ Í ydV, zr -

Symbolem I F." jsme označili 1 slednici vnějších sil prisobí-
cích na soustavu, M jecelkováhmotnost soustavy aa7 zrychlení
jeiího těžiště.

Re lativistická hyb no st
Relativistická definice hybnosti má tvar

mvp-

'=1ulď
(9.24)

Tuto definici, jejíž platnost je obecná, je t eba použítpro částice
pohybující se rychlostmi blízk mi rychlosti světla c. Pro u < c
p ejde rov. (9.24) v (9.22).

Zdkon zachovdní hybnosti
Je-li soustava izolovaná, tj. neprisobí-li na ni žádné vnější síIy,
je její hybnost P trvale konstantní:

P: konst, (9.30)

(9.16)

F"^t : (9.56)
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tj.

Pr: Pt, (9.31)

Indexy (i) a (0 označujíhybnost soustavy P v počátečním a kon-
covém okamžiku časového intervalu, v némž soustavu sleduje-
me. Vztahy (9.30) a (9.31) p edstavují ekvivalentní formulace

zákona zachov ání hyb nosti.

Soustavy s proměnnou hmotností
P i popisu pohybu soustavy s proměnnou hmotností postu-

pujeme obvykle tak, že zkoumanou soustavu považujeme za
součást rozší ené soustavy, vymezenó tak, aby byla uzav ená

(tj. měla konstantní hmotnost) aizolovaná. Pro ni pak použijeme

zákonzachováníhybnosti. V p ípadě rakety bude rozší ená sou-

stava obsahovat jak raketu, tak i zplodiny vzniklé spalováním
pohonnych hmot, které raketu opouštějí. Je-li takto zvolenároz-
ší ená soustava izolovaná,Ize ukázat, že se okamžité zrych|eni
rakety ídí rovnicí Meščerského

Ma : Ru, (9.46)

kde M je okamžitá hmotnost rakety (včetně zbytku pohonnych

hmot), R je rychlost spot eby paliva (v kg/s) a z p edstavuje

rychlost uvolňovanych zplodin vzhledem k raketě. Člen Ra se

naz vá tah raketového motoru. P edpokládejme, že rychlost
rakety (složka ve směru pohybu) se změnila z ui 1,I& u1 p i od-
povídající zméné její hmotnosti z hodnoty Mi na hodnotu Mr.

V pňpadě raketového motoru s konstantní rychlostí spot eb1

paliva R a konstantní rychlostí u platí vzorec Ciolkovského

Ml,Df-Di-uln
M1

(9.47 t

(9.5L)

Vnější síly a změny vniňní energie
Vnější síla F.*1 prisobící na těleso mriže b t vyvolána prisobením

vnit ních sil, které konají práci a zpťrsobují odpovídající změnu

vnit ní energie tělesa AEi11:

AEint : -Fext ,dr : -F"*tdr COS(P, (9,52)

Symbolem d7 jsme označili posunutí těžiště tělesa, p je írhel

mezi vektory dr d Fext. Mění-li se na rikor vnit ní energie pouze

kinetická energie tělesa, platí

AEt,r : Fr*tdT cos(p.

Dochází-Ii i ke změnám potenciální energie tělesa, je změna
mechanické energie dána vztahem

A,E : LEu,r * LEp,r: (Fext + N),dr. (9--5,1i

oTAZKY
1. Chlapec vyrobil z kusu kovovóho plechu konstantní tloušť-

ky c ptáka (obr.9.19). Kter z očíslovan ch bodri je s největší
pravděpodobností těžištěm modelu?

s5

k pravému konci sáněk. Sáňky p itom kloužou po ledě. (c) Jak
se pohybuje těžiště soustavy tučňák * sáňky? Doleva doprava.
nebo z stává v klidu? (d) Určete polohu těžiště sáněk (vzdáIe-

nost a směr) vzhledem k těžišti soustavy tučňák * sáňky poté,

co tučňák p ešel k pravómu konci sáněk. (e) Jakou dráhu tučňák
uraz7l vzhledem k sáňkám? (0 Jakou dráhu urazíIo těžiště sáněk
vzhledem k těžišti soustavy tučňák * sáňky? (g) Jakou dráhu
uraz1l vzhledem k němu tučňák? (P ípravná otázkaktioze 23.)

(a)

y

(d)

Obr.9.20 OtázkaZ

e6

4
3

2 l

Obr.9.19 Otázka I

2. Na obr.9.20 jsou zakresleny čty i čtvercové kovové desky
s vy íznut; mi otvory rtnn chtvarri. Počátek soustavy sou adnic
v rovině xy splyvá ve všech p ípadech se st edem čtvercové
desky, tj. s jejím těžištěm píed vyíiznutím otvoru. Odhadněte
polohu těžiště každé desky s otvorem (e-li to možné,rozhodněte,
v kterém leží kvadrantu, p ípadně na které ose, nebo dokonce ve
kterém bodě).

3. Na obt. 9 .2I je zachy cen tučňák stojící na levém konci homo-
genních sáněk délky L, které heží na dokonale hladkém ledovém
povrchu. Hmotnosti obou těles jsou shodné. (a) Určete polohu
těžiště sáněk. (b) Určete polohu těžiště sáněk (vzdálenost a směr)

vzhledem k těžišti soustavy tučňák * sáňky. Tučňák p echází
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Následující tabulka obsahuje čty i soubory hodnot velikostí hyb-
ností p 1 , pz a pljednotliv ch částí tělesa v jednotkách kg.m.s- 1 

.

Se adte tyto soubory sestupně podle velikosti počáteční rychlosti
tělesa.

PzPzPt
4. P edpokládejme, že se tučňák i sáňky z otázky 3 na obr.9.2l
zpočátku pohybují vpravo rychlostí uo, (a) Rozhodněte, zda je
rychlost u, kterou se pohybují sáňky vzhledem k ledu během
p esunu tučňáka k jejich pravému konci, větší, menší, nebo stejná
jako u9. @) Zodpovězte tutéž otázku, píechází-Ii tučňák zpět
k levému konci sáněk.

5. Na obr.9.22 jsou zakresleny čty i částice stejné hmotnosti,
kteró se pohybují po dokonale hladké vodorovné rovině stá-
1 mi rychlostmi (pohled shora). Směry rychlostí jsou v obrázku
vyznačeny, velikosti jsou shodné.Kterádvojice částic tvo í sou-
stavu, jejíž těžiště (a) je v klidu, (b) je v klidu v počátku soustavy
sou adnic, (c) projde p i svém pohybu počátkem soustavy sou-
adnic?

x (m)

6. (a) P edstavme si poněkud absurdní situaci: dva melouny
jsme současně upustili z mostu. Jaké je zrychlení těžiště této
dvoučásticovó soustavy? (b) Jaké bude zrychlení těžiště sou-
stavy dvou padajících melounri, upustíme-li jeden z nich o něco
později?

7. Obr.9.23 p edstavuje pohled shora na soustavu t í částic, na
něž p sobí vnější síly. Směry a velikosti sil prisobících na dvě
ztéchto částic jsou v obrázku vyznačeny. Jaká je velikost a směr
síly p sobícínat etíčástici, jestllže (a) jetěžiště soustavy v klidu,
(b) pohybuje se konstantní rychlostí vpravo, (c) urychluje se
směrem vpravo?

y

8. Těleso, které se pohybuje podél osy J po dokonale hladké
vodorovné podložce, se náhle rozpadne na t i části. Každáznich
se dále pohybuje podél osy x ve směru vyznačenémv obr.9.24.

9. Podobně jako v p .9.7 uvažujme těleso, které se pohybuje
konstantní rychlostí ve směru kladné osy,r a náhle se rozpadne
na dvě části. Jedna z nich, o hmotnosti ml,pokačuje v pohybu
ve směru kladné osy.r. Její rychlost je v1. Druhá část tělesa
má hmotnost m2 a pohybuje se rychlostí vz @) podél kladnó
osy x (obr.9,25a), (b) podéI zápornó osy .T (obr.9.25b), (c) je
v klidu (obr.9.25c). Se adte tyto t i situace sestupně podle veli-
kosti rychlosti v1.

(a)

(b)

(c)
(d)

10

10

2
6

26
62
106
2I0

(b)

Obr.9.25 Otázka9

10. Obr.9.26 ukazuje pohled shora na těleso, které se p i vy-
buchu rozbušky rozpadlo (a) na t i části (obrázek (a)), (b) sedm
částí, (c) devět částí. Díly tělesa se po vl buchu pohybovaly po
dokonale hladké vodorovné podlaze. Pro každou situaci jsou
v obr,9.26 vyznačeny vektory hybnosti všech částí tělesa s vy-
jimkou j ed né, jejížhybnost označíme P . Čistauvedená u j ednot-
liv ch vektoru udávají jejich velikosti v jednotkách kg.m.s-1.
Se adte situace na obrázcích sestupně podle velikosti (a) slož-
ky Pl, @) složky Pj a(c) vektoru P/.

(a) (c)

4_Á 0Já.ffi:É}bJ+T,ň\/ 6TlN/+
,ť{ ,}T -i

(b)

Obr.9.26 Otázka I0

11. Obr.9,21 znázorňuje pohled shora na šest částic, které
vznikly ,,dvojrozměrnym" vybuchem tělesa. P ed v buchem
spočívalo těleso v klidu na dokonale hladké vodorovné podložce.
Směry hybností částic jsou na obrázku vyznačeny vektory, čísla

(c)

Obr.9.21 Otázky 3 a4

Obr.9.24 Otázka8

y (m)

Obr.9.22 Otázka 5

Obr.9.23 Otázka1
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znamenají jejich velikosti v jednotkách kg. m. s-' . (u) Vzniklo p i
explozi více částic, než je znázorněno? (b) Jestliže ano, najděte

jejich vyslednou hybnost a (c) směr jejich pohybu.

12. Y tabulce j sou uvedeny hmotnosti a vzdálenosti pro t i ruzné
dvojice částic:

m1 m2 poČÁrEČNÍ VZDÁLENOST dy

I

_A5ll

'l /,l4

l _'

', 
| / ,n:,. 6

- _ _ - ,-',- _-__:_,
,.' I,/|

"/i"7 

,ť'
Obr.9.27 OtázkaII

dvojice 1

dvojice 2
dvojice 3

2m 8m

3m 6m
4m 9m

1,0 m
Z,0 m
0,5 m

Částice ve dvojicích na sebe prisobí p itažliq mi silami.
Zpočátku jsou obě částice každé dvojice udržovány vnějšími
silami v klidu ve vzďálenosti d a v určité chvíli jsou uvolněny.
V okamžiku, kdy jejich vzdálenost klesne na hodnotu d l2, má
částice o hmotnosti m 1 ry chlost u 1 a částice o hmotností m 2 ry ch-
lost u2. Bez písemn ch vypočtri se adte dvojice částic sestupně

podle hodnoty poměru ut l uz. (Tip: Pí, 9. 10.)

cvIčEI\Í & úroHy
3MODST.9.2 Téžišté

lC. (a) Jaká je vzdálenost těžiště soustavy Země * Měsíc od
st edu Zemé? (V dod. C jsou uvedeny hmotnosti Zemé a Měsíce
i jejich vzdálenost). (b) Vyjád ete vysledek získan v části (a)

v jednotkách poloměru Zemé.

2C. YzďáIenost st ed atom uhlíku (C) a kyslíku (O) v mole-
kule oxidu uhelnatého (CO) je 1,131,10-10 m. Najděte polohu
těžiště molekuly CO vzhledem ke st edu atomu uhlíku. (Hmot-

nosti atomri C a O jsou uvedeny v dod, D.)

3C. (a) Určete sou adnice těžiště soustavy t í částic na obr. 9.28.
(b) Co se bude dít s těžištěm, bude-li se hmotnost nejvyše polo-
žené částice postupně zvětšovat?

x (m)

4C. T i tenké tyče o stejné délce L vytvo ily těleso ve tvaru
obráceného U (obr.9,29). Dvě boční tyče mají hmotnost M,
hmotnost t etí tyče je 3M . Určete polohu těžiště tělesa.

5C. V homogenní čtvercové desce o straně 6 m byl vy íznut
čtvercol otvor o straně 2 m podle obr.9.30. St ed otvoru má
sou adnice x : 2m a y - 0. Určete polohu těžiště zbytku desky.

Těžiště p vodní desky leželo v počátku soustavy sou adnic.

fr*-*T
2m

6m

ffiL|' 'n,
Obr.9.29 Cvičení 4

Obr.9.30 Cvičení 5

OÚ. Potažíe, že poměr vzdáleností částic dvoučásticové sou-

stavy od jejího těžiště je roven p evrácenému poměru hmotností
částic.

ZÚ. Na obr.9.31 jsou uvedeny rozměry desky složené ze dvou
částí. Polovina desky je vyrobena z hliníku s hustotou 2,70 glcm3

a polovina je ze železa o hustotě 7,85 glcm3. Najděte polohu
těžiště desky.

y (m)

Obr.9.28 Cvičení 3

4.0 ks
#



2,80 cm

Obr.9.31 Útonal

SÚ. rri atomy vodíku (H) v molekule čpavku NH: (obr.9.32)
tvo í rovnostrannl trojťrhelník. Jeho těžiště leží ve vzdálenosti
9,40.10-11 m od každého atomu vodíku. Atom dusíku (N) je vr-
cholem čty stěnu o podstavě tvo ené atomy vodíku. Vzdálenost
N-H je 10,14.10-11 m, hmotnosti atomri N a H jsou v poměru
I3,9 : 1,0. Určete polohu těžiště molekuly vriči atomu dusíku.

10,14.10-rl m

H

9,40.10-1lm

Obr.9.32 Útoha 8

9Ú. Krychlová krabice bez horní stěny má délku hrany 40 cm,
Je vyrobena z homogenního kovového plechu zanedbatelné
tloušťky (obr. 9.33). Určete sou adnice jejího těžiště.

z

tOÚ. Vettá (Cheopsova) pyramida v egypts ké Gize (obr. 9 .34a)
měla kdysi v šku H - 74] m. Později z jejího vrcholu vy-
padl vrcholovl kámen. Základnou pyramidy je čtverec o straně
L :230 m (obr. 9.34b),její objem je 12 U 13. P edpokládejme,
že pyramida je homogenní těleso o hustotě Q : 1, 8. 1 03 kg.r.r-'.
Určete (a) privodní v šku těžiště pyramidy nad základnou,

cvIčENí a úr,oHy 231

(b) práci pot ebnou k vyzdvlžení vypadlého kvádru z ťrrovně
základny na p vodní místo.

(b)

obr.9.34 Úloha t0

11Ú*. Válcováplechovka o hmotnostt M avyšce 1 je vyrobena
z homogenního materiáh a naplněna limonádou o hmotnosti n
(obr.9.35). Do dna a horní podstavy plechovky vyvrtáme malé
otvory, aby nápoj mohl vytékat. Okamžitou v; šku těžiště ple-
chovky nad jejím dnem označíme h. Určete hodnotu h (a) pro
plnou plechovku a (b) v okamžiku, kdy již všechen nápoj vytekl.
(c) Jak se mění hodnota /z během vytékání nápoje? (d) Okamži-
tou vyšku zbyvajícího sloupce kapaliny v plechovce označme x.
Vyjád ete hodnotu x pomocí M, H a m y okamžiku, kdy je
těžiště plechovky se zbytkem nápoje v nejnižší možné poloze.

,W]
Obr.9.35 Úloha t t

ODST. 9.3 Věta o hybnosti

12C. Dva bruslaň o hmotnostech 65 kg a 40 kg drží tyč o délce
10m těsně u jejích koncri. Tyč má zanedbatelnou hmotnost.

Obr.9.33 Úloha 9
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Brusla i k sobě ručkují až do okamžiku setkání. Jak daleko se

podél tyče posune brusla o hmotnosti 40 kg?

13C. Dva automobily o hmotnostechZ4O0kg a 1600 kg jedou
stejnl m směrem po p ímé silnici rychlostmi 80km/h a 60km/h.
Jakou rychlostí se pohybuje těžiště jejich soustavy?

14C. Člověk o hmotnosti m stojí na provazovém žeb íku spuš-

těném z balonu o hmotnosti M (obng.36). Balon je vzhledem
k zemi v klidu. (a) Člověk začne stoupat rychlostí u vzhledem
k žeb íku. Určete rychlost balonu vzhledem k zemi (velikost
a směr). (b) Popište pohybov stav soustavy od okamžiku, kdy
člověk p estane šplhat.

Obr.9.36 Cvičení 14

15C. Dvě částice P a Q o hmotnostech 0,10 kg a 0,30 kg jsou
zpočátku v klidu ve vzďáIenosti 1,0m a p itahují se konstantní
silou o velikosti 1,0.10-2 N. Vnější síly na soustavu nepťrsobí.
(a) Popište pohyb těžiště soustavy. (b) V jaké vzdáIenosti od
privodní polohy částice P se obě částice setkají?

16C. Dělo a munice jsou naloženy v uzav eném železničním
voze délky L (obr.9.31). Dělo st ílí směrem vpravo, v z se p i
zpětnémrázu pohybuje vlevo. Vypálené dělové koule se odrážejí
od vzdálenější stěny vozu a padají na podlahu. (a) Do jakó nej-
větší vzdálenosti od svó privodní polohy se mriže v z dostat, než
dělo vyst ílí všechny koule? (b) Zajak ch podmínek v z tuto

vzdálenost skutečně urazí? (c) Jaká je rychlost vozu v okamžiku,
kdy dělo vyst ílí všechny koule?

,_|
I

Obr.9.37 Cvičení 16

17Ú. Soustava je složena ze dvou částic o hmotnostech 3,0kg
a 4,0kg. V jistóm okamžiku má první částice rychlost 6,0 m.s-1

ve směru zápomé osy y a druhá se pohybuje rychlostí 7,0 m.s-l
ve směru kladné osy -r. Iakáje v tomto okamžiku rychlost těžiště
soustavy?

18Ú. rámen byl uvolněn v okamžiku t : 0 a padá volnym
pádem. Jin kámen o dvojnásobné hmotnosti je uvolněn ztéhož
místa o 100ms později. Najděte (a) polohu a (b) rychlost těžiště
soustavy těchto dvou kamenri v okamžiku t : 300 ms. (P edpo-
kládejte, že do tohoto okamžiku žádny z nich ještě nedopadl na
zem.)

19Ú. Osobní automobil o hmotnosti 1 000 kg stojí p ed sema-

forem. Rozsvítí se zelená a automobtl se rozjíždí s konstantním
zrychlením4,O m.s-2.V tom okamžiku jej p edjede nákladní do.
dávka o hmotnosti 2 000 kg, která jede stálou rychlostí 8,0 m.s- l 

.

(a) Jaká je vzdálenost těžiště soustavy automobil * dodávka od
semaforu v okamžiku t : 3,0 s? (b) Jaká je v tomto okamžiku
rychlost těžiště soustavy?

ZOÚ. Ricrrard a Kamila sedí v kánoi na jezeíe.Richard má hmot-
nost 80kg a Kamila o něco menší. Hmotnost kánoe je 30kg.
Chlapec a dívka sedí ve vzdálenosti 3,0m od sebe, symetric
vzhledem k těžišti prázďné kánoe. Voda je klidná a kánoe je vťrči

ní rovněž v klidu. Richard s Kamilou se rozhodli, že si vymění
místa. Richard si všiml, že se kánoe p i v měně posunula o 40 cm
vzhledem ke krilu pono enému ve vodě. Na základě tohoto ridaje

se mu poda ilo vypočítat hmotnost Kamily. Kolik mu vyšlo?

ZrÚ. NaUoi je vyst elen s počáteční rychlostí 20 m.s-1 pod ele-

vačním rihlem 60'. Ve vrcholu své trajektorie se roztrhne na dvě

části o stejné hmotnosti (obr. 9.38). Jedna část, jejíž rychlost je
bezprost edně po vybuchu nulová, padá svisle dolri. Jak daleko
od děla dopadne druhá část, stojí-li dělo na vodorovném terónu

a zanedbáme-li odpor vzduchu?

obr.9.38 Útonazt

ZZÚ. Ově stejnó nádoby s cukrem jsou spojeny nehmotnym
vláknem vedenym p es kladku zanedbatelné hmotnosti o polo-
měru 50 mm. Kladka se mriže otáčetbez tíení (obr.9,39). Obě
nádoby jsou ve stejné v ši a privodní hmotnost každé z nich je
500 g. (a) Určete polohu těžiště soustavy nádob. (b) P idržíme
nádoby, aby se nepohybovaly, ap emístíme 20g cukru z jedné

zníchdo druhé. Určete polohu těžiště soustavy nyní. (c) Nádoby
uvolníme. Jak m směrem se bude těžiště pohybovat? (d) Určete
jeho zrychlení.

TÚ. Pes o hmotnosti 5,0 kg stojí na člunu ve vzdálenosti 7,0 m
od b ehu (obr.9.40a). Rozběhne se ke b ehu azastaví se poté, co
vzhledem k palubě člunu wazí dráhu 3,0 m. Člun má hmotnost
20,0 kg. Odporovou sílu, jíž prisobí voda proti pohybu člunu,
m žeme zanedbat. Jak daleko je pes od b ehu v okamžiku, kdy
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posunutí člunu d5

(b)

obr.9.40 Úrcnazz

ODST. 9.5 Hybnost soustavy částic

24C. Jakou rychlostí by musel béžetčlověk o hmotnosti 80kg,
aby měl stejnou hybnost jako automobil o hmotnosti 1600kg
jedoucí rychlostí I,2 kJnlh?

25C. Jakou rychlostí se musí pohybovat automobilo hmotnosti
816 kg, aby měl (a) stejnou hybnost, (b) stejnou kinetickou ener-
gii jako automobil o hmotnosti 2650kg, kterl jede rychlostí
16 km/h?

26C. Vypočtěte hybnost elektronu o rychlosti 0,99c (c -:-

+ 3,00.108 m.s-l je rychlost světla).

27C. Mě ením byla určena velikost hybnosti částice pohy-
bující se rychlostí 1,5 . 108m.s-l. Namě ená hodnota činila
2,9.10-19 kg.m.s-l. Vypočtěte hmotnost částice a zjistěte tak,
zda š1o o elektron, nebo proton,

28C. Těleso o hmotnosti 0,70kg se pohybuje vodorovně rych-
lostí 5,0m.s-l. Po kolmém nárazu na svislou stěnu se odrazí
rychlostí 2,0m.s 1. Určete velikost zményjeho hybnosti.

29Ú. rulečníková koule o hmotnosti 0,165kg narazila do
okraje kulečníkového stolu rychlostí o velikosti 2,00 m.s-1 a od-
razlla se podle obr.9,41. Obrázek zachycuje i volbu soustavy
sou adnic. P i srážce se změnilo znaménko y-ové složky vek-
toru rychlosti koule, x-ovásložka se nezměnila. (a) Určete ír};relr0

vyznačen v obr. 9.4l. (b) Vyjád ete změnu hybnosti koule p i
srážcepomocí jednotkoq ch vektoru kaftézské soustavy sou ad-
nic. (Kutálení koule neovlivní odpověď(a) ani (b).)
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obr.9.41 Úrcnazg

30Ú. Nákladní automobil o hmotnosti 2l00kg jel nejprve na

sever rychlostí 41km/h. Pak zabočil k v chodu a zvyšil svou

rychlost na 51km/h. (a) Jak se změnila kinetická energie auto-

mobilu? (b) Určete i změnu jeho hybnosti (velikost a směr).

SrÚ. naOiolokátor zaregistroval objekt v poloze určené vekto-
rem r : (3 500 - I60t)i +2700j + 300k, kde rje v metrech a /

v sekundách. Soustava sou adnic radiolokátoru je zvolena tak,
že osa x smě uje na vychod, osa y na sever a osa e svisle vzh ru.

Objektem byla meteorologická raketa o hmotnosti 250kg. Ur-
čete její (a) hybnost, (b) směr pohybu a (c) vl slednou sílu, která
na ni pťrsobila.

32Ú. }/ríč o hmotnosti 50g je vyhozen počáteční rychlostí
16m.s-l pod elevačním írhlem 30'. (a) Určete jeho (a) kine-
tickou energii a (b) hybnost na počátku pohybu a těsně p ed
dopadem nazem, (c) Dokažte, že velikost změny hybnosti míče
je rovna součinu velikosti tíhové síly prisobící na míč a doby
letu. P edpokládáme, že terénje vodorovny.

SSÚ. Častice o hmotnosti ru má hybnost p o velikosti mc.Yy-
jád ete její rychlost v jednotkách rychlosti světla c.

ODST. 9.6 Zákon zachování hybnosti

34C. Muž o hmotnosti 100kg stojící na dokonale hladkó vo-
dorovné podlaze kopl do kamene o hmotnosti 0,08 kg, kteq
ležel ujeho nohou. Kámen se po vykopu pohyboval vodorovně

rychlostí 4m.s-l. Určete rychlost pohybu člověka.

35C. Dvě tělesa o hmotnostech 1,0kg a 3,0kg jsou spojena
pružinou a spočívají na dokonale hladké vodorovné podložce.
Tělesa jsou uvedena do pohybu tak,že těžiště soustavy je v klidu
a těleso o hmotnosti 1,0kg se pohybuje směrem k němu počá-
teční rychlostí 1,'1m.s-l. Jaká je počáteční rychlost druhého
tělesa?

36C. Vesmírná loď se vzdaluje oďZemě rychlostí 4300km/h.
Zlodije vymrštěn vyho ell raketovy motor směrem zpět. Jeho
rychlost vzhledem k lodi má velikost 8zk;rn{h. Hmotnost rake-
tového motoru je čtyňkrát větší než hmotnost zbytku lodi. Jaká
je rychlost lodi vzhledem k Zemi po oddělení motoru?

37C. }l4tlž o hmotnosti 75 kg jede na vozíku o hmotnosti 39 kg.
Rychlost vozíku je 2,3 m.s-1. Muž náhle vyskočí vzhriru tak, že
vodorovná složka jeho rychlosti vzhledemk pevné podložce je
nulová. Určete změnu rychlosti vozíku.

obr.9.39 Útonazz

se zastaví? (ftp: Na obr.9.40b vidíme, že se pes pohybuje vlevo,
zatímco člun ujíždí vpravo. Kterl m směrem se bude pohybovat
těžiště soustavy pes -l člun?)

".+:l.",,-..;
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38C. Plošinovy železniční vriz o hmotnosti M se m že pohy-
bovat bez t ení po p ímé vodorovnó trati. Na voze stojí člověk
o hmotnosti nr. Soustava se pohybuje vpravo rychlostí u0 podle
obr.9.42. Jak se změní rychlost yozu, poběží-li č]ověk vlevo
rychlostí urel vzhledem k vozu?

směr
pohybu člověka

Obr.9.42 Cvičení 38

39Ú. Poslední stupeň rakety se pohybuje rychlostí 7 600 m.s-1.
Skládá se ze dvou spojenl ch částí: modulu s užitečnym zatíže-
ním o hmotnosti 150,0 kg a raketového motoru, jehož hmotnost
po vyčerpání pohonnl ch hmot je 290,0 kg. V okamžiku, kdy je
palivo spot ebováno, uvolní se spojovací mechanismus a části
rakety se začnou od sebe vzdalovat díky prisobení stlačen; ch
pružin, které jsou mezi nimi umístěny. Yzájemnárychlost má ve-

likost 910,0 -.s-l. (a) Určete rychlost každé z obou částí rakety
vzhledem k Zemi. P edpoklád áme, že všechny vektory rychlosti
ležív téže p ímce. (b) Určete celkovou kinetickou energii rakety
p ed a po oddělení částí a vysvětlete p ípadn rozdíI.

+OÚ. Raaioaktivní jádro je zpočátku v klidu. Rozpadá se

a emituje elektron a neutrino v navzájem kolm ch směrech.
(Neutrino je jedna z elementárních částic.) Hybnost elektronu
je I,2.I0 22 kg.m.s 1, hybnost neutrina 6,4.10-23 kg.m.s-1.
(a) Určete směr a velikost hybnosti zbytku jádra po rozpadu.
(b) Hmotnost zbytku jádra je 5,8.10-26 kg. Jakáje jeho kinetická
energie?

41C. Elektron (hmotnost mI : 9,11.10-31 kg) a proton (hmot-

nostm2 : I,6J .IO 27 kg) se p itahují elektrickou silou. P edpo-
kládejme, žebyly uvolněny z klidu a že jejich počáteční vzdále-
nost byla d : 3,0.10-6 m. Určete poměr (a) velikostí hybností
elektronu a protonu, (b) jejich rychlostí a (c) kinetick ch energií
v okamžiku, kdy jsou od sebe vzdáleny 1,0.10-6 m. (d) Jak se
budou měnit odpovědi na otázky (a), (b) a (c) během dalšího
p ibližování částic?

UÚ. tarcso o hmotnosti 4,0kg klouže po dokonale hladké
vodorovné podložce. Náhle se roztrhne na dvě části o stej-

nych hmotnostech. Rychlosti jednotlivych částí po vybuchu jsou
3,0m,s-lsměrem na sever (azimut 0o) a 5,0m.s-1 s azimutem
30' (odchylka 30' v; chodním směrem). Určete rychlost tělesa
p ed vl buchem.

+SÚ. rěteso, kteró bylo zpočátku v klidu, vybuchlo a rozpadlo
se na t i části. Dvě z nich, o stejné hmotnosti, se rozletěly stejně
velkl mi rychlostmi 30 m.s-ldo kolmych směrri. T etí část měla
t ikrát větší hmotnost než každá z píedchozích dvou. Určete
rychlost (velikost a směr) t etí části po vybuchu.

zt+Ú. PtoSinovy železniční vriz o hmotnosti 2l40kg, ktery se

mriže pohybovat po kolejích tak, že energiové ztráty vzniklé

t ením jsou zanedbatelné, stojí v klidu u nástupiště. Zápasník
o hmotnosti242kg běží rychlostí 5,3m.s-l po nástupišti sou-

běžně s tratí a vyskočí na v z. Určete rychlost vozu v těchto

p ípadech: (a) Zápasník zristane na voze stát. (b) Béží vzhledem
k vozu rychlostí 5,3 m.s-l p vodním směrem. (c) Otočí se a běží
vzhledem k vozu rychlostí 5,3 m.s-l opačnym směrem.

4SÚ. Raketové sáně o hmotnosti zg}Okg jedou po zamtzlém
jezeíe rychlostí 250 m.s-1 .Kdyžprojíždíkolem koryta, které je

v ledu vysekáno pro možnost p ístupu k vodě, spustí jezdec do

vody nádobu a nabere do ní920 kg vody. Pomocí zákona zacho-
vání hybnosti určete vyslednou rychlost saní. Všechny brzdicí
síly zanedbejte.

46Ú. lzolované těleso o hmotnosti 8kg se pohybuje rychlostí
2m.s-l. Náhle exploduje arozpadne se na dvě části o hmot-

nostech 4 kg. Kinetická energie každé z nich bezprost edně po

vybuchu je 16J. Obě části se pohybují po pťrvodní p ímkor,é
trajektorii tělesa. Určete rychlost (velikost a směr) kažďé z nich,

+ZÚ. Saně s jezdcem o celkové hmotnosti M spočívají v klidu
na dokonale hladké hladině zamrzlého jezera. Jezdec naložil na

sáně ještě dva kameny o hmotnostech ml a m2, pro něž platí
M : 6,0OmI : I2,0m2. Člověk hodlá uvést sáně do pohybu
tak,že kameny vyhodí dozadu (současně nebo jeden po druhém)

vodorovnou rychlostí uret vzhledem k saním. Určete vyslednou
rychlost saní, vymrští-li člověk kameny (a) současně, (b) nejprve
mI apakm2a(c) v opaČnémpo adÍ?

+SÚ. OOto o hmotnosti 1 400 kg vyst elilo náboj o hmotnosti
70,0 kg rychlostí o velikosti 556 m.s-l vzhledem k hlavni děla.

Hlaveň svírá s vodorovnou rovinou rihel 39,0'. Dělo je umístěno
na vozíku, ktery se pohybuje beztíení, (a) Jaká je rychlost náboje

vzhledem k zemi? (b) Pod jak m rihlem vzhledem k zemi je
náboj vyst elen? (Zlp: Vodorovná složka hybnosti soustavy se

během vyst elu nemění.)

ODST. 9.7 Soustavy s proměnnou hmotností: raketa

49C. Raketa je v klidu v meziplanetárním prostoru, kde na ni
nep sobí gravitační síla. Její hmotnost je 2.55.105 kg, z toho

1,8i.105 kg paliva. Raketovy motor spot ebovává palivo rych-
lostí 480 kg/s, rychlost zplodin vzhledem k raketě je 3,27 km/s.
Zážehmotoru trvá250 s. (a) Určete tah motoru. (b) Jakáje hmot-
nost rakety po vypnutí motoru? (c) Jakáje její v sledná rychlost?

50C. Posádka rakety hodlá opustit sluneční soustavu. V oka-
mžiku, kdy se raketa pohybuje rychlostí 6,0.103 -.s-1 , zažehne
se motor. Rychlost zplodin vznikll ch spalováním pohonnych
hmot je 3,0.103 m.s-1 vzhledem k raketě. V okamžiku zážehu
má raketa hmotnost 4,0.104kg a její zrychlení je 2,0-,s-2.
(a) Určete tah motoru a (b) rychlost spot eby paliva.

51C. Vesmímá sonda o hmotnosti 6090kg letí p ídí směrem
k Jupiteru a má vzh|edem ke Slunci rychlost 105m.s-l. Bě-
hem krátkodobého zážehumotoru vznikne 80,0 kg zplodin, které
opustí sondurelativní rychlo stí253 m.s-1. Jaká je rychlost sondy
po skončení zážehl?

52C. Raketa je v klidu ve vesmírném prostoru. 7jistéte, jaky

musí b; t poměr počáteční a vysledné hmotnosti rakety, má-li

&\ ttt
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b t po vyho ení paliva rychlost rakety (a) shodná s relativní
rychlostí zplodin, (b) dvakrát větší než tato rychlost.

53C. Posádka lodi smě ující k Měsíci je nucena provést ko-
rekci letu. Velikost rychlosti lodi je t eba zvyšitzpočáteční hod-
noty 400m.s-1 o 2,Zm.s-lp i zachování směru letu. Relativní
rychlost, s níž zplodiny vyho elého paliva tryskají z raketovóho
motoru, je 1 000 m.s-l, Jakou část privodní hmotnosti lodi tvo í
spálené palivo v okamžiku, kdy je korekce letu ukončena?

54C. Náklaďníželezniční vriz jede pod dopravníkemzrní stálou
rychlostí 3,20m.s-1 .Za jednu minutu se z dopravníku vysype
na vtz 540 kg zrní. Jakou silou musíme na v z prisobit, aby se
jeho rychlost neměnila? (T ení zanedbáváme.)

55Ú. lednostupňová raketa o hmotnosti M jev klidu vzhledem
k jisté inerciální vztažné soustavě .? . Y okamžiku t : 0 dojde
k zážehll, motoru. Dokažte, že spáIené plyny opouštějící trysku
motoru budou vzhledem k soustavě , vklídu v okamžiku, kdy
se hmotnost rakety snížína hodnotu 0,368M,
56Ú. Raketa o hmotnosti 6100kg startuje svisle zpovrchuZe-
mě. Relativní rychlost zplodin vzhledem k raketě je 1 200 m.s- 1 

.

Určete hmotnost zplodin opouštějících raketu za jedrul sekundu
ve dvou Ňznychp ípadech: (a) Tah motoru je roven vázerakety.
(b) Velikost počátečního zrychlení rakety má hodnotu 2l m.s-z .

57Ú. Dva dlouhé nákladní čluny plují po klidné hladině stej-
nym směrem, stálymi rychlostmi 10km/h a2Ok;n/h. (TažnásíIa
kažďého motoru právě kompenzuje odporovou sílu vody.) Bě-
hem míjení člun se z pomalejšího na rychlejší p ekládá uhlí.
Za jednu minutu píeloží dělníci 1000kg uhlí (obr.9.43). Poně-
vadž je t eba, aby se rychlosti člunri během p ekládky neměnily,
musí posádky změnit v kon motoru. Určete dodatečnou taž-
nou sílu každého z ntch za p edpokladl, že dělníci uhlí volně
p esypávají p esně kolmo k bočnímu okraji pomalejšího člunu
(rychlost, kterou kusrim uhlí udělují vzhledem k pomalejšímu
člunu, je zanedbatelně malá). Odporovou sílu vody považujeme
zanezávislou na zátěži člunri.

Obr.9.43 Úlolra 5l

58Ú. Tryskové letadlo letírychlostí 180 m.s-1. Každou sekundu
nasaje jeho motor 68 m3 vzduchu (hmotnost 70 kg). Vzduch se
spot ebuje ke spálení 2,9kg paliva za sekundu. Produkty ho-
ení proudí z tryskového motoru rychlostí 490m.s-1 vzhledem

cvIčENí & úLoHy 235

k letadlu. Určete (a) tah tryskového motoru a (b) jeho vykon ve
wattech.

ODST. 9.8 Vnější síly a změny vnit ní energie

59C. Horolezec o hmotnosti 90 kg vystupuje z tábora ve vyšce
4 425 m n. m. na vrchol Mount Everestu (8 850 m n, m.). (a) Ur-
čete vyslednou změnu potenciální energie soustavy horole-
zec * Zemé p i tomto vystupu. (b) Kolik čokoládov ch tyčinek
je pot eba k dodání této energie, je-li kalorická hodnota každé
z nich 3 00 kc al ? Odpověď na tuto otázku ukáže, že pr áce pot ebná
k p ekonání gravitační síly tvoíí zcela jistě jen mizivou část
energie, kterou horolezec vydá p i takovém náročném vystupu.

60C. Chlapec o hmotnosti 51 kg vyšplhal za 10 s po laně délky
6,0m. (a) Určete odpovídající změnu potenciální energie sou-
stavy chlapec * Země a (b) prriměm v kon chlapce.

61C. Žena o hmotnosti 55 kg vyběhla po schodišti vysokém
4,5mza3,5 s. Určete odpovídající pruměrn vl kon.

62C. Sprinter o v áze 670 N uběhl prvních J,0 m záv odl za I,6 s.

Startoval z klidu a pohyboval se s konstantním zrychlením. Ur-
čete jeho (a) rychlost a (b) kinetickou energii na konci tohoto
časového intervalu a (c) odpovídající pruměrn vl kon.

ó3C. Luxusní pamík QueenElizabeth 2 má dieselelektricky po-
hon o maximálním vl konu 92 MW. Maximální cestovní rychlost
je 32,5 uzlri (1 lzel : 1,853 km/h). Jak velká je tažná síla mo-
toru, pluje-li 1oď maximáIní rychlostí?
64C. Automobil o hmotnosti 1 600kg jede rovnoměrně rych-
lostí 25,1 m.s-1 . Tažná síla motoru kompenzuje t ecí sílu o ve-
likosti 703 N. Určete vykon motoru v jednotkách HP.

65C. Pr měrná rychlost plavce je0,22m.s-1 p i prriměrné ve-
likosti odporové síly prost edí 110 N. Určete jeho v; kon.

66C. Energie, kterou musí vydat béžec bez ohledu na dosaženou
rychlost, je asi 335 J/m. Určete prriměm vykon (a) sprintera p i
závodl na 100 m (čas t : I0 s), (b) maratonce (trať maratonu :
: 42,2 km, doba : 2h 10 min).

67C. Automobil i s cestujícími váží 16400N a jede rychlostí
113 km/h. Řiaie začnebrzdit.Určete brzdnou dráhu automobilu,
je-li celkovábrzdná síla 8 230 N.

68C. Volejbalista trénuje v skoky. Ze vzp ímenóho postoje po-
klesne v kolenou a snížítak polohu těžiště o 18 cm. Poté vyskočí
svisle vzh ru. Pruměrná síla, kterou prisobí podlaha na chodidla
sportovce, je asi t ikfát větší nežjeho váha. Určete rychlostjeho
těžiště v okamžiku, kdy prochází privodní polohou.

69C. Žena o hmotnosti 55 kg vyskočí z pod epu svisle vzhriru.
V pod epu je její těžiště 40 cm nad írrovní podlahy. V okamžiku,
kdy její chodidla ztrácejí s podlahou kontakt, je v ška těžiště
nad podlahou 90 cm, zatímco jeho největší 1 ška nad podlahou
činí l20cm. (a) Jak velká pruměrná síla p sobí na chodidla
sportovkyně píi odrazu? (b) Jak velká je největší rychlost jejího
těžiště?

ZOÚ. Hot<ejista o hmotnosti 110kg bruslí rychlostí 3,0m.s-1
směrem ke hrazení a zabrzdí se o ně rukama. Během brzdění
se jeho těžiště posune o 30 cm ke hrazení, (a) Určete vl slednou

I

]

]

i

I

l

I



236 KApIToLA 9 sousTAvy čÁsrIc

změnu kinetickó energie jeho těžiště. (b) Jak velká je pruměrná
síla, kterou hokejista prisobí nahrazení?

71Ú. Automobil o hmotnosti 1 500 kg se rozjíždí z klidu po
vodorovné silnici. Za30 s dosáhne rychlosti je72kmlh. (a) Jaká
je kinetická energie automobilu na konci 30. sekundy? (b) Jaky
jejehopruměrn vykonp irozjezdu?(c)Jak je okamžity vykon
automobilu na konci 30. sekundy za p edpokladu, že zrychlení
je konstantní?

72IJ. Atltomobil o hmotnosti 1 710 kg jede stálou rychlostí o ve-
likosti 15,0m.s-1 . Tažná síla motoru, jehož vl kon je 16,0kW,
kompenzuje síly t ení a odporu prost edí. (a) Určete vyslednici
t ecích a odporovych sil. (b) Jak by byl v kon motoru, kdyby
automobil jel po silnici se stoupáním 8 Vo (tj. 8,00 m p evl šení
nakažďych 100m mě en ch ve vodorovném směru) rychlostí
15,0m.s-1? (c) Automobil sjíždí z kopce bez motoru stálou

rychlostí 15,0 m.s-l. Určete sklon vozovky v procentech.

73Ú. Lokomotiva s maximálním vykonem 1,5MW m že
urychlit vlak z rychlosti 10m.s-1 na rychlost 25 m.s-1 za dobu
6,0min. (a) Vypočtěte hmotnost vlaku. V uvedeném časovém
intervalu zapište (b) rychlost vlaku a (c) urychlující sílu jako
funkce času (mě eného v sekundách). (d) Určete vzdálenost,
kterou vlak za tuto dobu urazil.

Z+Ú. Cetková odporová síla. která p sobí proti pohybu automo-
bilu, je v slednicí t ecí síly, jíž prisobí silnice na kola automobilu
a která je tak ka nezávíslá na rychlosti, a odporové síly vzdu-
chu, jejíž velikost je írměrná čtverci rychlosti. Pro automobil
o váze 12 000 N je velikost celkové odporové síly dána vztahem

F : 300f 1,8u2,kde F iev newtonech a u v metrech za sekun-
du. Vypočtěte vykon motoru, jestliže automobil zvyšuje svou
rychlost z počátečníhodnoty 80 km/h se zrychlen ím 0,92m, s - ] .

75Ú*. Závodni automobil o hmotnosti m se rozjíždí z klidu.
Jeho motor má stály vl kon P. Zajakou dobu urazí automobil
dráhu d?

PRo PoČÍrrČ
ZOÚ. Nastedující tabulka udávápolohu t í částic v sou adnicor é

rovině (xy) a jejich rychlost v určitém okamžiku. Hmotnostr
částic jsou Ňzné a jsou v tabulce rovněž uvedeny. Určete (a) po-

lohu a (b) rychlost těžiště soustavy t í částic v tomto okamžiku.
(c) Vypočtěte jejich celkovou hybnost.

čÁsrrcB HMoTNosT (kg) souŘnDNIcE (m) nvcHI-osT (m.s-l)

1

2
_,

4,00
3,00
5,00

(0,0)
(7,00;3,00)
(3,00;2,00)

I,50i _z,50j
0

2,00i _1,00j

nÚ. raeso o hmotnosti 2,00kg je v okamžiku t :}upuštěno
ze st echy vysoké budovy a volně padá podél její stěny. V oka-
mžiku t : 1,00s je z téhož místa na st eše upuštěno těleso
o hmotnosti 3,00kg. První těleso dopadne na zem v okamžiku
/ : 5,00 s. Sestrojte grafčasové závislosti (a) polohy a (b) rych-
losti těžiště soustavy těchto dvou těles v intervalu od r : 0 do

í : 6,00 s. Počátek svislé osy y zvolte na st eše budovy a její
kladn směr orientujte dol .



Fyzik Ronald McNair byl jedním z astronaut , kte í zahynuli p i haudrii
raketopldnu Challenger. Byl také nositelem černého pásku u karate

a jedinym derem dokózal zlomit několik betonouych tabulek. P i podobnych
ukdzkdch umění karate se nejčastěji použíuají boroaé desky nebo betonoaé
dlaždice. P i deru se prohybají a akumulují pružnou energii do chaíle,
kdy dosdhne jisté mezní hodnoty. Pak se zlomí. |e p ekaapiaé, že energie
nutnd ke zlomení dlaždice je 7J porol)nóní s mezní energií d euěn_é deskv

zhruba t etinoaí. P esto je snažší zlomit desku. Čr* to ir!

Srdžky
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(c)

Obr.10.1 Pojem srážky je velmi široky. (a) Meteorick kráter
v Arizoně má ší ku asi 1200 metrri a je 200 metru hlubok1.
(b) Alfa-částice, která se pohybuj e zleva doprava (v kolorova-
ném obrázku j e j ej í traj ektorie vy značena žlutě) nar azí do j ádra
dusíku, které bylo zpočátku v klidu. Po srážce se dusíkové já-

dro pohybuje směrem vpravo (červená trajektorie). (c) Náraz
míčku do rakety p i tenisovémzápasutrvázhrlba4 ms. (Po tuto
dobu je míček s raketou v kontaktu). Celková doba trvání všech
srážek v pruběhu jednoho setu pruměrného zápaw činí pouhou
sekundu.

10.1 Co JE To sRÁžl<tt
V hovorové eči rozumíme srdžkou* událost, píiníždo sebe

narazí nebo o sebe ude í dvě či více rtunych těles. I když
tuto ,,definici" budeme muset později poněkud zp esnit, je
celkem vysttžná a pro béžné situace, k nimž pat í nap íklad
srážky kulečníkovych koulí, írdery kladiva na h ebík nebo
havárie automobilri, docela dob e použitelná.

Obr. 10.1a zachycuje následky jedné obrovské srážky,
k níž došlo p ed 20 000 let. Ke srážkám ďochází prakticky
v celém myslitelném rozsahu velikostí objektri. Mrižeme je
sledovat od oblasti světa subatomárních částic (obr. 10.1b)
až po kolize doslova ,,astronomick ch rozměni" u hvězd
a galaxií. Srážky jsou většinou velmi krátké, takže je ob-
tížné jejtch prriběh pozorovat ,ikdyž se t eba tykají objektu
béžnychrozměr . Pozorování neusnadní ani skutečnost, že
se tělesa p isrážkách často vytazné deformují (obr. 10.1c).

V dalším textu budeme použivat poněkud p esnější
definici srážky:

Srážka je krátkodoby děj, p i němž na sebe dvě nebo
i více těles vzájemně prisobí poměrně značnymi silami.

Uvažujeme-li o soustavě těles, mezi nimiž dojde ke
srážce, je t eba umět dob e vymezit dobu p ed srážkou,
dobu, po kterou srážkaprobíhá,adobupo srážce (obr. 10.2).

Pro ilustraci je v obrázku zakresleno ohraničení soustavy
těles, která se írčastní stážky. Síly vzájemného prisobení
těles v prriběhu srážky jsou samoz ejmě vnit ními silami
soustavy.

_.z-v ! mezeni soustavy _=-_\

p ed srážkou po Srazce

Obr.10.2 Momentky zachycující soustavu těles p i srážce.

Všimněme si, že nová definice srážky, na rozdíl od
vstupní intuitivní charakteristiky, neobsahuj e požadavek,
aby tělesa byla v p ímém kontaktu, ť. aby do sebe skutečně
ude ila. Za srážku pak mrižeme považovat t eba i situa-
ci, kdy kosmická sonda míjí pohybující se velkou planetu
a získává tak vyšší rychlost (tzv. gravitační prak). Sonda
se p itom planety v bec nedotkne. To však není pro prti-
běh srážky podstatné. Není nutné, aby interakční síly těles
píi srážce souvisely v hradně s jejich p ím m dotykem.
Mohou to b t docela dob e i síly gravitační jako v p ípadě
zmíněné ko smické s ondy.

* D íve se pro srážku uživalíermínráz.

ffiffi:l :l

' l1.1 ll:,l

prl SraZCe

-* +

==



Mnoho současnych fyzikri se intenzivné zabyvá,,hrou
na srážky". Jejím cílem je získat co nejvíce informací o si-
lách prisobících během srážky na základě znalosti stavu
částic p ed srážkou a po ní. Všechny naše dosavadní zna-
losti o světě subatomárních částic jsme získali ze srážko-
q ch experimenti. Základními pravidly ,,hry na srážky"
jsou zákony zachování hybnosti a energie.

I0.2 IMPULZ SÍLY A HYBNOST

Jednoduchá srážka
Na obr. 10.3 jsou zakresleny dvě stejně velké opačně ori-
entované síly F(r) a -F(t), jimIž na sebe prisobí dvarizné
bodové objekty p i jednoduché p ímé srážce.

P

Obr.10.3 Srážka dvou bodovl ch objektri L a P. P i srážce pri-
sobí těleso L silou F(t) na těleso P a naopak, P prisobí na L
silou -F(r). Síly F(t) a -F(t) p edstavují akci a reakci. Jejich
velikosti se v prriběhu srážky mění, v kažďém okamžiku jsou si
však rovny.

Vlivem vzájemného silového prisobení částic dojde ke
zméně hybnosti každé z nich. Tato změn a závisí nejen na
velikosti sil, ale také na době jejich prisobení Ar. Odpoví-
dající vztah získáme pomocí druhého Newtonova zákona
nap íklad pro těleso P v obr. I0.3, zapíšeme-li jej ve tvaru
F _ dpldt:

dp _ F(t) dt,
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P ipomeneme-li si interpretaci určitého integráIu z kap.7
(bod 7.1), vidíme, že velikost impulzu síly je číselně rovna
velikosti plochy pod grafem funkce F(/) (obr. I0.4a).

I

ti tr

zA

(b)

kde F(r) je časově proměnná síla. Její možny prriběh je
znázorněn na obr. 10.4a.Integrací rov.(10.I) v mezích ti
(okamžik bezprost edně p ed srážkou) a /1 (okamžikbez-
prost edně po srážce), určujících časov interval délky Ar,
v němž stážka proběhla, dostáváme

( 10.2)

Integrací levé strany p edchozí rovnice dostáváme změnu
hybnosti pf - pí tělesa P,kníž p i srážce došlo. Yyrazna
pravé straně závisí na časovém prriběhu interakčních sil
b ěhem sr ážky a nazy v áme j ej impulzem síly . Značíme

(a)

Obr.10.4 (a) Casová závislost velikosti proměnné síly F(t),
která prisobí na těleso P p i srážce znázornéné na obr, 10.3. Obsah
plochy pod grafem funkce F(r) určuje velikost impulzu J tóto
síly. (b) V ška obdélníka p edstavuje velikost F prriměrné síly
v časovém intervalu Ar. Obsah obdélníka je shodny s obsahem
plochy pod Kivkou F(r) na obr. (a), a tedy i s velikostí impulzuJ.

Ze v ztah ( 1 0.2) a ( 1 0. 3 ) je zíejmé, že změnahybnosti
tělesa píi srážce je dána impulzem q slednice sil, které na
toto těleso během srážky p sobí.

(vztah mezi
pf - pi : 

^p 
: J změnou hybnosti (10.4)

a impulzem síly).

Tyto síly jsou vnit ními silami soustavy těles L a P.

Vnější síly na soustavu nep sobí. Podle zákonazachování
hybnosti je tedy změna celkové hybnosti soustavy nulová.
Změnu hybnosti tělesa P, vystupující ve vztahu (10.4), jsme
označili symbolem Lp. Zména hybnosti tělesa L je proto

-Ap. Yztah (l0.4) mrižeme také rozepsat do složek:

Pf ,x - Pi,r : Lp, : J*,

Pt,:,-Pi,y:Lpy:J_r,
(10.5)

(10.6)

a

Pf ,z - Pi.z : LP, : Jr. (10.7)

Impulz síly i hybnost jsou vektorové veličiny amají stejn;
fyztkáIní rozměr.IJvědomme si, že vztah (10.4) není ně-
jak m novym fyzlkáIním zákonem či nezávislym tvrze-
ním, nybrž píímym d sledkem druhého Newtonov a záko-
na, z něhož jsme jej odvodili. Je však velmi užitečny p i
ešení určitého typu fyzikálních ťrloh, podobně jako t eba
zákon zachov ání mechanické energie.

Označíme-h F velikost prriměrnó síly určenou z grafu
na obr. I0.4a, mrižemevelikost impulzu síly zapsat ve tvaru

J _F 
^t,

(10.8)

(10.1)

rpí rít
l ap:lrglat.
Jp, Jr,

J - [" rlr; a, (impulz síly). (10.3)
J,,
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kde Ar je doba trvání srážky. Hodnotu F najdeme jako
v šku obdélníka o základně tvo ené časoq m intervalem
od 4 do /i (obr. 10.4b), jehož obsah je shodn s obsahem
plochy pod k ivkou na obr. 10.4a.

|(OXTnOLA 1: V sadk á , jemuž se p i seskoku neote-
v el padák, měl štěstí. Dopadl na hustě zasněženou
pláň, a tak utrpěl jen drobná poranění. Kdyby dopadl na
holou zem, bylaby doba nárazu 10krátkratší ajeho zra-

nění by mohla b t i smrtelná. Jak ovlivní silná sněhová
pokr vka (a) změnu hybnosti v sadká e, (b) impulz
brzdící síly a (c) její velikost?

Opakované srážky
P edpokládejme, že na těleso R pevně spojené s podlahou
dopadáve směru osy,T ustáleny tok částic o stejné hybnosti
m u (obr. 1 0. 5 ) . Impulz J síIy, jíž kažďá z dop aďajících č ástic
na těleso R prisobí, má stej nou velikost j ako změna hybnosti
částice Ap, avšak opačny směr. Je tedy J : - Lp. P edpo-
kládejme, že za dobu L,t naruzína těleso n částic. Celkovy
silovl impulz zatuto dobu určuje podle vztaltu (10.4) cel-
kovou změnu hybnosti tělesa, tj.

J : -nLp.

Po dosazení tohoto vysledku do rovnice (10.8) a malé
rpravě získáme prriměrnou sílu F pťrsobící p i srážce na
těleso R:

F:! __!_Lp __!*nr. (10.10)Lt Ar ' L,t

Získany vztah vyjad uje F iato funkci frekvence dopadu
částic n/ Lt na těleso R a změny jejich rychlosti Au.

Pokud se dopadaj ici částice po náranl zastavi,je t eba
do vztahu (10.10) dosadit

Au _ uf -ui -0-,u:-,D) (10.11)

kde u1 : v a uf : 0 jsou rychlosti částic p ed srážkou
apo stážce. Pokud se však částice p i srážce odrazí zpět se

stejně velkou rychlostí, je u1 _ -u. Pak dostaneme

Au: uf -ui- -u-u - -2u. (10.12)

Celková hmotnost částic, které za dobu A,t narazí do tě-

lesaR, je A,m : nm.S ohledemnatuto skutečnostmrižeme
vztah (10.10) p epsat do tvaru

LmF___AU.Lt
(10.13)

Síla F je tak vyjád ena pomocí hmotnostního toku
částic Lm/Lt dopadajícího na těleso R. V závislosti na

charakteru srážky m žeme do posledního vztahu dosadit
za A,u buď -u (podle vztahu (10.11)), nebo -2u (podle

vztahu (10.12)).

Obr.10.5 Na pevné těleso R dopadají částice o stejné hybnosti.
Jejich tok je ustálen . Pruměrná síla F prisobícínatěleso smě uje

vpravo a její velikost závisí na hmotnostním toku dopadajících
částic.

pŘÍxla.u ro.r
Baseballov míč o hmotnosti I40 g letí těsně p ed odpálením
vodorovně rychlostí v1 o velikosti 39 m.s-1, Po írderu letí míč
opačn; m směrem stejně velkou rychlostí v1.

(a) Určete impulz síly, která na míč p i írderu prisobila.

ŘEŠEXÍ, Impulz síly vypočteme ze známé změny hybnosti
míče vztahem (10.4), upravenym pro jednorozmérny p ípad.

Zakladny směr osy x zvolíme směr pohybu pálky. Zevztahu
(10.4) dostaneme

J : Pf - Pi: muf - lqlDi:
: (0,14kg)(39m.s-l) - (0,14kg)(-39m.s-l) -
: 10,9kg.m.s-l : 11kg.m.s*l (Odpověd)

Ve shodě s naší volbou orientace sou adnicové osy x je
počáteční rychlost míče (x-ová složka) zápomá a vl sledná
rychlost kladná. Vypočten impulz síly je kladny, vektor J
má tedy, podle očekávání, stejn směr jako pohyb pálky pň
írderu.

(b) Srážka míče a pálky proběhla za dobu A,t : 1,2ms.
Určete pruměrnou sílu, která píí srážce p sobila na míč.

ŘBŠBXÍ, Z rovnice (10.8) dostaneme

J (10,9 kg.m.s

(10.9)

A,t (0,001 2 s)

:9100N. (Odpověd)

Uvědomme si, jak je tato síla obrovská. Její velikost je p i-
bližně rovna vázetělesao hmotnosti jedné tlny. Největší síIa,
která na míč v jistém okamžiku v pruběhu srážky prisobila,
musí b t dokonce ještě větší. Pruměrná síla má směr kladnó
osy -T. Je tedy souhlasně rovnoběžná s vektorem impulzu síly.

(c) Určete pr měrné zrychLeni míče.



ŘnŠBNÍ: Prriměrné zrychIeníurčíme ze vztahll

10.3 pRužNB pŘívB sRÁžKy 24I

Pruměrná síla F má stejny směr jako impulz síly J. Na 
]

rozdíl od p . l0.1 mají vektory F aJ jin směr než rychlost 
,

míče po srážce. 
l

Obr.10.6 P íklad 10.2. Míč se odráží od pálky. Počáteční rych-
lost je vodorovná, v sledná rychlost svírá s vodorovnou rovinou
írhel30'.

(oNrnoLA 2: Násled ící obrázek ukazuje pohled
shora na míč, kter se odráží od zdt s nezměněnou
v eliko stí rychlo sti. Změnu hybn o sti míče o značme Ap.
(a) Rozhodněte, zda složka (a) Lpr, resp. (b) Lpl, je
kladná, záporná, nebo nulová. (c) Jaky směr má vek-
tor Ap?

l0.3 pRuŽNB pŘÍnnB snÁŽrv
Nejjednodušším p ípadem je píímá srážka (v některych
p ípadech zvanátakó čelní nebo st edová). P i ní Iežípočá-
teční rychlosti částic v téže p ímce. Mají tedy směr jejich
spojnice, u homogenních koulí pak směr spojnice jejich
sted.

Pevny terč
Uvažujme p ímou srážku dvou těles o hmotnostech ml am2
(obr. 10.7) a pro jednoduchost p edpokládejme, že jedno
z nichje p ed srážkou v klidu (nap íklad m2, tj. uz,r _ 0).
Toto těleso budeme nazyvat,,terčem". Druhé těleso, s po-
čátečfií rychlostí ul,i, bude p edstavovat ,,st elu".* Dále
p edpokládejme, že soustavatvoíenáuvažovan mi dvěma
tělesy je uzav ená (žádné další částice do soustavy nep i-
budou, ani ji neopustí) a izolovaná (na soustavu neprisobí

x Pokud by se terč vzhledem k laboratomí v ztažné soustavě pohyboval
stálou rychlostí, zvolíme pro popis srážky jinou inerciálni vztažnou
soustavu, v níž bude v klidu. Taková volba je vždy možná.

(9 l00 N): ::::;+: 6,5.104 m.s-2, (Odpověd)
(0, 14 kg)

tj. a :66009.
V dosavadních írvahách jsme p edpokládali, že na tělesa

neprisobí píí srážce žádné vnější síly. Tento p edpoklad však
p i baseballové h e není splněn. Na míč totlž stále prisobí
tíhová síIa mg (během letu i p i srážce s pálkou). Velikost
tíhové síly však je pouh ch 1,4 N, tedy zcelazanedbatelná ve
srovnání s prriměrnou silou o velikosti 9 100 N, jíž na míč p i
rideru prisobí pálka. Zcela oprávněně tedy mrižeme soustavu
míč * pálka považovat během srážlcy za izolovanou. Chyba,
které se touto idealizací dopustíme, je jen velmi malá.

pŘíxlep lo"z
Baseballov , 

^rč 
letí stejně jako v p . 10.1 vodorovně, rych-

lostí o velikosti ui:39m.s-1. Nenarazí však na pálku kol-
mo, nybrž se od ní odrazí pod elevačním írhlem 30" rych-
lostí o velikosti ur : 45m.s-1 (obr. 10.6). Určetepr měrnou
sílu F, kterou pálka na míč prisobila, proběhla-li srážka za
1,2ms?

ŘBŠBXÍ, Z rovnic (10.5) a (10.6) určíme složky J, a J,
impulzu síly:

Jx : pf ,x - pt,x : m(Uf ,* - ui,x) :

-- (0,I4kg)t(a5 m.s-l;1cos 30") - (-39 m.s-l;1 :
: I0,92kg.m.s-1

a

Jy : Pf ,y - Pi,y : m(Df ,y - Ui,y) :
: (0,14kg)t(a5m.s-1;1sin30") - 0] :
: 3, 150 kg.m.s-1 .

Velikost impulzu síly J je rovna

,-: lf tt].92 kg.m.s-l)2 + (3,150kg.m.s ')' :
- 11,37 kg.m.s-l.

Zrovnice (10.8) určíme velikost pr měrné síly F prisobící
na míč píi srážce:

(II,31kg.m.sJD-

^t
(0,001 2 s)

:9475N:9500N. (Odpověd)

Vektor impulzu síly J smě uje šikmo vzhriru a svírá s vo-
dorovnou rovinou ťrhel á:

tg? : (3, 150 kg.m,s-1) :0,288.

(Odpověd)

(I0,92kg.m.s-t;

0:16"

ft+lj:
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vnější síly). K oběma těmto píirozenympožadavk m p i-
dejme ještě jeden, poněkud speciální: p edpokládejme, že
sr ážkanezměnila celkovou kinetickou energii soustavy. Ta-
ková srážka se nazyvápružná neboli elastická.

P i pružné srážce se obecně mění kinetická energie jed-
notlivych těles, která se srážky ťrčastní. Celková kine-
tická energie soustavy p ed srážkou i po srážceje však
stejná.

p ed srážkou t.i

-_+
Vzj:0

(a)

-q}$!-__________-$

a rov. (10.15) do tvaru*

ml(uli - ut,r)(ur,i * ul,f) : mzu3,.r. (l0.17

Po vydělení rov. (10.17)
dostaneme

Ul,f :

a

?))f:

rov. (10.16) a dalších írpravách

ml-m2
m; *rul,i

2mt

m; -ul,i,

( 10. 18

(l0.19t

ffiffi#x
mI m2

Obr.10.7 Pružná srážka dvou těles. Jedno z nich (terč o hmot-
nosti m2) je p ed srážkou v klidu. Y obrázcích jsou zakresleny
tyto rychlosti: (a) rychlosti obou těles p ed srážkou, (b) rychlost
těžiště soustavy v jistém okamžiku probíhající srážky, (c) rych-
losti obou těles po srážce. Velikosti vektorri odpovídají p ípadu
ml :3ru2.

Je driležité si uvědomit, že hybnost uzav enéizolované
soustavy se p i srážce zachovávávždy, bez ohledu na to,
je-li srážkapružná či nikoliv. Interakční síly pťrsobící p i
srážcejsou totiž vnit ními silami soustavy.

P i srážce těles v uzavíenéizolované soustavě se hybnost
každého z nich m:iuže obecně měnit. Celková hybnost
soustavy je však v každém okamžiku probíhající srážky
stejná, atobez ohledu na charakter srážky.

Ze zákon zachování hybnosti a kinetické energie do-
stáváme pro srážku dvou těles z obr. 10.7

mlul,i - mlut,r f m2u2,f (10.14)

)*rr?,r: )*lu2t.t t },n2r22.1. (10.15)

V obou rovnicíchjsme indexem (i) označili počátečnírych-
losti a indexem (f) vysledné rychlosti těles. Známe-Iihmot-
nosti těles a počáteční rychlost ut,l tělesa I, zbyvá vy ešit
soustavu p edchozích dvou rovnic a určit z ní neznámé
rychlosti obou těles po sráŽce, tj. ur,r a u2,f .

P epišme rov. (10.14) do tvaru

mt(ul i - ul ,1) -m2u2,1

Z rov. (10.19) je zíejmá že hodnota u2; je vždy kladná
(terč o hmotnosti m2 sepo srážcepohybuje ve směru nárazu
st ely). Hodnota ut,t mižeb t jak kladná, tak záponá fi e-li
mI > mz,pohybuje se st ela po sráŽce privodním směrem,
píím1 < m2 se odrazí zpět).

{*rurnůLA 3: Určete vyslednou hybnost terče na

obr. 10.7, má-li st ela počáteční hybnost 6kg.m.s-1
a její vysledná hybnost je (a) 2kg.m.s-l, resp.
(b) -2kg.m.s-1 . Iakáje vysledná kinetická energie
terče, má-li st ela p ed srážkou kinetickou energii 5 J
a po srážce 2J?

m1

p i srážce

m1

V7
.......>

(b)

(c)

nl I llm2

po srážce vt,t
...-

vz,r
--------------D

Věnujme se nyní několika speciálním p ípadrim:

1. Shodné hmotnosti. Je-Ii m1 : lTl2, redukují se rov-
nice (10.18) a (10.19) na tvar

ut,r-0 a D2,f :u1,1.

P i p ímé srážce těles stejné hmotnosti se st ela zastaví
a terč získástejnou rychlost, jakouměla st ela p ed srážkou.
St ela a terč si své rychlosti jednoduše ,,vymění". Tento
vysledek je platny i v p ípadě pohyblivého terče (těleso 2

se p ed srážkou pohybuje).

2. rěžk terč.Y p ípadětěžkéhoterčeje mzž m1.Pííkla-
dem takové srážky m že byt t eba náraz golfového míčku
do dělové koule. Rov. (10.18) a (10.19) p ejdou do tvaru

,,_ _: ()m,\
u1.1, : -ul.i a l)2.r= [ - ) r,.,. (10.20)

\m2 /

Je vidět, že st ela (golfov míček) se prostě oďrazí
zpět opačn; m směrem. Velikost její rychlosti se prakticky
nezmění. Terč (dělová koule) se bude pohybovat v klad-
ném směru velmi malou rychlostí, neboť vyraz (Zml /m2)
v rov, (10.20) je mnohem menší než jedna. Tyto závěry
zcelajistě nej sou neočekávané.

* P i těchto ripravách využír,áme identity a2 -b2: (.a-b)(a+b).
( 10. 16) Řešení soustavy rovnic se tím značně zjednoduší.



3. Těžkó st ela. Nyní st ílíme dělovou koulí proti golfo-
vému míčku, tj.mt ž mz. Rov. (10.18) a (10.19) p ejdou
na tvar

UI,f : ul,i a u2,f :2ut,i. Q0.2I)
St ela (dělová koule) se tedy pohybuje dále privodním

směrem a jen nepatrně se zpomali. Terč (golfovl míček) se
odrazízpět (v kladném směru) dvojnásobnou rychlostínež
měla privodně dělová koule.

Skutečnost,že je rychlost terče po srážce právě dvojná-
sobná,lze poměrnějednoduše vysvětlit: vraťme se ke vzta-
hrim (10.20), které popisují p ípad těžkého terče. Rychlost
lehkého tělesa (st ely) se změnila z hodnoty lu na -u. Jeji
změna byla tedy 2u. Také v p ípadě těžké st ely je změna
rychlosti lehkého tělesa (terče) rovnalu.

srážka|.

<"'''..

4....".

l7l 1

<.""...
vt,t

Obr.10.8 Série obrázki znázorňujících pruběh pnlžné srážky
st ely s pevnl m terčem. Pro hmotnosti st ely (těleso 1) a terče
(těleso 2) plati m2 :3ml.Y obtázcíchje vyznačena i rychlost
těžlště soustavy. Všimněte si, že není srážkou vribec ovlivněna.

1. Polnb těžiště, Pohyb těžiště soustavy dvou těles není
jejich srážkou nijak ovlivněn. Tato skutečnostje drisledkem
zákona zachování hybnosti a vztahll (9.26). Tento vztah

P _ Mvr - (mt * m2)v7, (10.22)

vyjad uje souvislost celkové hybnosti soustavy a rychlosti
pohybu těžiště v7. Jelikož se celková hybnost P nemě-
ní, musí se zachovávat í rychlost těžiště. Těžiště se tedy
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pohybuje rovnoměrně p ímoča e. Pro p ípad srážky st ely
s pevnym terčem (obr. 10.7) má těžiště soustavy rychlost
(vztah (I0.22))

Na obr. 10.8 je posloupnostobrázkri znázor lujícíchtypicky
pr běh pružné srážky. Je vidět, že těžíště se skutečně pohy-
buj e kon stantní rychlo stí, kter á není sr ážkou nij ak ovl ivně-
na.

Pohyblivy terč
Vraťme se nyní k obecnl m rivahám o pružnych srážkách
a p ipusťme, že se obě tělesa p ed srážkou pohybují.

vl,i

(I0.23)

m1 n72

Obr. 10.9 Pružná srážka dvou těles

Pro soustavu těles na obr. 10.9 mrižeme zapsat zákon
zachování hybnosti a zákon zachování energie takto:

mluI,i l m2u2,i - m|ut,r f m2u2.f Q0.24)
a

i*rr?,, + i-rr3,i -- }*rr?,, + }mzu}.r. (10.25)

Získali jsme soustavu dvou rovnic o dvou neznámych
1)1,f a u2,1, kterou nyní budeme eŠit. Nejprve p epíŠeme
rov. (l0.24) do tvaru

mt(ul,i - ul ,r) : -mz@z,i - uz,t) 00.26)

a rov. (10.25) do tvaru

ml(ul,i - ul,r)(ur,i * ur,r) -
-mz(uzl - u2,f)(u2,i * u2.i) . Q0.21)

Rov. (10.27) vydělíme rov, (10.26) a po malych írpravách
dostaneme

ml - m) Zml
ul.| : ,- ut,i -| , uz.i ( 10.28,1

u 
'1-1 m2 mllmz

2ml m) - ml
U2,ť: 

m| + mrul,i * 
,n, a _uz,, 00,29)

P ipomeňme, že jsme indexy l a 2 pít adili tělesrim zcela
libovolně. Záměnou index na obr. 10.9 a v rov. (10.28)
a (10.29) získáme zcela identickou soustavu. Položíme-li

JÉoD--e,

\

,so_-tr
\

ym2>+o*+
\ v2.f
\

,7

+."

+,

r
T
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navíc 1)2,i : 0, p ejdou rov. (10.28) a(I0.29)na tvar (10.18)

a (10.19), kter odpovídá situaci s pevnym terčem2.
Zrov. (10.22) určíme ještě rychlost těžiště uT soustavy

těles na obr. 10.9:

P mlul.i l m2u2.i
(10.30)uT: mt*mz ml!m2

Naše soustava je uzav enáaizoLovaná.Jejíhybnost P
se proto píi srážce zachovává a její těžiště se pohybuje
rovnoměrně p ímoča e rychlostí u7.

{*xsa*LA 4: počáteční hybnosti těles l a 2 na

obr. 10.9 jsou 10 kg.m.s*1 a -8 kg.m.s-1 . Jaká je hyb-
nost tělesa 2 po srážce, je-li vysledná hybnost tělesa 1

(a) 2 kg.m.s-1 , resp. (b) _2kg.m.s-l ?

pŘíga,a* g*.s

Dvě kovové koule jsou zavěšeny na svisl; ch závěsech tak,

aby se právě dot kaly (obr. 10.10). Koule 1 má hmotnost
mI : 30 g, hmotnost koule 2 je m2 : ]5 g.Kouli 1 vych -

líme vlevo do v šky ň t : 8,0 cm a uvolníme.

(a) Určete rychlost ut.r koule 1 těsně po srážce s koulí 2.

ŘPŠBXÍ: Označme u1.1 rychlost koule 1 těsně p ed sráž-

kou. Bezprost edně po uvolnění je její kinetická energie nu-

lová a tíhová potenciální energie má hodnotu ml$hr. Těsně
p ed srážkou je kinetická energie rovna i*rr?.,apotenciální
energie je nulová. Ze zákona zachování mechanické energie
dostaneme

l*rr'r,,

Rychlost koule 1 těsně p ed srážkou je tedy

ffi:I,252rn.s-1

Koule 1 se sice pohybuje po oblouku, avšak v okamžiku
srážky je její rychlost vodorovná. Úlohu tedy m žeme ešit
podle pravidel pro jednorozměrnou srážku.

Rychlost koule 1 těsně po srážce je
z tov. (10.18):

ŘBŠBnÍ, Na počátku zpětného pohybu má koule 1 kinetic-
kou energii i*ru?,r a tíhová potenciální energie je nulová.
Pohyb koule se obrací v nejvyšším bodě trajektorie, tj. ve

vyšce h'r. Zďe je její kinetická energie nulová a potenciální
energie má hodnotu m t 7h'l .Ze zákona zachování mechanické
energie dostaneme

ml7h't: i*tr'r.r,
tj.

t t ,i.r (-0.537 ..s-| )2

" | - 29 2(9.8 m,s-2)
: 0,014 ] m: 1,5 cm. (Odpověd)

(c) Jakáje rychlost koule 2 těsně po srážce?

ŘBŠBXÍ: Zrov. (10.19) dostaneme

2mt

mt * mz

2t0.030 ks)
- '' a' (I.252m.s

(0.030 kg * 0.075 kg)

: 0,715 m.s-1 - 0,]2m.s-1. (Odpověd)

(d) Do jakó v šky ň2 vystoupí koule 2 po srážce?

ŘEŠENÍ, Koule 2 má těsně po srážce kinetickou energii

i*rr|.. V bodě obratu ve vyšce hz má tíhová potenciální
energie hodnotu mz7hz.Ze zákona zachování mechanické
energie dostaneme

mzyhz: *,*rr'r;,

, ,i,r (0.7l5 m.s-|)2
'l l - 29 2(g.8m,s -2)

:0,0261m: 2,6cm. (Odpověd)

Ul.|:
mI-m2

, ut,t -ml Ťm)
(0.030 kg - 0,075 kg) 

( 1.25] m.s
(0.030 kg * 0.075 kg)

-0,53] m.s-l : -0,54*.r-l. (Odpověd)

Záporné znamónko v; sledku signalizuje, že se koule 1

pohybuje po srážce vlevo.

(b) Do jaké v šky á! vystoupí koule 1 po srážce?

m| m2

Obr.10.10 P íklad 10,3. Dvě kovové koule zavěšené na vláknech
se v klidu právě doq kají. Kouli 1 o hmotnosti ln1 odch líme vlevo
do v šky h 1 a uvolníme. Po srážce vystoupí koule 2 do vyšky ň2.
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Rychlé neutrony vznlkající v jaderném reaktoru je t eba nej-
prve zpomalit, aby se mohly efektivně ričastnit etězové re-

akce. Děje se tak prost ednictvím jejich srážek s jádry atomri
v tzv. moderótoru.

(a) Určete, kolikrát se zmenší kinetická energie neutronu
(hmotnost m1) píijeho p ímé srážce s jádrem atomu o hmot-
nosti m 2. P edpoklád áme, že sr ážka je pružná a jádro je zpo-
čátku v klidu.

ŘBŠBN{Í: Kinetická energie neutronu p ed srážkou a po ní
je dána vztahy

Ek,i : i*r?., a Er,,r: |*u|,1.

Hledan poměr označme a.Platí

Eu,, - Er,r 
'?,, - ,?,r u? ,a: :l- '-,'. (l0,3l)

E*,i ,2t.i - ,i.i' \-''- -

Ze vztahu ( 10. 1 8) dostáváme

'r,r:ml -m2
Ul i ml lmz

(I0,32)

(Odpověd)

Tyto vl sledky naznačují, proč je nap íklad voda podstatně
lepším moderátorem neutronťl než olovo.

Dosazením rov, (10.32) do (10.31) získáme po malych írpra-
vách v; sledek:

o : ., o*,'^' .,-. (odpověď) (10,33)
\ml * ml )'

(b) Vypočtěte hodnotu poměru a pro jádraolova, uhlíku a vo-
díku. Poměr hmotností jádra a neutronu G '3) pro olovo je

206, prouhlík 12 a pro vodík p ibližně 1. ml ' J

ŘrŠEXÍ: Dosazením m2: km1 dorov. (10.33) dostaneme
pro olovo (mz :206mt)

4(2061a: 
0 +-----2,-:0,019, 

tj. I,97o, (Odpověd)

pro uhlík (mz: I2mi

4(l2\
a : == :0,28, ti.28Vo (Odpověd)(l + 1,2)2 J

a pro vodík (mz: mt)

4(I\cy: 

-:1. 

tj. l00Vc.
(1 + 1)l
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10.4 NEpRuŽxÉ pŘÍvtÉ snÁŽry
Srážku nazyváme nepružnou, jestliže se p i ní nezacho-
vává celková kinetická energie soustavy zričastněn ch tě-
les. Gumová kulička, kterou jsme upustili na tvrdou pod-
lahu, doskočí po odrazu témě do p vodní v šky. Její ki-
netická energie během srážky s podlahou nepatrně klesla.
Tento maly ribytek zpťrsobil, že po odrazu již kulička ne-

dostoupila p esně do té vl šky, zekteré spadla. Kdyby byla
srážkapružná,ke ztrátě kinetické energie kuličky by p i ní
nedošlo a kulička by vyskočIla p esně do ptivodní v šky.
Ve skutečnosti je srážka gumové kuličky s podlahou vždy
neprlžná.

Golfov míček ztrácí p i dopad!íIa zem větší část své
kinetické energie a odrazí se jen do 60 7o ptxodní v šky.
Odraz jetedy vyrazně nepružn1 . Upustíme-li na zem hroudu
sklená ského tmelu, p ilepí se k zemi aneoďrazí se v bec.
Srážku tohoto typu budemenazyvat dokonale nepruŽnou.

Na rikor írbytku kinetické energie soustavy p i srážce
samoz ejmě vzrostou hodnoty energií některl ch jin ch ty-
pri, nap . se těleso zahíeje. Hybnost uzavíené izolované
soustavy se však zachovává vždy, ať jtž je srážka pružná
či nepružná. Hybnost i kinetická energie soustavy ovšem
s ouvi sej í s ryc hlo stmi těle s. Zákon zachov ání hybno sti vede
proto k určitému omezenímožnychhodnot ztráty kinetické
energie. K největší ztrátě docházi p i dokonale nepružné
srážce. p i ní se dokonce mriže stát, že soustava ztratí veš-
kerou kinetickou energii.

v
p ed_srallgu t*a.\_

-,\,ď-Tv":- ^mt rrz v klidu

v
po srážce ,.,irť_"

*l'i'*,
Obr. 10.11 Dokonale nepružná srážka dvou těles. P ed srážkou
je těleso o hmotnostl m2 y klidu. Po srážce se obě tělesa pohybují
společně. Společn pohyb je znakem dokonale nepružné sráž-
ky. Velikosti vyznačenych vektor rychlosti odpovídají p ípadu
ml :3nt2.

Omezíme se zatím pouze na írvahy o dokonale ne-
pružnych srážkách. Na obr. 10.1 1 je znázorněna neprlžná
srážka dvou těles. P ed srážkou bylo jedno z ních v klidu.
Podle zákona zachov ání hybnosti j e

tj.

mlu_(,*t+m2)V,

nl1
l/:l'

mllmz

(10.34)

(10.35)
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Společnou rychlost obou objekt , kteró p i srážce splynuly,
jsme označili V . Z rov. (10.35) plyne, že tato rychlost je
vždy menší než rychlost pohybujícího se tělesa píeď sráž-
kou.

Obr. 10.12 dokumentuje skutečnost, že pohyb těžiště

soustavy není dokonale nepružnol srážkou ovlivněn (po-

rovnejte tento obrázek s obr. 10.8). I když p i nepružné

srážce docházíke ztrátě kinetické energie soustavy, zistává
kinetická energie těžiště nedotčena. Je tedy vribec možné,
aby p i nějaké dokonale nepružné srážce došlo ke ztráté
veškeré kinetické energie soustavy? Vzhledem k tomu, že

kinetickou energii soustavy po takové srážce lze vyjádíit
jako kinetickou energii jejího těžiště, stačí spojit vztažnol
soustavu, v níž sledujeme pohyb částic, právě s těžištěm.
Zákon zachov ání hybno sti zartlčuje, že tato těži šťov á sou -

stava je inerciální. V p ípadě srážky st ely s těžk m terčem
(mz >> mt) téžlště soustavy prakticky spl vá s polohou
terče. P íkladem takové situace je t eba pád hroudy tmelu
í|a zem. Terčem je v tomto p ípadě sama Země. Veškerá
kinetická energie hroudy tak ,,zmizí" ye prospěch jin ch
druhri energie.

Jsou-li p ed srážkou obě tělesa v pohybu, nahradíme
vztah (10.34) rovnicí

mlul * m2u2 : (ml + mz)V, (10.36)

kde mlul a m2uzjsou počáteční hybnosti těles 1 a2.Také
v tomto p ípadě je vztažnásoustava spojená s těžištěm dvo-
jice těles inerciální a vysledná kinetická energie soustavy po

srážceie vzhledem k ní nulová. P íkladem mriže byt situace
na obr. 10.13, zachycljícím vysledek témě čelní nepružné

srážky dvou stejn ch automobilri, které jely stejnou rych-
lostí. P ed srážkou bylo těžiště soustavy vzhledemkZemi
v klidu. Vzhledem k pozorovateli na chodníku se tedy oba
automobily bezprost edně po srážce zcela zastavily.

|(ONTROLA 5: Určete vyslednou hybnost soustavy
dvou těles po dokonale nepružné p ímé srážce. Po-
čáteční hybnosti těles jsou (a) 10kg.m.s-1 a 0,

(b) 10kg.m.s*1 a 4kg.m,s-1, (c) 10kg.m.s-1 a

-4kg.m.s-1?

pŘíxrrn to.s
Dokud nebyla k dispozici zaŤizeni pro elektronické mě ení
času, užívalo se k mě ení rychlosti projektilri st elnych zbraní
tzv. balistické lcyvadlo. Jedna z možností, jak takové kyvadlo
zkonstruovat,1e znázorněna na obr.10.14. D evěn hranol
o hmotnosti M :5,4kg je zavěšen na dvou dlouh ch zá-

věsech. Kulka o hmotnostt m : 9,5 g, vyst elená z testo-

vané zbraně, hranol zasáhne alvázne v něm. soustava ára-
nol l kulka se vych lí z rovnovážné polohy, Největší v ška
vystupu těžiště soustavy je h :6,3 cm.

m1

Obr.10.12 Momentky zachycující pruběh dokonale nepružné

srážky dvou těles. Těleso 2 je zpočátku v klidu. Tělesa se p i
srážce spojí a pohybují se společné. Y obrázku je vyznačena
i rychlost těžiště soustavy. Všimněte si, že není srážkou nijak
ovlivněna a je shodná se společnou rychlostí spojenl ch těles.

Velikosti vektoru rychlosti odpovídají p ípadu m2 :3mI.

Obr.10.13 Dva automobily po dokonale nepružné, témě čelní
srážce.
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Obr.10.14 P íklad 10.5. Balistické kyvadlo
st el.

í rychlosti

(a) Jakou rychlost měla kulka těsně p ed srážkou s hranolem?

ŘPŠENÍ: Označme symbolem V rychlost soustavy ňra-
n o l t kulka tě s ně po sr ážce. Podle zákona zachov ání hybno s ti
je

mI) : (m -l M)V,

Protože kulka uvázne v hranolu, jedná se o dokonale nepruž-
nou srážku. Kinetická energie se p i ní zméní. Po srážce se
všakjiž mechanická energie soustavy kyvadlo*Země zacho-
vává, pokud zanedbáme odpor prost edí. Kinetická energie
kyvadla v rovnovážnó poloze je tedy shodná s tíhovou po-
tenciální energií soustavy v okamžiku, kdy je kyvadlo v bodě
obratu:

lru + m)v2 : (M -l m)gh.

Vyloučíme-li z posledních dvou rovnic rychlost I/, dostaneme

M*m
u - 1/2glt :

m
/ 5.4ks + 0.009 5 ks \: (ffi )vzto,Sm,s-])(0,063m) 

:
: 630 m.s-l (Odpověd)

Balistické kyvadlo mrižeme chápat jako zaíízení, které ,,p e-

vede" velkou rychlost lehké st ely na malou, a tedy mnohem
lépe mě itelnou, rychlost těžkého hranolu.

(b) Určete počáteční kinetickou energii st ely. Jak velkou její
část p edstavuje mechanická energie balistického kyvadla po
srážce?

ŘEŠPXÍ: Kinetická energie kulky p ed srážkou je

Ek,b : i*r': j{o,0095kg)(630m.s-1)2 -
: 1 900 J. (Odpověd)

l,t--[
kměen
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Mechanická energie soustavy kyvadlo*Země je stáláashod-
ná s její potenciální energií v okamžiku, kdy je kyvadlo v bodě
obratu

E:(M-lm)gh:
: (5,4kgf 0,0095kg)(9,8m.s 2;10,063m) -
: 3,3 J. (Odpověd)

P i srážce se tedy kyvadlu p edá pouh zlomek (3,3ll900,
tj.0,27o) počáteční kinetické energie kulky. Zbytek p ispěje
kzahíátí soustavy, p íp. se spot ebuje k deformaci a destrukci
vláken d eva.

PRŘKLA* á{š-s

Mistr karate zlomil jedin m riderem ruky (hmotnost ruky
je asi m1 : 0,JOkg) d evěnou desku hmotnosti 0,14kg
(obr. 10.15a). Totéž provedl s betonovou dlaždicí o hmot-
nosti 3,2 kg. Tuhost k pro pružny ohyb desky má hodnotu
4, I. I04 N/m a pro dlaždici 2,6. 106 N/m. Deska praskne v oka-
mžiku, kdy je prohnuta o d : 16 mm, u dlaždice stačí pro-
hnutí o pouh 1,1mm (obr. 10.15c).l'

Obr.10.15 P íklad 10.6. (a) Mistr karate ude il do ploché desky.
Rychlost ruky těsně p ed ťrderem je v. (b) Srážka ruky s deskou
je dokonale nepružná. Po celou dobu trvání fáze ohybu mají ruka
i deska společnou rychlost V. (c) Deska praskne v okamžiku, kdy
jejejí st ed vychylen o vzdálenost d.

(a) Určete pružnou energii p i deformace desky a dlaždice
bezprost edně p ed zlomením.

* Hodnoty jsou p evzaty z S. R. Wilk, R. E. McNair aM. S. Feld: ,,The
Physics of Karate", American Joural of Physics, September 19B3.
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ŘEŠBXÍ: Pružny pruhyb nosníku je popsán Hookovym zá-
konem. Podle vztahu (8.11) má tedy jeho deformační energie
hodnotu a, : }kd2. Pro desku pak platí

Ep : i(4, 1.104 N.m-l;10,016 m)2 :
: 5,248J : 5,2I. (Odpověd)

Pro dlaždici je

!{z,a.106 N.m-l)(0,001 1m)2 :
I,5]3J:1,6J. (Odpověd)

(b) Jaká musí byt nejmenší rychlost ruky p ed írderem, aby
se deska, resp. dlaždice zlomila? Srážku považujeme za do-
konale nepružnou (obr. 10.15b). Dále p edpokládáme, že se
mechanická energie soustavy ruka _|_ deska během pružného
ohybu desky zachováváa že společnárychlost ruky i deskyje
bezprost edně p ed prasknutím desky nulová (obr, 10,15b).

ŘPŠENÍ: Ze zákona zachování mechanické energie p i
ohybu desky 1e zíejmé, že kinetická energie soustavy ruka *
* deska na samóm počátku ohybu je shodná s její elastic-
kou energií Eo těsně p ed zlomením. Tato hodnota činí 5,2J
pro d evěnou desku a I,6J pro betonovou dlaždici. Rychlost
dopadající ruky musí byt dostatečná k tomu, aby soustava
ruka * deska měla po dokonale nepružné srážce pot ebnou
kinetickou energii E1. Nejprve vypočteme společnou rych-
lost V soustavy ruka i deska na počátku ohybu. Vyjdeme
z rovnosti kinetické energie a elastické energie a dostaneme

Ey -- }@t + *)V2 : Ep,

tJ.

Dosazením hodnot m], : 0,70 kg d m2 : 0,14 kg pro desku
a3,2kgpro dlaždici dostaneme pro desku

:3.534-.s-1

Pro dlaždici je

,:l 2(I,5]3I) :0.898 1m.s-1
(0,70kg + 3,2kg)

Označme písmenem u rychlost ruky těsně p ed dopadem na
desku či dlaždici. Srážkaje popsána vztahem (10,35), ze kte-
rého malou írpravou dostaneme

mt*mc
1r- , , |I

m1

u':

2Ep

mtlmz

2(5,248J)
(0,70 kg f 0, 1a kg)

pro desku dostáváme

,:( (3,534m,s-1; -,-
0,70 kg * 0, 14 kg

0,70 kg

: 4,2-,s-1 (Odpověďt

a pro dlaždici

1,)-
(Odpověďr

Aby se zlomila dlaždice, musí byt írder ruky asi o 20 7o rych-
lejší než u d evěné desky. Vlivem větší hmotnosti dlaždice
se na zvyšení vnit ní energie soustavy spot ebuje větší část
privodní kinetické energie ruky než v p ípadě d evěné desk1,.

l0.5 ŠIrvlB snÁŽxy
Doposud jsme se zabyvali velmi speciálním p ípadem srá-
žek, tzv. p ím mi srážkami. Počáteční rychlosti obou srá-
žejících se částic p i nich ležely v jedné p ímce. Od tohoto
požadavku nyní ustoupíme a budeme se věnovat obecněj-
šímu p ípadu, srážkám šikm m. P i nich mohou byt po-
čáteční rychlosti obou částic zcela obecné. I nejobecnější
situaci však mrižeme p evést na p ípad srážky st ely s pev-
nym terčem. Stačí, abychom vztažnou soustavu pro popis
srážky spojili s kteroukoli z obou částic, která se tak stane
terčem. (Pokud částice tvo í izolovanou soustavu a mají
stálé hmotnosti, bude tato vztažná soustava inerciální.) Ty-
pická ukázka takové situace je znázorněna na obr. 10.16:
po srážce se tělesa pohybují v rtnnychsměrech, které s pri-
vodním směrem st ely svírají ihly fu a 02.

",ť

?)
kg

+
ď

kg

0,1

S-l

]0

m.i

q

0

(
5

kg

) 
{o,*n* r *.,

Obr.10.16 Pružná šikmá srážka dvou
p ed srážkou v klidu.

Ze zákona zachování hybnosti
na obr. 10.16 dvě skalární rovnice.

částic, z nichž jedna je

dostaneme pro situaci
pro -T-ovou a y-ovou



Pi
tj.

složku celkové hybnosti soustavy:

mlul,i: mlul,f cos 0t l mzuz.lcos02 (10.37)

(x-ová složka)

a

0 : -ml u1,1sin 0l * mzuz; sín02 (10.38)

(y-ová složka).

pružné srážce se navíc zachovává i kinetická energie,

i*r'?,r: *.-p?,r * **r,3s (10.39)

(kinetická energie).

Tyto t i rovnice obsahují sedm veličin: dvě hmotnosti m1

zlrt2,t i rychlosti ul,i, l)1,f au2,f akoneČně dvaírhly il aOz.
B udeme-l i znát kterékoliv čty i z nich, určím e zbyv ající tíi
ešením soustavy rovnic (10.37) až (l0.39). Velmi častá je

situace, kdy jsou zadány obě hmotnosti, počáteční rychlost
st ely ajeden z rihlťr. V počtempak najdeme velikosti dvou
v slednl ch rychlostí a zbyvající rihel.

|(OxrnOLA 6: počáteční hybnost st ely píí srážce
na obr. 10.16 má velikost 6kg.m.s-l, .tr-ová složka
1sledné hybnosti st ely je 4kg.m.s-l a y-ová má
hodnotu -3 kg.m.s-l. Určete (a) x-ovou a (b) y-ovou
složku vysledné hybnosti terče.

pŘíxrer ro.z
Dvě částice stejnl ch hmotností, z nichžjedna je v klidu, se
pružně srazí. Ukažte, že po šikmé srážce se částice pohybují
v navzájemkolrn; ch směrech.

ŘPŠPNÍ: Problém samoz ejmě mrižeme ešitp ímopomocí
rov. (10.37), (10.38) a (10.39). Všimneme si všakještějiného,
elegantněj šího, postupu:

Obr. 10.I7a ukazlje situaci p ed srážkou i po ní, s vy-
značením vektorrj hybností obou částic. Protože platí zákon
zachování hybnosti, musí tyto t i vektory tvo it trojírhelník,
zakresleny na obr. 10.17b. (Vektor mvl,i je součtem vek-
torimv1,1 amv2;) Hmotnosti obou částic jsou stejné,takže
trojrihelník sestrojeny stejnl m zprisobem z vektor rychlosti
(obr. 10.17c) musí b t podobn trojírhelníku na obr. 10.17b.
Platí tedy

*vlr. (10.40)

Navíc platí rov, (10.39), která vypl vá ze zákona zachování
kinetické energie soustavy. Členy jm mtlžeme v této rovnici
vykrátit a dostaneme

: U2|.f + r3,r.
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Poslední rovnice ovšem p edstavuje také vztah pro délky
stran trojírhelníka na obr. 10.17c. Tento trojťrhelník je nutně
pravoírhly (rov. ( 10.41) je vlastně zápisem Pythagorovy věty).
Únel 9 mezi vektory \,t a vz; na obr. 10.17 je tedy 90".
Ově ili jsme tak hypotézu vyslovenou v zadání írlohy.

(b) (c)

Obr.10.17 P íklad 10.7. Názorn dťrkaz tvrzení, že p i pružné
šikmé srážce dvou částic stejn ch hmotností, znichžjedna je p ed
srážkou v klidu, jsou jejich vl sledné rychlosti kolmé.

pŘíxl,ap ro.t
Dva krasobrusla i smě ující ke společnému místu kluziště
se p i setkání obejmou a realinljí tak dokonale nepruž-
nou srážku. Situace p ed srážkou a po ní je znázorněna na
obr. 10.18. Aleš (hmotnost mA : 83kg) se p ed srážkou
pohyboval vl chodním směrem rychlostí ua : 6,2km/h.
Barbora (hmotnost mB : 55 kg) smě ovala na sever rych-
lostí r.,3 : J,8 km/h. Počátek soustavy sou adnic jsme zvolili
v místě, kde došlo ke srážce, volba sou adnicovych os je
zíejmá z obrázku,

(a) Jakou rychlostí V se dvojice pohybuje po srážce?

ŘBŠPXÍ: P i srážce platí zákon zachování hybnosti. Jeho
rozepsáním do složek dostaneme

mAu,\: MV cos0 (x-ová složka) (10.42)

mBuB : MV sin? (y-ová složka). (10.43)( 10.41)

p ed srážkou

,r,,.ň)' ,,/\rr,
.ďš" 

-" 

\,
vl .i



250 KApIToLA l0 sRÁžKy

PIatí M - mA * ms. Vydělíme-li rov. (10,43) rov. (10.42),

pak

raQ -.b" -

Odtud

mBuB _ (55 kg)(7,8 km.h-l)
mAl)A (83kg)(6,2km.h-1)

:0.834.

0 :39.8" 
= 40o.

Z rov. (10.43) dostaneme

(Odpověd)

mBuB
l/ 

-

(55 kg) (7,8 km.h-l)
' M stn? (83 kg + 55 kg) sin 39,8o

: 4,86km.h-l : 4,9 km.h-l. (Odpověd)

(b) Jakou rychlostí se pohybuje těžiště soustavy p ed srážkou
apo srážce?

ŘBŠPNÍ: Tuto otázku mrižeme zodpovědět, anlž bychom
cokoli počítali. Po srážce je rychlost těžiště stejná jako rych-
lost V, vypočtená v části (a), ť, 4, 9 km.h-1 na severovychod,
pod írhlem 40" vzhledem k místní rovnoběžce. Rychlost po-
hybu těžiště není srážkou ovlivněna.

(c) Kolikrát se p i srážce zmenší kinetická energie soustavy
obou krasobrusla ri?

y (sever)

],,t - rysInlg

r
(v chod)

Obr.10.18 P íklad 10,8. Dva brusla i, Aleš (A) a Barbora (B)
(v obrázku, p edstavujícím pohled shora, jsou pro jednoduchost

znázoměni kuličkami) se setkají a pevně se spojí. Realizují tak
dokonale nepružnou srážku, po které se pohybují společnou rych-
lostí V, která svírá se směrem počáteční rychlosti Aleše rihel 0.
V obrázku je také vyznačen pohyb těžiště soustavy brusla ri a po-
loha těžiště ve vychozi situaci.

ŘEŠBXÍ, Kinetická energie p ed srážkou je

Ek,i : i*or| -f lmgu| :
: j{a: kg)(6,2km.h-ll2 + tjlrs5kg)(7,8km,h-l;2 :
: 32'7Okg.km2.h-2.

(
:ro,g

. -\ 
\"r/

\\t)r'

Kinetická energie po srážce je

irv' : J{s: kg * 55 kg)(4,86km.h-')' :
: l 630 kg . {km,h-l )2.

Hledan poměr cv je tedy

Eu,t - Er,i _
Eu.i

):
.(km.n-t;zkg

TÝ
3210

-
Km.n-,(')'

kg

h-
1O

km.

3Z
1 630kg. (

(Odpověďl

P i srážce brusla i ztratí 50 7o kinetické energie.

|(ONTnOLA 
'7: Jakby se změnil rihel0 v p íkladu 10.8

(obr. 10. 1 8), kdyby Barborabyla (a) rychlejší, (b) hmot-
nější?

RADY r xÁnnĚry
Bod 10.1: Jsou p evody jednotek vždy nutné?

Položme si otázku, zda je za všech okolností nutné p evádět

hodnoty veličin do soustavy jednotek SI.

Většinou je obvyklé vyjad ovat hodnoty fyzikálních veli-
čin v jednotkách SI: nap íklad rychlost v metrech za sekun-

du, hmotnost v kilogramech apod. Někdy však není tento

p epočet nutny. P i v počtu írhlu 6 v p íkladu 10.8a jsme si
mohli všimnout, že se jednotky vykrátily. Podobně se v p í-
kladu 10.8c vykrátily jednotky ve vyrazu pro poměr a. Ne-
bylo tedy t eba p evádět kinetickou energii na jouly. Poně-
vadž jsme si včas uvědomili, že se jednotky p i vl počtu tak
jako tak vykrátí, zristali jsme u jednotek kg.krn2.5-z.

10.6 JADERNÉ nnnKCE
A RADIOAKTIVNÍ ROZPAD

Zvláštním druhem srážekjsou jaderné reakce. Mťrže se
p i nich měnit jak identita, tak i počet interagujících čás-
tic. Všimneme si také radioaktivního rozpadu, p i kterém
se jedna částice rozpadne na dvě jiné. P i obou těchto je-
vech je sice stav soustavy ,,p ed událostí" velice odlišny od
stavu ,,po události", hybnost soustavy a její celková energie
se zachovávají. P i studiu problematiky jadernych reakcí
či radioaktivního rozpadu tedy mrižeme používat stejnych
metod jako u srážek.

Ť)áf

[\flt
š-rl l íil



pŘíxl'ap rq}.q

Radioaktivní jádro uranu 235U se samovolně rozpadne na
thorium 23115 a cv-částici (;ádro atomu helia, označované
jako a nebo {He):

z35g-+a+23|Th.

Částice alfa(mo: 4,00 u) získáp i rozpadu kinetickou ener_
gii E1.o : 4,60MeV. Jaká je kirietická energie jádra231Th
(mrn:23Iu)?
ŘBŠBXÍ, Jádro 235U bylo p ed rozpadem v klidu vzhledem
k laboratorní vztažné soustavě. Po rozpadu odletí částice cv
s kinetickou energií Ex,o a jádro 231Th se začne pohybo-
vat opačnym směrem s kinetickou energií Et,rn. Ze zákona
zachov ání hybno sti dostaneme

0:mThuThlmoDu,

tj

mThUTh: -l7laUu.
Obě strany rov. (10.44) umocníme na druhou:

))))m'rnuŤn: máUá.

(I0.44)

(10.45)

IJžitímvztahu pro kinetickou energii Ep : **r'mrižeme
rov, (10.45) p epsat ve tvaru

mrnEu,tn: t,txaEk,a.

Je tedy

Ek,Th : Ek,o!:- : (4,6oMevl ÍP) :mTh \ZJIU /
: J,97,10-2 MeV :79,J key. (Odpověd)

Kinetická energie soustavy po rozpadu je součtem hod-
not 4,60MeV (a-částice) a 0,0]97MeV (jádro thoria),
tj. 4,68MeV. Těžké jádro atomu 23ITh však nese pouh ch
I,J 7o celkové hodnoty.

pŘÍxran ltl.ts
Nejd ležitější jadernou reakcí, píi níž se uvolňuje energie
během slučování (ftze) jader, je tak zvaná d-d reakce. Její
schéma mrižeme zapsat takto:

d+d:t+P. ( l0.46)

Jednotlivé symboly v této rovnici označfiíŇzné izotopy vo-
díku. Jejich charakteristiky jsou uvedeny v následující tabul-
ce:

(a) Jak velká energie se uvolní v drisledku hmotnostního
schodku An?
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ŘBŠBXÍ: Podle rov. (8.40) je energie Q uvolněná či spo-
t ebovaná p i reakci dánavztahem Q : - L,mc2. V našem
p ípadě je Lm : wp -l mt - Lma.Ie tedy

Q : _ A,mr2 : 12ma - mp - ln)c2 -
: (2 , 2,014 10 u - 1 ,007 83 u - 3,016 05 u) .

, (931,5MeV/u) :
: (0,004 32l)(931, 5 MeV/u) :
:4,02MeV, (Odpověd)

P i v počtu jsme pro c2 použlli hodnotu 931,5 MeV/u
(vztah (8.43)).

Kladná hodnota Q Qako nap . v této loze) značí, že re-
akce je exotermická a energie uvolněná díky hmotnostnímu
schodku se p edá vznikll m částicím v podobě energie kine-
tické. Tato hodnota p edstavuje nepatrny zlomek hmotnosti
vychozích částic. Činí 0,004 32/(2 , 2.0t4I0) - 0,001,
tj. asi 0,I7o. P i endotermickych reakcích je hodnota Q
naopak záporná.Dochází p i nich k írbytku kinetické energie
interagujících částic, kteq p ispěje ke zvyšeníhmotnosti pro-
duktri reakce. Píi Q: 0 p edstavuje reakce pružnou srážku.
Hmotnost ani kinetická energie soustavy se p i ní nemění.

Obr. 10.19 P íklad 10.10. Letíci deuteron (d) narazído jiného deu-
teronu, kterl je v klidu. Dojde k jaderné reakci, p i které vznikne
proton (p) a triton (t).

(b) Uvažujme srážku dvou deuteronti, z ntchžjeden má ki-
netickou energii Ek.d : 1,50 MeV a druhy je v klidu. Dojde
k reakci popsané rov. (10.46). Proton vznikl p i reakci se
pohybuje ve směru kolmém k počáteční rychlosti prvního
deuteronu a má kinetickou energii 3,39MeV (obr. 10.19).
Určete kinetickou energii tritonu.

ŘBŠnXÍ: Energie Q uvolněná p i reakci díky hmotnost-
nímu schodku p ispěje ke zv; šení kinetické energie soustavy.
Platí tedy

Q: LEu - Et,p -| Et,t - Et,a,

Hodnotu Q jsme jížurčili v části (a) této íllohy. Zp edchozího
vztahu vyjád íme kinetickou energii tritonu E1.1:

Ek1: Q+ ro,o - Ek,p:
: (4,02MeV * 1,50MeV - 3,39 MeV) :
:2,I3 MeV. (Odpověd)

SYMBoLY JMENo HMoTNoST

proton mp:I,007 83u
deuteron ma:2,014I}u
triton ll?t - 3,016 05 u

plH
d2H
t3H
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(c) Jak rihel svírá směr pohybu tritonu se směrem pohybu
prvního deuteronu (obr. 10.19)?

ŘEŠPXÍ, P i reakci popsané rov. (10.46) platí samoz ejmě
t zákon zachování hybnosti. Ten jsme však dosud nepoužili.
p ivede nás ke dvěma skalárním rovnicím

lŤL4lJ6 : mplCoS {p (x_ová složka), (10,47)

0 : mpup * mplsín9 (y-ová složka). (10.48)

Zrov. (10.48) plyne

S použitím vztahl pro kinetickou energii (Et : }.*r')
mrižeme hybnost mu vyjádítt ve tvaru JTwE; a p epsat

rov. (10.49) takto:

(1,01 u)(3,39 MeV) : -0,730,

(Odpověd)

(3,02l)(2,I3 MeV)

. lzlnDo
Sll1 {P :

líltUt
(10.49)

mpEu,p

mtEk.t

pŘnHrpD & sHRNuTí
Srdžky
Srážkou rozumíme děj, p i němž na sebe dvě tělesa (p íp. i více
těles) p sobí po krátkou dobu značn mi silami. Tyto síly jsou
vnit ními silami soustavy těles, která se írčastní srážky. Byvají
mnohem větší než síly vnější, které mohou během srážky na
soustavu rovněž prisobit. Zákon zachov ání hybnosti a zákon za-

chování energie soustavy tvo ené oběma tělesy umožňují p ed-

povědět v sledek srážky na zákJadě porovnání těchto veličin
bezprost edně p ed srážkou a bezprost edně po ní. Mohou také
napomoci k pochopení podstaty interakčních sil, jimiž na sebe

tělesa během srážky prisobí.

Impulz síly a hybnost
z ďruhého Newtonova zákona lze odvodit vztah mezi změnou
hybnosti částice a impulzem vyslednice sil, které na ni prisobí

pf - Pi: Lp:J, (10.4)

kde pr - pi : Ap je změna hybnosti částice a J je impulz
vyslednice sil F(r)

ftf
J: l FG) dt. (10.3)

J,;

Označíme-li pro p ípad srážky probíhající v ose.r symbolem F
prriměrnou hodnotu síly F,(r) v časovém intervalu Ar mě eném
od okamžiku í1 do okamžiku /1, dostanemeyztah

J :F A,t. (10.8)

Prriměrná síla p sobící na pevné těleso p i dopadu částic o hmot-
nosti ru a rychlosti u , jejichž tok j e ustáleny, je dána vztahem

kde LmlA,r je hmotnostní tok dopadajících částic. Pokud se

částice p i srážce zastaví,je t eba dosadit do vztahri (10.10)

a (10.13) hodnotu Au : -u. Jestliže se pružně odrazí,je Au :
.)",

Pružná p ímd srdžka
P t pružné srážce se zachovává celková kinetická energie sou-

stavy těles írčastnících se srážky. P i pružné p ímé srážce dvou
těles, p i níž je některé z nich p ed srážkou v klidu (st ela 1

narazí do tzv. pevného terče 2), vedou zákony zachováníhyb-
nosti a kinetické energie soustavy k následujícím vztahrim pro

vl sledné rychlosti těles:

m7-m2
lrl,i: , Ul,r

ml+m2

2mt
l"z,,t: , Ut,r.

mlŤm2

Index (i) označuje hodnoty veličin p ed srážkou, index (f) odpo-
vídá situaci po srážce. Jsou-li p ed srážkou v pohybu obě tělesa,
jsou jejich rychlosti bezprost edně po srážce dány vztahy

(10.18t

(10.19 i

(10.28)

(I0.29)

ml- m2 2mz
t i,i : , L 1,1 -i -------|- u2,1

ml+m2 m|+m2

2mt m2 - ml
D'l t : Ut ; -| 

-D'l 

;.mtlmz mt*mz

F:-*or--!_mLu,
kde zlomek n l Ll p edstavuje počet částic, které na těleso dopad-
nou za každou sekundu, a Au je zménarychlosti každé z těchto
částic píí srážce. Pruměrnou sílu mrižeme také vyjád it ve tvaru

LmF-- A, Ar,

P ímd nepružná srdžka
Píi nepružné sróžce se již celková kinetická energie soustavy tě-

les nezacho v áv á. Zákon zachov ání hybno sti s ou stavy vš ak platí.
Pokud tělesap i srážce splynou, jedná se o dokonale nepružnou
srážku. Tento p ípad odpovídá největšímu p ípustnému poklesu
kinetické energie soustavy (ze všech možností pr běhu nepružné
srážky se stejnl mi vychozími podmínkami). (Kinetická energie
soustavy nemusí však klesnout až k nulové hodnotě,) P i p ímé

(10.10)

(10.13)

Q : -46,9' .
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dokonalenePruŽnó sráŽce stelyorychlosti u spevn; mterčem p edpokladl,že jesrážkadokonale nepružná. Vtomtopípadě
vYPlYvá vztah Pro sPoleČnou rychlost V obou těles po srážce máme totiž k dispozici driležit írdaj o pohybovém stavu těles po
P Ímo ze zákona zachování hybnosti: srážce,..tělesa se pohybují stejnou rychlostí. Snadno pak určíme

i energiovou ztráil, k níž p i srážce došlo, V ostatních p ípa-
t7t11) : (*t + m)V . (10.34) dech samoz ejmé zákon zachování hybnosti a zákon zachování

celkové energie soustavy (nikoli tedy jen kinetické) také platí.
Pokud se p ed srážkou pohybují obě tělesa, mázákonzachování Neznáme_li však mechanismus srážky, nem žeme o energiové
hybnosti tvar bilanci p edem íci nic bližšího. k vy ešení írlohy proto pot e-

bujeme další írdaje, nap íklad směr rychlosti některóho z těles
mtut * m2u2 - (ml + m)V. (10.36) po srážce.

pohyb těžiště
Pohyb těžiště soustavy těles není jejich srážkou nijak ovlivněn,
ať již jde o srážku pružnou, či nepružnou. V p ípadě uzavíené
izolované soustavy je rychlost jejího těžiště konstantní a platí
pro ni

P mlul,i l m2u2,i

m1-1mz mt l mz
mllr r*moDlr

mllmz
(10.30)

Š**a srdžky
P i šikmé srážce se hybnost soustavy opět zachovává. Tento-
krát však zákon zachování hybnosti vede ke dvěma skalárním
rovnicím: pro x-ovou a y-ovou složku vektoru hybnosti. Je-
jich ešením m žeme získat rychlosti těles po srážce pouze za

Jaderné reakce a radioaktivní rozpad
Píi jaderné reakci nebo radioaktivním rozpadujader se zacho-
vává hybnost a celková energie soustavy. Proto i tyto děje adíme
do kategorie srážek. Jejich zvláštnost však spočívá v tom, že se
p i nich m že měnit hmotnost soustavy i identita samotnych
částic. Zméné celkové hmotnosti soustavy o hodnotu Lm odpo-
vídá energiovy ekvivalent L,mc2. Odpovídající zména celkové
energie soustavy je tedy dánavztahem

Q: -Lmc2_

Je-li hodnota Q kladná, jedná se o tzv. exotermickou reakci.
Energie Q, odpovídající hmotnostnímu schodku L,m, se projeví
p ír stkem vysledné kinetické energie částic. P i záporné hod-
noté Q jde o reakci endotermickou. Kinetická energie částic
p i ní klesá ve prospěch energie odpovídající zvyšení celkové
hmotnosti soustavy,

orÁzKy
1. Na obr. 10.20 jsou znázorněny tň grafy časové závislosti síly,
která prisobila na jisté těleso p i srážce. Se adte je sestupně podle
velikosti impulzu síly.

2, OblI}.2I ukazuje náraz golfového míčku do kmene stro-
mu, viděny z nadhledu. P edpokládejme, že se velikost rychlosti
míče p i srážce nemění. P i nátazu prisobí kmen na míček si-
lou F, odpovídající zména hybnosti míčku je Ap. Jak se zméní
následující veličiny, bude-li íhel 0 větší? (P edpokládejte, že
dobatrvánísrážky z stane stejná.) (a A,p,,(b) Apy,(c) velikost
vektoru Ap, (d) F,, (e) Fy a (ť) velikost síly F?

3. V následující tabulce jsou uvedeny hmotnosti (v kilogra-
mech) a rychlosti (v metrech za sekundu) dvou částic z obr. I0.9.

ve t ech riznych situacích. Ve kterych znichje těžiště soustavy
v klidu?

SrruecB mI u1

a

b
C

4. (a) Jak se zméní vyška vystupu koule I zp .10.3 po odrazu,
zvyší-h se hmotnost koule 2? Do jaké v šky vystoupí po odrazu
(b) koule 1, resp. (c) koule 2, je-It m7 : m2?

5. Dvě tělesa pohybující se podél osy -T se pružně srazí. Grafy
na obr. I0.22 p edstavují časové závislosti jejich poloh a polohy

m2

234_3
623-4
434_3

Obr.10.21 Otázka2

F, F* F,| +roPT 
l'"Fl l! ,"*--*_,6to 3to l2to-

(a) (b) (c)
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těžiště soustavy. Z grafu vyčtěte následující informace: (a) Je
některé z těles p ed srážkou v klidu? Ktery z grafri p ísluší poloze

těžiště soustavy (b) p ed srážkou a (c) po srážce? (d) Rozhodněte,
zda hmotnost tělesa, které bylo p ed srážkou rychlejší, je větší,
menší, nebo stejná jako hmotnost druhého tělesa.

x

Obr.10.22 Otázka5

6. Na obr. 10.23 jsou grafy časové závislosti poloh dvou těles

i polohy těžiště soustavy v p ípadě p ímé srážky. Zjistéte,ktery
z nich odpovídá pohybu (a) rychlejšího tělesa p ed srážkou,
(b) těžiště soustavy p ed srážkou a (c) po srážce, (d) každého
z těles po srážce. (e) Rozhodněte, zda hmotnost tělesa, jehož

rychlost p ed srážkou byla vyšší, je větší, menší, nebo stejná
j ako hmotnostdruhého tělesa

Obr. 10.23 Otázka 6

7. Na obr.70.24 jsou čty i Ňzné situace p i srážce t í stejn ch
kostek, které se pohybují po dokonale hladké vodorovnó podlož-
ce. P i srážkách (I) a (2) jsou dvě z kostek slepeny. Rychlost v,

kteráje v obrázku vyznačena, je ve všech p ípadech stejná. Se-

adle jednotlivé situace sestupně podle (a) velikosti celkové hyb-
nosti soustavy po srážce, (b) velikosti vysledné rychlosti kostky,
která je nejdále vpravo.

a kostka G vlevo. Velikost rychlosti každé z nich je u : 3 m.s-l .

Zbyvající kostky jsou v klidu. Dojde k sérii pružnych srážek.

Určete vektory rychlosti všech kostek po poslední srážce.

Kostky A a B na obr. 10.26 se pohybují po dokonale hladké
podložce ve vyznačenych směrech. Velikosti jejich hybností jsoLl

9kg.m.s l (kostka A) a4kg.m.s-1 (kostka B),(a) Určete směr

pohybu těžiště soustavy. (b) P edpokládejme, že se obě kostkr
pít srážce pevně spojí. Jak m směrem se bude pohybovat takto

vzniklé těleso po srážce? (c) Experiment ukázal, že se těleso A
pohybuje po srážce vlevo, Rozhodněte, zdajejeho hybnost větší.

menší, nebo stejná jako hybnost tělesa B.

povrch T;l l-rl,|,-|ll

Obr.10.26 Otázka9

Na obr. 10.27 jsou čty i graíy znázortující časové závislosti
polohy dvou těles pohybujících se podél osy x a časovou zár,is-
lost polohy těžiště jejich soustavy. Tělesa se dokonale nepružně
srazí. Pro p ípad grafu (1) zjistěte, zda se (a) obě tělesa a (b) tč-

žiště soustavy pohybují v kladném, či zápomém směru os\, -\

(c) Které z graf p edstavují fyzikálně nep ípustnou situacil)

ir
W
l,{!

(1)

x
lMlfV,

(3)

Obr.10.27

(4)

Otázka l0

fl .' l-Tl
(2)

t

Obr.10.24 Otázka7

8. Obr. 10.25 zachycuje sedm kostek na dokonale hladké vo-
dorovné podložce. Kostky A a B se zpočátku pohybují vpravo

-,-*> + <_
ABCDEFG

Obr.10.25 Otázka8

i...-..i.til.i:i.ii,.:..._l1.1, ;:..;:..l--*.=: =-= _,

(a) p ed srážkou (Ď) po srážce

Obr.10.28 Otázka 12 a(lloha3]

11. Těleso Q s hybností pq : (2i - 3) kg.m.s-lse dokonale

J



nepružně srazí s tělesem R, jehož hybnost je pn : (8r. +
+ 3j) kg.m.s-l. Určete směr pohybu obou těles po srážce.

12. Yyzkoušejme si následující pokus: vezmeme postupně te-
nisovy míček a basketbalov míč akaždy z nich upustíme na
tvrdou podlahu p ibližně z q šky ramen. Míče se odrazí a vy-
skočí obecně do rtnnych q šek. Poté uspo ádáme pokus tak, že
tenisovl míček vypustíme za basketbalov; m míčem s mall m

ODST. 10.2 Impulz síly a hybnost

lC. Hybnost automobilu o hmotnosti 1 500 kg vzrostla během
12 s o 9,0.103 kg.m.s-1 . (a) Zap edpokladu, že urychlující síla
je konstantní, určete její velikost. (b) Určete p írristek rychlosti
automobilu.

2C. Kulečníkové tágo ude í do stojící koule pruměrnou silou
o velikosti 50N, Úder trvá 10ms. Jakou rychlost koule získá,
je-li její hmotnost 0,20 kg?

3C. V robce automobilri testuje odolnost novych vozri p i ná-
razu pomocí tzv. bariérovl ch zkoušek. P i jedné z nich nara-
zil automobil o hmotnosti 2 300kg do mostního pilí e rychlostí
15 m.s-la zastavil se za 0,56s. P edpokládejme, že pŤi nárazu
prisobila konstantní síla. Jaká byla její velikost?

4c. Míč o hmotnosti m narazllkolmo do zdi rychlostí v a odrazil
se zpět stejně velkou rychlostí. (a) určete prriměrnou sílu, kterou
stěna prisobila na míč, trval-li náraz po dobu Ar. (b) Pro číseln1
v počet použijte hodnoty m : 1408, u - 7,8 m.s-l a A,t :
: 3,8 ms.

5C. Nadhazovač hodil baseballoq míč rychlostí 40m.s-1.
Pálka jej odehráI zpět p esně v opačném směru rychlostí
60m.s-1. Určete prriměrnou sílu, jíž prisobila pálka na míč,
trva|-|i rider 5,0 ms.

6C. Jako sedmnáctiiety ohromoval artista Henri LaMothe di-
váky skoky z v šky 12m do vody hluboké pouh; ch 30cm
(obr. 10.29).Zapíedpokladu, že se jeho pád zastavll právě u dna
vodní nádrže, vypočtěte pr měrnou brzdnou sílu, která na artistu
o hmotnosti 73 kg ve vodě prisobila.

7C. Y noru 1955 byla zaznamenána pozoruhodná událost:
jistómu parašutistovi se po seskoku z v šky 366m nepoda ilo
otev ít padák. Naštěstí spadl do sněhu, a tak byla jeho zranění
jen nepatrná. P edpokládejme, že velikost jeho rychlosti měla
bezprost edně p ed dopadem hodnotu 56 m.s-1, jeho hmotnost
činila 85 kg a velikost největší brzdné síly, kterou mriže člověk
p ežít, je I,2.105 N. Určete nejmenší tloušťku sněhové pokr}vky,
v níž tehdy let parašutisty tak šťastně skončil.

8c. p i srážcetrvajícíZ] msprisobila na ocelovou kouli o hmot-
nosti 0,40kg a rychlosti 14m.s-lstálá síla o velikosti 1200N.
Určete vl slednou rychlost koule, prisobila-li síla p ímo proti
směru jejího pohybu.
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časovym odstupem, avšak p esně nad ním (obr. 10.28a). V sle-
dek pokusu bude zcela jiny než v p edchozím p ípadě , možná
na první pohled poněkud p ekvapiv1 . (a) Rozhodněte, zda v; ška
vystupu basketbalového míče bude ve srovnání s vysledkemprv-
ního pokusu větší, nebo menší (obr. 10.28b). (b) Rozhodněte,zda
vly'ška, do které po odrazu vystoupí tenisovy míč, p evyší součet
v šek vystupu obou míčri po samostatn; ch odrazech (riloha 37).

Obr.10.29 Cvičení 6

9C. Medicinbal o hmotnosti l,2kg dopadne kolmo na pod-
lahu rychlostí 25 m.s-la odrazí se v opačném směru rychlostí
10m.s-1. (a) Vypočtěte impulz síIy, která na míč p i odrazu
prisobila. (b) Za p edpokladu, že míč byl s podlahou v kontaktu
0,020 s, určete prriměrnou sílu plisobící na míč během srážky,

10C. Hráč golfu odpálí míček rychlostí o velikosti 50 m.s- 1 pod
elevačním rihlem 30'. P edpokládejme, že mičmá hmotnost 46 g
a je v kontaktu s golfovou holí po dobu 1,7 ms. Určete (a) impulz
síly, kterou p i írderu prisobí h l na míček, (b) imputz síly, která
p sobí na golfovou hril, (c) pruměrnou sílu prisobící na míček
a (d) práci, kterou vykonala síla prisobící na míček.

1lÚ. Automobil o hmotnosti 1 400 kg jede na sever (kladn
směr osy y) rychlostí 5,3 m.s-1. Po prujezdu pravorihlou pravo-
točivou zatáčkol (do kladného směru osy x), ktery trval 4,6 s,
ztratííidlč na okamžik pozornost, yiznarazido stromu azastaví
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se za 350 ms. Pomocí jednotkov ch vektoru kartézské soustavy
sou adnic zapište vektor impulzu síly, která prisobila na viz
(a) p i zatáčení, (b) p i srážce, Jaká je velikost prťrměrné síly
pťrsobící na v z (c) pň zatáčení a (d) p i srážce? (e) Jak hel
svírá pr měrná síla vypočtená v části (c) s kladnym směrem
osy x?

rZÚ. Vetitost síly, která prisobí na těleso o hmotnosti 10kg,
rovnoměrně vzroste za 4,0 s z nulové hodnoty na hodnotu 50 N.
Jakou rychlostí se těleso pohybuje na konci tohoto časového
intervalu, bylo-li zpočátku v klidu?

13Ú. P i st elbě z brokovnice do terče p ipevněného k nepo-

hyblivé stěně dopadána stěnu 10 brokri za sekundu. Brok má

hmotnost 2,0 g ado stěny narazírychlostí 500 m.s-l. (a) Jaká je
jeho hybnost a (b) kinetická energie? Určete velikost pruměrné

síly, jíž prisobí na zeď (c) jednotliv brok, (d) proud brokri. P ed-

pokládáme, že srážka každého broku se zdí trvá 0,6 ms. Proč se
hodnoty ziskané v částech (c) a (d) tak v razně liší?

14Ú. P i st elbě ze samopalu používaného p i natáóení filmri
vyletují kulky o hmotnosti 50,0 g rychlostí 1 000 m,s-1 . Herec
dokážena samopal prisobit silou o velikosti nejv še 180 N. Kolik
ían za minutu mriže vypálit, aby samopal ještě udržel?

tSÚ. r'lmového Supermana nelze zastíelit. Všechny st ely se

totiž od jeho hrudi odrazí (obr. 10.30). P edpokládejme, že zlo-
činec vyst elí na Supermana 100 ran za minutu. Každákulka má
hmotnost 3 g aletírychlostí 500 m.s-1. Od Supermana se odráží
zpět stejně velkou rychlostí. Jakou pruměrnou silou prisobí tok
kulek na Supermanovu hrud?

16Ú. P i mohutné bou i dopadají na zem kroupy o pruměru

1,0 cm rychlostí 25 m.s-1. Lze odhadnout, že v krychlovém me-
tru vzduchu je asi 120 krup. (a) Jakou hmotnost má jedna kroupa
(hustota 0,92 glcm3)? (b) Jakou pruměrnou silou prisobí krupo-
bití na vodorovn terén o obsahu 10 m x 20m? P edpokládáme,
že se kroupy po dopadu neodrážejí.

17Ú. Voda proudí kolem nepohyblivé turbínové lopatky ve

tvaru misky podle obr. 10.31.Počátečnírychlost vodního proudu

je v a vysledná -v (obr. 10.31). Hmotnostní prutok vody je
pr. kg/min. Jakou silou p sobí voda na lopatku?

lopatka
turbíny

19U. Na obr, 10.32 je p ibližn prriběh časové závislosti sí11.

která prisobila na tenisov míček o hmotnosti 58 g p ijeho nárazu

do zdi. Míček dopadl na zeďko\mo rychlostí 34m,s-l a odrazil
se p esně opačnl m směrem se stejně velkou rychlostí. Určete
největší hodnotu velikosti síly .F-u^, která p i této srážce na

míček p sobila.

F.''u

čas (ms)

obr.10.32 Úloha t9

ZOÚ. Uiret o hmotnosti 150 g narazí na stěnu rychlostí
5,2m.s-la odrazí se v opačném směru. Jeho kinetická energie
se p i odrazu zmenší na polovinu. (a) Vypočtěte rychlost míčku
bezprost edně po odrazu. (b) Určete velikost impulzu síly, kterou

,- proud vody

...:-:,...-,...,-"! v z
a-v "{l-

Obr.10.31 Útot u t;

18Ú. Voda proudí zhadice p ímo proti zdi. Určete prriměrnou

sílu, kterou prisobí vodní proud nazeď,vytéká-li zhadice každou

sekundu 300 cm3 vody rychlostí 5,0 m.s-l . P edpokládáme, že

voda se od zdi neodráží. Jeden krychlo1 centimetr vody má

hmotnost 1,0 g.

Obr.10.30 Uloha 15



prisobil míček na stěnu. (c) Určete velikost pruměrné síly, kterou
ptisobil míček na stěnu, trvala-li stážka 7,6 ms.

21Ú. Na obr. 10.33 je míček, ktery narazLl do podlahy rychlostí
o velikosti 6,0m.s-lpod rihlem 0 : 30'. Po odrazu měl rníček
stejně velkou rychlost, která svírala s podlahou hel 30". Srážka
trvala 10 ms. (a) Vypočtěte impulz síly, která p i srážce p sobila
na míček. (b) Jakou pr měrnou silou prisobil míček na podlahu?
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obr.10.34 Úloha z5

obletí planetu a vrací se zpět v protisměru (gravitační prak).
Určete vyslednou rychlost lodi vzhledem ke Slunci. P edpoklá-
dáme, že u :12km.s 1 aV : 13km.s-1 (oběžná rychlost
Jupitera). Hmotnost Jupitera je mnohem větší než hmotnost kos-
mické lodi, M )) m.

z
q

\ .. .r'ď,
ďt"""., ."

obr.10.33 Úloha2t

22Ú. Automaticky íízenákosmická sonda o hmotnosti 2 500 kg
letí stálou rychlostí o velikosti 300m.s-1. V jistém okamžiku
se zažehnou raketové motory, které mají tah 3 000 N. Zážeh
trvá 65,0 s. (a) IJrčete změnu hybnosti sondy, smě uje-li tahová
síla motoru vp ed, vzad nebo kolmo k okamžitému směru po-
hybu. (b) Pro každy z těchto p ípad určete odpovídající změnu
kinetické energie sondy. P edpokládáme,žehmotnost paliva spo-
t ebovaného p i tomto kťátkém zážehu je zanedb atelná vzhledem
k hmotnosti sondy.

ZSÚ. rOteso o hmotn ostt m se pohybuje po p ímce počáteční
rychlostí v. Vlivem síly, která na těleso po jistou dobu p sobí ve
směru jeho pohybu, se jeho rychlost mění. Vyslednou rychlost
označme u a odpovídající impulz prisobící síly J. Ukažte, že
práce vykonaná touto silou za uvedenou dobuje dána vztahem
W:+J@*u).
24Ú. Po íízeném vybuchu nálože ve speciálních spojovacích
šroubech se kosmická loď rozdéIí na dvě části o hmotnostech
1 200 kg a 1 800 kg. Obě části na sebe tedy po jistou dobu silově
prisobí. Odpovídající velikost impulzu každé z interakčních sil
je 300 N.s. Jakou vzájemnou rychlostí se od sebe oddělené části
vzdalují?

2SÚ. Na obr. 10.34 je graf časové závislosti síly, která prisobila
p i odpálení kriketového míčku o hmotnosti 0,5 kg. P ed derem
byl míček v klidu. Jakou měl míček rychlost bezprost edně poté,
co velikost síly klesla k nulové hodnotě?

26Ú. Fotbalista odkopne míč o hmotnosti0,45kg, ktery Iežína
zemi. Noha fotbalisty je s míčem v kontaktu po dobu 3,0.10 3 s

a časová závislost síly prisobící na míč mátvar

F(t) : [(6,0 . t06;l - (2,0 . 109)/2]N

pro 0 S r S 3,0.10-3s. Čas r je mě en v sekundách. Určete
velikosti následujících vektorri: (a) impulz síly, která prisobila
na míč, (b) prriměrnou a (c) maximální sílu, kterou p i vl kopu
p sobila na míč noha fotbalisty, (d) rychlost míče těsně po vy-
kopu.

27Ú. Kosmická loď Voyager 2 (hmotnos t m arychlost y vzlrle-
dem ke Slunci) se p ibližuje k planetě Jupiter (hmotnost M
a rychlost V vzhledem ke Slunci), jak ukazuje obr. 10.35. Loď

lTL w*ffil*--+
v

obr.10.35 Úrcnazl

ODST. 10.3 Pružné p ímé srážky

28C. Kostky na obr. 10.36 kloužou po dokonale hladké pod-
ložce. (a) Určete rychlost levó kostky po srážce. (b) Je srážka
pružná? (c) P edpokládejme nyní,že rychlost pravé kostky p ed
srážkou má opačny směr než na prvním obrázku. Je možné, aby
v takovém p ípadě měla rychlost v levó kostky směr vyznačeny
na druhém obrázku, znázoríujícím situaci po srážce?

v .M

1

5,5 m.S-'
------+

2,5 m.s-1

-.->

p ed srážkou

4,9 m.s-1

----}

po srážce

Obr.10.36 Cvičení 28

29C. Do mouchy vznášející se stále nad tímtéž místem zem-
skóho povrchu narazírozzuíeny slon rychlostí2,I m.s*l. Jakou
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rychlostí se moucha odrazi, je-Ii sr ážka pružná? V tomto p ípadě
je st ela (slon) mnohem téžšinež terč (moucha).

30C. Elektron se srazí s atomem vodíku, kter byl zpočátku

v klidu. Srážka je p ímá a pružná. Kolik procent p vodní kine-
tické energie elektronu získá atom? Atom vodíku má 1840krát

větší hmotnost než elektron.

3"1,C. Yoziček o hmotnosti 340 g se pohybuje na vzduchové la-

vici (pohyb bez tíení) rychlostí 1,2 m.s-l. Pružně narazí do dru-

hóho vozíčku, kter} je zpočátku v klidu. Po srážce se první vozí-
čekpohybuje pťrvodním směremrychlostí 0,66 m,s-1. (a) Určete

hmotnostdruhého vozíčku a (b) jeho rychlostposrážce,(c) Jakou

rychlostí se pohybuje těžiště soustavy dvou vozíčkri?

32C. Částice a (hmotnost 4 u) se srazí s jádrem atomu zlata
(hmotnost 197 u), které bylo p ed srážkou v klidu. Srážka je

p ímá apružná, Určete zttátu kinetické energie cv-částice v pro-

centech.

33C. St ela o hmotnosti 2 kg narazí do klidného terče a po

pružné srážce se pohybuje v pťrvodním směru čtvrtinovou rych-

lostí. (a) Určete hmotnost terče. (b) Jakou rychlostí se pohy-

buje těžiště soustavy, má-li počáteční rychlost st ely velikost
4,0m.s-1?

34Ú. Ocelová koule o hmotnosti 0,500 kg je upevnéna na zá-

věsu délky 70,0 cm. Kouli vychl líme tak, aby byl napjat závés

vodorovny, a uvolníme (obr. 10.37). V nejnižším bodě své dráhy

narazíkoule na ocelovy hranol o hmotnostt2,Skg, spočívající na

dokonale hladké vodorovné podložce. Srážka je pružná. Určete
(a) rychlost koule i (b) rychlost hranolu těsně po srážce.

menší než vl ška á.) Velky míč se nejprve odrazí od podlahy

a potom narazí do míčku. Obě srážky jsou pružné. (a) P i jakém

poměru m l M se vel mič M po druhó srážce zastaví? (Řešení

pňbližně vyhovuje dvojici míčri z otázky 12.) (b) Do jaké v šky
pak vystoupí menší míč?

SSÚ. rvaar o hmotnostt m1 Ieží v klidu na dlouhém, doko-

nale hladkém stole, jehožjeden konec je zap en o stěnu. Druhy
kvádr o hmotnosti m2 umistíme mezí kvádr zt 1 a stěnu a udě-

líme mu rychlost y2,i směrem km1 (obr.10.38), Nejprve nastane

srážka obou kvádr a pak natazi kvádr m2 do stěny. Obě srážky
jsou pružné. P i jakó hodnotě poměru mzlmt budou vysledné

rychlosti obou kvádru stejné? Stěnu považujeme za téžky terč
(hmotnost kvádru je ve srovnání s její hmotností zaneďbatelná).

Obr.10.38 Uloha 38

39Ú. Na vzduchové lavici stojí vozíček (terč) o hmotnosti
m2 : 350 g ve vzdálenosti d : 53 cm od konce lavice. Druh1

vozíček (st ela) o hmotnostiml - 590 g narazído terče rychlostí
lul.i : -75 cm,s-l(obr. 10.39). Terč se dá do pohybu a odrazí

se od krátké pružiny uchycené na konci lavice. Dožene st elu

anarazído ní, Všechny srážky jsou pružné. Určete, v jaké vzdá-

lenosti od konce lavice dojde k druhé srážce terče se st elou.

v2.i

a-;;-),|,|

Obr.10.37 Úlot",a 3+

35Ú. Proudčástic dopadána misku digitální váhy zv šky 3,5 m.

Srážky částic s miskou jsou pružné akaždá částice se odrazízpět
se stejně velkou rychlostí. Zjistěte, jak daj váha ukazuje, má-li
každá částice hmotnost 110g a dopadne-li na misku zakaždou
sekundu 42 částic. P edpokládáme, že po odrazu jlžčástice zpét
na misku nedopadají.

SOÚ" Ově titanové koule se pohybují proti sobě stejně velk mi
rychlostmi a srazí se. Srážka je píimá a prlžná. Po srážce se
jedna z koulí, jejíž hmotnost je 300 g, zastaví. (a) Jaká je hmot-
nost druhé koule? (b) Určete rychlost těžiště soustavy, měla-li
velikost rychlosti koulí p ed srážkou hodnotu 2,0 m.s-1.

szú. uírek o hmotnosti n umístíme těsně nad větší míč
o hmotnosti M (obr,10.28a). Oba míče současně volně pustíme
z v šky ň. (P edpokládáme, že jejich poloměry jsou mnohem

Obr.10.39 Uloha 39

ODST. 10.4 Nepružné p ímé srážky

40C. Současnáp edstavao vznikukráteru v Arizoně (obr. 10.1a)
je taková, žebylzprisoben dopadem meteoritu asi p ed 20 000le-
ty. Hmotnost meteoritu se odhaduje na 5.1010 kg a jeho rychlost
p ed dopadem na ] 200m.s-l. Určete rychlost, kterou by Země
zatéchto podmínek získala p i p ímé srážce.

41C. Krabice o hmotnosti 6 kg klouže po ledě rychlostí 9,0 m/s.

Balík o hmotnosti l2kg padá volnym pádem a spadne p ímo do
krabice. Určete vyslednou rychlost krabice s balíkem.

42C. Kulka o hmotnosti 5,20 g letí vodorovně rychlo stí6]2 mls.
Narazí do d evěného kvádru o hmotnosti 700 g, ktery spočívá
na dokonale hladké podlaze. Po prriletu kvádrem se velikost
rychlosti kulky zmenší na hodnotu 428 m.s- 1 

. Určete (a) rychlost
kvádru po srážce a (b) rychlost těžiště soustavy.

43C. Tělesa A a B o stejn ch hmotnostech 2,0 kg se pohybují
rychlostmi ve : 15i+ 30j A,vg: -10i+ 5,0j asrazí se. Rych-
lost tělesa A po srážce je v'p : -5,0i +20j. Všechny rychlosti

|-d vI,i.(Í-
m1



jsou zadány v metrech za sekundu. (a) Jakou rychlost má po
srážce těleso B? (b) Určete změnu kinetické energie soustavy,
k níž p t srážce došlo.

44C. Kulka o hmotnosti 10 g narazí do balistického kyvadla
o hmotnosti 2kg a uvázne v něm. Kyvadlo vystoupí do v š-
ky lZcm. Vypočtěte počáteční rychlost kulky.

45C. Kulka o hmotnosti 4,5 g je vyst elena vodorovně a narazí
do d evěného kvádru o hmotností Z,4kg, kter Ieží na vodo-
rovné podložce. Koeficient dynamického t ení mezi kvádrem
a podložkou je 0,20, Kulka v kvádru uvázne a ten se zastaví
ve vzdálenosti 1,8 m od své pťrvodní polohy. (a) Jakou rychlostí
se kvádr pohybuje v okamžiku, kdy se kulka vzhledem k němu
zastaví? (b) Jaká je počáteční rychlost kulky?

46C. Dvě kostky o hmotnostech 5,0 kg a 10 kg se pohybují stej-
nym směrem rychlostmi 3,0 m.s-la 2,0 m.s-1. Dojde ke srážce,
po níž hmotnější kostka pokračuje v pohybu v privodním směru,
avšak rychlostí 2,5 m.s-1. (a) Jakou rychlostí se těsně po srážce
pohybuje móně hmotná kostka? (b) Zjistěte, k jaké energiové
ztrátě p i srážce došlo. (c) Rozhodněte, jak by se změnila od-
pověď na otázku (b), kdyby se hmotnější kostka pohybovala po
srážce rychlostí 4,0 m.s-l, a (d) v sledek zdrivodněte,

47Ú. Dvaautomobily A a B pííjížďějíke k ižovatce a snaží se na
zledovatělé silnici zabrzdít. Oba se dostanou do smyku se zablo-
kovan mi koly. Hmotnosti vozri jsou 1 100kg (A) aI400 kg (B).
Koeficient dynamického t ení mezizablokovan mi koly a silnicí
je v obou p ípadech 0,13. Vozu A se těsně p ed k ižovatkou po-
da í zastavit. Vriz B, ktery jede za ním, však jlž zabrzdít nestačí
a dojde k nárazu, Automobil A znovu zastaví ve vzdálenosti
8,2m od místa srážky, vriz B urazí ještě 6,1m. (obr. 10.40).
(a) Určete rychlosti automobilri bezprost edně po srážce. (b) Po-
mocí zákona zachování hybnosti zjistěte rychlost, kterou vriz B
narazil do A, Je možné mít v tomto p ípadě pochybnost o plat-
no s ti zákon a zachov ání hybno sti ? Zdrivodněte.

p ed srážkou

F-6,1ml"w
lffi_á_

Obr. 10.40 Uloha 4'l

48Ú. Závaží o hmotnosti 3000kg dopadne z v šky 6,0m na
pilot o hmotnosti 500 kg a zarazíjej 3,0 cm do skály. Srážka je
dokonale nepružná. Určete prriměrnou velikost odporové síly,
kterou na pilot prisobí skála po dobu, než se jeho pohyb zcela
zastaví.

49Ú. Na dokonale htadké vodorovné podložce Ieží dvě kostky
o hmotnostechm a2m.Jsouumístěny těsně vedle konc stlačené

(b)
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vodorovné pružiny a p idržovány zarážkami, aby se pružina ne-
mohla uvolnit. Potenciální energie stlačené pružiny je 60 J. V ur-
čitém okamžiku zarážky odstraníme. Určete kinetickou energii
každé z kostek v okamžiku, kdy ztratí kontakt s pružinou (pružina
je v té chvíli v nenapjatém stavu).

Sl-;il" Na dokonale hladké vodorovné podlaze |eží dvě kostky
o hmotnostech 1,20kg a 1,80kg. Kulka o hmotnosti 3,509
je vyst elena ve vodorovném směru a zasáhne první kost-
ku. Proletí jí a teprve ve druhé kostce uvázne (obr. 10.41).
První kostka se po prriletu st ely pohybuje rychlostí o veli-
kosti 0,630m.s-1, velikost v; sledné rychlosti druhé kostky je
1,40m.s-l(obr. 10.41b). Určete (a) rychlost, kterou kulka vy-
létla z první kostky a (b) počáteční rychlost kulky. Zanedbejte
změnu hmotnosti první kostky zpťrsobenou pr letem st ely.

(al*T} [,;.--l [,.-rr;l hladky povrch
*||"l

i*i&,ffi&:ffi{

* 0,630m.s-1 -* 1,40 m,s'1

obr.10.41 Úloha s0

StÚ" reteso o hmotn osti m se pohybuje v kosmickém prostoru
stálou rychlostí v. Najednou vybuchne arozpadne se na dvě části,
z nichžjedna má t ikrát větší hmotnost než druhá. Po rozpadu
z stane lehčí írlomek v klidu. Zjistěte, k jak velkému p írristku
kinetické energie soustavy došlo na írkor energie uvolněné p i
vybuchu. (Soustava je tvo ena nejprve tělesem a po jeho rozpadu
oběma írlomky,)

S2Ú. Na váhu položíme krabici a vynulujeme ukazatel. Poté
začneme do krabice sypat kuličky, z nichž každá má hmot-
nost m. Kuličky padají z v šky ň s frekvencí R kuliček za
sekundu. Zjistěte, jaky ídaj (v kilogramech) ukáže váha po uply-
nutí doby t,Ize-likaždy dopad kuličky do krabice považovat za
dokonale nepružnou srážku, Pro číselné ešení použijte hodnoty
R : 100 s-l, h : J,60íí1, m : 4,50 ga / : 10,0 s.

53Ú. Nákladní vagon o hmotnosti 35 tun se srazí se stojícím
služebním vozem. P i srážce se vagony pevně spojí.Ztráta kine-
tické energie soustavy,kníž p i této srážce dojde (ve prospěch
zahíátí, energie zvukového vlnění atd.), činí 2'7 7a. Určete hmot-
nost služebního vozu.

""",,",y_! vi

|!ť::W"mmmffi@-
|].l]]::;rliriri]rr]jnl.., i..|.:ai:l;;ii4ii:l

obr.10.42 Úloha 5+

S+Ú. rutička o hmotnosti m v|etí do hlavně pružinové pistole
s hmotností M, která spočívá na dokonale hladké vodorovné
podložce (obr.10.42). Kulička náhle uvázne v hlavni ve chvíli,
kdy je stlačení pružiny největší. T ecí síly prisobící proti pohybu
kuličky v hlavni jsou zanedbatelné. (a) Určete rychlost pistole
v okamžiku, kdy se kulička vzhledem k hlavni zastaví. (b) Jakou

Vg.r-
B
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část privodní kinetické energie kuličky p edstavuje potenciální
energie stlačené pružiny?

55Ú. Dva hranoly o hmotnostech m1 : 2,0kg a m2 : 5,0 kg
se pohybují v téže p ímce po dokonale hladkó vodorovné desce

rychlostmi o velikostech ut,i : 10m.s-1 a u2,i :3,0m.s-l.
K hranolu mz Je upevněna velmi lehká pružtna o tuhosti
k : I120N/m (obr. 10.43), do níž hranol m1 narazí. Určete
největší stlačení pružiny p i této srážce. (Tip: Y okamžiku nej-

většího stlačení pružiny se obě tělesa pohybují stejnou rychlostí.)

Obr.10.43 Uloha 55

56U. Kostka o hmotnosti 1,0kgIeží na dokonale hladké pod-
Iožce a je nenapjatou pružinou (k : 200 N/m) spojena se stěnou
(obr. 10.44). Hranol o hmotnosti 2,0kg do ni narazí rychlostí
4,0m.s-lrovnoběžně s pružinou a pevně se s ní spojí. Určete
stlačení pružiny v okamžiku, kdy je společná rychlost těles nu-

lová.

Obr.10.44 Uloha 56

57Ú. Dvoje stejné sáně o hmotnostech 22,] kg stojí těsně za
sebou podle obr. 10.45. Kočka o hmotnosí 3,63 kg, která na
jedněch sáních seděla, p eskočí najednou na druhé sáně a hned
zase zpét. Pň obou skocích má rychlost kočky vzhledem k zemi
velikost 3,05 m.s-1. Určete vysledné rychlosti sání.

obr.10.45 Úloha 5z

58Ú. Automobilo hmotnosti 1 200kg má nárazníkkonstruován
tak, aby čelní náraz do zdi rychlostí 5,00km/h byl ještě bez-
pečn , Vriz jede rychlostí 70 km/h a zezadu narazí do druhého
automobilu, ktery jede rychlostí 60 kmlh stejnym směrem a má
hmotnost 900 kg. Rychlost druhého vozu po stážce je 70 km/h.
(a) Jaká je rychlost prvního automobilu bezprost edně po ná-

razl? (b) Určete poměr ztráty kinetické energie soustavy dvou
automobilri p i popsané srážce a kinetické energie, pít níž je
náraz prvního automobilu do zdi ještě bezpečn .

59Ú. Nákladní vagon o hmotnosti 32 tun jede rychlostí 1,5 m/s.

Narazí do jiného vagonu, kter} má hmotnost 24 tm a jede stej-

nym směrem rychlostí 0,9 m.s- l , Oba vozy se pŤt srážce spojí.
Určete (a) společnou rychlost vozri po srážce a (b) změnu celkové

kinetické energie soustavy. (c) Jakó by byly vysledné rychlosti
vozti, kdyby srážkabyla pružná?

ODST. 10.5 Šikm é srážky

60C. Částice a se srazí s jádrem atomu kyslíku, které bylo p ed

srážkou v klidu. Její v sledná rychlost svírá s privodním směrem
jejího pohybu írhel 64,0". Kyslíkové jádro se po srážce pohybuje
rychlostí o velikosti 1,20.105 m.s-1, která svírá s privodním
směrem pohybu cv-částice írhel -51,0". Určete (a) vyslednou
a (b) počáteční rychlost a-částice. (Hmotnost a-částice je 4,0 u

a hmotnost kyslíkovóho jádra 16 u.)

61C. Proton (st ela) letí rychlostí 500m.s-la pružně se srazí
s jinym protonem (terč), kter byl zpočátku v klidu. St ela se od
p vodního směru svóho pohybu odchylí o 60o. Určete (a) směr

pohybu terče a (b) velikost rychlosti terče i st ely po srážce.

62C. Atomové jádro, které je v klidu, se náhle rozpadne na t i
části. Dvě z nich jsou zachyceny detekčním zaíizením, které je

schopno určit jejich rychlosti a hmotnosti (obr. 10.46). (a) Určete
hybnost t etí částice, jejíž hmotnost je II,'7.10-21 kg, a vyjád ete

ji pomocí jednotkovl ch vektoru kartézské soustavy sou adnic.
(b) Jaká je celková kinetická energie částic po rozpadu?

y
l 16,'7.t0;27 kg

,._+F-x
l \ 6.00, 106 m,s-|
| \ p vodní

I jaa,o
I

l

I

I

8.35.10-27 kg

l *,oo l0ó m.s-l
I

I

Obr.10.46 Cvičeni 62

63C. Bílá kulečníková koule narazí do červené, která je zpo-
čátku v klidu, Rychlost bílé koule má po srážce velikost
3,50m.s-la svírá s p vodním směrem pohybu iuhel 22,0'.
Červená koule odletí rychlostí o velikosti 2,00m.s-1, Určete
(a) směr rychlosti červené koule po srážce a (b) počáteční rych-
lost bílé koule. (c) Je srážkapružná?

64C. Dva automobily A a B se bIíží ke stejnému místu v na-

vzájem kolmych směrech. P i srážce se do sebe zaklíní. Yůz
A (hmotnost 1 200 kg) se p ed srážkou pohyboval rychlostí
64km/h a v z B (hmotnost 1 600 kg) rychlostí 96 km/h. Určete
velikost a směr společné rychlosti obou vrakri po srážce.

65C. Kulečníková koule narazí rychlostí V do těsně uspo á-

dané skupiny patnácti stojících koulí. Dojde k sórii srážek koulí
mezi sebou i s obrubou stolu. shodou okolností má velikost

rychlosti všech šestnácti koulí v jistém okamžiku stejnou hod-
notu u. Všechny srážky považujeme za pružné a zanedbáváme
vliv rotačního pohybu koulí. Vyjád ete u pomocí V.

OOÚ. rěteso o hmotnosti 20,0kg se pohybuje v kladném směru
osy -T rychlostí 200m.s-l. Najednou vybuchne a roztrhne se

Vz,i
....>

vl ,i
------}



na t i části. První z nich má hmotnost 10,0 kg a odletí rychlostí
100m.s-lv kladném směru osy y. Druh rilomek (hmotnost
4,00 kg) se vrací zpét podéI zápomé osy J rychlostí o velikosti
500m.s-1. (a) Určete rychlost (směr a velikost) t etího rilom-
ku, kterl má hmotnost 6,00kg. (b) Určete celkovou kinetickou
energii všech rilomkri po srážce. (Vliv tíhové síly zanedbejte.)

67Ú. lilíč B narazí rychlostí v do míče A, kter} byl v kli-
du. Hmotnosti míčri jsou ruzné. Po srážce se míč B pohybuje
poloviční rychlostí kolmo k privodnímu směru svého pohybu.
(a) Určete směr pohybu míče A po srážce. (b) Je možné zjistitze
zadanych ridajri i velikost rychlosti míče A? Odpověďzdrivod-
něte.

68Ú. Neutron se p i pružné srážce s klidnl m deuteronem od-
ch lí o 90' od privodního směru svého pohybu. |Jkažte, že neu-
tron ztratil p i srážce dvě t etiny své kinetické energie, kterou
naopak deuteron získal. (Hmotnost neutronu je 1,0 u a hmotnost
deuteronu 2,0v)

69Ú. Pvě stejně rychlá tělesa o stejn ch hmotnostech se p i
srážce pevně spojí (dokonale nepružná srážka). Velikost rych-
losti vzniklého objektu je ve srovnání s počáteční rychlostíkaž-
dého z obou těles poloviční. Určete hel mezi vektory počáteč-
ních rychlostí těles.

ZOÚ. OUr. 10.4'7 znázorňuje vychozí situaci p ed srážkou dvou
kyvadel o délce /. Po uvoln ění nar azíkyvadlo m 1 do kyv adla m 2.
Srážka je dokonale nepružná. Odpor prost edí a hmotnosti zá-
věsri považujeme za zanedbatelné. Do jakó v šky vystoupí tě-
žiště soustavy spojenych kyvadel?

ZtÚ. t<utečníková koule narazírychlostí 2,2 ms-l do jiné kou-
le, která byla v klidu. Po srážce se jedna z koulí pohybuje

rychlostí o velikosti 1,1m.s-lve směru, kter svírá s privod-
ním směrem pohybu st ely írhel 60'. (a) Určete rychlost druhé
koule (velikost a směr). (b) P ipouštějí zadané hodnoty možnost
nepružné srážky?

72Ú. l<oule 1 (st ela) narazi počáteční rychlostí lOm.s-ldo
dvojice stejn ch koulí, které jsou v klidu a dot kají se. Spojnice
jejich těžišťje kolmá na směr letící koule (obr. 10.48). St ela mí í
p esně do místa dotyku dvojice terčri. Určete rychlosti všech t í
koulí po srážce. T ecí síly zanedbejte. (Tip: P i zanedbatelném
t ení mají impulzy sil, jimiž na sebe koule prisobí p l srážce,
směr spojnice jejich st ed .)

cvIčENí a úr-oHy 26l
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obr.10.48 Útonalz

73Ú. Nákladní loďo hmotnosti 1,50.105 kg pluje v husté mlze
po proudu eky rychlostí o velikosti 6,2m.s-1. Náhle narazí do
boku druhé lodi, která p eplouvá eku napffč (obr. 10.49). Druhá
1oď má hmotnost 2,78.t05 kg a pluje rychlostí 4,3 m.s-l. Těsně
po srážce se kurs druhé lodi odch lí o 18" od privodního směru
a velikost její rychlosti vzroste na 5,1 m.s-1. Rychlost toku eky
je zanedbatelná. (a) Určete rychlost první lodi (velikost a směr)
po srážce a (b) írbytek celkové kinetické energie soustavy.

Obr.10.49 Útonalg

r.aí
ÉÉ/, I

$ÉnSr. 10.6 Jaderné reakce a radioaktivní rozpad

74C. Hmotnosti všech částic v jaderné reakci

p+l9F-+cv+160

jsou známy velmi p esně:

ffip:1,007 825u,

mF : l8,998 405 u,

l7lg : 4.002603 u,

mo : 15,994 915 u.

Vypočtěte energii Q,která se p i reakci uvolnila.

75C. Elementáraí částice E - (sigma minus) se samovolně roz-
padne podle schématu

)-.--.T-+n.

Hmotnosti částic jsou

mE :2340,5mr, lTlv :273,2mr, lTI11 : I838,65mr,

kde m" : 9,I1. 10-31 kg je hmotnost elektronu. (a) Určete cel-
kovou kinetickou energii částic po rozpadu. (b) Porovnejte hyb-
nosti obou produktri rozpadl (tr- a n). (c) Která z částic získá
větší část celkovó kinetické energie?

/1,
-,ďr i

ít &.-r-w
obr.10.47 Úloh
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76Ú*. Částice a s kinetickou energií ],]}MeV narazí do já-

dra atomu 1{N, které je v klidu, Vznikne jádro 1{O a pro-

ton. Proton vyletí kolmo k počáteční rychlosti a-částice a má

kinetickou energii 4,44MeY. Hmotnosti jednotliv ch částic
jsou: a-částice - 4,00260u; l{N 

- 14,00307u; proton -
|,O0] 825 u a 1[O 

- 16,99914 u. (a) Určete kinetickou energii

kyslíkového jádra a (b) energii Q uvolněnou p i reakci.

77Ú*. u rozpadrádia (Ra) na radon (Rn) probíhá podle rovnice

226Ra --> a *222Ftn.

Hmotnosti jednotliv ch částic jsou: '33nu - 226,025 4u;
a-částice - 4,0026u; 2!|Rn 

- 222 17 5u. (a) Určete ener-

gii Q uvolněnou p i reakci. (b) Jakou hodnotu Q bychom získali,
kdybychom p i v počtech zaokrouhlili hmotnosti částic na t i
platná místa? Určete kinetickou energii (c) cv-částice a (d) jádra

radonu. (Pro v počet částí (c) a (d) je možné polžít zaokrouhle-

nych hodnot. Zd vodněte.)

pRo poČÍrrč
ZSÚ. ltoae1 rakety má hmotnost 6,00 kg a letí vodorovně smě-

rem k jihu rychlostí 20,0 m.s-1. P i v buchu se náhle rozpadne

na dvě části. Rychlost prvního rilomku (hmotnost 2,00 kg) je

roVna

vt : (-12,0m.s-l)i + (30,0rrr.r-l)i - (15,0m.s-l;k,

kde jednotkové vektoíy i, j a k smě ují po adě k vychodu.

k severu a svisle vzhriru. (a) Určete hybnost druhého írlomku

a zapište ji pomocí jednotkovych vektoru. (b) Jakou kinetickou
energii má druh lomek? (c) Určete p írristek kinetické energie

soustavypiv buchu.



Sledoaali jste někdy zdpas a judu? Pak jste si jistě ašimli, že uítězstaí
a tomto sportu není jen zóležitostí fyzické zdatnosti sportoace. |udista,

ktery je obezndmen se zdkladními zókony furiky nebo jich dokdže alespoň
intuitiuně ayužíaat, m že totiž bez aelkych problém porazit aětšího
a silnějšího protiuníka. Nap . judista p i chuatu o goši suého soupe e

nadzdaihne, otočí kolem saého boku a položí ho na žíněnku. Zdóto by se,
že tento chaat ayžaduje značnou sílu, a nemusel by se u bec poda it.

Opraadu m že fyzika pomoci i a tomto p ípadě? A jak!
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22Yu
11.1 POSUVNY A OTACIVY POHYB

Iízdukrasobrusla ky vnímáme samoz ejměp edevšímjako
esteticky dokonale p sobivy celek. P esto však v ní mri-

žeme rozpoznat dva základní typy pohybu. Na obr. 11.1a

zachytíI fotograf krasobrusla ku v situaci, kdy klouže po
p ímce taKka rovnoměrně. Takovy pohyb je jedním ze spe-

ciálních p ípadri tzv. posuvného (translačního) pohybu,

zlqáceně posuvu neboli translace. Obr. 1 1.1b naopak uka-

zuje brusla ku p i piruetě, píiníž se otáčí kolem svislé osy

určitou ťrhlovou rychlostí. Koná tak otáčiv (rotační) po-

hyb, krátcenazyvany otáčeníneboli rotace. V této kapitole
se budeme podrobněji zabyvat právě otáčivym pohybem.

Obr.11.1 Krasobrusla ka Kristi Yamaguchiová (a) p i čisté
translaci, (b) p i čisté rotaci kolem pevné osy.

T#

Dosud jsme se p evážné zabyvali pohybem posuvnym,
často dokonce pouze p ímočar m. K typick m p ípadrim
otáčivého pohybu paňí otáčení kol a p evodovych kol,
pohyb částí motoru, hodinovych ručiček, rotor trysko-
v ch motor , vrtulí vrtulníkri. Rotují také tornáda, planety.

hvězdy a galaxie.

11,.2 VELIČINY CHARAKTERIZUJÍCÍ
orÁčtvÝ poHyn

V této kapitole se budeme zabyvatrotací tuhého tělesa ko-
Iem pevné osy.* První z těchto požadavkri znamená ome-
zení vybéru objektri, jejichž otáčivy pohyb budeme popi-
sovat, Nebudeme se tedy zabyvat nap íklad rotací Slunce.
které si lze nejspíš p edstavit jako plynovou kouli. Slunce
modelu tuhého tělesa rozhodně nevyhovuje. Pomocí dru-
hého omezení vyloučíme z našich rivah nap íklad valivé
pohyby, neboť p i nich těleso rotuje kolem osy pohyblivé
v prostoru (kolo automobilu), ale také t eba pohyb závaží
odst edivého regulátoru (mriže se vzdalovat od osy otá-

čení).

,- íéleso

Obr.11.2 Tuhó těleso obecného tvaru se otáčí kolem sou adni-
covó osy z. Poloha vztažné p íml<yvzhledemktělesu je libovolná
ažnato, že je p ímka kolmá k ose otáčení. Je spojena s tělesem
a rotuje spolu s ním.

Na obr. II.2 je tuhé těleso obecného tvaru, které se
otáčí kolem pevné osy, zvané osa otáčení neboli osa ro-
tace. Každ bod tělesa opisuje kružnici, jqíž st ed Ieží
na ose otáčení, V daném časovém intervalu opíší všechny
body stejny hel. (Naproti tomu se p i posuvném pohybu
pohybují všechny body tělesa po trajektoriích stejného tva-
ru, nap íklad po p ímkách, a v daném časovém intervalu
lrazí tutéžvzdólenost. V dalším v kladu budeme posuvny
a otáčtvy pohyb často srovnávat.)

Zabyvejme se nyní veličinami, které charakterizujíro-
tačnípohyb obdobně, jako veličiny poloha, posunutí, rych-

* Její poloha se nemění ani v či tělesu, ani vťrči okolí.

Z

zl-\,l>'
osa -l,\ofacenl l

I

(b)(a)



lost a zrychlenípopisují translaci. P jde o tzv, hlové veli-
činy ( hlovou polohu, tíhlovow rychlost a hlové zrychlení).
Místo slovního spojení ,, hlové posunutí" užijeme termínu
otočení.

Útrtová poloha
Všimněme si, že v obr. 11.2 jevyznačenavztažnáp ímka,
kolmá k ose otáčení a pevně spojená s tělesem. Otáčí se
tedy spolu s ním a umožňuje tak snadno popsat jeho pohyb
pomocí hlové polohy. Úhlovou polohou budeme rozumět
rihel, kter; vztažnáp ímka svírá s pevně zvolenym směrem
Iežícímv rovině kolmé k ose otáčeni. Na obr. 1 1.3 je rihlová
poloha 0 mě ena vzhledem ke kladnému směru osy x. Pro
íthel0 platí

(v radiánech). (11.1)

Symbolem s jsme označili délku oblouku kružnice, kter je
ohraničenkladnou osou -r avztažnolp ímkou, r je poloměr
této kružnice.

Hodnoty takto definovaného rihlu vyjad ujeme obvykle
v tzv. obloukové mí e, tj. v radiánech (rad). Hodnoty za-
dané ve stupních nebo pomocí počtu otáček snadno p e-
počteme. Všimněme si, že írhel v obloukové mí e je určen
poměrem délek a je tedy bezrozměrovou veličinou.

Obvod kružnice o poloměru r je 2lr, takže jedna
otáčka odpovídá změně rihlové polohy o ht radiántx

tt.z vBr-IčINycHARArrBRIzulícíorÁčtvÝ poHyB 265

Obr.11.3 Řez rotujícího tuhého tělesa z obt.Il.Z zobrazeny
v nadhledu. Osa otáčeníje nyní kolmá k rovině nákresu a smě uje

ke čtená i, Rovina ezu je kolmá k ose otáčení. spl; vá tedy
s nákresnou. Yztažná p ímka svírá s osou -r íthel0 .

časovém intervalu z hodnoty 01na hodnotu 02 @br.I1.4).
otočením tělesa v tomto časovém intervalu rozumíme ve-
ličinu Aá, definovanou vztahem

L0 -0z-0l. (11.4)

Tato deflnice otočení se vztahuje nejen na tuhé těleso jako
celek, aleinakaždou jeho částici.

Koná-li těleso posuvnl pohyb, nap íklad podél osy.r,
m že b t jeho posunutí Ax jak kladné, tak záporné. Zna-
ménko závisí na tom, zda se těleso pohybuje ve směru
rostoucí či klesající sou adnice x. Také otočeni L0 rotu-
jícího tělesa mriže nabyvat kladn ch i zápornych hodnot.
Jeho znaménko je kladné, otáčí-hse těleso ve směru rostou-
cího rihlu 0 (proti směru otáčení hodinovl ch ručiček). P i
otáčení tělesa ve směru klesajících hodnot rihlové polohy
(po směru otáčení hodinov ch ručiček) je naopak otočení
záporné (obr. 11.3 a I1.4).

|(ONTnOLA 1: Kotouč naobrilzku se m že otáčetkolem
své o sy j ako kolotoč. Rozhodně te, kter é z následuj ících
dvojic počáteční a vysledné rihlové polohy odpoví-
dqízápornému otočení: (a) -3 rad, *5 rad, (b) -3 raď,

-'7 rad, (c) 7 rad, -3 rad.

vzíažnáp ímka

nulová ťrhlová
- - poloha

0 _!

a odtud

, 2nr
l ot : 360' - 2-rad

r

1 rad - 5J,3" : 0,159 ot.

(I1.2)

(11.3)

Na rozdíl od dohody zavedené v geometritnebude v našem
p ípadě : ,hel 0 : 0 ekvivalentní hodnotám 2n, 4r atd. Po
ukončené otáčce vztažné p ímky se tedy hodnota její rih-
lové polohy nevynuluje.Po ukončení první otáčky nabyvá
rihlová poloha hodnoty 2nrad, po druhé otáčce je 4lrad
atd.

Úplnou informaci o posuvném pohybu tělesa nap íklad
podél osy -r lze získat na základě znalosti funkce x (r) popi-
sující časovou závislost polohy některého jeho bodu , zvo-
leného zcela libovolně. Podobně jsou všechny myslitelné
ridaje o otáčivém pohybu tělesa kolem pevné osy obsaženy
v časové závislosti 0(r) rhlové polohy vztažné p ímky.

Otočení
Dejme tomu, že se rhlová poloha vztažné p ímky tělesa
na obr. 1 1.3, rotujícího kolem pevné osy, změní v určitém

I 
osa otáčení
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vztažnáp ímka
v okamžiku t

vztažnáp ímka
v okamžiku tr

osa otáčení

Obr.11.4 Yztažná p ímka tuhého tělesa znázoméného na ob-
rázku 1L2 a IL3 má v okamžiku /1 írhlovou polohu 91 a v oka-
mžiku 12 rihlovou polohu 0z. RozdíI L,0 : 0z - 0t p edstavuje
otočení tělesa v časovém intervalu Al : tz - tl. (Těleso není
v obrázku zakresleno.)

Útrtová rychlost
V souhlasu s obr. II.4 označme írhlovou polohu rotujícího
tělesa v okamžiku 11 jako á1 a v okamžIku t2 jako 02.

Prriměrnou írhlovou rychlost tělesa v časovém intervalu
Ar od /1 do 12 definujeme vztahem

vztahem (11.6). Velikost vektoru írhlové rychlosti značíme
obvykle rovněž symbolem a,l. Se slovním spojením,, hlová
rychlost" se tedy m žeme setkat dokonce v trojím vyzna-
mu. Mriže p edstavovat vektor, jeho složku do osy rotace či
jeho velikost. Nemusíme však mít obavu, že bychom tyto
možnosti nedokázali v textu dob e rozpoznat Věta,,Úhlová
rychlost mění směr" zcela jistě vypovídá o hlové rychlosti
jako o vektoru a věta ,,Úhlová rychlost činí 50 otáček za
sekundu" se nepochybně tyká její velikosti.

Útrtové zrychlení
V p ípadech, kdy rihlová rychlost rotujícího tělesa není kon-
stantní, má těleso nenulové rihlové zrychlení. Dejme tomu,
že : ,hlová rychlost tělesa v okamžiku /t je ,t a v oka-
mžiku tz má hodnotu a2. Prriměrné rihlové zrychlení tě-
lesa v časovém intervalu od 11 do t2pakdefinujeme vztahem

02 - o1 Lal
tz-tt 

^t'

0z-Ot 
^0tz - tt A,t

( 1 1.5)

kde Aa-r je změna rihlové rychlosti v daném časovém inter-
valu délky Ar. (Okamžité) hlové zrychlení e, se kterym
budeme pracovat nejčastěji, je limitou pruměrného írhlo-
vého zrychlení p i poklesu hodnoty Ar k nule. Platí tedy

(II.7 )

(11.8)
kde A0 je otočení tělesa v časovém intervalu Ar.

(Okamžitá) hlová rychlost a-l, se kterou budeme pra-
covat nejčastěji, je limitou pruměrné írhlové rychlosti, vy-
jád ené vztahem (11.5), p i poklesu veličiny Ar k nulové
hodnotě, tj.

Rov. (1L7) a (11.8) platí nejen pro rotující tuhé těleso jako
celek, ale i pro každou j e ho č ds ti c i. Nej užívaněj ší j ednotkou
rihlového zrychlení jeradiánza sekundu na druhou (radls2),
p ípadně počet otáček za sekundu na druhou (otls2).

Podobně jako u írhlové rychlosti mrižeme i zďe zavést
vektor rihlového zrychlení: e _ duldr. Jeho směr je dán
osou a směrem otáčení. Situace je tedy obdobnájako u jed-
norozměrn ch vektoru v kap.Z.

pŘírcrao rr.r
Časová závislost írhlové polohy vztažné p ímky
kola je dánavztahem

rotuiícího

-2]t+4,

kde r je v sekundách a 0 v radiánech.

(a) Určete o(t) a e (t).

ŘPŠBXÍ: Úhlovou rychlost a(t) najdeme jako derivaci
funkce 0(r) podle času:

d0 (t)

dt
(Odpověd)

La dc,lt- limlr+0 A/ dt

^0 
d0

Ar*0 Aí dt

Známe-Ii časovou závislost rihlové polohy 0(t), mtňeme
írhlovou rychlost al snadno určit jejím derivováním.

Rov, ( 1 1 .5) a ( 1 1.6) platí nejen pro rotující uhé těleso
jako celek , ale také pro každou jeho částici. Jako jednotku
írhlové rychlosti používáme nejčastěji raďián za sekundu
(radls), někdy i počet otáček za sekundu (otls).

Pohybuje-li se částice podél osy _r, je její rychlost u"

kladná, nebo záporná podle toho, zda se pohyb děje ve
směru rostoucí, nebo klesající sou adnice x.Také rihlová
rychlost mriže mít kladné, nebo záporné znaménko. V prv-
ním p ípadě se těleso otáčíve směru rostoucího rihlu 0 (proti
směru otáčení hodinov ch ručiček), v druhém p ípadě ve
směru klesajícího írhlu 0 (ve směru otáčeni hodinovl ch
ručiček).

P edchozí definici ještě up esníme: rihlovou rychlost
rotujícího tělesa deflnujeme jako vektor tu rovnoběžny
s osou otáčení,jehož složka mě ená podél této osy je dána

_



Dalším derivováním získáme rihlové zrychlení e(t):

da(t) a1tz - zl)
dt dt

(Odpověd)

(b) Zjistěte, zda se v některém okamžiku rihlová rychlost
anuluje. Ve kterém?

ŘBŠENÍ, Požadavek a(t) :0 vede k rovnici

0 :3t2 - 2J,

jejížíešení mátvar

t:*'3. (Odpověd)

Okamžitáírhlová rychlost kola je nulová v okamžicích l : 3 s

at : -3 s (3 sekundy p ed začátkem mě ení).

(c) Popište pohyb kola pro t Ž 0.

ŘBŠBXÍ, Všimněme si podrobněji časovych závislostí 0 (t),

al(t) a e(t).
V okamžiku t : 0 (začátek mě ení) má vztažná p ímka

írhlovou polohu 0 : 4rad, kolo se otáčí ťrhlovou rychlostí

-21 radls (tedy ve směru otáčení hodinovych ručiček) a jeho

írhlové zry chlení j e nulové.
V intervalu 0 < t < 3 s se kolo otáčí stále ve směru otáčenr

hodinovych ručiček. Jeho írhlové zrychleníje kladné, a proto
velikost jeho írhlové rychlosti klesá (otáčení se zvolňuje).
Ově te toto tvrzení nap íklad pro okamžík t : 2s.

V okamžiku t : 3 s je írhlová rychlost kola nulová (al :
: 0) a kolo je v krajní rihlové poloze (vztažná pňmka má
v tomto okamžiku írhlovou polohu 0 : -50 rad).

Pro r > 3 s rihlové zrychlení kola roste. Zvyšuje se i jeho

írhlová rychlost, která je nyní kladná. Vzhledem k tomu, že
veličiny a a t mají stejné (kladné) znaménko, roste i velikost
írhlové rychlosti, a to poměrně rychle.

pŘíxlarl t t.z
Dětská káča se otáčí s írhlov m zrychlením

e :5t3 - 4t.

Všechny veličiny jsou vyjád eny v odpovídajících jednotkách

SI (rad, s). V čase / :0 mákáča rihlovou rychlost 5rad/s
a jejívztažná p ímka má rihlovou polohu 0 :2rad.
(a) Najděte časovou závislost írhlové rychlosti káči al(t).

ŘrŠPnÍ: Z rov,(l 1.8) dostaneme vztah

do:edt

a jeho integrací získáme funkci

,: Ie dí: Irr,'- 4t\dt:1,o- !t2+c.J J,
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Pro vypočet integrační konstanty C použijeme podmínku
@(t - 0) : 5 radls, jejímž dosazením do poslední rovnice
dostáváme

5rad.s-1 :0-0+C.

Jetedy C:Sradlsa

,:1/-2t2+5. (Odpověd)

(b) Najděte časovou závislost írhlové polohy káčí 0 (t).

ŘBŠPNÍ, Rov. (11.6) p epíšeme ve tvaru

d0 : aldt

a integrací dostaneme hledanou časovou závislost 0 (r):

0 : f odl : [é,o - 2t2 -1_5)dr:J J"
:ir'- 3r'+5t+C':
: i,' - ?,' + 5t + 2. (Odpověd)

Konstantu C' jsme určili z podmínky 0(t : 0) :2rad,

11.3 JsoU ÚHrovE vBrrčnqy
vEKToRovÉ?

Poloha, rychlost a zrychlení částice jsou typické vektorové
veličiny. Vzpomeňme si však, že pít popisu p ímočarého
pohybu částice jsme vektorovou algebru v plném rozsahu
nepot ebovali. Dva možné směry pohybu částice jsmetotlž
dokázali ro z li š i t p o u z e znaménkem. P o 1 o h o v y v ekto r, ry c h -

lost i zrychlení byly zadány vždyjedin m číseln mridajem,
p edstavujícím složku vektoru mě enou podél p ímky -trajektorie částice.

V podobné situaci se ocitáme p i popisu otáčivého po-
hybu tuhého tělesa kolem pevné osy. Těleso se mťrže otáčet
v některém ze dvou možnycLt směr , které opět odlišíme
znaménky: ve směru kladném (proti směru otáčení hodino-
v ch ručiček), nebo záporném (ve směru otáčení hodino-
v ch ručiček). Znamená to, že m žeme otočení, írhlovou
rychlost a rihlové zrychlení pokládat za vektorové veliči-
ny? Odpověďna tuto otázku je pro p ípad hlové rychlosti
a rihlového zrychlení kladná. Otočení však vektorovou ve-
ličinou není. K podrobnějšímu rozboru této skutečnosti se
vrátímev závěru článku.

Uvažujme írhlovou rychlost. Na obr. 1 1.5a je znázor-
něna gramofonovádeska, kteráse otáčí kolem pevného trnu
stálou rihlovou rychlostí dl : 33j otlmin. Rovněž směr otá-
čení je stáIy a p i pohledu shora se děje ve směru otáčení
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hodinovych ručiček. Úhlovou rychlost tedy mrižeme defi-
novat jako vektor ar, rovnoběžn s osou otáčení (obr. 1 1.5).
Délku tohoto vektoru znázorníme v nějakém vhodném mě-
ítku, nap . 1 cm bude odpovídat 10 ot/min.

Směr vektoru o definujeme pomocí pravidla pravé
ruky podle obr. 1 1.5. P iložíme pravou dlaň k rotující desce
tak, aby prsty smě ovaly ve směru otáčení. Nataženy palec
pak ukazuje směr vektoru rihlové rychlosti. Kdyby se deska
otáčela opačn m směrem, byl by směr vektoru rihlové rych-
losti, určeny pravidlem pravé ruky, opačn .

(a)

Obr.11.5 (a) Gramofonová deska se otáčí kolem svislé osy
(trnu). @) Úhlovou rychlost rotující desky Ize chápatjako vek-
toí uJ, rovnoběžny s osou otáčení a smě ující dolri. (c) Směr
vektoru írhlové rychlosti stanovíme pomocí pravidla pravé ru-
ky. Prsty pravé ruky ukazují směr otáčení, palec ukazuje směr
vektoru or.

Na vektorovou povahu rihlov ch veličin si z ejmě bu-
deme chvíli zvykat.Intuitivně totíž cítíme,žeby vektor měl
udávat směr pohybu nějakého objektu. V p ípadě rihlov ch
veličin by však byla taková p edstava nesprávná. Tuhé tě-
leso se otáčíkolem směru vektoru. P i rotačním pohybu ur-
čuje vektor směr osy otáčení, nikoli směr pohybu. I tako1
vektor však charakterizuje pohybov stav objektu. Samo-
zíejmě i pro něj platí pravidla vektorové algebry, shrnutá
v kap.3. P edchozíívahy se tl kají jak írhlové rychlosti or,

tak rihlového zrychlení e.

Poněvadž se v této kapitole zabyvámepoulze otáčením
tělesa kolem pevné osy, nemusíme za každou cenu praco-
vat s rihlov mi veličinami jako s vektory. Úhlouou rychlost
i rihlové zrychlenímťržeme tottžv každémokamžiku zaďat
pouze číseln mi daji a a , směr vektoru je určen zna-
ménkem p íslušné číselné hodnoty. P i ešení složitějších
riloh je však vektorovy zápis vhodnější.

Vraťme se nyní k možnosti popsat i otočení jako vekto-
rovou veličinu. Pokud nejde o otočení velmi malé, není ta-
kov popis možny. Otočení není vektorovou veličinou. Jak

jsme na to p išli? Každému otočení p ece mrižeme p i adit
velikost i směr, podobně jako v p ípadě írhlové rychlosti
tělesa na obr. 11.5. Možnost p isoudit veličině směr a ve-
likost však ještě nezaručuj e, že jde o veličinu vektorovou.
Matematik by ekl, že je tímsplněna pouze podmínka nutná.
ne však postačující. Abychomtotlž mohli nějakou veličinu
prohlásit za vektorovou, musela by vyhovovat pravidlrim
vektorové algebry. Podle jednoho z nich je nap íklad součet
vektorri nezávisly na po adí sčitání. Snadno však zjistíme.
že otočení tomuto pravidlu nevyhovuje.

Abychom se o tom p esvědčili, položme na stril knihu
podle obr. 11.6a. Otočme ji dvakrát po sobě o rihel 90'.
nejd íve kolemvodorovnéosy x,potomkolemsvislé osy ],.
K určení kladného směru otočení použijeme pravidlo pravé
ruky (obr. 11.5).

(c)(b)
(a)

})Llil
/-1 -=Á /rE,,-"Z

:*_x / //{--,] / '- tf-/,/ 7-zzz
(b)

Obr.11.6 (a) Knihu otočíme dvakrát o 90o, nejd íve kolem
vodorovné osy ,r, potom kolem svislé osy y. (b) Táž otočení
provedeme v opačném po adí. (Yychozí poloha knihy je v p í-
padech (a) i (b) stejná.) Pokud by otočení bylo vektorovou ve-
ličinou, neovlivnilo by po adí otočení vyslednou polohu knihy.
Z obrázkll, je však z ejmé, že vl sledná poloha knihy na po adí
provedenych otočení závisí. Otočení není vektorová veličina,
p estože jí mťržeme p i adit velikost a směr.

Vraťme nyní knihu do privodní polohy a proved'me tato
dvě otočení v opačném po adí (obr.11.6b), teďy nejprve
kolem osy y a teprve potom kolem osy .T. Jak je vidět
z obrázku, v sledná polohy knihy se v obou p ípadech liší.

Táž dvojice operací vede k riznymv sledkťlm, jsou-li
operace provedeny v rťlzném po adí. Skládání otočení není
komutativní a otočení tedy nemriže b t vektorovou veli-
činou. Jednoduch; m pokusem však snadno ukážeme, že
odlišnost v sledn ch poloh knihy je nepatrná, jsou-li pro-
vedená otočení mnohem menší než 90o. Infinitezimálně
(neomezeně) malé otočení (nap íklad d0 v rov. (11.6)) již
mriže b t pokládáno za vektorovou veličinu.

})),l J. l^l .---)"_,^ .El,1-a-4,-r |.a|]L-- ('+-
/ "A),/
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Tabulka 11.1 Posuvn pohyb s konstantním zrychlením a otáčiq pohyb
s konstantním írhlovym zrychlením

RoVNICE
číslo
(2.Il)

(2.I5)

(2.16)

(2.I1)

(2.18)

posuvNÝ

PoHYB

Dx:UOxtaxt

x :I)oxt -l }artz
,1 :r3!2a,x
,:i(uo, lur)t
x:l)xt-lorr'

CHYBĚJÍCÍ

VELIČINA
oTACIVY
PoHYB

RoVNICE
číslo
(1 1.9)

(1 1.10)

(11.11)

(lI.I2)

(1 1.13)

0

a)

t

ó

@0

x

L)x

t

ax

UOx

a:a0 let
0:oot-l}t
,2:tl2o+Zee

a:iGlo+a)t
0:at-IrP

1,1,.4 RovNouĚnNĚ ZRYCHLENÝ
orÁčIvÝ poHyn

D ležitym zvláštním p ípadem posuvného pohybu po
p ímce je rovnoměrně zrychlen pohyb (nap íklad volny
pád).Tab.2.1 obsahuje souhrn rovnic, které se takového
p ípadu tykají.

Pohyb s konstantním hlov m zrychlením je zase vy-
znamnym speciálním p ípadempohybu otáčivého avztahy
mezi veličinami, které jej popisují, se rovnicím v tab. 2.I
velmi podobají, jak je z ejmé z tab.11.1. Snadno je mri-
žeme získat z odpovídajících vztah pro posuvn pohyb.
Stačí, abychom v nich nahradili polohu, rychlost a zrych-
lení p íslušnl mi írhlov mi veličinami. Oba soubory rovnic,
tj. (2.II), (2.I5) až (2.18) a (11 .9) až (11.13), shrnuje pro
porovnání tab. 1 1.1. Pro jednoduchost jsme v nich položili
J0 : 0 a 0g - 0. P i takoq ch počdtečních podmínkdch je
posunutí Ax : x - x0 dáno p ímo sou adnící x a otočení

^0 
-- 0 - 0o rihlovou polohou 0.

ŤF

K CF{TROi,A 2: Casová závislost rihlové polohy rotují-__B_
cího tělesa 0 (t) mtňe byt vyjáďíena někter m z násle-
dujících vztahi: (a) 0(t) - 3t - 4, (b) 0(t) _ -5t3 +
* 4t2 -l 6, (c) 0(t1 : 2lt2 - 4/t a (d) 0(t) : 5t2 - 3.

Pro kter z nichlze použit tab. 1 1.1?

pŘáe<p.a* la.s
Ml nskó kolo na obr. 11.7 se otáčí s konstantním rihlov m
zrychlením t : 0,35rad,ls2. Roztáčí se z klidové polohy
(tj,ao : 0), v níž je jeho vztažnáp ímka vodorovná (0o : 0).

(a) Určete otočení vztažné p írrrky v okamžiku / : 18 s.

ŘEŠnXÍ: Zrov.(11.10) v tab. 1I] (0 : aot + }et\ ao-
Staneme

á : 0(18 s) + }(0,35rad.s*')(ts s)2 :
: 56,J rad : 5] rad: 3 200' : 9,0 ot. (Odpověd)

(b) Jaká je v tomto okamžiku írhlová rychlost kola?

ŘBŠnNÍ: Zrov.(l1.9) v tab. I1.1 (al: @o l e/) vyjde

a :0 + (0,35 rad.s-2;118 s; :
:6,3rad.s-1 :360'/s : 1,0ot/s. (Odpověd)

vztažná
p ímka

Obr.11.7 P íklady II.3 a IL4. Yztažná p ímka ml nského kola
je v okamžiku / :0 vodorovná.

pŘÉxra* tl.+
P edpokládejme, že počáteční rihlová rychlost mll nského
kolaz p.11.3 je nyní ú)0 : -4,6radls. Kolo se točí opět
s rihlov m zrychlením (e : 0,35 radls2).Znaménka veličin
o0 a jsou opačná, otáčívy pohyb kola je tedy zpomalen1 .

(a) Určete okamžik, kdy bude rihlová rychlost kola nulová.

ŘBŠBnÍ: Vy ešíme rov. (1L9) (co - ao * et) pro nezná-
mou / a dostaneme

a-oo 0-(-4,6rad.s : 13 s. (Odpověd)e (0,35 rad.s-2)

(b) Určete okamžik, kdy rihlová poloha kola odpovídá péti
otáčkám v kladném směru. (V tomto okamžiku má otočení
vztažnép írnky hodnotu 0 : 5 ot.)

ŘBŠBNÍ, Na počátku pohybu se kolo otáčí v zápomém
směru (ve směru otáčení hodinovych ručiček) írhlovou rych-
lostí a.l6 : -4,6radls. Jeho írhlovézrychleníie ovšem kladnó
(proti směru otáčení hodinovl ch ručiček), Opačná znaménka
počáteční írhlové rychlosti a rihlového zrychlení znamenají,
že velikost rihlové rychlosti kola klesá. V určité chvíli se kolo
na okamžik zastavíazačne se roztáčet v kladném směru. potó,

co se vztažná pňmka vrátlla do své počáteční rihlové polohy
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0 : 0, musí kolo vykonat ještě dalších pět otáček, aby jeho

írhlová poloha měla p edepsanou hodnotu. Popis pohybu kola
se nám m že zdát poměrně složit . Všechny jeho fáze jsou
však,již obsaženy" v rov. (11.10):

0:rolt+!tt2.

Po vyjád ení írhiu 0 v radiánech (6 : 5 ot : 10n rad) a do-

sazení číseln; ch rdajri dostaneme

10n rad : (-4,6rad.s-l;r + } (0, 35 rad.s-21t2 .

Je-li čas r vyjád en v sekundách, je získaná rovnice rozmě-
rově správná. V dalším vypočtu jednotky pro jednoduchost

vynecháme. Kvadratickou rovniciproneznámou / p epíšeme
do tvaru

t2-26,3r-180:0
..x-

a vy ešíme ji. Rešením rilohy je její kladn; ko en

t :32s. (Odpověd) 
|

RADY a xÁuĚry
Bod 11.1: Neočekávané v sledlq

P i posuzování fyztkálního vyznamu ko enri kvadratické
rovnice bychom neměli postupovat unáhleně. I ko en, kter}
se nám na první pohled jeví jako nep ípustny, mriže mít dobr
fyzlkáIní smysl. Právě tak je tomu i v p . 11.4.

Rov. (11.14) máko eny r :32sat : -5,6 s. První zních
(kladn ) jsme prohláslli za ešení írlohy a druh zavrhli jako
fyzikálně nevyznamn . Rozhodli jsme správně? Nikoliv! Zá-
porná hodnota časové proměnné v tomto p ípadě jednoduše

udávájisty konkrétní okamžik p edtím, než jsme začaltpohyb
kola sledovat, tj. nežjsme stiskli vynulované stopky,

Obr. 1 1.8 znázorňuje časovy prťrběh írhlové polohy 0

vztažné p ímky mlynského kola (p .11.4) pro kladné i zá-
porné hodnoty časové proměnné. P edstavuje grafické vy-
jád ení rov. (11.10) (á : aot + }et2; pro číselné hodnoty
a0 : -4,6radls a : +0,35 radls2. Bod Á odpovídá oka-
mžiku t : O,jemuž jsme p isoudili nulovou hodnotu írhlové
polohy vztažné p ímky. Od této chvíle se kolo točí v zápomém
směru až do okamžlkll t : 13 s, kdy jeho rihlová rychlost do-

sáhne nulové hodnoty (v grafu bod B). Směr otáčení se změní
v opačny a vztažná p ímka projde írhlovou polohou 0 : 0

v okamžiku, jemuž v grafu odpovídá bod C. Pak se kolo ještě

pětkrát otočí (0 : 3L,4raď, t :32 s, bod D v grafu). Časov;
ídaj t : 32 sjsme vp . 11.4p ijalijako správné ešeníírlohy.

Všimněme si však, že vztažná p ímka měla rihlovou po-
lohu á : 5ot také v okamžiku t : -5,6s, tj. p ed ,,ofi-
ciálně stanovenym" začátkem mě ení veličin charakterizu-
jících pohyb kola. Fyziká|ní vyznam tohoto ko ene kvadra-
tické rovnice (11.14), reprezentovaného bodem E na obráz-
ku, není tedy o nic menší nežvyznamko ene odpovídajícího

pŘÍxr.nn tt"s
P i zkoumání pohybu rotoru vrtulníku se zjistiio, že se jeho

írhlová rychlost změnila během doby 1,50 min z 320 ot/min
na225 ot/min.

(a) Určete pruměrné írhlové zrychlení rotoru v uvedeném
intervalu.

ŘPŠENÍ: Z rov.(l 1,7) plyne

_ @ - o0 (225 otlmin) - (320 otlmin)
(1,50min)

(Odpověďr

(b) P edpokládejme, že se otáčení rotoru zpožďuje rovnoměr-
ně, takžeje okamžité rihlové zrychlení v každém okamžiku
shodné s prriměrnym. Jak dlouho potrvá, než se rotor zastaví.
je-li jeho počáteční rihlová rychlost 320 ot,lmin?

ŘBŠBXÍ, Rov. (1 1,,9) (o : call sr) ešíme vzhledem k ne-

známé / a dostaneme

l-

a-ao _ 0-(320otlmin)

(1 1.14)

^t ,): -6J.J ot/mln-

t
: 5,1min.

(-63,3 otlmtnz)

(c) Kolik otáček vykoná rotor vrtulníku v írloze (b)?

ŘBŠBXÍ: Rov. (1 1,1I) (a2 : o20 + 2e0) nyní ešíme vzhle-
dem k neznámé 0:

(Odpověd)

(Odpověd)

^ .' - ,3 0 - (320 otlmin)2" 2e 2(-63,3 otlminz)
: 809 ot.

bodu D. Kromě posouzení právoplatnosti záporného ko ene

rov. (11.14) jsme p edchozími rivahami také podrobněji po-
psali časov pruběh otáčení kola.

0 (rad)

Obr.11.8 Graf časové závislosti ťrhlové polohy á(t) mlynského
kola podle p . 1 1.4. V grafu je znázornéna situace i pro záporné
hodnoty časové proměnné (p ed okamžikem r :0). Dva ko en1

rov. (11.14) odpovídají bodrim D a E.

q



11.5 KORESPONDENCE oBvoDovYCH
n úHrovÝcH vBr,rčrn

P ipomeňme si čI.4.] , kde jsme studovali rovnoměrny po-
hyb částice po kružnici. Částice se pohybovala obvodovou
rychlostí v se stálou velikostí u. Takoq pohyb však mri-
žeme chápat i jako rotaci částice kolem pevné osy, vedené
st edem kružnice kolmo k její rovině. Otáčí-Ií se kolem
pevné osy tuhé těleso (nap íklad kolotoč), pohybuje se

každájeho částice po své vlastní kruhové trajektorii. Osa
otáčení tělesa je spojnicí st edri všech těchto kružnic. Pro-
tože je těleso tuhé, trvájeden oběh všech jeho částic stejnou
dobu. Částice tedy mají stejnou rihlovou rychlost co.

Čimie však částic evzďáIenéjší od osy otáčení,tím větší
je obvod její trajektorie a tedy i její obvodovárychlost. Tuto
skutečnost si snadno uvědomíme t eba píi jizdě na koloto-
či. Úhlová rychlost otáčení co je nezávislá na vzdálenosti
sedačky, na níž se vezeme, od osy kolotoče. Obvodová

rychlost v (a nepííjemné pocity dané její změnou) je však
tím větší, čím je sedačka od osy vzdálenější.

Často je t eba mít k dispozici vztahy meziobvodoq mi
veličinami, tj. délkou oblouku s, obvodovou rychlostí u
a obvodovym zrychlením a jednotlivl ch částic rotujícího
tuhého tělesa a rihlov mi veličinami 0, ul a e , chatakteri-
zujícími otáčtvy pohyb tělesa jako celku. Vztah obvodo-
v ch a rihlov ch veličin je pro každou částici určen její
vzdáleností r od osy otáčení, tj. poloměrem její kruhové
trajektorie.

Poloha
Sledujme pohyb vybrané částice rotujícího tuhého tělesa.
P i otočenívztažnép ímky o írhel 0urazíčástice po oblouku
své kruhové trajektorie dráhu s podle rov. ( 1 1 . 1)

s : 0r (á je v rad).
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tedy

u_ar (ajevradls). (11.16)

Úhlovou rychlost a-l je opět nutné vyjád it pomocí oblou-
kové míry. tj. v jednotkách radls. Iak jlžvíme, mají všechny
částice tělesa stejnou írhlovou rychlost. Z rov. (11.16) pak
snadno poznáme, že částtce, které obíhají ve větší vzdále-
nosti r od osy otáčení, mají větší obvodovou rychlost u.

Obr. 1I.9a znázorňuje známol skutečnost, že vektor rych-
losti částice je v každém okamžiku tečny k její kruhové
trajektorii.

(a) (b)

Obr. 11.9 Řeztuh mtělesemznázorněnymnaobr, 11.2rovinou
kolmou k ose otáčení.Každáčástice tělesa (nap . P) se pohybuje
po kruhové trajektorii, jejíž st ed Ieží na ose otáčení. (a) Vektor
rychlosti v částice je tečn k její kruhové trajektorii. (b) Zrych-
Iení a libovolné částice je součtem dvou prumětri, tečného (ot)
a normálového (ar).

P i otáčení tělesa stálou írhlovou rychlostí je podle
rov. ( 1 1 . 16) časově neproměnná i obvodová rychlo stkaždé
jeho částice.Každá částice tělesa tedy koná rovnoměrny
pohyb po kružnici. Doba oběhu Z je pro všechny částice
stejná a samoz ejmě shodná s trváním jedné otáčky celého
tělesa. Je vyjád enavztahem (4.23)

2nr.r-
u

z něhožje patrné, že je podilem délky kruhové trajektorie
částice (2nr) a její obvodové rychlosti (u). Po dosazení u
ztoy. (11.16) a malé ripravě dostaneme

2n
T - - (oljevrad/s),

O

Tento vysledek je samoz ejmě ekvivalentní s rov. (II.17).
Vyjad uje však společnou dobu oběhu všech částic pomocí
veličin charakterizujících otáčtvy pohyb tělesa jako cel-
ku, tj. jako podíl írhlu otočení tělesa (2r.rad) během jedné
otáčky a jeho rihlové rychlosti (a,r).

(1 1.15)

Ziskáváme první vztahmezi obvodov mi a rihlovl mi veli-
činami. Út .t 0 jetíebamě it v radiánech, neboťrov. (1 1.15)
p edstavuje současně definici írhlové míry.

Rychlost
Derivujme rov.(11.15) podle času (p i konstantní hod-
notě r). Pak

ds d0
--7 : - t, (á ie v rad).
dt dt \J

Veličina ds ldt p edstavuje obvodovou rychlostlvažované
částice a d0 /dt je írhlová rychlost a rotujícího tělesa. Je

(l1.I1)

(11.18)

trajektorie
bodu P

O1

( lP
O.'í

\táčení
/
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Obvodové zrychlení
Derivací rov. ( 1 1 . 16) podle času (r je opět konstantní) do-
stáváme

du da
l.dt dt

V tuto chvíli je na místě jistá obez etnost: veličina du lďt na
levé straně rov. (1 1.19)je časovou derivací obvodové rych-
losti částice. Udává tedy časovou změnu velikosti vektoru
její rychlosti a charakterizuje tak nerovnoměrnost jejího
pohybu. Vraťme se na okamžik k čI.6.4, kter se zabyval
vl hradně rov n o mě rny m p ohyb em po kružnici. Vzp omeňme
si, že zrychleníčástice smě ovalo v tomto p ípadě neustále
do st edu její kruhové trajektorie, takžejeho tečn prrimět
(t e č n é zry c hl e n í) by1 nulov1 . Zdá se tedy, že tečné zry chlení
nutně souvisí se změnou obvodové rychlosti a p i nerovno-
měrném pohybu již pochopitelně nebude nulové. Skutečně,
vyraz du lďt p edstavuj e tečnou složku at vektoru zrychlení
částice. Platí pro ni

at: r (ejevradls2), (1I.20)

kde e : ďalldt.
(P i pohybu po kružnicinazyváme někdy tečnou složku

zrychlení částice též obvodovym zrychlením.)
Celkové zrychlení částice je součtem jeho dvou prťr-

mětri, tečného zrychlení o1 3 lloftllálového (radiátního)
zrychlení o.. P i pohybu po kružnici smě uje normálové
zrychlenído jejího st edu a vystihuje změnu směru vektoru
rychlosti v. Jeho velikost, tzv. normálová složka zrychlení,
se ídí známymvztahem ar : u2/r (rov.(4.22)). Dosaze-
ním u zrov. (11.16) dostaneme pío ar vztah

: ,2, (a,, je v rad/s). ( 1 I.2I)

P edchozí rivahy názorné shrnuje obr. 1 1.9b: zrychlení
každé částice rotujícího tuhého tělesa je součtem svych
dvou prrimětri, tečného a normálového zrychlení. Tečné
zrychleníolmá směr vektoru rychlosti a normáIovézrych-
lení o. smě uje do st edu kruhové trajektorie. Normálová
složka zrychlení je dána vztahem (11.2I), a je tedy vždy
nenulová (pokud těleso rotuje, je @ + 0).Tečná složka a1 se

íídí vztahem ( 1 1 .20)) a je nenulová v p ípadě, že je otáčivy
pohyb tělesa nerovnoměrn , tj. jeho rihlové zrychlení je
nenulové.

(ONTnOLA 3: Moucha se veze na okraji kolotoče, je-
hož rihlová rychlost je konstantní. Rozhodněte, zda je
(a) normálová, resp. (b) tečná složka zrychlení mou-
chy nenulová. (c), (d) Zodpovězte p edchozí otázky
pro p ípad, že hlová rychlost kolotoče klesá.

(11.19)

u2
a7: 

-r

pŘíxran ri.e
Na obr. 11.10 je vyfotografována centrifuga určená pro l í-
cvik astronautri. Poloměr r kruhové trajektorie trénujícího
astronauta je 15 m.

Obr.11.10 P íklad 11.6. Centrifuga pro v cvik astronaut v ně-
meckém Kolíně. P i tréninku si astronauti zvyka.ji na velká zrych-
lení, jimž jsou vystaveni p i startu rakety.

(a) P edpokládejme, že se centrifuga otáčí rovnoměrně. Jaká
musí byt její hlová rychlost, má-li si astronaut zvykat na

zrychlení 1Ig?

ŘPŠENÍ: Protože je rihlová rychlost centrifugy stálá, je její
ťrhlové zrychlení e (: ďa/dr) nulové. Podle rov. (1I.20) je
nulová i tečná složka zrychlení astronauta. Celkové zrych-
lení je tedy dáno pouze zrychlením normálovym. Užitím
rov. (1 L27) (a, - a2r) a požadavklJ a, :11g dostaneme

lo, /ll(9.8m.s-2)
/r\:l_._l-:

Y r ! tl5m)
: 2,68rad.s-1 : 26otlmin. (Odpověd)

(b) Určete tečné zrychlení pohybu astronauta za p edpokla-
dl, že rihlová rychlost centrifugy rovnoměrně vzroste během
l20s z počáteční nulové hodnoty na hodnotu vypočtenou
v írkolu (a).

ŘBŠPXÍ: Poněvadž je rihlové zrychlení centrifugy podle
p edpokladu stáié, mrižeme pro jeho vl počet použít rov-
nici (11.9). Dostaneme

@ - a0 (2,68 rad.s-l - 0) .
t (120 s)

Tečnou složku zrychlení astronauta pak jlž snadno určíme
pomocí rov. (11.20):

at : r : (0,0223rad.s-2)(i5m) :
: 0,33 m.s-2. (Odpověd)



Vl sledná hodnota normálové složky zrychlení astronauta je
značná(a, :11g), Tečná složka pirozjezdu centrifugy je
v porovnání s ní mnohonásobně nižší (q: 0,0348).

RADY e xÁnrĚry
Bod 11.2: Jednotky tíhlov, ch veličin

Deflnice írhlovó polohy ve tvaru (11.1) (0 : slr) nás
zavazuje k používání obloukové míry (radiány) ve všech
vztazích mezi hlovymt a obvodovymi veličinami, Otočení
tedy musíme vyjad ovat vždy v radiánech, írhlové rychlosti
v jednotkách radls nebo radlmin a írhlová zrychlení v jed-
notkách radlsz nebo radlmin2. Ve vztazích (11.15), (11.16),
(11.18), (11.20) a (1 1.21) jsme tuto skutečnost explicitně zdri-
raznlli- Tímto pravidlem se však nemusíme ídit ve vztazích
obsahujících vyhradně írhlové veličiny (vztahy v pravé části
tab. 11.1), M žeme v nich pracovat s libovolnymi írhlov mi
jednotkami, d. kromě radiánri také se stupni nebo počty otá-
ček, pokud 1eužíváme konzistentně, tj.,,nemícháme je".

Ye vztazích vyžadujících použití obloukové míry není
t eba vypisovat jednotku ,,radián" (rad) během celého v1 -

počtu. Stačíji uvést až ve vysledku. Takovóho zjednodušení
zápisu jsme použili v p, 11.6.

11.6 KINETICKÁ ENERGIE TĚLESA
pŘI orÁčIvnvl poHyBu

Rychle rotující kotoučová pila má určitě značnou kinetic-
kou energii a jistě je možné ji určit. Ale jak? Známy vztah
Ek : l,*r' p\atí totíž pro částici. Pro v počet kinetické
energie rotujícího tělesa však není p ímo použitelnl už pro-
to,že nevíme, kterou veličinu bychom měli dosazovatza u.

Považujme kotoučovou pilu (a obecně každé rotující
tuhé těleso) za soustavu částic pohybujících se rťrznymi
rychlostmi. Kinetickou energii takového tělesa pak celkem
p irozeně definujeme jako součet kinetickych energií jed-
notlivych částic, tj.

(lL22)

Hmotnost i -té částice jsme označili symbolemm; a velikost
její rychlosti u;. Součet zahrnuje všechny částice tělesa.

Získany vztahje ovšem pro prakticky vypočet kine-
tické energie tělesa poněkud nepohodlny. Částice se totiž
pohybují rriznymi rychlostmi v;. IJvědomíme-li si však,
že rov. (11.16) umožňuje vyjád it velikost rychlosti každé
částice pomocí její vzdálenosti od osy otáčení a rhlové
rychlosti, která charakterizuje otáčivy pohyb tělesa jako

1 1.6 KINETICKÁ ENERcrc rĚrpsn pŘr orÁčtvBlt ponyeu 273

celku, mrižeme se tohoto ,,nepohodlí" snadno zbavit.IJži-
tím rov. (11.16) dostaneme

Ek:D l*,(rr,)2 - + (D *,r|) 
". 

(IL23)

Hodnota rr; je stejná pro všechny částice.
Veličina v závorce po poslední ripravě rov. (1I.23) zá-

visí na rozložení hmoty tělesa vzhledem k ose otáčení.
Naz; váme ji momentem setrvačnosti tělesa vzhledem
k dané ose otáčení a značíme ji 1. Všimněme si, že pro
p ípad tuhého tělesa, které se otáčí kolem pevně zvolené
osy, je moment setrvačnosti konstantní. Tato jeho vlastnost
je velmi podstatná a usnadňuje všechny další ťrvahy. Volbu
osy otáČení je ovŠem nutno p i vl poČtu momentu setrvaČ-
nosti jasně zadat, neboťjeho hodnota nanívyraznězávtsí.

pomocí momentu setrvačnosti

1:D*ir?
získáme z roy. (11 .23) pro E1 velmi jednoduchy vyraz

Ek : *t r' (a,r je v radls).

(II.24)

(IL25)

Ek: i*rr? + }m2u2, + }*rul + ... -
- D i*,,?,

P i jeho odvození jsme použili vztah 1) : 0)r. Uhlovou
rychlost úD v rov. (11 .25) musíme proto zadávatv obloukové
mí e.

Všimněme si podobnosti rov. (l1.25) pro kinetickou
energii otáčejícího se tuhého tělesa se vztahem Et _
- }mu2r, ktery vyjad uje jeho kinetickou energii p i po-

suvném pohybu. V obou vztazích se vyskytuje faktor j.
Hmotnost m ye vztahu pro kinetickou energii posuvného
pohybu p edstavuje ,,míru setrvačnosti" tělesa. V p ípadě
otáčení se ve vyrazu pro Ep objevuje moment setrvač-
nosti 1, ktery takIze chápat jako ,,míru setrvačnosti" tělesa
p i jeho otáčení. V obou vztazích vystupuje druhá moc-
nina p íslušné rychlosti (rychlosti posuvného, resp. rihlové
rychlosti otáčivého pohybu). Oba vyrazy vyjad ují stejn1

typ energie, energii kinetickou. Liší se pouze zprisobem
zápistt podle typu pohybu tělesa.

Všimli jsme si již, že moment setrvačnosti tuhého tě-
lesa závisí nejen na jeho hmotnosti, ale i jejím rozložení
vzhledem k ose otáčení. Obr. 1LlI názorně ukazuje, jak
mrižeme rozďíIy momentu setrvačnosti pocítit tak ka ,,na
vlastní kůž|", Na obr. 11.11a jsou dvě duté tyče, které na
pohled vypadají ťtplně stejně. Jejich vnější rozměry i hmot-
nosti jsou shodné a obě tyče jsou v rovnováze, jsou-li po-
dep eny uprost ed. Žaany rozdítnezpozorujeme ani tehdy,
uchopíme-ii je postupně do ruky a uvedeme do posuvného
pohybu.

Zcela odlišné pocity však zaznamenáme, zkusíme-li
tyče rychle roztáčet S jednou z nich to prijde velmi snad-
no, druhá se ,,bude bránit". Obr. 1 1.1 1b, c odhalují podstatu
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Tabulka l 1.2 Momenty setrvačnosti některych homogenních těles

I:mR2

1 : SmL2

obruč se otáčí
kolem své

geometrické osy.

Pln; válec (disk)
se otáčí kolem své
geometrické osy.

(c')

Tenká tyč se otáčí
kolem osy vedené

jejím st edem
kolmo k její délce.

plná koule se otáčí
kolem osy vedené

jejím st edem.

obruč se otáčí
kolem osy spl vající

S JeJlm prumerem.

I:!m@|+R3) (b)(a)

7:|mR2

t : [mla2 +b2)

Duty válec
(prstenec) se

otáčí kolem své
geometrické osy.

Plnl válec (disk)
se otáčí kolem

osy vedené jeho
st edem kolmo
k jeho podélné

(geometrické) ose.

Tenká tyč se
otáčí kolem osy
vedené jedním
z jelích konc

kolmo k její délce.

(f)

Kulová slupka
se otáčí kolem

osy vedené
jejím st edem.

Deska se otáčí
kolem p íčné
osy vedené

jejím st edem.

oSa

Y
1 : !mR2

;;; 
i

!

,.'\'
":l":'li

,,,n, '.'""L r"\, ,,'|\.a l\l

(d)1:jmR2+|mL2

(e)
1 : \mL2

oSa

(h)
7 : |mR2

7 : !mR2



tohoto rozdílu. ,,Poslušná" tyč má uvnit dvě závaží,která
jsou umístěna blízko jejího st edu, zatímco druhá tyč má
stejná závaží p ipevněna na koncích. Hmotnosti tyčí jsou
sice stejné, ale jejich hmota je jinak rozložena vzhledem
k vyznačené ose otáčení. Proto jsou vyrazně odlišné i hod-
noty jejich momentu setrvačnosti vzhledem k této ose.

Obr.11.11 (a) Vnější vzhled tyčí, jejichž vnit ek je znázornén
na obrázcích (b) a (c), je totožn;. Tyče se budou jevit stejné
do chvíle, kdy se pokusíme je roztočit kolem osy procházející
jejich st edem. Tyč (c) se roztáčí snadno, tyč (b) ,,odolává".
I když mají obě tyče stejnou hmotnost, jsou jejich momenty
setrvačnosti vzhledem k dané ose otáčení vyrazné odlišné vlivem
rrizného rozloženíjejich hmoty. Moment setrvačnosti tyče (b) je
podstatně větší než moment setrvačnosti tyče (c).'

|(ONTnOLA 4: Částice na obrázkuobíhají kolem svislé
osy v danl ch vzdálenostech. Se adte je sestupně podle
velikosti jejich momentu setrvačnosti vzhledem k této
oSe,

osa _
otáčení

11.7 vÝpočET MOMENTU
SETRvAčNosrt

Je-li tuhé těleso složeno z jednotliv ch částic, lze jeho mo-
ment setrvačnosti snadno určit pomocí součtu (IL24).Ie-Ii
však hmota tělesa rozIožena spojitě, je t eba nahradit tento
součet integrálem. Moment setrvačnosti je pak definován
jako

(a)

(b)

(c)
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V r]rlohách této kapitoly se budeme zabyvat vypočty 1 pro
oba typy těles. Obecně lze ííct, že moment setrvačnosti
tuhého tělesa vzhledem k dané ose otáčení závtsí (l) na
jeho tvaru, (2) na vzdálenosti jeho těžiště od osy otáčení
a (3) najeho orientaci vzhledem k ose otáčení.

Tab. 1 1.2 shrnuj e vztahy pro vypočet momentu setr-
vačnosti některych běžnych homogenních těles vzhledem
k rriznym osám otáčení. Všimněme si, jak rozloženíhmoty
vzhledem k ose otáčení ovlivní hodnotu 1. Tak nap íklad
u tyče na obrázku (0 je větší část hmoty dále od osy otá-
čení než u stejně dlouhé tyče na obrázku (e). Tyče mají
stejnou hmotnost i délku, jejich momenty setrvačnosti jsou
však rozdílné vlivem odlišné volby osy otáčení. Moment
setrvačnosti tyče v situaci (0 je větší než v p ípadě (e).

steinerova věta

Známe-Ii moment setrvačnosti 17 tělesa vzhledem k jisté
ose jdoucí jeho těžištěm, mrižeme snadno vypočítat jeho
moment setrvačnosti vzhledem ke každé další ose téhož
směru. Yztahmezi oběma momenty setrvačnosti se naz vá
Steinerova věta. Platí

I : Ir +mhz (Il,21)

kde m je hmotnost tělesa a h je vzdálenost uvažovanych
rovnoběžnych os. Slovně lze p edchozívztahvyjád ittakto:

Moment setrvačnosti tělesa vzhledem k libovolně zvo-
lené ose o je součtem jeho momentu setrvačnosti 17

vzhiedem k rovnoběžné ose o' (o' || o), vedené jeho
těžištěm, a momentu setrvačn osti mh2 veškeré hmoty
soust eciěné v těžišti vzhledem k ose o, kde h je vzdáIe-
nost oS o, o' .

Drikaz Steinerovy věty
Uvažujme těleso obecného tvaru, které se mriže otáčet ko-
lem obecně zvolené pevné osy. Těžiště tělesa označme T
a umístěme v něm pďátek soustavy sou adnic (O -- T).
Řez tělesa rovinou kolmou k ose otáčení aprocházejícíté-
žištěm tělesa je znázorněn obr. 1I.I2. Prťrsečík osy otáčení
s rovinou íeza označme P a ieho sou adnice a a b."I

Uvažujme objemoqi element tělesa v bodě o sou ad-
nicích x a y a označme ieho hmotnost dru. Moment setr-
vačnosti tělesa vzhledem k ose vedenó bodem p mrižeme
vyjád it pomocí rov. (1 I.26;) takto:

rr^
t - l ,2 dr: ltu - a)2 + ly - bl2|dm.J J,

I: 
Í 

,2d,r, (IL26)

osa otáčení
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Obr.11.12 Rez tuhym tělesem s těžištěm Z v počátku O sou-

stavy sou adnic. Steinerova věta (1I.27) umožňuje vyjád it mo-
ment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose vedené bodem P jako
součet momentu setrvačnosti vzhledem k ose téhož směru, pro-
cházející však těžištěm Z, a vyrazu mh2,kde ň je vzdálenost
obou os. Osy jsou kolmé k rovině nákresu.

Tento integrál lze p epsat ve tvaru

pŘíxla* ra.y
Tuhé těleso na obr. 1 1.13 je tvo eno dvěma částicemi o hmot-
nosti rz spojen mi tyčí délky L, jejíž hmotnost je zanedba-

telná.

(b)

Obr.11.13 P íklad 11.7. Tuhé těleso je tvo eno dvěma částicemi
o hmotnosti rr spojenymi tyčí zanedbatelné hmotnosti.

(a) Určete moment setrvačnosti tohoto tělesa vzhledem k ose

vedené kolmo k tyči jejím st edem (obr. 1 1. 13a).

ŘBŠBXÍ, Z rov. (11,24) plyne

/: 

' 

mir!:m{}t;z +*GL)2:
: }mLz. (Odpověd)

(b) Určete moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose ve-

dené koncem tyče rovnoběžně s osou zadanou v ťrloze (a)

(obr, 11.13b).

ŘBŠBXÍ: Útor,u ešíme pomocí Steinerovy věty (1I.21),
Moment setrvačnosti 17 jsme určili v části (a). Víme, že

vzdálenost ň obou rovnoběžnl ch osje polovinou délky tyče.

Z rov. (lI.2]) tedy dostáváme

I : Ir * mh2 : }mLz + (2ň(LL)2 :
: mL2. (Odpověd)

Tento v sledek mrižeme snadno ově it p ímym vypočtem
podle rov. (1I.24):

1 : I -ir? - @)(0)2 -| (m)(L)2 :
: mLZ. (Odpověd)

pŘÉt<g-ap el"s
Na obr. II.I4 je znázorněna tenká homogenní tyč o hmot-
nosti n adéIce L.
(a) Vypočtěte její moment setrvačnosti vzhledem k ose ve-
dené kolmo k tyči jejím hmotn; m st edem.

I - I@2+y2)dm-2" lxdm
-r, Íydm* |a'+b2)ďm. 

(11.28)

Uvědomíme-li si deflniční vztah pro polohu těžiště tě-

lesa (rov. (9.9)), ihned vidíme, že druhy a tíetí integrál
v rov.(11.28) p edstavují, až na násobení konstantou,
.r-ovou a y-ovou sou adnici těžiště. Jsou tedy nulové. Sou-
čet x2 + y2 mrižeme označitjako R2, kde symbolem R
rozumíme vzdálenost elementu dm od bodu O. Je zíej-
mé, že první integrál má vyznam momentu setrvačnosti
tělesa vzhledem k ose procházející těžištěm, 1r. Poslední
člen v rov. (1 L28) má hodnotl je mh2 (obr. 1 Llz),kde m
je hmotnost tělesa. Získalijsme rov. (11.27), p edstavující
matematicky zápis Steinerovy věty.

*rurXCLA 5: Těleso na obrázku (nap íklad kniha)
se mriže otáčet koiem čtyí riznych os. Všechny jsou
kolmé k vodorovnézáklaďně tělesa. Se adte je sestupně
podle odpovídajících hodnot momentu setrvačnosti tě-

lesa.

(2)

t

I

(l) (3) (4)

osa otáčení
vedená
těžištěm



Podle rov. (11.26) je pak

I : í ,2 d, : í',::r,r! d, :

: 
#,|-,l,-,},,: +[(;)'- (-'r)'):

ŘBŠENÍ: Zvolme osu _]r rovnoběžně s tyčí tak, aby její po-
čátek ležel v těžišti tyče. C)značme d-r element délky tyče,
umístěny v bodě o sou adnici x, Hmotnost írseku tyče jed-
notkové délky, tzv. lineární hustota, je m l L, element dx má
hmotnost

m

- ďt.
L
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ŘnŠPNÍ: Označme x vzdáIenost atomu chloru od
molekuly. Z obr. 1 1.15 a rov. (9.3) dostáváme

0- -mClX -f mu(d - x)
mcl * mu

lTLglX:mg(d-x).

_mHX:d
mct l mu

Moment setrvačnosti molekuly vzhledem k ose jdoucí jejím
těžištěm je (viz rov. (1I.24))

1 :' m;r| : mu(d - x)2 l mclx2,

Dosazením za x ze vztahu (II.29) a po írpravě dostaneme

, ,) mHmc 7 (1.0lu)(35.0u)
I:d.- :[|' /nm)-

mu -l mcl ' l (1,01u -l 35,0u)

- 15,800u.pm2 (Odpověd)

Použité jednotky jsou pro vyjád ení momentu setrvačnosti
molekul p imě ené. Ještě vhodnější je délková jednotka ang-
stróm (1Á = 10-10 m), pomocí nížbude I : 1,58 u.Á2.

pŘíxra* tl.atl
Pomocí moderní techniky je možné zkonstruovat setrvačník,
ktery mriže sloužit jako pohon automobilu. Setrvačník se nej-
prve roztočí motorem tak, aby kinetická energie jeho otáči-
vého pohybu byla dostatečná. Takto ,,uloženáo'energie je pak
postupně píedávána automobilu prost ednictvím p evodové
soustavy. P edstavme si takovy setrvačník jako pln válec
o hmotnosti m : 75kg a poloměru R : 25 cm. Zjistěte, jak
velká energie je v něm ,sJložena",je-li roztočen na ťrhlovou
rychlost 85 000 otlmin.

ŘEŠBnÍ: Moment setrvačnosti válcového setrvačníku vy-
jád íme podle tab.II.2c:

1 : )mR2 : l{lSkg)(0, 25 m)2 : 2,34kg.-'.

Úrrtová rychlost setrvačníku je

úD : (85 000 otlmin)(2x.radlot)(1 min/60 s) :

Z rov. (IL25) získámejeho kinetickou energii

Ek: lt12 : j{z,z+tg.m2;1s 900rad.s,l;2 :
:9,3.107 J : 26kw.h. (Odpověd)

Účinnost takového pohonu nebude samoz ejmě stoprocent-
ní, Vezmeme-li však v rivahu její rozumny odhad, zjistíme,

: |1mL2,

Vysledek se shoduje s ridajem v tab. II.2e.

(Odpověd)

oSa
otáčení

Obr. 11.14 P íklad 11.8. Homogenní tyč délky L a hmotnosti ru.

(b) Určete moment setrvačnosti tyče vzhledem k ose vedené
kolmo k tyči jejím koncovym bodem.

ŘnŠPNÍ: Použijeme vysledek části (a) a Steinerovu větu
(II.21). Dostaneme, ve shodě s tab. 11.2f,

I:Irlmh2:
: |rmLz + (ň(LDz : lmLz. (odpověd)

pŘíxg,ap ar"*
Molekula chlorovodíku se skládázatomlvodíku o hmotnosti
mH : 1,01u a atomu chloru o hmotnosti mg1 : 35,0u,
Vzdálenost st edri atom je d : I,2].I0 10m - I27pm
(obr, 1 1.15). Vypočtěte polohu těžiště molekuly chlorovodíku
vzhledem k ose vedené jejím těžištěm kolmo ke spojnici
atom .

oSa
otáčení

.T

Obr. 11.15 P íklad 1 1.9. Schematicky znázorněnámolekula chlo-
rovodíku. Osa otáčení prochází jejím těžištěm a je kolmá je spojnici
atomri.

mCt

-i

(I1.29)

: 8 900 rad.s-l.
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| že setrvačník by dokázal dopravit automobil do vzdálenosti 
Il:zot-.

1,1.8 MOMENT SÍLY

P em šleti jste někdy nad tím, proč je klika umístěna na

protilehlé straně závěsu dve í? K otev ení téžkych dve í
je pot eba značné síly. Samotná síla by ovšem k otev ení
dve í nemusela stačit, kdybychom nevhodně zvolili její
směr nebo pťlsobiště. Kdyby síla p sobila v některém bodě
poblíž závěsu dve í nebo kdyby nebyla ke dve ím kolmá,
musela by bytvětší než v p ípadě, žeby její směr a prisobiště

byly vybrány optimálně.
Na obr. 11.16avidíme ez tělesem, které se mťrže volně

otáčetkolem pevné osy kolmé k rovině nákresu. Na těleso
p sobí v bodě P síla F. Rovina ezu je vedena bodem P,
její pr sečík s osou otáčení je označen O. Polohovy vektor
bodu P vzhledem k O označíme r, Vektory F a r svírají
iínel tp, Pro jednoduchost se omezíme pouze na síly ležící
v některé z rovin kolmych k ose otáčení. Prrimět každé
takové síty do směru osy otáčeníje nulovy. Ve shodě s tímto
p edpokiadem leží tedy síla F v rovině obrázku.

Abychom zjistili otáčivy írčinek síly F, rozložíme ji do

dvou pr mětri podle obr. 1 1 . 16b. První z nich určuje takzva-
nou radiální složku F. síly F. Je rovnoběžny s polohovym
vektorem r anemávliv na otáčivy pohyb tělesa. Prisobí totiž
podél spojnice bodri P a O. (Jistě si snadno p edstavíme,

nebo i vyzkoušíme, co se stane, budeme-li tahat za kliku ve

směru \ežícím v rovině dve í. Pravděpodobně dve mi p í-
liš nepohneme.) Druhy prrimět síly F, kolmy k vektoru r,
definuje jej í tečnou složku Ft : F sin rp. Právě ona zp sobí
otočení dve í. (Mrižeme si vyzkoušet, že silou namí enou

kolmo k rovině dve í jimi celkem snadno otočíme.)

,,Schopnost" síly F otáčet tělesem závisí však nejen r,.,

velikosti její tečné složky F1, ale také na vzdálenosti jelíir
p sobiště od bodu O, Veličina,kterábere v vahu oba tr l,

vlivy, se nazyvá moment síly M vzhledem k ose otác:enl

Jeho velikost definujeme vztahem

M - (r)(F sin rp). (1 1.3t t

Existují dva ekvivalentní zprisoby vyjád ení momentu síh ,

M - (r)(F sin rp) - r Ft (11.31 t

nebo
M - (r sin q)(F) - f LF, (11.32)

,t je kolmá vzdálenost bodu O od vektorové p ímky síly
F. Je to p ímka, v níž vektor síly leží (obr. 1 1 .16c), Veličinu
r1 nazyváme rameno síly F. Z obr.l 1.16b je zíejmé, že

r (tedy velikost vektoru r) je současně ramenem tečného
prrimětu F1 síly F.*

x Uvědomme si dob e souvislost deflnice momentu síly vzhledeltt

k ose otdčení s konstrukcí na obr. 1 1.16. Bod O je pr sečíkem roviny,

ezu vedené p sobištěm P síly F kolmo k ose otáčení. Dejme tomu, že

na těleso p sobí ještě jiná síla F' , jejiž p sobiště P' však neleží v rovině
vedené kolmo k ose otáčení bodem P. Abychom určili její moment

vzhledem k ose, musíme opět najít pr sečík osy s p íslušnou rovinou
ezu. Dostaneme tak bod O'. Taková konstrukce má ovšem smysl jen

tehdy, je-li osa otáčení pevná. Také definice momentu síly vzhledem
k ose otáčeníje na tento p edpokladvázána. V obecnych situacíchje
nutné deíinovat moment síly obecněji a vztahovat jej nikoli k pevné

p ímce (ose), nybrž k pevnému bodu. Nakonec si ještě povšimněme, že

v p ípadě otáčivého pohybu tuhého tělesa kolem pevné osy, na které

pťrsobí sily ležíci vl hradně v rovinách kolmych k ose otáčení, jsou

vektorové p ímky těchto sil kolmé k ose a v obecném p ípadě jsou

s ní mimoběžné, Ramenem každé ze sil vzhledem k ose otáčení je

pak vzdálenost dvou mimoběžek, vektorové p ímky dotyčné síly a osy

otáčení.

oSa
otáčení

vektorová p ímka
síly F

O/ rL
j$$ *

(b)

rameno sfly r -/

(a) ((,]

Obr.11.16 (a) Síla F p sobí na tuhó těleso v bodě P. Těleso se m že otáčet kolem osy vedené bodem O
kolmo k rovině obrázku. (b) Moment této síly vzhledem k této ose má velikost (r)(F sin p), kterou lze také

vyjád it ve tvaru rF1, kde Fl je tečná složka síly F. (c) Jin možny zápis velikosti momentu síly F mátvar
rlF, kde rl je rameno síly F vzhledem k ose otáčení.



Kroucení se též nazyvá torze (z latiny). P ibližně lze
ííct,že moment síly vyjad uje kroutivy (torzní) ričinek síly.

Shrňme nyní dosavadní poznatky. P sobíme-li na tě-
leso, t eba na šroubovák nebo klíč, určitou silou ve snaze
tělesem otočit, musí byt moment této síly vzhledem k ose
otáčení nenulovy. It{ěkdy ííkáme, že na těleso p sobíme
určitym momentem. Jednotkou momentu síly v soustavě
SI jeN.m.* Moment M považujeme zakladny,roztáčí-Ií
těleso proti směru otáčeníhodinol ch ručiček, tj. ve směru
rostoucí rihlové polohy 6. (Taková situace je znázornénana
obr. 11.16.) Roztáčí-li se těleso ve směru otáčení hodino-
vl ch ručiček, p isuzujeme momentu síly záporné znamén-
ko.

Definici momentu síly rov. (11.30) Ize zapsat i ve vek-
torovém tvaru, konkrétně pomocí vektorového součinu

M - r x F. (1 1.33)

Moment síly je tedy vektorovou veličinou. Jeho směr je
podle definice (1 1.33) kolm k rovině vektorri r a F. Jeho
velikostje dánavztahy (1 1.30), (1 1.31) a (1 1.32) a orientaci
určuje pravidlo pravé ruky. Yztah (1 1.33) budeme polžívat
v kap.12.

(OXTnOLA 6: Na obrázku je v nadhled u znázorněn ty-
čoqí metr, kter se mriže otáčet kolem čepu umístěného
u značky 20 (20 cm). Všechny síly vyznačené v ob-
rázkujsou vodorovné amají stejnou velikost. Se aďte
je sestupně podle velikosti jejich momentu vzhledem
k ose otáčení.

|I.g vĚm o MOMENTU HYBNOSTI

Obr. 1I.I] znázorňuje jednoduchy píípad otáčivého po-
hybu tuhého tělesa kolem pevné osy. Těleso je tvo eno
částtcí o hmotnosti m p ipevněnou na konci tyče délky r,
jejížhmotnost je zanedbatelná. Síla F uvádí částici do po-
hybu po kružnici kolem osy otáčení. Zrychlení částice je
dáno druh m Newtonovymzákonem:

mq: F +T,

* N.m je také jednotkapráce. Moment síly a práce jsou ovšem zcela
rozdílné veličiny, které nesmíme zaměňovat. Práce se často vyjad uje
také v joulech (1J : 1N.m), zatímco pro moment síly jednotku J
nepoužíváme nikdy.
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kde T je tahová síla tyče, která pro jednoduchost není v ob-
rázku vyznačena. (Její moment vzhledem k ose otáčení je
nulov ). Pro tečnou složku zrychlení částice tedy platí

ma1- F1.

Moment síly F prisobící na částici lze podle rov.(11.31)
vyjád itjako

M - Flr:fttalť

a pomocí rov. (1L20) (at - er) p epsat do tvaru

M-m(er)r-(mr2)e.

Yyraz mr2 píedstavuje moment setrvačnosti částice vzhle-
dem k ose otáčení (rov. (1I.24)). Rov. (1L34) Ize tedy za-
psat velmi jednoduše:

(lI.34)

(11.35)Ie :M (ejevrad.s-2).

}

Obr. 11.17 Jednoduché tuhé těleso se skládá z částtce o hmot-
nosti ru p ipevněné na tyči o délce r a zanedbatelné hmotnosti.
P sobením síly F se těleso roztáčí kolem osy vedené bodem O.

Prisobí-li na těleso více sil, je t eba vztah (l1.35) zo-
becnit:

Ie :Iu (s jevrad.s-2), (11.36)

kde I M je součet moment všech sil prisobících na čás-
tici (vysledn; silov moment). Rov. (11.36) je analogická
druhému Newtonovu zákonu p i použití rihlov ch veličin.

Yztah (11.35) a jeho obecnější verzi (11.36) jsme od-
vodili pro zcela speciální p ípad tělesa - 

jedinou částici
obíhající kolem pevné osy. Zamysleme se nad tím, zda jej
dokážeme zobecnit pro libovolné tuhé těleso, které se otáčí
kolem pevné osy. Takové zobecnění je skutečně možné.
Tuhé těleso není vlastně nic jiného než soustava částic,
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které obíhají kolem osy otáčení se stejnym rihlovym zrych-
lením e. Levástrana rov. (1 1.35) a (1 1.36) je tedy pro tuhé
těleso vyjád ena stejně jako pro částici, s tím rozdíIem, že
symbolem 1 je t eba rozumět moment setrvačnosti tělesa
vzhledem k ose otáčení. Jisty problém vzniká p i interpre-
taci pravé strany těchto vztahri. Na každou částici tělesa
mohou totiž určitymi silami prisobit jak okolní objekty, tak
i jeho ostatní částice. Uvědomíme-li si však, žepro síly vzá-
jemného prisobení částic uvnit tělesa platí t etí Newton v
zákon, a p edpokládáme-li celkem p irozeně, že interakční
síly mají pro každou dvojici částic směr jejich spojnice,
zjistíme, že v sledny moment sil pťrsobících uvnit tělesa
je nulov1 . Zkušenost tento závér potvrzuje: žádné těleso se

ještě neroztočilo vlivem vnit ních sil, tj. samo od sebe. P ed-

chozí ťrvahu m žeme lzav ít konstatováním, že platnost

rov. (11.36) je mnohem obecnější nežpro p ípad jednotlivé

částice. Platí pro libovolné tuhé těleso otáčející se kolem
pevné osy, jestliže 1je jeho moment setrvačnosti vzhledem
k ose otáčení a D, M je vysledny moment vnějších sil pťr-

sobících na těleso, vztaženy k této ose. Takto zobecněny
vztah (1 1.36) p edstavuje pohybovou rovnici pro otáčiv
pohyb tuhého tělesa kolem pevné osy. Nazyváme ho věta
o momentu hybnosti (soustavy částic) nebo také druhá
impulzová věta.

(ONTnOLA 7: Na obrázku je v nadhledu zobrazenty-
čov metr, ktery se mliže otáčet kolem vyznačeného
čepu. umístěného vlevo od st edu tyče. Na tyč p sobí
dvě vodorovné sÍly F1 a F2, pouze sÍla F1 je vŠak v ob-
rázku zakreslena . SíIa Fzje k tyči kolmá a pťrsobí nalejí
pravy konec. P edpokládejte, že se tyč neotáčí aurčete
(a) orientaci síly F2. (b) Rozhodněte,zdaje síIa F2 větší,
stejně velká, nebo menší než síla F1.

pŘíxlan í É.lt
Obr. 1l.I&aznázorňuje homogenní kotouč o hmotnostimu -
: 2,5 kg a poloměru R : 20cm, ktery je p ipevněn na

pevnou vodorovnou osu. Závaží o hmotnosti m : I,2kg
visí na vlákně zanedbatelné hmotnosti navinutém na obvodu
kotouče. Závaží padá svisle dol a kotouč se roztáčí. Vy-
počtěte zrychlení závaží, hlové zrychlení kotouče atahovou
sílu vlákna. P edpokládáme, že vlákno po obvodu kotouče
neklouže azanedbáváme t ení v ose.

ŘEŠBNIÍ, Na obr. 11.18b jsou znázorněny síly p sobící na

závaží.

Závaží se urychluje směrem dolťr, takže velikost tíhové
sily mg je větší než velikost tahové síly vlákna T. Podle

(c)l

-I,

y,
(b)

Obr. 11.18 P íklady 1 1.1 1 a 1 ] .13. (a) Padající závaži roztáčiko-
touč. (b) Silov diagram závaží. (c) Silovl diagramkotouče.

druhého Newtonova pohybového zákona je

(.a)

ma: T - m8,

Na obr. 11.18c jsou znázorněny síly prisobící na kotouč.
Vlivem momentu síly T' se kotouč roztáčí po směru otáčení
hodinovych ručiček. Tento moment je tedy záporny a je ro-

ven - Z'R. Zevztahu (c) v tab. 11 ,2 víme, že moment setrvač-

nosti kotouče je 1 : lmyR2, Na kotouč p sobí také tíhová
síla myg a svislá síla N, kterou na kotouč prisobí pevná osa.

Vektorové p ímky obou těchto sil procházejí osou otáčení
kotouče a jejich momenty vzhledem k ní jsou proto nulové.
Použitím druhé impulzové věty ve tvaru 1e : M dostaneme

lmyRze : -T' R.

Protože vlákno po obvodu kotouče neprokluzuj e, je zrych-
lení a závaží shodnó s tečnym zrychlením a1 bodu na obvodu
kotouče. Použitím rov. (1 1.20) (e : a l R) m žeme poslední
vztah zjednodušit do tvaru

1 _t
-.mua : l (1 1.38)

Zrov. (1 1.37) a (1 1.38) asuvážením,že T' : Z (velikosti
sil T a T' jsou stejné), nakonec dostaneme

(1 1.37)

2ma:-8 : :-(9.8m.s-2)
mk+zm

- -4,8 m,s-2.

2(I,2kg)
(2,5 kg) + 2(I,2kg)

(Odpověd)

K určení velikosti síly Z použijeme rov. (1 1.38):

T - -i*oo: -+(2,5kg)(-4,8m.s-2) :
:6,0N. (Odpověd)

_



Podle očekáváníje zrychlenípadajícího závaží menší než g
atahová síla vlákna (6,0 N) je menší než tíhová síla prisobící
na závaŽÍ (m8 : 11,8 N). Všimněme si, že zrychlení tělesa
atahová síla vlákna nezávtsí na poloměru kotouče, pouze na
jeho hmotnosti. Pro kontrolu ještě dosaďma my :0 (kotouč
zanedbatelné hmotnosti). Dostáváme a - -8 a T :0. Ani
tento vysledek není nečekan; : závaží padá voln m pádem
a táhne s sebou nenapjaté vlákno.
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zapíšeme ve tvaru

M-

- (15 kg.m2) (-6,0 rad.s-2)

dt

300N.
(0,30m)

(Odpověd)

(b) P edpokládejme, že soupe zristane vzp ímen, takže ra-
meno tíhové síly vzhledem k ose otáčení má velikost dz -
:0,I2m. Jak velká musí byt síla F nyní?

ŘBŠPXÍ: V této situaci je moment tíhové síly prisobící na

soupe e nenulovy. Jeho směr je kladn; , tedy opačny než směr
momentu síly F. Zrov. (11.31) a (11.36) dostáváme

|u - -dtF -l d2mg - I ,

a tedy

It,

-Ie

Ztov. (11.20) vypočteme ještě rihlové zrychIení kotouče

a (-4.8 m.s-2) ^ .s : 
fr 

: ffi : -24rad.s-2. (odpověd)

pŘÉx<g,an n1.1ž
Zápasník v judu se chystá položit svého osmdesátikilového
soka na žíněnku. Uchopí jej za oděv na rameni a snaží se jej

otočit kolem svého těla. P i tom na něj prisobí silou F. Osou
otáčení je spojnice ramenního a kyčelního kloubu zápasníka.
Rameno ptisobící síly vzhledem k této ose má v běžnych
situacích velikost :30 cm. P edpokládejme, že zápasník
udělí soupe i írhlové zrych|ení -6,0radls2,roztáčí jejtedy ve
směru otáčení hodinovych ručiček (obr, 1 1.19). Moment setr-

vačnosti soupe e vzhledem k ose otáčení je zhruba 15 kg.m2.

V části (a) tóto írlohy jsme již zjistili, že první člen na pravé
straně poslední rovnice činí 300 N. Dosazením této hodnoty
i dalších číselnych ridajri do získaného vztahu pro F nakonec
dostáváme

F : (300N) +
(0,12 m)(80 kg)(9,8 m,s-2;

(0,30m)
: 613,6N = 610N. (Odpověd)

Z v sledkri (a) a (b) vidíme, jak driležitá je p ípravazápasníka
na provedení chvatu. Pokud se mu totiž nepoda í uskutečnit
p ípravnou fázi tak,jak je popsáno v části (a), tj. ohnout
soupe e a podsunout svou kyčel pod jeho těžiště, pot ebuje
k provedení chvatu mnohem větší sílu. Dobr judista toto
pravidlo zná apolžívá. (Rozbor fyzlkáIní problematiky juda
a aikido mohou zájemci najít v červnovém čísle časopisu
Scientific American z r. 1980.)

11.10 PRÁCE A KINETICKÁ ENERGIE
pŘI orÁčlvÉvr poHyBu

P ipomeňme si znovu situaci na obr. II.I7: síla F roztáčí
tuhé těleso tvo ené jedinou částicí o hmotnosti rr p ipevně-
nou na konci tyče, jejíž hmotnost j e zanedbatelná. Pokus je
uspo ádán tak, že se mění pouze kinetická energie tělesa.
Mrižeme proto použítvztahmeziprací a změnou kinetické
energie podle rov. (7 .4)

AE1 : Eu.,t_Eu,_W.

I t dlmp
dl' d,

rameno r/1

tahové síly tameno d2
tíhové síly
protivníka

: |j lijI
) |,.:,] l I

':' i ,.:,. ] ,:l"
.l :

(a)

Obr.11.19 P íklad
chvat v judu.

I1.12. (a) Správně a (b) nesprávně provedeny

(a) Určete velikost síly F pot ebné k tomuto chvatu za píed-
pokladu, že judista těsně p ed jeho provedením ohne sou-
pe e tak, aby posunul jeho těžiště nad sv j kyčelní kloub
(obr.11.19a).

ŘEŠBXÍ: Leží-li těžiště soupe e na ose rotace vedené ky-
čelním kloubem judisty, je moment tíhové síly plisobící na
soupe e vzhledem k ose otáčení nulovy. Jedinym nenulovym
momentem,ktery má vliv na pohyb soupe e, je moment síly F.
Tento moment je záporny. Pomocí rov. (11.31) a (11.35) jej (11.39)

rameno d1

tahové síly
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Použitím vztahu Ey -- i*r'a (11.16) (u - uor) mrižeme
p epsat rov. (l1.39) do tvaru

AEp : )*r2r| - }-r2r? : W, (11.40)

Moment setrvačnosti částice je 1 - mr2 (rov. (1L24)).
Jeho dosazením do rov. (11.40) dostaneme

AEt- *t,?-Ltr?-W.

Odvodili jsme jej opět pro jedinou částici, platí však pro
libovolné tuhé těleso, podobně jako vztah mezi ptací a ki-
netickou energií.

Z rov. (II.43) mrižeme zjistit, jak je vykon síly priso-
bícína těleso p i rotačním pohybu:

d0*M--Ma.
dt

(11.45)

POSUVNÝ POHYB V DANEM SMĚRU

poloha
rychlost
zrychlení
hmotnost
věta o hybnosti
práce
kinetická energie
vykon
v ztah mezi prací a změnou

kinetické energie

dWp--
a-

dt

rihlová poloha
írhlová rychlost
rihlové zrychlení
moment setrvačnosti
věta o momentu hybnosti
práce
kinetická energie
vykon
v ztah mezi prací a změnou

kinetické energie

(11.41)

Vidíme, že v jednoduché situaci znázorněnénanaobr. 1 1.17
je zména kinetické energie spojené s otáčiv m pohybem
tělesa ďánaprací síly F. Rov. (11.41) pro otáčiv pohyb je
tedy obdobou vztahu mezi prací a změnou kinetické ener-
gie, získaného jlž d íve pro pohyb posuvny. Odvodili jsme
ji sice pro p ípad jediné částice, platí však pro libovolné
tuhé těleso rotující kolem pevné osy.

Pro situaci na obr. 11.17 se nyní pokusíme vyjád it
práci W' pomocí momentu síly F. P i elementárnímotočení
tělesa o írhel d0 se částice posune podél své kruhové tra-
jektorie o vzdáIenost ds. Práci síly F p i tomto posunutí
vyjád íme pomocí rov. (7.11):

dW _ F . ds _ Fl ds : Ftr d0. (11.42)

(P ipomeňme,že \jetečnásložkasíly F.) Součin Flr píed-
stavuje podle rov. (11.31) moment M sí|y F. Rov. (1I.42)
tak získávátvar

ďW:Md0. (11.43)

Práce vykonaná silou F p i celkovém otočení tělesa z íth-
lové polohy 0i do polohy 01je pak dána integrálem

(II.44)

Tento vztahje ,,rotační" obdobou rov. (1.21)

Tento vysledek, získany pro otáčivy pohyb, je obdobou
vztahu P _ F u (rov. (7 .49)), platného pro pohyb posuvny.

Tab. 11.3 shrnuje základnívztahy,které jsme v této ka-
pitole získali pro otáčiv pohyb tuhého tělesa kolem pevné
osy a pro porovnáníuvádí i odpovídajícírovnice pro pohyb
posuvny.

pŘÍxran 11.13

(a) O jak írhel se otočí kotouč na obr, II.I8 za 2,5 s, rozbí-
há-li se z klidu?

ŘBŠBNÍ: Dosazením (D0 :0 do rov.(11.10) (0 : o,g!
+ }e t2l a použitím hodnoty s, kterou jsme získali v p . 11.11,

vyjde

0 :0 + lr-z+rad.s-2112,5 s)2 -
: -J1rad. (Odpověd)

(b) Jaká je hlová rychlost kotouče v okamžikl t : 2,5 s?

ŘnŠPNÍ, Úhlouou rychlost vypočteme ztoy,(l1.9) (al :
- oo * et). Dosadíme hodnotu rihlového zrychlení t, vy-
počtenou v p .11.11 a nulovou hodnotu počáteční írhlové
rychlosti (oo :0). Dostáváme

' : Txij]d'-';1z,5 
s) : 

(odpověd)

(c) Jak velkou kinetickou energii má kotouč v okamžiku í :
a < ^.)

- 
L.J ó:

OIÁČIVÝ POHYB KOLEM PEVNE OSY

w - [" ,or.
Je,

n: 
Í*-,'Fdx.

x
u:dxldt
a : du/dt
m

ma: F
ry:jndx
Ek: i*r'
P:Fu

W:LEv

0

al : d0 ldt
e : d@/dt
I
Ie: M
ry:tuae
Ek: itr'
P:Ma

W:LEu

Tabulka 11.3 Posuvny a otáčiv pohyb



ŘPŠENÍ: Kinetická energie rotujícího kotouče je dánavzta-
hem (1I.25), tj. Er : lta2. Moment setrvačnosti kotouče
vzhledem k jeho geometrické ose, která je v našem p ípadě
i osou otáčení, má hodnotu 1 : i.^R', Úhlovou rychlost rr.l

v okamžiku t : 2,5 s jsme zjistili v části (b). Dosadíme
číselné ridaje:

Er: 1.Ia,l2 : !(},-a2P2 :
: !{z,skg) (0, 20 m)2 (-60 rad.s

Jin zprisob vypočtu kinetické energie nabízí vztah mezí
prací a změnou kinetické energie. Určíme práci W, kterou
vykoná tahová síla vlákna, které roztáčí kotouč. Ostatní síly
prisobící na kotouč, t1. tíhová síla a tlaková síla v jeho ose,
práci nekonají, jejich momenty vzhledem k ose otáčení jsou
nulové. P i v; počtu práce tahové síly vyjdeme z íoy. (II.44)
a využijeme skutečnosti, že velikost tahové síly T i její mo-
ment M vzhledem k ose otáčení jsou konstantní. Dostáváme

dO:M(Or-0).

Pro moment tahové síly i" platí M : -T R. Dosadíme hod-
noty Z : -6,0N (p . 11.11) a R : 0,20m. Rozdíl fu - 0i

p edstavuje írhlové otočení kotouče od počátku pohybu do
okamžiku t : 2,5 s. Jeho hodnotu jsme již určili v části (a).

S uvážením všech p edchozích skutečností m žeme psát

W:M(Or-0):-TR(fu_0):
: -(6.0N)(0,20m)(-75 rad) -
:90J. (Odpověd)

Protože se kotouč roztáčí z klidu, je jeho počáteční kinetická
energie El,i nulová. V souladu s rov. (11.41) pak vypočtená
práce určuje p ímo kinetickou energii kotouče Ep v daném

okamžiku.

pŘÍxren fi.14
Tuhá konstrlkce, znázorněná na obr. II.20,je sestavenaztu-
hého prstence o hmotnosti m a poloměru R : 0, 15 m a dvou
tenkych ty čí, z nichžkaždámá hmotno st m adélku L : 2,0 R.
Mriže se otáčet kolem vodorovné osy, která ležív rovině prs-
tence a procházíjeho st edem.

(a) Vyjád ete moment setrvačnosti konstrukce pomocí m a R.

ŘBŠPNÍ, Podle vztahu (i) v tab. II.2máprstenec vzhledem
kzadané ose moment setrvačnosti /prstenec : lmR2.

Moment setrvačnosti tyče A vypočteme pomocí Steine-
rovy věty (II.21), Její moment setrvačnosti vzhledem k ose
vedené jejím st edem rovnoběžně s osou atáčení najdeme

,: 
ír," 

Mdr:, 
ír,"
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v tab. II.2e, Ir,A: mt2112. Podle Steinerovy věty platí

. mL2 / L\2Ie: Ir,d )- mhi.o: 12 *' ( * * 

' 
) 

:
\ -,/

: 4,33ntR2.

Vp edchozímvypočtujsmejiž vzaltv rivahu vztahL :2,0R
a symbolem hT.l, : R + + 

L jsme označili vzdálenost těžiště
tyče A od osy otáčení.

Steinerovy věty použijeme i p i vypočtu momentu setrvač-

nosti tyče B. V či své podélné ose má tyč nulovy moment
setrvačnosti, tj. 17 3 : 0. Její moment setrvačnostt v: 'či za-
dané ose otáčeníje tedy

Is : Ir,s -l mh2r.u: 0 J- mR2 : mR2,

kde hr,g : R je vzdálenost tyče B od osy otáčení. Moment
setrvačnosti I celé konstrukce vzhledem kzadané ose otáčení
je součtem moment setrvačnosti jejích jednotlivl ch částí, tj.

1 : Iprrte,re. * 1e -l 1s : i*R' l4,33mR2 + *R2 -
: 5,83mR2 : 5,8mR2. (Odpověd)

I

L/2
l

-_r- 

tl l,A|,,í__L

osa otáčení

Obr.11.20 P íklad 1I.14. Tuhá konstrukce tvo ená prstencem
a dvěma tyčemi se mťtže otáčet kolem vodorovné osy.

(b) P edpokládejme, že konstrukce je ve vychozí klidové po-
Ioze znázorněné na obr. 11.20, Tato poloha není stabilní. Po
uvolnění se tedy konstrukce začne roztáčet vlivem nenulo-
vého momentu tíhové síly. Určete její írhlovou rychlost a-r

v okamžiku, kdy prochází dolní rovnovážnou polohou.

ŘEŠPXÍ : Ve v; chozí poloze Ieží těžlštékonstrukce v e v zd,á-

lenosti .}r nad osou otáčení. Podle rov. (9.5) je

m(0) 1mR * mG + +L)
-R..\'r :

Po uvolnění se konstrukce začne otáčet kolem zadané pevné
osy a její těžiště klesá. V okamžiku, kdy konstrukce dosáhne
rovnovážné polohy, je její těžiště pod osoll otáčení, opět ve

3m
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vzdálenosti y7. Jeho posunutí je tedy Ay7 : -2R. Od-
povídající pokles tíhové potenciální energie soustavy kon-
strukce l Zeméje kompenzován p írustkem kinetické ener-
gie otáčivého pohybu konstrukce . Změnupotenciální energie
AEo vypočteme jako součin velikosti tíhové síly prisobící na

konstrukci (3m8,celková hmotnost konstrukce je 3m) a svislé
složky posunutí jejího těžiště Ay7:

^Ep 
:3mgLy7 :3m8?2R) : -6m8R.

Odpovídají cí zména kinetické energie je podle rov. ( 1 1 . 25)

AEt- i,tr'-0:+Ia2.
Ze zákona zachov ání me ch ani cké energie, z ap s aného ve tv aru

EpfEo:Q,

dostaneme

itr' - 6mgR :0,

Dosadíme I : 5,83mR2 a vyjádíme ze získané rovnice
rihlovou rychlost tl:

(Odpověd)

12s

5,83R

12(9,8 m.s-2)

5,83(0, 15 m)

Úhtová poloha
Pro usnadnění popisu otáčivého pohybu tuhého tělesa kolem
pevné osy (tzv. osy otáčení) zavádíme vztažnou p ímku kol-
mou k ose otáčení, kterou pevně spojíme s otáčejícím se tělesem.

Mě íme rihlovou polohu 0 této p ímky vzhledem ke zvolenému
směru. Je-li veličina 0 vyjád ena v radiánech, platí

PŘEHLED & SHRNUTÍ

(11.1)

Veličiny u a w definují vektory rovnoběžné s osou otáčení, je-
jichž orientace je dána pravidlem pravé ruky, znázoraénymna
obr. 11.5. Vzhledem k tomu, že jejich směr je pevně zadán (směr
osy otáčení), stačí kjejich vyjád ení jen číselná hodnota udávající
jejich velikost, opat ená kladnym, resp. zápornym znaménkem.
otáčí-h se těleso ve směru kladném (proti směru otáčení ho-

dinovych ručiček), či záporném (ve směru otáčení hodinovych
ručiček).

Úhtové zrychlení
Podíl změny írhlové rychlosti tělesa z hodnoty til1 n0, hodnotu
w2 a ďéIky A,t : tz - tl časového intervalu, v němž tato změna
proběhla, definuje prriměrné hlové zrychlení tělesa E v daném
intervalu:

U2 - U1 L,a
tz-tt 

^t
Okamžité rihlové zrychlení e tělesa je definováno vztahem

(1 1.8)

Veličiny e a e jsou vektorové.

Vztahy pro otáčiv pohyb s konstantním hlov ,m

zrychlením
Otáčení s konstantním írhlov m zrychlením (a : konst) je d -

Iežttym speciálním p ípadem otáčivého pohybu. Je popsáno ná-

sledujícími rovnicemi, které shrnuje také tab. 11.1:

'0 - - (9jevrad),
r

kde s je délka oblouku kruhové trajektorie s poloměrem r a st e-

dovym rihlem 9. Jednotka 1rad souvisí s ťrhlovymi jednotkami
1" a 1 otáčka (1 ot) vztahem

1ot:360':2trraď. (IL2)

Otočení
Změnaírhlové polohy otáčejícího se tělesa zvychozíhodnoty á1

na vyslednou hodnotu 02 urólje jeho otoČení

L0 :0z - 0l, (11.4)

(11.5)

Okamžitá rihlová rychlost tělesa je definována vztahem

(1 1,6)

ďw

dt

(1 1.7)

(11.9)

(1 1.10)

(11.11)

(II.I2)

(1 1.13)

Hodnota A0 je kladná, otáčí-lt se těleso v kladném směru, tj. proti
směru otáčení hodinovych ručiček, záponá je v opačném p ípa-
dě.

Úhlovtí rychlost
Podíl otočení tělesa A0 a délky Ar časového intervalu, během
něhož k tomuto otočení došlo, p edstavuje prriměrnou rihlovou
rychlost tělesa v daném intervalu

^0Q): 

-
^t

d0

ď

Co:aO+ t,

0:rillt*je ,

,2: r]+2r0,
a:L@lo+a)t,
0:at-iur'.



Vďah mezi obvodov mi a íthlovymi veličinami
Každá částice tuhého tělesa, kteró se otáčí kolem pevné osy, se
pohybuje po kružnici, jejíž poloměr je roven vzdálenosti částice
od osy otáčení. P i otočení tělesa o írhel0 opíše částice kruhov
oblouk o délce

S :0r, (1 1.15)

kdeOjevrad.
Vektor rychlosti částice v je tečny k j ej í kruhové trajektorii.

Jeho velikost (tzv. obvodová rychlost) je
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Moment síly
Moment síly charakterizuje rotační ričinek síly F, která p sobí
na těleso p i jeho otáčení kolem pevné osy, (P edpokládáme,
že směr síly F Ieží v rovině kolmé k ose otáčení.) Označíme-li
polohovl vektor p sobiště síly F vzhledem k ose otáčení sym-
bolem r, m žeme moment M této síly vzhledem k uvedené ose
vyjád it ve tvaru

M: r X F. (1 1.33)

(Počátečním bodem vektoru r je pr sečík osy otáčení s rovinou
kníkolmou avedenou ptisobištěm síly F.) Moment sílyje vektor.
Pro jeho velikost platí

M : rFt: rLF : rF sing, (11.30, 11.31, 11,32)

kde Ft je tečná složka síly F, 9 je íhel vektoru r a F. Symbol
rl označlje rameno sÍIy F vzhledem k ose otáčení, definované
jako vzdáIenost vektorové p írrky síly F od této osy. Rameno
síly F, je označeno r.

Ve zjednodušenych situacích, ježv této kapitole uvažujeme,
má moment síly vždy směr osy otáčení. Proto jej stačí zadávat
číselnl m ridajem p edstavujícím jeho velikost opat enou vhod-
nymznaménkem. Moment síIy M je kladn , je-li podle pravidla
pravé ruky orientován v kladném směru, v opačném pňpadě je
záporny. Jednotkou momentu síly v soustavě SI je newton-metr
(N,m).

Věta o momentu hybnosti
Věta o momentu hybnosti, p edstavující pohybovou rovnici pro
otáčivy pohyb, mátvar

Ir:DM,

v :0)r,

kde o je írhlová rychlost tělesa vyjád ená v radls.
Vektor zrychlení částice o je určen tečnou a normálovou

složkou, které odpovídajíjeho rozkladu do tečného a normálo-
vého směru k trajektorii. Tečnou složku lze zapsat ve tvaru

a1: tť, (11.20)

kde s je rihlové zrychlení tělesa vyjád ené v radls2. Normálová
složkaje dánavztahem

U2)
a, : 7 

: 61'1" (a je v radls). (II.21)

Pohybuje-li se částice po své kruhové trajektorii rovnoměr-
ně, je její pohyb periodick s periodou

(1 1.16)

(II.n,11.18)

(II.25)

(II.24)

(II.26)

(1I.21)

Kinetická energie otáčivého pohybu a moment
setrvačnosti
Tuhé těleso otáčející se kolem pevné osy má kinetickou energii

Ek : +I a)2 (al je v radls),

kde 1 je moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose otáčení.
Pro soustavu částic (těleso s diskrétním rozložením hmoty) je
definován vztahem

2nr 2n
T - 

- 
(cujevrad/s).

u Cl)

t :|mir!
a pro těleso se spojitě rozloženou hmotou vztahem

I: 
Ír2d-.

jeho těžištěm:

I:Irlmh2
kďe h je vzdálenost obou os.

kde I M je vysledny moment všech sil prisobících na částici
nebo tuhé těleso, vztaženy k ose otáčení, 1 je moment setr-
vačnosti částice nebo tuhého tělesa vzhledem k této ose a e je
rihlové zrychlení otáčivého pohybu částice nebo tuhého tělesa
kolem této osy.

Práce a kinetická energie otdčivého pohybu
Yztahy pro vypočet práce a vykonu p i otáčivém pohybu jsou
podobné odpovídajícím vztahrim pro pohyb posuvny:

(1 1.36)

Symboly r;, fesp. r v těchto vztazíchp edstavují vzdáIenosti-té
částice, resp. elementu tělesa od osy otáčení.

steinerova věta
Steinerova věta poptsuje souvislost mezi momentem setrvač-
nosti 1 tělesa vzhledem k libovolné ose otáčení a momentem
setrvačnosti 17 téhož tělesa vzhledem k rovnoběžné ose vedené

dW d0P- . -M. :Ma. (11.45)dt dt

w: 
|r" 

uae (lI.44)

pro otáčivy

(11.41)

Yztah mezi prací a změnou kinetické energie má
pohyb tvar

AEr.- it.?-}t.|:yt.
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orÁzKy
1. Na obr. 1 1,21b je zakreslen graf časové závislosti írhlové po-
lohy otáčejícího se kotouče, znázorněného na obr. 11 .2Ia, Roz-
hodněte, zdav okamžicích (a) r : 1 s, (b) t : 2s a (c) í : 3s
je rihlová rychlost kotouče kladná, záporná, nebo nulová. (d) Je
jeho rihlové zrychlení kladné, nebo záporné?

(a) (b)

Obr.11.21 Otázka I

2. OblIL22 p edstavuje graf časové závislosti rihlové rychlosti
kotouče na obr. II.2Ia. Jak je (a) počáteční a (b) vysledn
směr otáčení kotouče? (c) Je írhlová rychlost kotouče v některém
okamžiku nulová? Ve kterém? (d) Rozhodněte, zda je hlové
zrychlení kotouče kladné, nebo záporné. (e) Je konstantní, nebo
proměnné?

Obr.11.22
Otázka2

3. V okamžlkl t : 0 má kotouč na obr. II.2Ia rihlovou polohu
0o : -2rad. V následující tabulce jsou uvedena znaménka po-
čáteční rihlové rychlosti kotouče a jeho stálého írhlového zrych-
lení ve čty ech různych situacích: (1) +, +: (2) +, -; (3) -, +
a (4) -, -. Rozhodněte, ve kterém z uvedenych čty p ípadri
(a) se kotouč na okamžik zastaví, (b) v některém okamžiku zcela
jistě projde írhlovou polohou 0 :0, (c) nikdy neprojde írhlovou
polohou 0 :0.
4. Následující dvojice hodnot p edstavují počáteční a vysled-
nou hlovou rychlost kotouče znázorněného na obr. 11.21a ve
čty ech r zn; ch situacích: (a) 2radls, 3radls; (b) -2radls,
3 rad/s; (c) -2 rad/s, -3 radls; (d) 2radls, -3 radis. Velikost írh-
lového zrychlení má ve všech p ípadech stejnou hodnotu a je
stá]é. Se adte situace sestupně podle velikosti otočení kotouče.

5. Rozhodněte, pro kterou z následujících funkcí, vyjad ujících
možnou časovou závislost ťrhlové rychlosti otáčejícího se tělesa,
platí rovnice shrnuté v tab. 11.1: (a) o : 3, (b) a : 4t2 +2t - 6:
(c) a :3t - 4: (d) ro : 5t2 - 3.

6. Obr. 1 1.23 p edstavuje graf časové závislosti írhlové rychlosti
otáčejícího se kotouče zobr.IL.2la.Zvolte libovolnou částici na
jeho obvodu a se adte vyznačené okamžiky a, b, c a d podle ve-

likosti (a) tečné složky jejího zrychlení (obvodového zrychlení).
(b) normálové složky jejího zrychlení.

(l)

ll -ď]*r*\l - 1---Ťl/ l i IL***-*,
bcd

Obr. 11.23 Otázka 6

7. Obr. 11.24 znázor llje p evodovku se čty mi koly, která se

otáčejí bez prokluzu. Poloměry kol I, Z, 3 a 4 jsou po adě 3R.
R,zR a 3R. Kolo 2 je poháněno motorem. Se adte kola sestupně
(a) podle obvodovych rychlostí částic a (b) podle velikosti jejich
iihloq ch rychlostí.

I4
Obr.1,1.24 Otázka7

8. Kruhové kotouče A a B mají stejnou hmotnost a tloušťku.

Hustota kotouče A je však větší než hustota kotouče B. Rozhod-
něte, zda je moment setrvačnosti kotouče A vzhledem k jeho ose
symetrie (a)Iežící v rovině kotouče, (b) kolmé k rovině kotouče
větší, menší, nebo stejn jako moment setrvačnosti kotouče B.

9. Na obr. 1 l .25 j sou znázornény t i homogenní kotouče se zada-
nymi hmotnostmi a poloměry. Se adte je sestupně podle hodnot
momentu setrvačnosti vzhledem k ose symetrie kolmé k rovině
kotouče. ooO

R: lm 2m 3m
M: 26kg ] kg 3 kg

(a) (b) (c)

Obr.11.25 Otázka9

10. Na obr. 1 1.26 jsou zakresleny pridorysnó pr měty pěti těles
o stejné hmotnosti. Mě ítko nákresu je pro všechna tělesa stejné
a také jejich v ška je shodná. Tělesa však mohou b; t dutá a není
jtsté, zda jsou vyrobena z materiálu stejné tloušťky. Dokážete
rozhodnout, které z nich má (a) největší, (b) nejmenší moment
setrvačnosti vzhledem k ose vedené těžištěm kolmo k p dorys-
nému prrimětu?

d (rad)I

I osa otáčení



krychle válec trojhran

Obr.11.26 Otázka I0

11. Na obr. 1I.27a je metrová tyč vyrobená napril ze díevaana-
pril z oceli. Tyč se m že otáčet kolem čepu umístěného v bodě O
na konci d evěné části. V bodě Á na konci ocelové části pri-
sobí síla F. Situace na obr. Il2lbje opačná: tyč se otáčí kolem
bodu O' na konci ocelové části a síla F p sobí v bodě A| na
konci d evěné části. Rozhodněte, zda je írhlové zrychlení tyče
na obr. II.2]a větší, menší, nebo stejné jako zrychlení tyče na
obl1I.21b.

A

I,
(a) (b)

Obr.11.27 Otázka lI

12. Obr. 1I.28aznázorňule vodorovnou tyč (nadhled), která se
mriže otáčet kolem osy vedené vyznačenym bodem (čepem)
kolmo k nákresu. Na tyč p sobí dvě síly, avšak tyč.je v klidu.
Z néjakych drivodri je pot eba írhel mezi tyčí a silou F2 změnit.
Jak je nutné upravit velikost síly F1, aby tyč zristala v klidu?
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13. Na obr. 11.28b je v nadhledu znázorněna vodorovná tyč,
která se otáčí kolem osy vedené vyznačenym bodem (čepem)
kolmo k rovině nákresu. Na opačn; ch koncích prisobí na tyč
vodorovné síly F1 a F2. Síla F2 svírá s tyčí rihel rp. Se aďte násle-
dující hodnoty tthll cp podle velikosti odpovídajícího rihlového
zrychlení tyče:90',70o a 110'.

Obr.11.28 Otázky 12 a 13

14. Úhlová rychlost kotouče znázoměného na obr. 11,21a se

mění vlivem síly, prisobící na obvodu kotouče. Následující dvo-
jice ridaj p edstavují hodnoty počáteční a vysledné hlové rych-
losti kotouče ve čty ech ruznych situacích: (a) -2radls, 5 radls,
(b) 2radls,5 radls, (c) -2radls, -5 radls, (d) 2radls, -5 rad/s.
Se adte tyto p ípady podle práce, kterou síla vykonala.

15. P ipažte, p iložte dlaně ke stehnrim a zpevněte zápěstí. Pro-
vedte postupně tyto cviky : ( 1 ) P edpaž te. (2) Z pí edp ažení upažte
a zápéstí udržujte zpevnéné, (3) Nakonec p ipažte, Všimněte si,
že vaše dlaň je otev ena směrem dop edu. Opakujte cviky (1)
až (3) v pozměněném po adí (2), (I), (3). Vysvětlete, proč nyní
dlaň nesmě uje dopíedu.

koule

(b)(a)

Ao

r
!
E

cvIčENí & úroHÝ
ODST. 11.2 Veličiny charakterizující otáčivy pohyb

lC. (a) Určete st edovy hel oblouku o délce 1,80m a polo-
měru 1,20 m. Vysledek vyjád ete v radiánech. (b) Vyjád ete tento
hel takó ve stupních. (c) Úhel mezi dvěma poloměry kružnice

je 0,620rad. Určete délku oblouku, kter je těmito poloměry
vymezen, víte-li, že obvod celé kružnice je 2,40 m.

2C. Uhlovápolohasetrvačníku závisínačase vztahem0 : atl
l bt3 - ct4,kde a, b, c jsou konstanty. Vyjád ete (a) ťrhlovou
rychlost a (b) rihlové zrych|ení setrvačníku jako funkce času,

3C. Určete velikost írhlové rychlosti (a) sekundové, (b) minu-
tové a (c) hodinové ručičky hodin. Získané hodnoty vyjád ete
v jednotkách radls.

4C. Slunce je od st edu naší Galaxie vzdáleno asi 2,3.10a svě-
teln ch let a obíhá kolem něj po kružnici obvodovou rych-
lostí 250 km/s. (a) Jak dlouho trvá Slunci jeden takovy oběh?
(b) Kolik oběhri již Slunce vykonalo za dobu své existence,
tj. za asi 4,5.I09 let?

5C. Úhlová poloha g bodu na obvodu rotujícího kotouče závtsí
na čase t vztahem 0 : 4,0t - 3,0t2 + 13, kde / je v sekun-
ďách a 0 v raďiánech. (a) Vypočtěte rihlovou rychlost kotouče
v okamžicích / : 2,0 s a t : 4,0 s. (b) Určete jeho prriměrné
tihlové zrychlení v časovém intervalu od / : 2,0 s do / : 4,0 s

a (c) okamžité rihlové zrychlení na počátku a na konci tohoto
intervalu,

6C. Časová závislost ťrhlové polohy bodu rotujícího kola je
popsána funkcí 0 : 2 l 4t2 * 2t3,kde 6 je v radiánech a t
v sekundách. Jaká je (a) írhlová poloha tohoto bodu v okamžiku
t :0? (b) Určete rihlovou rychlost kotouče v okamžicích t : 0
a (c) r : 4,0 s. (d) Vypočtěte jeho rihlové zrychlení v okamžiku
t :2,0 s. (e) Rozhodněte, zda je rihlové zrychlení kotouče stálé.

ZÚ. rcolo se otáčí s rihlovym zrychlením e, jehožčasová závis-
lost je popsána funkcí e : 4at3 - 3bt2 (a, Ď jsou konstanty).
Počáteční ťrhlová rychlost kola je a,l6. Najděte časovott závislost
(a) rihlové rychlosti a (b) otočení kola.

SÚ. OotrY hráč baseballu mťrže hodit míč rychlostí 53 kmih.
Míč p itom rotuje ťrhlovou rychlostí 1 800 otlmin. Kolik otáček
během letu vykoná, je-li cíl vzdáIen 20m? (Pro jednoduchost
p edpokládáme, že let míče je p ímočar .)
qÚ. Pfi skoku z desetimetrové véže provedl skokan p ed do-
padem na vodní hladinu 2,5 otáčky. P edpokládejte, že svislá
složka jeho počáteční rychlosti byla nulová, a vypočtěte írhlovou
rychiost jeho otáčivého pohybu.

10Ú. Kolo s osmi loukotěmi na obr. IL29 mápoloměr 30 cm. Je
upevněno na pevné ose a otáčí se rihlovou rychlostí 2,5 ot/s. Hoši
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st ílejí z luku ve směru osy kola asnaží se, aby šíp volně prolétl
mezefou. Délka šípu je 20 cm. P edpokládáme, že šíp i loukotě
kola jsou zanedbatelně tenké. (a) Určete nejmenší možnou rych-
lost šípu. (b) Zjistěte , zda je rozhodující, do kterého místa mezi
osou kola a jeho obvodem šíp mí í. V kladném p ípadě určete,

kam je t eba mí it.

ODST. 11.4 Rovnoměrně zrychleny otáčivy pohyb

11C. Úda1 na otáčkoměru automobilového motoru (ot/min) rov-
noměrně vzrostl během 12s z 1200ot/min na 3000ot/min.
(a) Určete írhlové zrychlení motoru v ot/min2. (b) Určete celkovy
počet otáček motoru v daném časovém intervalu.

12C. TaIíí gramofonu se otáčí ťrhlovou rychlostí 33{ ot/min
a zastaví se za 30 s od okamžiku vypnutí motorku, (a) Určete
jeho ťrhlové zrychlení v otlmin2 za p edpokladu, žejeho írhlová
rychlost klesá rovnoměrně. (b) Kolik otáček talí během brzdění
vykoná?

13C. Kotouč, ktery se zpočátku otáčel írhlovou rychlostí
I20 radl s, se začal zpomalovat s konstantním írhlovy m zry chle-
ním o velikosti 4,0raďls2. (a) Jak dlouho trva1o, než se kotouč
zastavil? (b) O jak hel se za tuto dobu otočil?

14C. Na obvodu kladky o prriměru 8,0 cm je navinuto lano
délky 5,6 m. Kladka se roztáčí z klidu s konstantním írhlovym
zrychlením I,5radls2. (a) Jaké musí byt otočení kladky, aby se

celé lano rozvinulo? (b) Jak dlouho to bude trvat?

15C. Těžky setrvačník otáčející se kolem osy symetrie vedené
jeho st edem se začne zpomalovat vlivem t ení v ložiscích. Na
konci první minuty činí jeho ťrhlová rychlost 90 7o ptnodní hod-
noty 250 ot/min. P edpokládáme, že t ecí síla je stálá. Určete
írhlovou rychlost setrvačníku na konci druhé minuty.

16C. Setrvačník motoru rotuje írhlovou rychlostí 25,0rad/s. Po
vypnutí motoru se začne zpomalovat s konstantním írhlovym
zrychlením azastaví se po uplyn í20,0 s, Vypočtěte (a) írhlové
zrychlení setrvačníku v rad/s2, (b) jeho otočení (v rad) od oka-
mžiku vypnutí motoru, (c) celkovl počet otáček od okamžiku
vypnutí motoru.

17C. Kotouč, ktery se mriže otáčet kolem své osy, se roztáči
z klidu s konstantním írhlo1 m zrychlením, Za dobu 5,0 s se
otočí o 25rad. Určete jeho (a) írhlové zrychlení, (b) prriměrnou
hlovou rychlost, (c) okamžitou rihlovou rychlost na konci páté

sekundy, (d) otočení v intervalu od konce páté do konce desáté

sekundy.

tSÚ. ro1o seroztáčíz klidu s konstantním írhlovym zrychlením
a v okamžiku / : 2,0s má írhlovou rychlost 5,0rad/s. Pohyb
kola se dále urychluje až do okamžiku / : 20 s, kdy dojde

k vypnutí pohonu. Určete otočení kola v časovém intervalu od

t:Odor:40s.
19Ú. V okamžiku t :0 se kolo začneroztáčet z klidu s kon-
stantním rihlov m zrychlením 2,0Oradls2. V časovém intervalu
délky L,t : 3,00 s, mě eném od okamžiku / do okamžiku t + 

^t.se kolo otočilo o 90,0 rad. (a) Určete okamžik r a (b) odpovídající
okamžitou hlovou rychlost kola.

20Ú. ro1o se roztáčí z klidu s konstantním írhlovym zrychle-
ním 3,0 rad/s2.V časovém intervalu (t, t + Ar) délky Ar : 4.0 s

se otočilo o írhel l20rad, Určete okamžik l.

21Ú. Rotující setrvačník se rovnoměrně zpomaluje. Od oka-
mžiku t : 0, kdy je jeho rihlová rychlost 1,5 rad/s, do okamžiku
zastavení vykoná 40 otáček. Určete (a) dobu brzdění a (b) tih-

lové zrychlení setrvačníku. (c) Zajakou dobu vykonal setrvačník
prvních 20 otáček?

22Ú. Y okamžiku r : 0 má setrvačník rhlovou rychlost
4,J radls,jeho ťrhlov é zrychlení je _0,25 radls2 a jeho vzíažná
p ímka má rihlovou polohu 0o : 0. (a) Určete krajní rihlovou
polohu 0-u" (v kladném směru) vztažné p ímky setrvačníku.
Zjistéte, v kterém okamžiku má rihlová poloha vztažné p ímk1

hodnotu (b) 0 : i,O^u* a (c) 0 : -10,5rad. (P ipouštíme
kladné i záporné hodnoty časové proměnné /.) (d) Nakreslete
graf funkce 0(t) a vyznačte na něm hodnoty vypočtené v čás-

tech (a) až (c).

23Ú. Kotouč se roztáčí kolem své osy se stálym rihlo1 m zrych-
lením. Jeho počáteční ťrhlová rychlost je nulová. V jistóm oka-
mžiku r1 je jeho rihlová rychlost tot : I0 ot/s. Po dalších 60 otáč-

kách je jeho írhlová rychlost az : 15 otls. Vypočtěte (a) rihlové
zrychlení kotouče, (b) dobu A,t : tz - tt, pot ebnou k vyko-
nání zmínénych šedesáti otáček, (c) dobu /1 pot ebnou k získání
rihlové rychlosti 10 ot/s a (d) počet otáček kotouče za dobu t1.

24Ú. l<olo seroztáčí s konstantním rihlovl m zrychlením. V ur-

čitém okamžiku stiskneme stopky azačneme mě it čas (r : 0).

Během prvních 15 s od počátku mě ení vykoná kolo 90 otáček.

Jeho írhlová rychlost na konci tohoto intervalu je 10 ot/s. (a) Ur-
čete ťrhlovou rychlost kola v okamžiku, kdy započalo mě ení.

(b) Jaká doba uplynula od okamžiku, kdy se kolo začalo rozíáčeí
z klidu, do začátku mě ení?

ODST. 11.5 Korespondence obvodovych a hlovych veličin

25C. Určete zrychlení o (tečnou i normálovou složku) bodu
na obvodu gramofonové desky o pniměru 30 cm, která se otáčí
rihlovou rychlostí 33| ot/min.

26C. Gramofonová deska se otáčí rihlovou rychlostí 33 l ot/min.
(a) Vyjád ete její írhlovou rychlost v radls. Určete obvodovou
rychlost bodu desky v místě p enosové jehly (b) na počátku
a (c) na konci nahrávky. Vzdálenost jehly od osy talí e gra-

mofonu na začátkl, resp. na konci nahrávky je asi 150mm,
resp. 74 mm.

Obr.11.29 Útotra tO



27C. Jakáje rhlová rychlost automobilu, kterl projíždí kruho-
volu zatáčku o poloměru i 10 m rychlostí 50 km/h?

28C. Setrvačník o pruměru I,20m vykoná 200ot/min.(a) Vy-
jád ete jeho rihlovou rychlost v rad/s. (b) Určete rychlost bodu
na jeho obvodu. (c) P i jaké (konstantní) hodnotě ťrhlového
zrychlení (v rad/min') by se jeho hlová rychlost zvyšila na
1000 otlmin během 60 s? (d) Kolik otáček by setrvačníkzatuto
dobu vykonal?

ZgC. Úhlová rychlost bodu na obvodu brusného kotouče o pru-
měru 0,75 m se změnilaz lZmls na 25mls za dobu 6,2 s. Určete
pruměrné írhlové zrychlení kotouče v tomto časovém intervalu.

30C. Dráha Země kolem Slunce je p ibližně kruhová. Určete
(a) írhlovou rychlost, (b) rychlost a (c) zrychlení Zemé vzhledem
ke Slunci.

31C. Dne 30. června 1908 v 1h l4min ráno došlo na st ední
Sibi i, v místě o sou adnicích 61' sev. ší ky a I02" v ch. délky
k obrovskému vybuchu, p i němž bylo možnépozorovat oslnivy
záblesk. Podle náhodného svědka této tunguzské záhady ,,po-
kryl záblesk obrovskou část oblohy". Jednalo se pravděpodobně
o dopad kamenného asteroidu o velikosti asi 140 m. (a) Vezměte
v rivahu pouze otáčení Zemé a vypočtěte, o jakou dobu poz-
ději by musel asteroid vybuchnout, aby se vl buch odehrál nad
Helsinkami, jejichž zeměpisná délka je 25" vl chodně. (Takov
vl buch by město iiplně zničil.) (b) Kdyby se jednalo o kovovy
asteroid, mohl by dopadnout až na povrchZemé. O jakou dobu
později by musel asteroid p iletět, aby dopadl do Atlantického
oceánu v místě se zeměpisnou délkou 20' západně? (Vzniklá
vlna tsunami by v takovém p ípadě vyhiadila pob ežní osídlení
na obou stranách Atlantiku.)

32C. Astronaut je testován na centrií'uze. Centrifuga má po-
loměr 10m a během roztáčení je časová závislost její írhlové
polohy popsána funkcí 0(t) : 0,30t2, kde 0 je v radiánech
a / v sekundách. Vypočtěte (a) írhlovou rychlost, (b) obvodo-
vou rychlost, (c) velikost tečné složky zrychlení a (d) velikost
normálové složky zrychlení astronauta v okamžiku / : 5,0 s.

33C. Vypočtěte (a) rhlovou rychlost, (b) normálovou složku
zrychlení a (c) tečnou složku zrychlení vesmírné lodi letící
obvodovou rychlostí 29 000 km/h po kruhové dráze o polo-
měru 3 200 km.

34C. Mince o hmotnosti M Ieživevzdálenosti R od st edu talí e
gramofonu. Koeficient statického t ení mezi mincí a talí emje /,.
Úhlová rychlost talí e se pomalu zvětšuje na hodnotu a,l6, kdy
mince ztalí e sklouzne. (a) Vyjád ete ro6 pomocí M, R, 8 a ír.
(b) Nakreslete p ibližně trajektorii mince po jejím sklouznutí
z talííe.

35Ú. Setrvačník parního stroie se otáčí konstantní rihlovou
rychlostí 150ot/min. Po uzav ení p ívodu páry se pohyb se-
trvačníku začne vlivem t ení a odporu prost edí rovnoměrně
zpomalovat a za 2,2 h se setrvačník zastaví. (a) Určete írhlové
zrychlení setrvačníku v ot/min2. (b) Kolik otáček ještě vykoná
od okamžiku uzav ení p ívodu páry? V jistém okamžiku se setr-
vačník otáčí hlovou rychlostí ]5 ot/min (c) Určete okamžitou
hodnotu tečné složky zrychlení částice setrvačníku, která obíhá
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ve vzdálenosti 50 cm od jeho osy a (d) velikost okamžitého
zry chlení této částice.

36Ú. Setrvačník gyroskopu o poloměru 2,83cm se roztáčí
z klidu s rihlovym zrychlením T4,Zrad,ls2 až do okamžiku, kdy
dosáhne ťrhlové rychlosti 2]60 ot/min. (a) Určete tečnou složku
zrychlení bodu na obvodu setrvačníku. (b) Jaká je hodnota nor-
málové složky zrychlení v okamžiku, kdy setrvačník dosáhne
největší ťrhlové rychlosti? (c) Jakou dráhu urazíbod na obvodu
během r oztáčení setrvačníku ?

37Ú. Vrtule letadla se otáčí s írhlovou rychlostí 2 000 ot/min,
letadlo letí rychlostí 480 km/h vzhledem k zemi. Zjistěte,jakou
rychlostí se pohybuje bod na špičce listu vrtule o poloměru 1,5 m
(a) vzhledem k letadlu, (b) vzhledem k zemi. Rychlost letadla je
rovnoběžná s osou otáčení vrtule.

38Ú. ledna ze starších metod mě ení rychlosti světla používala
rovnoměrně rotující ozubené kolo (obr. i 1.30). Světelny paprsek
prošel mezerou mezi zuby kola, odrazil se od zrcaďIa a dopadl
zpět na rotující kolo tak, aby právě prošel následující mezerou.
Ozubené kolo o poloměru 5,0 cm mělo na obvodu 500 zubri.
Pomocí zrcadla umístěného ve vzďálenosti / : 500 m byla
namě ena hodnota rychlosti světla 3,0.105 km/s. (a) Jaká byla
rihlová rychlost kola? (b) Vypočtěte velikost rychlosti bodu na
jeho obvodu.
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39U. Automobil se rozjíždí z klidu po kruhové dráze o polo-
měru 30,0 m. Jeho tečnézrychlení má stálou velikost 0,500 m/s2.
(a) Určete zrychlení automobilu v okamžiku / : 15,0 s po roz-
jezdu. (b) Jak rihel svírá v tomto okamžiku vektor zrycblení
automobilu s vektorem jeho rychlosti?

40Ú. Potoha bodu na zemském povrchu je určena zeměpis-
nou ší kou 40". Určete írhlovou rychlost oběhu tohoto bodu ko-
lem zemské osy. (b) Určete jeho obvodovou rychlost. (c) Řešte
írlohy (a) a (b) pro bod na rovníku.

4tÚ. Poloměry kol A a C na obr. 11.31 jsou ra : 10cm
a rc - 25 cm, Kola jsou sp ažena pásem B, kterl po nich ne-
klouže. Úntová rychlost kola A se rovnoměrně zvětšuj e z počá-
teční nulové hodnoty s hlovym zrychlením l,6rad/s2, Zlistěte,

,:
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v kterém okamžiku bude mít kolo C rihlovou rychlost 100 otlmin.
(Zlp: Jestliže pás neklouže, jsou obvodové rychlosti bodri na

obvodech kol shodné.)

obr. 11.31 Úlr;,na +t

+ZÚ. Na obr. 11.32 jsou znázornéna čty i kola spojená dvěma
pásy. Hnací kolo A má poloměr 15 cm a otáčí se írhlovou rych-
lostí lOrad/s. Kolo B o poloměru 10cm je s kolem A spojeno
pásem 1. Kola B' a B mají společnou osu. Kolo C o poloměru
25 cmje s kolem B' o poloměru 5 cm spojeno pásem 2. Vypočtěte
(a) rychlost bodu na pásu 1, (b) rihlovou rychlost kola B, (c) th-
lovou rychlost kola B', (d) rychlost bodu na pásu 2, (e) írhlovou
rychlost kola C. (Použijte návod k riloze 41.)

+SÚ. t*ir gramofonu se otáčí s írhlovou rychlostí 33J ot/min.
Ve vzdálenosti 6,0 cm od jeho osy leží malé tělísko. (a) Vypočtěte
zrychlení tělíska za p edpokladu, žeje vzhledem k talí i v klidu
(talí nepodkluzuje). (b) Určete nejmenší p ípustnou hodnotu
koeficientu statického tíení mezi talí em a tělískem. (c) P ed-
pokládejme, že se talí rovnoměrně urychloval po dobu 0,25 s,

než získal zaďanou írhlovou rychlost. Určete nejmenší možnou
hodnotu koeficientu statického tíení mezi tělískem a talí em, p i
níž ještě tělísko z talííe během urychlování nesklouzne.

44Ú. Palzar je neutronová hvézda, která se velmi rychle otáčí
a vysílá p i tom E;Jzy radiov ch vln p esně synchronizované se

svym otáčiv m pohybem. Během jedné otáčky vyšle jeden pulz.
Periodu otáčivého pohybu hvězďy je tedy možné snadno zjistit
mě ením doby mezi dvěma pulzy. Mě ením se zjistilo, že perioda
otáčení pulzaru v centrální oblasti Krabí mlhoviny (obr. 11.33)
je v současné době T :0,033 s a pomalu narristá o I,26.10-5 s

za jeden rok. (a) Vypočtěte írhlové zrychlení pulzaru v rad,ls2.

(b) Za kolik let se pulzar zastaví? (c) Pulzar vznikl vybuchem
supernovy v roce 1054 n. l. Jakábylaperiodajeho rotace v době
vzniku? (P i ešení írlohy p edpokládáme, že írhlové zrych|ení
pulzaru je konstantnÍ,)

Obr.11.33 Úloha 44. Krabí mlhovina vznikla v buchem hvězdy.
kter byl pozorován v roce 1054 n. l. Na obrázku jsou patrny plynné
zbyíky vybuchu. Kromě nich tehdy vznikla i rotující neutronová
hvězda,jejíž poloměr je pouhl ch 30 km.

ODST. 11.6 Kinetická energie tělesa p i otáčivém pohybu

45C. Vypočtěte moment setrvačnosti kola, které se otáčí rihlo-
vou rychlo stí 602 ot/min a má kinetickou energli 24 400 J .

lOÚ. Cettová hmotnost molekuly kyslíku 02 je 5,30.10-26 kg.
Její moment setrvačnosti vzhledem k ose kolmé ke spojnici
atomri a vedené jejím st edem je I,94.10-46 kg.-'. P edpo-
kládejme, že molekula plynného kyslíku má rychlost 500 m/s
a kinetická energie jejího otáčivóho pohybu je rovna dvěma
t etinám kinetické energie pohybu posuvného. Určete írhlovou
rychlost molekuly.

ODST. 11.7 V počet momentu setrvačnosti

47C. Vypočtěte hodnoty kinetické energie dvou homogenních
pln ch válcri, které rotují kolem svych os symetrie. Válce mají
stejnou hmotnost I,25 kg aotáčejí se se stejnou rihlovou rychlostí
235 radls. První z nich má poloměr 0,25 m a druhy 0,75 m.

48C. Molekula má moment setrvačnosti 14000u.pm2 a otáčí
se s rihlovou rychlostí 4,3.I0I2 rad/s. (a) Vyjád ete moment se-

trvačnosti molekuly vkg.m2. (b) Vypočtěte kinetickou energii
jejího rotačního pohybu a vyjád ete ji v elektronvoltech.

49C, Družice o hmotnosti 1210kg mátvar plného válce o prri-
měru 1,21m a délce I,JSn. P ed vypuštěním z nákladového

Obr. 11.32 U\oha 42



prostonr raketoplánu byla družice roztočena rihlovou rych-
lostí 1,52 ot/s kolem osy válce (obr. 11.34), Vypočtěte její mo-
ment setrvačnosti vzhledem k ose otáčení a (b) její kinetickou
energii spojenou s otáčivym pohybem.

Obr.11.34 Cvičeni 49

50C. Dvě částice se stejn mi hmotnostmi ln jsou spolu spojeny
a p ipevněny k ose otáčení O dvěma tenkl mi tyčemi o délkách /
a hmotnostech M (obr. 11.35). Soustava se otáčí rihlovou rych-
lostí a.r. Odvodte vyraz pro (a) moment setrvačnosti soustavy
vzhledem k ose O a (b) kinetickou energii jejího otáčivého
pohybu vzhledem k této ose.

Obr.11.35 Cvičení 50

51C. Každy z trojice listri rotoru vrtulníku na obr. IL36 má
dólku 5,20 ma hmotnost 240kg. Rotor se otáčí rihlovou rychlostí
350 otlmin. (a) Jakl je jeho moment setrvačnosti vzhledem k ose
otáčení? (List lze pokládat za tenkou tyč.) (b) Jaká je kinetická
energie otáčivého pohybu rotoru?

52C. Za p edpokladu, že jeZemě homogenní koule, vypočtěte
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(a) její moment setrvačnosti a (b) její kinetickou energii spoje-
nou s otáčiv m pohybem. (c) P edstavme si, žeby bylo možné
tuto energii nějak využít. Jak dlouho by Zemé mohla dodávat
vykon 1,0 kW každému člověku na planetě? (Počet lidí na Zemi
je asi 6,4.109 ))

53C. Vypočtěte moment setrvačnosti tyčovóho metru o hmot-
nosti 0,56 kg vzhledem k ose vedené značkou 20 cm kolmo k ty-
či. (Tyč lze pokládat za velmi tenkou.)

S+Ú. UUaZte, že osa rotace, vriči níž má tuhé těleso nejmenší
možnou hodnotu momentu setrvačnosti, musí procházet jeho

těžištěm.

SSÚ. Odv oďte vytazpro moment setrvačnosti prstence o hmot-
nosti rn a poloměru R, uvedeny v tab. II.2a,

S6Ú. Na obr. 11.37 je homogenní tuh kvádr o hmotnosti n
arozmérech a, b a c. Vypočtěte jeho moment setrvačnosti vzhle-
dem k ose splyvající s jeho hranou.

SZÚ. Nastedující trojice írdajri p edstavují hmotnost a sou ad-
nice každé ze čty částic v rovině xy: 50g, x : 2,0cm,
! : 2,0cm; 25E, x : 0, ) : 4,0cm; 25g, x : -3,0cm,
y : -3,0cm; 30g, x : -2,0cm, ! : 4,0cm. Vypočtěte
moment setrvačnosti této soustavy částic (a) vzhledem k ose x,
(b) vzhledem k ose y, (c) vzhledem k ose e. Momenty setrvač-
nosti označte Ir, I, a 1.. (d) Vyjád ete 1. pomocí I, a Ir.

SSÚ. (a) IJkažte, že moment setrvačnosti plného válce o hmot-
nosti m a poloměru R vzhledem k jeho rotační ose symetrie je ro-
ven momentu setrvačnosti tenkého prstence o hmotnosti m apo-
loměru R l Ó vzhledem k jeho rotační ose symetrie. (b) Ukažte,
že moment setrvačnosti libovolného tělesa o hmotnosti m vzhle-
dem k libovolné ose je roven momentu setrvačnostl ekvivalent-
ního prstence o stejné hmotnosti vzhledem k jeho rotační ose
symetrie, má-li prstenec poloměr

Poloměr ekvivalentního prstence se nazyvá gyrační poloměr
tělesa.

SqÚ. Xekeré dodávkové automobily jsou poháněny setrvační-
kem. Setrvačník mátvar plného homogenního válce o hmotnosti
500kg a poloměru 1,0m. Elektrickl m motorem se setrvaČník
roztočí na hlovou rychlost 200n radls. (a) Jak velká kinetická

+
T

Obr.11.37 Útotra SO

Obr. 11.36 Cvičení 51 a riloha 85
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energie je ,,uložena" v toztočeném setrvačníku? (b) Pr měm
p íkon takového automobilu je 8,0 kW. Jak dlouho mrjže auto-

mobil jezdit, než se setrvačník zastaví?

ODST. 11.8 Moment síly

60C. Délka ramene pedálu jízdního kola je 0,152 m. Chodidlo
tlačí na pedál svislou silou o velikosti 111 N. Určete velikost
momentu této síly vzhledem k ložisku, svírá-li rameno pedálu
se svislym směrem íthel (a) 30', (b) 90' a (c) 180" ,

61C. Míč o hmotnosti 0,75 kg je pňpevněn k jednomu konci
tyče o délce I,25 m a zanedbatelné hmotnosti. Druh konec tyče
se mriže otáčet kolem vodorovného čepu. Určete velikost mo-
mentu tíhové síly vzhledem k čepu p i vych lení takto vzniklého
kyvadla z rovnovážné polohy o írhel 30'.
62C. Cyklista o hmotnosti 70 kg tlačí pedáI celou svou vahou
v okamžiku, kdy se pedál pohybuje směrem dolri. Pedál opi-
suje kruhovou dráhu o poloměru 0,40 m. Vypočtěte maximální
velikost momentu tlakové síly, kterou cyklista na pedál p sobí,

63Ú. Na těleso na obr. 11.38, které se mriže otáčet kolem
bodu O, ptisobí dvě síly, (a) Odvodte vyraz pro velikost v1 -

sledného momentu těchto sil vzhledem k bodu O a (b) vyčís-
lete jej pro hodnoty rI :1,30m, ť2:2,15m, F1 : 4,20N,
Fz:4,90N,01 : J5,0" aOz - 60,0o.

B]t> {''r 11 o ) r]'q
;.o. FI O - ":

Obr.11.38 Uloha 63

, Těleso na obr. 1 1 .39 se mrjže otáčet kolem bodu O. P sobí
na ně t i síly, které jsou v obrázku rovněž vyznačeny. Síla F,r má
velikost Fx - 10 N a p sobí v bodě A, ktery leží ve vzdálenosti
8,0m od bodu O. Síla F3 má velikost FB : 16N a prisobí
v bodě B vzdálenérn 4,0m od bodu O. Síla F6 má velikost
Fc : 19 N a prisobí v bodě C , jehož vzdálenost od bodu O
je 3,0m. Vypočtěte celkovy moment všech těchto sil vzhledem
k bodu O.

Obr.11.39 Uloha 64

ODST. 11.9 Věta o momentu hybnosti

65C. Moment síly, kterároztáčí kolo, má velikost 32N.m. Úh-
lové zrychlení kola je 25,0rad,ls2. Vypočtěte moment setrvač-

nosti kola.

66C. P i vyskoku z prkna zvětší skokan do vody svou írhlo-
vou rychlost z počáteční nulové hodnoty na hodnotu 6,20rad/s,
Vyskok trv á22O ms,Moment setrvačnosti skokanaje 12,0 kg.m2.

(a) Vypočtěte ťrhlové zrychlení p i 1 skoku a (b) vysledny mo-
ment vnějších sil, které na skokana p i v skoku prisobily.

67C. Yálec o hmotnosti 2,0 kg se mriže otáčetkolem osy vedené
bodem O (obr. 11.40). Na válec prisobí síly F1 , F2, F3 a F4,

které jsou v obrázku rovněž vyznačeny. Jejich velikosti jsou

F:, :6,0N, F2 - 4,0N, F3 :2,0N d F4 :5,0N a jejich
pťrsobiště ležíve vzdálenostech R1 : 5,0cm a R2 : 12cm od
osy otáčení. Vypočtěte velikost hlového zrychleníválce aurčete
jeho směr. (Směr prisobících sil vzhledem k vólci se během jeho

pohybu nemění.)

Obr.11.40 Cvičení 67

68C. Těleso je tvo eno částicí o hmotnosti 1,30kg, která je
p ipevněna k jednomu konci tyče o délce 0,780 m a zanedba-

telné hmotnosti. Otáčí se rihlovou rychlostí 5 010 ot/min kolem
svisló osy vedené druhym koncem tyče. (a) Vypočtěte moment
setrvačnosti tělesa vzhledem k ose otáčení. (b) Na částici prisobí
proti směru jejího pohybu odporová síla prost edí o velikosti
2,30.10-2 N, Jak musí byt moment další síly, kterou musíme
na těleso prisobit, aby jeho otáčil pohyb byl rovnoměrn1 ?

69C. Tenká kulová slupka má poloměr 1,90m. Moment síly.
která na ni prisobí, má velikost 960N.m. Slupka se otáčí kolem
osy vedené jejím st edem s hlovym zrychlením 6,20rad,ls2.
Vypočtěte (a) moment setrvačnosti a (b) hmotnost slupky.

ZOÚ. Na obr. 11,41 vidíme masivní stínicí dve e pokusného ne-

utronového reaktoru v Lawrence Livermore Laboratory. (Jsou to

nejtěžší zavěšené dve e na světě.) Hmotnost dve í je 44 000 k_e

a jejich moment setrvačnosti vzhledem k ose vedené jejich zá-

věsy je 8,].104 kg.-2. Ší ka p ední stěny dve í je 2,4m. Jak
velkou stálou silou kolmou k p ední stěně dve í je t eba prisobit
u jejich vnějšího okraje, abychom jimi dokázaIi za 30 s otočit
o 90"? (Dve e jsou zpočátku v klidu, vliv t ecích sil pokládáme
zazanedbateln .)

71Ú. Na kladku o poloměru 10 cm prisobí v bodě na jejím ob-

vodu tečná síIa, jejíž velikost je časově proměnná a je popsána
funkcí F : 0,50/ -f 0,3Ot2 (.F ie newtonech a t y sekun-

dách). Moment setrvačnosti kladky vzhledem k její ose je

osa
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Obr.11.41 Útoira ZO

1,0,10-3 kg.rrr'. Kladka je zpočátku v klidu. Vypočtěte (a) její
írhlové zrychlení a (b) rhlovou rychlost v okamžiku r : 3,0 s.

72Ú. Kolo o poloměru 0,20m se mriže otáčet bez tíení kolem
vodorovné osy. Po obvodu koiaje navinuto vlákno zanedbatelné
hmotnosti. Druh; konec vlákna je p ipevněn k tělesu o hmotnosti
2,0 kg, které mťrže klouzat bez tíení po nakloněné rovině o ťrhlu

sklonu 20' (obr. II.42). Těleso klesá po nakloněné rovině se

zrychlením 2,0 mJ s2, Vypočtěte moment setrvačnosti kola vzhle-
dem k jeho ose otáčení.

obr.11.42 Úlohal2

ZSÚ. Pvě homogenní plné koule mají stejnou hmotnost 1,65 kg
s poloměry 0,226 m a 0,854 m. (a) Pro každou z nich vypočtěte
moment síly, která kouli roztočí za I5,5 s z klidu na írhlovou
rychlost 3I] radls. Koule se m že otáčet kolem osy vedené jejím
st edem. (b) Pro každou kouli zjistěte, jak velká tečná síla musí
p sobit v bodě na rovníku, aby její moment vzhledem k ose

otáčení měl požadovanou velikost.

llÚ. raiska použitá v Atwoodově padostroji na obr. 5,23 mají
hmotnosti 500 g a 460 g. Kladka o poloměru 5,00 cm se mriže
otáčet kolem vodorovné osy bez t ení. Po uvolnění soustavy
pokleslo těžší těleso o 75,0 cm za dobu 5,00 s (vlákno v kladce
neprokluzuje). (a) Určete zrychlení těles a tahovou sílu vlákna
p sobící na (b) téžší a (c) lehčí těleso, (d) Vypočtěte rihlové
zrychlení kladky a (e) její moment setrvačnosti.

75Ú. Na obr. 1 1.43 jsou znázornénadvě tělesa o stejnych hmot-
nostech m, zavéšená na koncích tuhé tyče o délce /r -|- /z, kde
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lt : 20 cm a 12 : 80 cm. Hmotnost tyče je zanedbatelná. Tyč
je podep ena b item podle obrázku. Držímeji nejprve ve vodo-
rovné poloze a pak uvolníme. Vypočtěte zrychlení těles bezpro-
st edně po uvolnění.

ZOÚ. Pvě stejná tělesa o hmotnosti M jsou spojena vláknem
zanedbatelné hmotnosti, které je vedeno p es kladku o polo-
měru R a momentu setrvačnosti 1 (obr. II.44). Vlákno v kladce
neprokluzuje, kladka se mťrže otáčet bez tíení, P edem nevíme,
zda\ze t ení mezi tělesem a vodorovnou podložkou zanedbat.

Po uvolnění soustavy se tělesa pohybovala se zrychlením o stálé

velikosti. Zadobu r se kladka otočila o írhel 0. Vypočtěte (a) rih-

lové zrychlení kladky, (b) zrychlení těles, (c) tahovou sílu v horní
a dolní části vlákna. V sledky vyjád ete pomocí veličin M, I , R
0, g at.

ODST. 11.10 Práce a kinetická energie p i otáčivém pohybu

77C. (a) Pro soustavu na obr. 11.18 jsou zadány tyto hcldnoty:

R : 12 cm, M : 400 {dm : 50 g.Určeterychlosttělesavoka-
mžiku, kdy pokleslo zpočáteční klidové polohy o 50 cm. Úlohu
ešte pomocí zákona zachování mechanické energie. (b) Zopa-

kujte v počet pro R : 5,0cm.

78C. Kliková h ídel v automobilovém motoru p enáší p i írh-

lové rychlosti 1800ot/min vlkon 100HP : J4,6kW. Určete
odpovídající silovy moment.

79C. Tenky prstenec o hmotnosti 32,0 kg a poloměru 1,20 m má
v jistém okamžiku t : 0 rihlovou rychlostí 280 ot/min. Během
dalších 15,0 s se prstenec zastaví. (a) Vypočtěte práci brzdn; ch
sil a (b) odpovídající vykon.

80C. Tenkátyč o déIce l a hmotnosti m jenajednom konci volně
zavěšena. Po vych; lení kmitá kolem rovnovážnó polohy jako
kyvadlo, rovnovážnou polohou prochází írhlovou rychlostí al.

(a) Vypočtěte kinetickou energii tyče p i prrichodu rovnovážnou

F',--]- lz-1

Obr.11.43 Uloha 75

obr.11.44 Úlohal6
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polohou. (b) Určete vl šku těžiště kyvadla v bodě obratu nad
jeho rovnovážnou polohou. T ení a odpor vzduchu zanedbejte.

SrÚ. Preastavme si, že bychom měli za jedenden roztočitZemi
z klidu na její současnou írhlovou rychlost. Vypočtěte (a) po-
t ebn moment p sobící síly, (b) dodanou energii, (c) pruměrn
vykon síly p i tomto hypotetickém ději.

82Ú. ryčovy metr je spodním koncem op en o podlahu a jeho

horní konec p idržujeme. V jistóm okamžiku horní konec uvol-
níme a tyčov metr padá. Vypočtěte rychlost jeho volnóho konce
v okamžiku dopadu na podlahu za p edpok|adu, že spodní ko-
nec během pádu nepodklouzl. (Tip: Potňljte zákon zachování
mechanické energie a považujte tyč za velmi tenkou.)

S3Ú. runO těleso se skládá ze t í stejnych tenk}ch tyčí o déIce t

spojen; ch do tvaru písmene H (obr. I1.45). Těleso se mriže otá-

čet kolem vodorovné osy, která prochází jednou nožkou pís-
mene H. Těleso uvolníme v poloze, kdy je rovina písmene H
vodorovná. Vypočtěte jeho írhlovou rychlost v okamžiku, kdy je
rovina písmene H svislá.

Obr.11.45 Uloha 83

84Ú. Homogenní válec o poloměru 10cm a hmotností 20kg
se mriže volně otáčet kolem vodorovnó osy, rovnoběžné s jeho
rotační osou symetrie. Vzdálenost obou os je 5,0 cm. (a) Vy-
počtěte moment setrvačnosti válce vzhledem k zadané ose otá-
čení. (b) Válec uvolníme z klidové polohy, v nížbyly osa otáčení
a osa symetrie válce ve stejné vyšce. Jaká je írhlová rychlost válce
v okamžiku, kdy proch ází rovnov ážnou polohou ? (Tip : P oužljte
zákon zachov ání mechanické energie, )

85Ú. Homogenní list vrtulníkového rotoru na obr, tI.36 má
délku 7,80m a hmotnost l10kg. (a) Jakou silou prisobí list
na svorník, jímžje p ipevněn k ose rotoru, otáčí-i se írhlovou

rychlostí 320 otlmin? (Tip: P i ešení této rilohy lze list nahradit
částicí umístěnou v jeho těžišti. P em šlejte proč.) (b) Vypočtěte
moment síly, kterou musí p sobit motor vrtulníku na rotor, aby
získal írhlovou rychlost 320 otlmin za dobu 6,7 s p i toztáčeni
z klidu. Zanedbejte odpor vzduchu. (V tomto pffpadě již nelze
nahradit rotorov list částicí umístěnou do jeho těžiště. Proč?
List nahradte tenkou homogenní tyčí.) (c) Jakou práci vykonal
motor p i roztočení rotoru vrtulníku z klidu na vyslednou írhlo-
vou rychlost?

86Ú. Homogenní kulová slupka o hmotnosti M apoloměru rR

se otáčí beztíeníkolem svislé osy (obr. 1I.46). Vlákno zanedba-
telnó hmotnosti je navinuto podél jejího rovníku, je vedeno p es

kladku s momentem setrvačnosti 1 a na jeho druhém konci je
p ipevněno malé tělísko o hmotnostt m. T ení v ose kladky za-
nedbáme a p edpokládáme, že vlákno po povrchu kulové slupky
neklouže. V určitém okamžiku soustavu uvolníme. Určete rych-

lost padajícího tělíska v okamžiku, kdy urazilo dráhu h,Použljte
zákon zachov ání mechanické energie.

Obr.11,.46 Uloha 86

87Ú. Vysok komín válcového tvaru padátak,žese otáčí kolem
svého konce uchycenóho u země, Nahradle komín tenkou tyčí
o délce h avyjádíete (a) normálovou a (b) tečnou složku zrych-
lení částice na vrcholu komína jako funkci ťrhlu 0,kteú komín
svírá se svisl m směrem. (c) Určete hodnotu 0, pro kterou má
zrychLení této částice velikost g.

88Ú. Na obou koncích tenké ocelové tyče o déIce 1,20m
a hmotnosti 6,40kg jsou upevněny malé míčky o hmotnostech
1,06kg. Tyč se otáčíve vodorovné rovině kolem svisló osy ve-
dené jejím st edem. V jistóm okamžiku měla tyč írhlovou rych-
lost 39,0 otls. Za dalších 32,0 s se vlivem t ecích sil zastavila.
P edpokládejme, že moment t ecích sil je konstantní. Vypočtěte
(a) íthlové zrychlení tyče, (b) moment t ecích sil, (c) celkovou
ztrátl mechanické energie vlivem sil t ení a (d) počet otáček,

které tyč vykonala od začátku mě ení do okamžiku zastavení.
(e) P edpokládejme nyní,že moment t ecích sil není konstantní.
Kterou z veličin (a), (b), (c), nebo (d) je p esto možné vypočítat
bez dodatečné informace? Uvedte její hodnotu.

89Ú. Homogenní tyč o hmotnosti 1,5 kg má dólku 2,0m(obrá-
zek lI.47) a mrjže se otáčet bez tíení kolem vodorovného čepu
umístěného na jednom jejím konci. Tyč uvedeme do v ,chozí
klidové polohy, v níž svírá s vodorovnym směrem rihel 40",
a uvolníme. (a) Určete rhlové zrychlení tyče v okamžiku je-
jího uvolnění. Moment setrvačnosti tyče vzhledem k ose vedené
čepem je 2,0kg.-2. (b) Pomocí zákona zachování mechanické
energie určete írhlovou rychlost tyče v okamžiku, kdy prochází
vodorovnou polohou.

Obr.11.47 Útorra Sq

qOÚ. runO Éleso na obr. 11.48 se skládá ze tí částic spoje-
nl ch tyčemi zanedbatelnó hmotnosti. Těleso se otáčí kolem
osy vedené bodem P kolmo k rovině obrázku. Pro hodnoty
M : 0,40kg, a : 30 cm a b : 50 cm vypočtěte práci nutnou
k roztočení tělesa z klidu na írhlovou rychlost 5,0 rad/s.

E
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kové kinetickó energie kotoučri. Zachovává se celková kinetická
energie? (b) Jak vliv na pohyb kotoučri mátíecí síla? V počty
zopakujte pro koeflcient dynamickóho t ení 0,50. Závtsí ďoba
pot ebná k ustavení vysledné (rovnovážné) rihlové rychlosti ko-
toučri na koeficientu dynamického t ení? Závisív sledná írhlová
rychlost kotoučri a jejich celková vysledná kinetická energie na

koeficientu dynamického t ení?

93Ú. V následující tabulce jsou uvedeny sou adnice pěti částic
Iežícíchv rovině xy. Částicejsou pevně spojeny a tvo í tuhé tě-
leso. Vypočtěte moment setrvačnosti tohoto tělesa (a) vzhledem
k ose x, (b) vzhledem k ose y a (c) vzhledem k ose z. (d) Najděte
polohu těžiště tělesa.

TELESo

Obr.11.48 Uloha 90

91Ú*. Automobil je vybaven setrvačníkem pro akumulaci ener-

gie ve tvaru homogenního kotouče o pruměru 1,1m. Setrvačník
je spojen p evody s koly automobilu tak, že jeho rihlová rychlost
je240 ot/s p i rychlosti automobilu 80km/h. Celková hmotnost
automobilu je 800kg, setrvačníkváží 200N. Automobil jezpo-
čátku v klidu a začne sjíždět bez motoru po svahu délky 1 500 m
a írhlem sklonu 5". T ecí síly a moment setrvačnosti kol automo-
bilu zanedbejte a vypočtěte (a) rychlost automobilu, (b) rihlové
zrychlení setrvačníku a (c) v kon dodávany setrvačníku na konci
svahu.

PRo PočÍraČ
92Ú. Dva kotouče se mohou nezávisle na sobě otáčet kolem
rovnoběžnych os, První kotouč má poloměr 7,0 cm a moment
setrvačnosti 1,5 kg.m2, poloměr druhého je 15 cm a moment se-

trvačnosti 3,5 kg.m2. První kotouč je v klidu a druhy roztočíme
írhlovou rychlostí I"75 rad/s. Osy kotouč pak posuneme tak, aby
se jejich obvody dotkly. Kotouče na sebe prisobí normálovymi
silami o velikostech 150N, koeficient dynamického t ení mezi
kotouči je 0,25. (a) Vytvo te tabulku obsahující časové závislosti
rihlov ch rychlostí kotoučri v časovém intervalu 80 s mě eném
od okamžiku jejich dotyku. Hodnoty tabelujte s krokem 2 s.

Sestrojte grafy těchto závislostí a graf časovó závislosti cel-

Hmotnost (g)

x (cm)

y (cm)

500 400
15 _I3
20 13

600 450

-4,0 -5,0_7,0 9,0

300
I7

_6,0

94Ú. Na obr. 11.49 jsoll znázorněna dvě tělesa o hmotnostech
mI : 400 g d m2 - 600 g. Tělesa jsou spojená vláknem zane-
dbatelné hmotnosti, veden; m p es homogenní kladku o hmot-
nosti M : 5009 a poloměru R : I2,0cm. Kladka se m že
otáčetbezt eníkolem vodorovnó osy, Vlákno po obvodu kladky
neklouže. Soustavu uvolníme z klidovó polohy. Vypočtěte (a) ve-
likost zrychlení těles, (b) tahovou sílu Z1 v levé části vlákna
a (c) tahovou sÍlu T2 v prayé Části vlákna.

Obr.11.49 Uloha 94



K nejobtížnějším uarietním čísl m pat í bezesporu uícendsobná salta.
kojité salto se poprué pouedlo již a roce 1897 jednomu z tehdy populórních

azdušnych akrobat 7l i skoku z uisuté hrazdy, na čty ndsobné si ašak
miloaníci těchto atrakcí museli počkat ještě dalších 85 let, do roku 1982.

Migueli Vazquesoai se tehdy poda ilo prouést během letu celé čty i
otóďcy, než ho zachytil jeho bratr |uan. Oba artisté byli a té chaíli saym
aykonem témě zaskočeni. Proč je rsícenísobné salto tak obtížné? Mtiže

k jeho zalddnutí nějak napomoci znalost fyzikótních zdkon !

t
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2
Va,leflí, bybnosti



Obr.12.1 Fotografie valícího se kotouče získanáp i dlouhé ex-
pozlční době. Na kotouči jsou p ipevněny dva bodové zdroje
světla, jeden v jeho st edu a jeden na obvodu. Světélko umístěné
na obvodu opisuje k ivku zvanou cykloida.

12.1, VALENÍ

Všimněme si pohybu jednotlivychčástíkola p i jízdě cyk-
listy po píímé silnici. St edy obou kol se pohybují vp ed,
jejich pohyb je posuvn . Trajektorie bodri na obvodu kol
jsou však mnohem složitější (obr.72.1). Ukážeme si, že po-
hyb valícího se kola lze chápatbuďjako složení posuvného
a otáčivého pohybu, nebo jako čistě otáčiv pohyb kolem
vhodně zvolené osy.

Valení jako kombinace po uvného
a otáčivého pohybu

Pozorujme bicyklové kolo, které se odvaluje stálou rych-
lostí po píímé dráze a neprokluzuje. P edpokládejme, že
hmotnost kola je rozložena symetricky, takže jeho těžiště
spll vá s jeho geometrick ch st edem O. Bod O se pohybuje
vp ed stálou rychlostí v7 podle obr.I2.2. Bod P, v němž
se kolo dot ká silnice, je v každém okamžiku p esně pod
bodem O. Pohybuje se tedy po silnici stejnou rychlostí v7
jako těžiště kola.

Obr.l2.2 Těžiště O valícího se kola se pohybuje rychlostí v7
a za dobu t lrazí dráhu s, Kolo se p itom pootočí o írhel 0. Bod
dotyku P kola se zemí urazí za tuto dobu rovněž dráhu s,

Za dobtl t urazibody O a P dráhu s. Z pohledu cyklisty
se p i tom kolo otočí kolem svého st edu o rihel 0. Také
délka oblouku části pneumatiky, která během doby r p išla
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do styku se silnicí, je s. Tuto dráhu urazilz pohledu cyklisty
bod na pneumatice, ktery se dotykal silnice na počátku
mě ení. Yztahmezi délkou oblouku s a otočenim7 je velmi
jednoduchy.Platí totiž rov. (1 1.15):

s : R0, (l2.1)

kde R je poloměr kola. Rychlost st edu kola v7 má veli-
kost ds/dt, íthlovárychlost kola o vzhledem k ose vedené
jeho st edem je dO ldt. Derivováním rov. (I2.I) podle času
dostaneme

UT : aR.

Uvědomme si, že rov.(I2.2) platí pouze v p ípadě, že se
kolo valí bez prokluzování.

Obr.I2.3 nás p esvédči, že valení kola m žeme chá-
pat jako složení posuvného aotáčivého pohybu. Obr. 12.3a
znázorruje pouze otáčeni kola, tj. jeho pohyb z pohledu
cyklisty, kter;í vidí osu otáčení jako nepohyblivou. (Otáčívy
pohyb kolem pevné osy j sme podrobně probrali v kap. 1 1 .)

Každy bod kola rotuje kolem této osy rihlovou rych-
lostí a.l. Libovoln bod na jeho vnějším obvodu má ob-
vodovou rychlost u7, danou vztahem (I2.2). Obr.I2.3b
zachycuje pouze posuvn pohyb kola, kter bychom po-
zorovali, kdyby se kolo vribec neotáčelo , Kažďy jeho bod
by se v takovém p ípadě pohyboval doprava rychlostí v7.

(I2.2)

v: -vT *vr :0
(c)

v: vT

(b)(a)

Obr.12.3 Valení kola jako kombinace posuvného a otáčivého
pohybu. (a) Otáčení kola: všechny body kola obíhají se stejnou
írhlovou rychlostí a-l. Body na jeho vnějším obvodu mají stejnou
obvodovou rychlost u : uT. V obrázku jsou vyznačeny vektory
rychlosti v nejqíše anejníže položeného bodu kola 7, resp. P.
(b) Posuv kola: všechny body se pohybují doprava se stejnou
rychlostí v7, shodnou s rychlostí st edu O,(c) Valiv pohyb
kola je složením pohybri (a) a (b).

Složením pohybri na obr. I2.3a, b vznikne vl sledn1
valivy pohyb, kterl vidíme na obr. I2.3c. Všimněme si, že
body v bezprost ední blízkosti bodu P jsou témě v kli-
du, zatímco body u vrcholu V se pohybují rychleji než
kterákoli jiná část kola, rychlostí blízkou 2u7. Fotografie

v:vT

v: -VT

v:vT v:ZVr
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osa otáčení vedená bodem p

Obr. 12.5 Valivy pohyb mriže bytchápánjako otáčení s írhlovou
rychlostí a-l kolem osy, která v každém okamžiku prochází bo-
dem P. Šipty znázor lují vektory okamžité rychlosti vybranych
bodri na obvodu kola. Lze je získat sečtením odpovídajících
rychlostí posuvného a otáčivého pohybu podle obr.12.3.

pohybuje rychlostí o velikosti

uvrcho1 : (a)(2R) _ 2(alR) - 2uT,

p esně v souhlasu s obr. I2.3c. Podobně mrižeme určit rych-
losti bodťr O a P a ově it tak správnost obr. l2.3c.

|(oNrnOLA I: Zaďní kolo klaunova jízdního kola má
dvakrát větší poloměr než kolo p ední. (a) Rozhodně-
te, zdaje rychlost bodu na vrcholu zadního kola větší,
menší, nebo stejná jako rychlost odpovídajícího bodu
p edního kola. (b) Rozhodněte, zďa je rihlová rych-
lost zadního kola větší, menší, nebo stejná jako rihlová
rychlost p edního kola.

Obruč na obrázku se valí bez prokluzování. Kdo jde rychleji?
Pes nebo poník?

Obnt2.4 Fotografie valícího se bicyklového kola. Obraz ko-
vovych paprskri v dolní části fotografie je podstatně ost ejší než

naho e, Pohyb paprskri v horní části kola je tedy rychlejší, ve

shodě s obr. 12.3c.

valícího se bicyklového kola na obr. 12.4 to dokumentuje

velmi p esvědčivě. Obraz drátri u vrcholu kola je zcela
rozmazán, zatímco ďráty ve spodní části jsou zachyceny
poměrně ost e.

Valení libovolného tělesa kruhového prri ezu Lze tedy
rozložit na ,,čisté" otáčení a ,,čisty" posuv, p esně podle
obr.12.3a,b.

Valení jako otáčivy pohyb
Jinl zprisobpohledu navalívy pohyb nabízíobr. 12.5. M -

žeme jej totiž interpretovat také jako ,,čisté" otáčení kolem
okamžité osy, která je kolmá k rovině kola a právěprochází
bodemjeho dotyku se silnicí (bod P na obr. L2.s),Okamžité
rychlosti jednotlivychbodri valícího se kola jsou v obr. 12.5

vyznačeny šipkami.
Otázkaz Jakou rhlovou rychlost p isoudí kolu pozorovatel
v klidu, posuzuje-li jeho pohyb jako otáčení kolem této

nové osy?
Odpovědi Útrtová rychlost otáčivého pohybu kola vzhle-
dem ke klidnému pozorovateli je stejná jako vzhledem
k cyklistovi, ktery pozoruje ,,čistou" rotaci kola kolem osy
vedené jeho st edem.

Abychom se o správnosti odpovědi na p edchozí
otázku p esvědčili, vypočtěme rychlost bodu V na vrcholu
kola ve vztažné soustavě spojené s pozorovatelem v klidu.
Vzdálenost vrcholu V od osy vedené bodem P na obr.I2.5
je rovna prťrměru kola 2R. Bod V se tedy podle rov. (I2.2)

#

.):::::::
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,''','"\\|/,/
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Kinetická energie
Pokusme se nyní vypočítat kinetickou energii valícího se
kola vzhledem k vztažné soustavě spojené s pozorovatelem
v klidu. Chápeme-li valení jako otáčení kolem osy vedené
bodem P na obr. 12.5, dostaneme

Ek: ilrr' (I2.3)

kde a.r je írhlová rychlost kola a 1p jeho moment setrvačnosti
vzhledem k ose vedené bodem P. Podle Steinerovy věty
(IL27) je

Ip: Ir lmR2 (l2.4)

kde m je hmotnost kola a 17 jeho moment setrvačnosti
vzhledemk ose vedené jeho těžištěm. Dosazením z rovnice
(I2.4) ďo (l2.3) dostáváme

Ek : ilrr' -l }mR2r,}

Pomocí vztahu u7 : ulR (rov.(I2.2)) získáme nakonec
vysledn; vztahpro Ep ve tvaru

Ek: ilrr' + }mu2r. (12.5)

První z člen na pravé straně této rovnice p edstavuje
kinetickou energii otáčivého pohybu kola kolem osy ve-
dené jeho těžištěm (obr,12.3a), druh člen odpovídá po-
hybu posuvnému (obr. I2.3b).

Valeníatecísíly
Jakou roli vlastně hrají p i valivémpohybu t ecí síly? P ed-
stavme st, že se kolo valí po vodorovné podložce stálou
rychlostí, právě tak, jak ukazuje obr.12.2. Mohli bychom
je do takovóho pohybu vribec uvést, kdyby byla podložka
dokonale hladká? Pokud bychom je roztočili kolem jeho
osy na rihlovou rychlost a,l a udělili mu ještě vodorovnou
rychlost o velikosti u7 - aR, mohlo by se to poda it.
Vzhledem k p esně ,,nastavenému" vztahu mezi rhlovou
rychlostí kola a rychlostí jeho posuvného pohybu by kolo
v bodě P samoz ejmě neprokluzovalo, nesm; kalo by se po
podložce. Popsanl m zprisobem však mrižeme uvést kolo
do valivého pohybu bezklouzání í v p ípadě, že podložka
nebude dokonale hladká. Kolo se po ní nebude sm; kat ani
v tomto p ípadě. Zanedbáme-Iitzv. valiv odpor podložky
proti jeho pohybu, zprisobeny mírnymi deformacemi obou
objekt , snadno si uvědomíme, žejedinou silou, kterou by
podložka mohla na kolo prisobit, je vodorovná síla static-
kého t ení. Posuvny pohyb kolaje však podle p edpokladu
rovnoměrny a žádnou další vodorovnou silou na kolo ne-
prisobíme. Statická t ecí síla je proto nulová. Jiná situace
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nastane, pokusíme-li se změnit postupnou (u7) nebo rihlo-
vou (ro) rychlost kola. V takovém p ípadě musíme na kolo
prisobit určitou vodorovnou silou a p ipustit, že se kolo
mriže v bodě P smyknout po podložce. Podložka bude na
kolo prisobit v bodě P t ecí silou, Pokud ke smyku kola
ještě nedojde, bude tato síla F, mít povahu statického tíeni
a bude smě ovat ,,proti snaze" kola podklouznout. V p í-
padě smyku již p jde o t ení dynamické at ecísíla F6 bude
namí ena proti směrl skutečného skluzu.

(a) (b)

Obr.12.6 (a) Kolo se valí bez klouzání po nakloněné rovině.
V bodě P na ně prisobí síla statického t ení F, proti ,,snaze" kola
sklouznout, tj. proti směru, ve kterém by kolo v bodě P uklouzlo,
kdyby byla podložka dokonale hladká. (b) Kolo se valí vodo-
rovně s narristající írhlovou rychlostí. Bod P má v tomto p ípadě
snahu uklouznout směrem dozadu (p edstavte si automobil, ktery
se prudce rozjíždí na zledovatělém parkovišti). Síla statickóho
t ení F, prisobí na kolo v bodě P opétproti jeho možnému skluzu.
Pokud by se již kolo na obrázcích (a) a (b) smykalo, pťrsobila by
na ně podložka v bodě P silou dynamického t ení F6.

Na obr. l2.6a se kolo valí po nakloněné rovině. V jeho
těžišti na ně prisobí tíhová síIa mg, jejíž rameno vzhledem
k ose otáčení vedené těžištěm je nulové. Je tedy nulovy
i odpovídající silov moment. Tíhová síla nep ispívákroz-
táčení kola, pouze se snaží kolo sm; kat dolri po nakloněné
rovině. V bodě P prisobí na kolo ještě t ecí síla smě ující
proti jeho ,,tendenci ke skluzu", tj. vzhriru podél nakloněné
roviny. Její rameno vzhledem k ose otáčení kola je nenulové
a má velikostpoloměrukola. Momentt ecí síly rcztáčíkolo
vzhledem k ose vedené jeho st edem.

Na obr. I2.6b se kolo valí po vodorovné rovině s na-
r stající rihlovou rychlostí ro. P i tom se jeho spodní část
snaží podklouznout doleva. (Abychom si tuto skutečnost
lépe uvědomili, m žeme si p edstavit automobil, jehož i-
dič se snaží o prudky rozjezd na zledovatělém parkovišti.)
T ecí síIa, jíž p sobí podložka na kolo v bodě P, smě uje
opět proti očekávanému směru skluzu. Z hlediska soustavy
cyklista* jízdníkolo je silou vnější a určuje zrychlení jejího
těžiště.
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PR.IKLAD 1ž.1
Tuh homogenní váIcovy kotouč o hmotnosti m : I,4kg
a poloměru R : 8,5 cm se valí po vodorovném stoie rychlostí
u : 15 cm/s.

(a) Vypočtěte rychlost bodu na jeho vrcholu.

ŘEŠBXÍ: ,,Rychlostí valícího se tělesa", v našem pňkladu
kotouče, rozumíme vždy rychlost jeho těžiště. Z obr. 12.3c je

z ejmé, že rychlost bodu na vrcholu kotouče je v porovnání

s rychlostí jeho těžiště dvojnásobná, tj.

Uvrchol - 2ur : 2(15 cm,s : 30 cm.s-l. (Odpověd)

(b) Určete írhlovou rychlost kotouče a-l.

ŘBŠPNÍ: Z rov. (12.2) dostaneme

1,,)7 (15 cm.s-1)

R (8,5 cm)

: 1,8 rad,s (Odpověd)

V sledek je nezávisll na volbě polohy osy otáčení: mrižeme
ji vést bodem P podle obr. 12.5 stejně dob e jako těžištěm
kotouče.

(c) Vypočtěte kinetickou energii kotouče.

ŘBŠBnÍ: IJžítím vztahri IT : |.*R', ?)T : aR arov-
nice (12.5) dostaneme

Eu: !l7u,l2 l )ruz, :
: }{|mnz)@r lil2 + !mu2, : }-u2, :
: Jt1.4 kgtto. l5 m.s-' )' :
:0,024J :24mJ. (Odpověd)

(d) Jaká část celkové kinetické energie kotouče souvisí sjeho
posuvnym pohybem a jaká část p ísluší otáčivému pohybu
kolem osy vedené ieho těžištěm?

ŘPŠPN{Í: Kinetická energie posuvného pohybu oclpovídá
druhému členu v rov. (I2.5), tj. |mu2r, a podle vysledku
části (c) tedy p edstavuje

Koule, jejíž hmotnost je rozloženablízko osy otáčení, má mo-
ment setrvačnosti nejmenší. P íspěvek její rotace k celkové
kinetickó energii valivého pohybu je tedy mal .

Moment setrvačnosti obecného rotačně symetrického tě-

lesa je možné zapsatjako B-násobek momentu setrvačnosti
prstence stejné hmotnosti, jehož poloměr R je shodn m s po-
loměrem největšího ezu tělesa rovinou kolmou k ose sy-

metrie. Je-li těleso homogenní, lze pomocí parametru vy-
jádňt zvláštp íspěvky posuvného a otáčivého pohybu k cel-
kové kinetické energii valícího se tělesa. Odpovídajícivztahy
pro prstenec, válec a kouli jsou uvedeny v posledním ádku
tab.1,2.1. Pro prstenec, válec a kouli nabyvá parametr B hod-
not 1, + ^?

Tabulka 12.1 Podíl kinetické energie translačního
a rotačního pohybu na celkové kine-
tické energii valivého pohybu těles

^-Y.9YITr-- pŘísp. K .ELK. ENERGIISETRVACNOSTI ^

17 TRANSLACE ROTACE

Prstenec LmR2

Válec, válc. kotouč lmR2
Koule ?*R'

TĚt-Bso

50 7o

6] Vo

]IVo

50 %io

33 7o

29 7o

celkové kinetické energie. Zbyvajicích 33 7o odpovídá po-
hybu otáčivému.

P íspěvek posuvného a otáčivého pohybu k celkové ki-
netické energii valícího se tělesa závlsí na jeho momentu
setrvačnosti. V tab. 12,1 jsou shrnuty momenty setrvaČnosti

t í těles, prstence, válcového kotouče a koule, vzhledem k ose

největší symetrie. Prstenec má svou hmotnost rozloženou ze
všech těles nejdále od této osy. Poměrně velká část kinetické
energie valícího se prstence proto p ipadá na otáčivy pohyb.

obecné tělesoo É*R2 rc0+6 qo rcOTh Ea

" Hodnotu B wčíme jako B : Ir lfut R2').

pŘÍxran re.z
Homogenní kuželková koule o poloměru R : 11 cm a hmot-
nosti ln : J,2kg se valí dolri po nakloněné rovině o délce
L :2,1 m a rihlu sklonu 0 :34" (obr,I2.1). Jakou rychlostí
se bude koule pohybovat na konci nakloněné roviny?

Obr.|2.7 P íklady l2.2 a 12.3. Prstenec, kotouč a koule se valí
dolri po nakloněné rovině o rihlu sklonu 0. P estože tělesa uvolníme
ve stejném místě a stejném okamžiku, dorazi na konec nakloněné
roviny v různémpo adí.

ŘPŠENÍ: Uvažujme pohyb koule od okamžiku jejího uvol-
nění v nejvyšším bodě nakloněné roviny až do chvíle, kdy
dorazí k jejímu konci. Těžiště koule pokleslo během tohoto
pohybu o svislou vzdálenost h : L sin 0. Tíhová potenciální
energie soustavy koule * Země se tak snížila o hodnotu
mgL sin0. O stejnou hodnotu však vzrostla kinetická energie

l-r? _
1*,? -

:6] To (Odpověd)

prstenec



koule. Podle rov. (12.5) platí

mgL sin? :

mgLsína:il7a2 li*r?.

Podle vztahu(g) v tab. II.2platípro plnou kouli 1r : lmR2.
Úhlovou rychlost a mižeme nahradit vyrazem u7/R. Dosa-
zením do rov. (12.6) dostáváme
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Řešení je vyjád eno pomocí momentu setrvačnosti tělesa 17.
Všimněme si, že rychlost tělesa nezávisí ani na jeho hmot-

nosti ani na poloměru, ale pouze na rozložení hmoty kolem
osy jehorotační symetrie. Tato skutečnostje z vysledku (12.8)
patrná na první pohled. Moment setrvaČnosti tělesa 17 v něm
totiž vystupuje pouze v podílu I7 /mR2.Dětská hrací kulička
i kuželková koule budou mít na konci nakloněné roviny stej-
nou rychlost. Z nakloněné roviny se tedy skutálí za stejnou
dobu. Koule v tomto závodě porazí kotouč libovolné hmot-
nosti a poloměru. Prstenec o libovolné hmotnosti i poloměru
je naopak za všech okolností odsouzen kporážce.

Pro prstenec (vtztab.I2.I) je 17 /mR2 : 1. Jeho rychlost
na konci ,,závodní dráhy" je podle rov. (12.8)

uT:

:
:2,3m.s-l (Odpověd)

Podobně získáme l)T : 2,6m.s-1 pro kotouč (I7 /m R2 : !1
a2,7 m.s-l prokouli (I7 l m R2 : ?).Tyto vysledkypotvrzují
náš odhad po adí těles v části (a).

pŘírr,tn rz.a
Uvažujme opět těleso o hmotnostt m a kruhovém prri ezu
o poloměru R, které se valí po nakloněné rovině o írhlu
sklonu 0 (obr. I2.8). P i rozboru jeho pohybu se však nyní
op eme pouze o věty o hybnosti a o momentu hybnosti sou-
stavy. V sledekpakporovnáme s ešením pí.I2.3, kde jsme
použili zákon zachování mechanické energie.

Obr.12.8 P íklad 12.4. Homogenní těleso kruhového prri ezu
o poloměru R se valí dolri po nakloněné rovině. Země na ně prisobí
tíhovou sl|ou mg,podložka pak normálovou silou N a t ecí silou Á .

T ecí síla smě uje vzh ru podél nakloněné roviny. Pťrsobiště síly N
jsme pro p ehlednost p esunuli podél její vektorové p ímky do
st edu tělesa.

|r*n'l (T)' I.,-l 
1mui.

(I2,6)

(I2.7)

Ztéto rovnice vyjádííme u7:

:. :-y 1

:4,I-.s-l (Odpověd)

Všimněme si, že v; sledek nezávisí ani na hmotnosti, ani na
poloměru koule.

pŘíxlap tz.s
Úvahy v pŤ.I2,2 nyní zobecníme. Homogenní prstenec, ko-
touč a koule o stejné hmotnosti m a stejném poloměru R
jsou současně uvolněny v nejvyšším bodě nakloněné roviny
o délce L :2,5 m a ťrhlu sklonu 0 : 12" (obr.I2.1).

(a) Které z těles dorazí na konec nakloněné roviny nejd íve?

ŘBŠPNÍ: Odpověď snadno najdeme v tab, l2.1. U koule je
poměrny p íspěvek posuvného pohybu k celkové kinetické
energii ze všech t í těles největší (1I7a). Koule tedy závod
vyhraje. Jako druhy skončí kotouč a poslední bude prstenec.

(b) Určete rychlostkaždého z těles na konci nakloněné roviny.

ŘPŠEXÍ, Těžiště každého z těles poklesne během ,,záyodLío
o tutéž svislou vzdálenost ň. Stejně jako p i volném pádu
klesne potenciální energie soustavy těleso lZemě o hodnotu
mgh. O stejnou hodnotu vzroste kinetická energie tělesa, Na
konci nakloněné roviny mají tedy všechna tělesa stejnou ki-
netickou energii. Pouze část této energie, závislánarozložení
hmotnosti tělesa, však p ipadá na posuvnl pohyb.

V rov. (I2.5) položíme a : vr l Ra dostaneme

m7h - }.Irr' + jmu| :
: ilr@? /nr) +
: l{tr /R\u? +

po dosazeníh : L sin 0 vy ešíme získanou rovnici vzhledem
kneznámé u7:

(Odpověď) (12.8)

}*r2, :

l-,?.

f sI- sine 29L sin?
I +ilm@
2(9,8m.s-2;12,5 m) sin 12"

mg sin9

g

29L sin?
I + InmF
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(a) Vypočtěte zrychlení valícího se tělesa.

ŘPŠnXÍ, Na obr. 12.8 jsou znázornény síly, kterymi na tě-

leso prisobí okolní objekty: tíhová sí|amg, normálová síla N
a statická t ecí síla F.. Prisobištěm tíhové síly je těžiště tě-

lesa, Je-li hmotnost tělesa rozložena symetricky vzhledem
k ose o jeho geometrické rotační symetrie, spl vá těžiště se
st edem geometrickym. Normálová síla a síla t ení prisobí
na nepatrnou plošku v okolí bodu P, kde se těleso dot ká
nakloněné roviny. Momenty všech sil vztahujeme k ose o.

Momenty tíhové a normálovó síly vzhledem k této ose jsou

ovšem nulové, a nepňspívají proto k urychlování otáčivého
pohybu. Roztáčení tělesa ve směru chodu hodinovych ručiček
je zprisobeno vyhradně silou tŤení, jejíž moment je záporny.
Rameno t ecí síly vzhledem k ose o má délku R.

Pro posuvn pohyb tělesa platí věta o hybnosti (ma :
: 

'F).V 
soustavě sou adnic, jejíž osa x smě uje vzh ru

podél nakloněné roviny, má zápts x -ové složky této vektorové
rovnice tvar

ffLar : Fs - mg sin?. (I2.9)

Rovnice obsahuje dvě neznámé, F, aa". Pot ebujeme pro ně

další rovnici. Získáme ji z věty o momentu hybnosti (I e :
: Y, M) vztažené k ose o, v níž polžljeme vztah : ax l R
(rov. (11.20)):

|u: -FrR : ITt : ( 12.10)

Z rov. (12.10) dostaneme vyraz pro sílu t ení

:|n

IT a*

R

Ir a*
k 

- 
__lS- p2

(I2.II)

Znaménko minus znamená, že vektor t ecí síly F, má opačny
směr než vektor zrych|ení o. Dosazením z rov. (12.11) do
(I2.9) a ešením vzhledem k neznámé veličině a, nakonec
dostáváme

gsin0ay: - 

-. 

(OdPověď) (I2,I2)^ 1-1 lrlmR

(Větu omomentu hybnosti Is:DM jsme v kap. 11odvo-
dili pro otáčivy pohyb tělesa kolem osy, která je v klidu vzhle-
dem ke vhodně zvo|ené inerciální vztažné soustavě. poměrně

elementárním vypočtem však |ze ukázat, že její platnost zťr-

stane zachovánai pro p ípad, že osa otáčení je nepohyblivá
ve vztažné soustavě spojené s těžištěm tělesa, jejíž pohyb
vzhledem k soustavám inerciálním je pouze posuvny. Uvě-
domme si, že tato speciální těžišťová vztažná soustava mriže
byt i neinerciální.)

P i ešení írlohy bychom mohli vztáhnout větu o momentu
hybnosti i k ose op vedené bodem P,v némž se těleso do kd
nakloněné roviny. Moment t ecí síly vzhledem k této ose je
nulovy. V roli vysledného momentu sil I M vystupuje nyní

moment tíhové síIy mg, jejíž rameno vzhledem k ose op má
hodnotu R sin6. Dostáváme tedy

|u:-m8(Rsin6):Ip :+ (l2,I3)

(12.I6)

kde 1p je moment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose op,
vedené bodem P. Vypočteme jej pomocí Steinerovy věty

Ip: Ir *mR2 (I2.14)

Dosadíme za I p zrov. (12.14) do (I2.I3) a vyjád íme nezná-
moll ax, dostaneme opět vysledek (12,12).

(b) Vypočtěte velikosttíecí síly Fr.

ŘPŠEXÍ: Dosazením zíoy.(I2.I2) do (12.11) dostaneme

sin 9F,: mg, 

- 

(Odpor,ěď) (l2.15l
| + mK'/lr

Z tohoto v sledku vypIyvá, že síIa t ení je menší než pru-

mět tíhové síly do směru nakloněné roviny, jehož velikost je

mg sin0. Těleso se proto valí dolri zrychleně.

Nap íklad pro pln kotouč je podle tab,I2.\ 17 f mR2 :
: j. Pro zrychlení a velikost t ecí síly pak z rov.(I2.I})
a (I2.I5) dostáváme

2ax: - r8sin0
1

1ms 
sin?.

(c) Určete rychlost tělesa na konci nakloněné roviny o dél-
ce L.

ŘBŠPNÍ: Těleso se pohybuje podél osy .r s konstantním
zrychlením. Platí tedy

u2 : u3 12a,(x - xo).

Položíme-ltx - xo - -L lDg :0 adosadíme-Iizaarvysle-
dek (12.I2), získáme rov. (12.8), p esně ve shodě s vypočtem
pomocí zákona zachov ání mechanické energie.

|(oxrnol-A 2: Stejné kotouče A a B se valí po vodo-
rovné podlaze stejnou rychlostí. Kotouč A najede na
nakloněnou rovinu avalí se po níbez prokluzu vzh ru
až do bodu obratu, ktery Ieží nad rrovní podlahy ve
v šce h. Kotouč B stoupá po stejné nakloněné rovi-
ně, která je však dokonale hladká. Rozhodněte, zďa je
vyška bodu obratu kotouče B nad rrovní podlahy větší,
menší, či stejná jako h.



12.2 JoJo
Oblíbená hračka zvanájojo, to je fyzlkáIní laborato , která
se vejde do kapsy. Nevě íte? Ukážeme si, co všechno lze
pomocí pohybu joja demonstrovat. P edstavme si, že se
jojo odvaluje podél vlákna dolri a urazí vzdálenost h.Po-
tenciální energie soustavy jojo f Země p i tom poklesne
o hodnotu m7h, o kterou naopak vzroste energie kinetická.
Tato změna p ispěje ke zvyšení kinetické energie posuv-
ného ()m u2r) i otátivérro ( j I r c,hpohybu joj a. P i zpétném
pohybu hračky je naopakpokles kinetické energie kompen-
zov án vzrrjstem energie potenciální.

V modernějším provedení není vlákno joja pevně p i-
vázáno k osičce, ale vytvá í kolem ní volnou smyčku.
Jakmile tělísko joja ,,narazí" na dolní konec vlákna, začne
vlákno prisobit na osičku svislou silou smě ulící vzhriru.
Tato síla zastavípokles tělíska, které pak spočívá ve smyčce
vlákna a otáčí se kolem své osy. Jeho celková kinetická
energie bude v tuto chvíli dána pouze kinetickou energií
otáčivého pohybu. Takové,,spící" jojo mrižeme opět,,pfo-
budit" zatáhnutím za vlákno. Vlákno se t ením zachytí za
osičku a jojo po něm začne,,šplhat" nahoru. Kinetickou
energii otáčivého pohybu tělíska v nejnižší poloze (tedy ve
spícím stavu) Izevyrazně zvyšit, nebude-li sejojo roztáčet
z klidu, ale udělíme-li mu určitou počáteční rychlost u7
(směrem dolri) a určitou počáteční rihlovou rychlost al.

Zabyvejme se nyní podrobněji pohybem hračky nazá-
kladě impulzovych vět. Na obr. IZ.9avidíme idealtzované
jojo se zaneďbatelnou tlouštkou vlákna. Obr. I2.9b p edsta-
vuje p íslušn silov diagram, v němž je vyznačena pouze
osička. Odvodíme vztah pro zrychlení o tělíska. Pro po-
suvny pohyb použijeme větu o hybnosti (mo - I O.
v soustavě sou adnic s osou x namí enou svisle vzh ru
dostaneme

lTtay:|r; -T_m8.
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mg
(b)

Obr.|2.9 (a) Jojo. Vlákno zanedbatelného prriměru je navinuto
na osičce o poloměru Ro. (b) Silov diagram tělíska p i pádu.
Ve skutečnosti nelze prriměr vlákna zcela zanedbat, a tak je
t eba počítat s efektivní změnou poloměru osičky, v závislosti
na okamžité dólce navinutého vlákna.

Veličiny a a jsou proto spjaty vztahem a, - -eRo.
Dosazením e : -ar/Rg do rov.(I2.18) dostáváme

Ia.
"R6

Ztohoto vztahu vyjád íme Z a dosadíme do rov.(12.17).
Nakonec získáme zrychlení tělíska ve tvaru

(a)

(l2.I1)

(12.18)

1

" | + IlmRfi'
(12.19)

Symbolem m jsme označili hmotnost tělíska a 7 p edsta-
vuje velikost tahové síly vlákna.

Pro rotační pohyb máme k dispozici větu o momentu
hybnosti (I e - D, tW), kterou vztáhneme k ose vedené
těžištěm joja:

Ie _|u - rno,

Ideální jojo se tedy odvaluje podél vlákna dolri s konstant-
ním zrychlením. Požadujeme-li, aby zrychlení bylo malé,
pot ebujeme lehké tělísko s velkl m momentem setrvač-
nosti a malym poloměrem osičky.

pŘíxran rz.s
Jojo je vyrobeno ze dvou mosaznych kotoučri o tloušťce
b :8,5mm a poloměru R : 3,5cm, spojen ch krátkou
osičkou o poloměru R0 : 3,2mm.
(a) Vypočtěte moment setrvačnosti joja vzhledem k jeho ro-
tační ose symetrie. P i v počtu zanedbejte moment setrvač-
nosti osičky. Hustota mosazi j" q : 8 400 kg.*-3.
ŘPŠEXÍ: Moment setrvačnosti kotouče vzhledem k jeho
ose symetrie je }mR2. S dvojicí souosych kotoučri mrižeme

kde R6 je poloměr osičky a 1 moment setrvačnosti joja
vzhledem k ose vedené jeho těžištěm.Zrychlení o smě uje
dolri (složkaa*je tedy zdporná). Síly prisobící najojo jsou,
včetně správné orientace, zakresleny v obr. 12.9b. Moment
tíhové síly vzhledem k ose vedené těžištěm tělíska je nu-
lovy, moment síly tahové je orientován proti směru otáčení
hodinovych ručiček. Úhlové zrychleníe smě uje tedy rov-
něž proti směru otáčení hodinovych ručiček Qe kladné).
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pracovat jako s jedin m diskem. Jeho celková hmotnost ln,
vypočtená pomocí jeho objemu V a hustoty El materiálu, je

m:VQ-2nR2bp:
: 2n(0,035 m;210,008 5 m)(8 400 kg.m-3; :
: 0.550 kg.

Jeho moment setrvačnosti je pak

1 : jmR2 : j {o,sso kg)(0,035 m)2 :
:3,4,10-a kg.m2 (Odpověd)

(b) Vlákno navinuté na osičce má délku l : I,lm. Jeho
tloušťka je zanedbatelná.Zjistěte, s jakym zrychlením se jojo
odvaluje dolri podél vlákna.

ŘPŠnnÍ, Podle rov.(12,19) je

1
ul.:-^^:

I+ IlmR'o

(9,8 m.s-2)

RESENI: Tahovou sílu snadno vypočteme z roy.(I2.1]).
Stačí dosadit za a, vyraz (12.19). Po malé írpravě dostaneme

pro Z vztah

(I2.20)
mp.r

1+mR6lI

- -0, 16 m.s-2 (Odpověd)

Vektor zrychlení smě uje dolri a je nezávisly na tom, zda jojo
právé klesá či stoupá.

Všimněme si, že v rov,(I2.I9) vystupuje parametr B :
: I / m R2o,def,novanl v tab. I2.1.V našem pňkladu má tento

parametr ( : 60) hodnotu mnohem větší než pro tělesa
uvedená v citované tabulce. Zrychlení joja je proto velmi
malé. Odpovídá nap íklad valení prstence po nakloněné ro-
vině s hlem sklonu pouh ch 1,9'!

(c) Jak velkou tahovou silou prisobí na tělísko joja jeho vlák-
no?

Tahová síla vlákna je tedy menší než síIa tíhová. Pro číselné
ridaje uvedené v zadání lohy dostaneme

T- (0,550kg)(9,8 m.s-2)

1 + (0,550kg)(0,003 2m)2 /(3,4.10-4 k8.*2)
: 5,3 N. (Odpověd)

Z q sledku je patrné, že ani tahová síla vlákna nezávisí na

okamžitém směru pohybu joja.

l2.3 rBŠrĚ JEDNoU MoMENT sÍry
V kap. 11 jsme definovali moment síly vzhledem k ose
otáčení tuhého tělesa. Tato definice nebyla zcela obecná.
Uvažovali jsme totlž vyhtadně o otáčivém pohybu tuhého
tělesa kolem pevné osy, kdy se jednotlivé částice tělesa
pohybují po kružnicích se st edy na ose otáčení,Iežících
v rovinách k této ose kolm ch. Další omezení,které umož-
ňovalo deflnovat moment síIy vzhledem k ose, spočívalo
v p edpokladu, že vektorové p ímky sil prisobících na tě-

leso jsou kolmé k ose otáčení.
Definici momentu síly však dokážeme zobecnit tak,

aby byla použitelná i pro takové p ípady pohybu tělesa,

kdy tvar trajektorií jednotliv ch částic není takto omezen.
Moment síly budeme nyní vztahovat k pevnému bodu.

Obt.I2.1,0a znázorňuje silové p sobení na částici P
v okamžiku, kdy je v sou adnicové rovině xy. Poloho1
vektor částice je r. Na částici ptisobí jediná síla F ,kteráIeží

(3,4.|0-a kg.m2)l | 
(0,550kg)(0,0032m)2

(a) (b) (C]

Obr. 12.10 Deflnice momentu síly. (a) Síla F, pťrsobící na částici v bodě P ,leží v sou adnicové rovině íy. (b) Moment této síly vzhledem
k bodu O je M: í x F. Podle pravidel pro vektorovl součin je tento vektor kolm k rovině xy a má směr kladné osy z. Jeho velikost lze
vyjád it vztahem rF1 (obr. b) nebo rlF (obr. c).

F (p ekresleno v počátku
sou adnic)



K v počtu vektorového součinu mrižeme samoz ejmě po-
užít pravidel shrnut ch v odst. 3.7. Abychom určili směr
vektoru M, posuneme vektor F tak, aby jeho počáteční
bod splynul s bodem O. (Velikost ani směr vektoru p i
tomto posunutí nesmíme pochopitelně měnit.) Počáteční
body vektorri F a r jsou teď totožné (obr.I2.10b). Nyní
jíž použljeme pravidlo pravé ruky pro vektorovy součin
(obr.3.20a): Prsty pravé ruky smě ují od vektoru r (první
činitel ve vektorovém součinu) k vektoru F (druh čini-
tel). Nataženy palec ukazuje směr vektoru M. Vektor M na
obr.I2.10b je rovnoběžn s kladn m směrem osy z.

Pro velikost vektoru M platí obecny vztah (3.20) (c _
- ab sin rp), tj.

M - rF sincp, (l2.22)

kde tp je írhel mezi vektory r a F. Z obr.I2.I0b, c je z ej-
mé, že vztah (12.22) je možné zapsatještě dvěma dalšími
ekvivalentními zprisoby :

M - rFL,

v daném okamžiku rovněž v rovině xy. Momentem této
síIy M vzhledem k pevnému bodu O rozumíme vektorovou
veličinu defi novanou vztahem

M: r x F. (I2.2I)

(I2.23)

kde Fr - F sin rp je složka vektoru F do směru kolmého
kr,

M - rLF, (I2.24)

kde 11 - r sin rp je rameno síly F vzhledem k bodu O
(vzdálenost bodu O od vektorové p ímky síly F).

pŘíxran rz.o
Na částici P na obr. 12.11a prisobí t i síly o stejné ve-
likosti 2,0 N. Částice je právě v sou adnicové rovině xz
a její polohovy vektor r je zadán svou velikostí r : 3,0m
a rihlem 0 : 30o . Síly F1 , F2 a F3 mají směr sou adnicovych
os.r, ) a e. Vypočtěte jejich momenty vzhledem k počátku O
soustavy sou adnic.

ŘBŠBXÍ: Obr,I2.1lb, c p edstavují pohled na rovinu xz.
Aby bylo možné snadněji vyznačit rihly, které svírají síly F1

a F2 s polohovl m vektorem r, jsou síly p ekresleny tak, aby
jejich počátečníbody splynuly s bodem O. Útret mezi silou F3

a vektorem r je 90'. Pomocí rov. (12.22) vypočteme velikosti
jednotlivl ch momentri sil:

M1 : rF1 sin q - (3,0 m)(2,0N) sin 150" :
: 3,0 N,m,

M2: rF2sin92: (3,0m)(2,0N) sin I20o :
: 5.2 N.m
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Ml - rF3 sin % - (3,0 m)(2,0N) sin 90o :
:6,0N.m. (Odpověd)

Jejich směry určíme pomocí pravidla pravé ruky: pravou
ruku položíme na obrázek tak, aby její prsty smě ovaly od
vektoru r k vektoru F a dlaň obepínala menší z obou mož-
n ch írhlri. Na obr. I2.IIi jsme sílu F3 znázotllili k ížkem
v kroužku 8. Tento symbol vyjad uje skutečnost, že síIa F3

smě uje do obrózkz. (Symbol @ p ipomíná pohled na šíp
zeza l). Kdyby síla F3 smě ovala z obrázku k pozorovateli,
označili bychom ji symbolem Q (pohled na šíp zep edu). Po-
mocí pravidla pravé ruky určíme směr vektoru M3. Všechny
momenty sil jsou vyznačeny v obr. 12.IIe.

(d) (e)

Obr. 12.11 P íklad 12.6. (a)Načástici P prisobít i síly rovnoběžné
se sou adnicov mi osami. Úhel q mezi polohovl m vektorem čás-
tice a silou F1 je vyznačen v obrázku (b), hel 92, kíery svírá
s polohol m vektorem částice síla F2, je zadán v obr. (c). (Zadání
rihl je pot ebné pro v počet moment sil.) (d) Moment t etí síly
Ml je kolmy k vektorum r a F3. Síla Fl ie kolmá k rovině ná-
kresu a mí í do obrázku). (e) Momenty sil p sobících na částici P
vztažené k bodu o.
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RADY e xÁnaĚry
Bod 12.1: Vektorové součiny a momenty sil

Rov. (12.21) p edstavuje první praktické použití vektoro-
vého součinu. Vraťte se k odst. 3.7, kde jsou shrnuta pravidla
pro vypočet vektorového součinu, a osvěžte si je. Citovany
odstavec obsahuje i v čet chyb, kter; ch bychom se p i určo-
vání směru vektorového součinu mohli dopustit (bod 3.5).

NezapomeÁme, že moment síly je t eba vztahovat k da-
nému bodu, ktery musí bl t p edem pevně zvolen. V opač-
ném p ípadě nemá v; počet momentu síly smysl. Zméníme-Ii
vztažny bod, mriže se změnit jak velikost, tak i směr momentu
síly. V pY.I2.6jsme počítali momenty t í sil vzhledem k po-
čátku O soustavy sou adnic. Pokud bychom momenty těchto

sil vztáhli p ímo k bodu P, byly by nulové.

(ONTnOLA 3: Polohovy vektorčástice r je rovnoběžny
s kladn; m směrem osy z. Určete směr jediné síly priso-
bící na částici, víte-li, že její moment vzhledem k po-
čátku soustavy sou adnic je (a) nulovy, (b) mí í proti
směru osy -r, (c) mí í proti směru osy y.

12.4 MOMENT HYBNOSTI

Celáíadaveličin popisujících posuvn pohyb tělesa má své

,,partnerské protějšky" vztahující se k pohybu otáčivému.
Také hybnost má jako svrij protějšek veličinu, kterámá pro
popis otáčivého pohybu analogicky vyznamjako hybnost
pro popis pohybu posuvného. Je jí moment hybnosti. Na
obr.l2.12 je znázorněna částice P o hybnosti p : lulv.

Částice je v daném okamžiku v sou adnicové rovině xy
a její hybnost je s touto rovinou rovnoběžná.Její moment
hybnosti L vzhledem k počátku O je vektorová veličina
def,novanávztahem

L:rxp:m(rxv), (I2.25)

kde r je polohovl vektor částice vzhledem k bodu O.
Porovnáme-Ii vztahy (12.21) a (12.25), zjtstíme, že

vztah hybnosti a jejího momentu je stejny jako vztah síly
a momentu síly. Jednotkou momentu hybnosti v soustavě SI),|
Je Kg.m-.S ', tJ. J.S.

Směr vektoru momentu hybnosti l, určíme podle obráz-
ku 12.12. Vektor p posuneme tak, aby jeho počáteční bod
splynul s bodem O. Použijeme pravidlo pravé ruky: prsty
smě ují od r k p, napjaty palec ukazuje směr vektoru l,,

v tomto p ípadě je rovnoběžny s kladnou osou z. Takto
určeny směr odpovídá otáčení polohového vektoru r ko-
lem osy e proti směru otáčení hodinovych ručiček. Kdyby

ic)

y

X

(b)

Obr.12.I2 Definice momentu hybnosti. Hybnost p : mv čás-
tice P o hmotnostt m leží v rovině xy. Moment hybnosti částice
vzhledem k počátku soustavy sou adnic O je L : r x p. Podle
pravidla pravé ruky je to vektor rovnoběžn s kladn m směrem
osy z. (a) Velikost mornentu hybnosti L lze vyjád it vztahem
L : rpL - rmul neboli (b) L : rLp : rLmD.

vektor l, smě oval proti směru osy z, otáčel by se polohovy
vektor r kolem ní ve směru chodu hodinovych ručiček.

Velikost vektoru l, určíme pomocí obecného vztahu
(3.20).PIatí

L : rntu sin rp, (12.26)

kde g je rhel mezi vektory r a p. Situaci lze jednoduše
zakreslit avyznačtti írhel rp, jestltže počáteční body vektorri
spl vají. Z obr.12.12a, b je vidět, že pro velikost momentu
hybnosti (12.26)Izepoužít i jiného zápisu:

L-rpl-rmuL, (I2.21)

kde p1 je složka vektoru p ve směru kolmém k r a pL :
- mul.Další ekvivalentní vyládíení velikosti momentu

L(:rxP)
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ŘEŠENÍ, Nejprve vypočtěme momenty hybnosti L1 a L2
jednotlivych částic. Pro v počet velikosti vektoru L1 zyo-
líme rov. (12.28), do níž dosadíme rI,L : 2,0m a p1 :
: 5,0 kg.m.s-l :

L1 : rI,Lpl : (2,0m)(5,0kg.m.s-l; :
: 10 kg,m2.s-1.

Směr vektoru [1 je zíejmy zrov. (12.25) a pravidla pravé ruky
pro vektorovy součin. Vektorovy součin n xplje kolm kro-
vině obrázku a smě uje k pozorovateli. Tento směr označíme
zakladny v souladu se směrem otáčení vektoru 11 proti směru
chodu hodinovych ručiček.

Podobně získáme velikost momentu hybnosti L2částice2:

L2: r2,Lp2: (4,0m)(2,0kgm.s-l) :
: 8,0 kg.m2.s-1.

Vektorovy součin rz x pz je opět kolml rovině obrázku,
tentokrát však smě uje od pozorovatele. Tento směr je zápor-
ny, neboť odpovídá otáčení vektoru 12 ve směru hodinovl ch
ručiček.

V sledn moment hybnosti soustavy má tedy velikost

L:Lt*Lz:
: (+10kg.m2.s-1) + (-8,0kg.-'.s-l) :
- +2,0kg.m2.s-l (Odpověd)

Kladné znamónko získané hodnoty odpovídá skutečnosti, že
vektor v sledného momentu hybnosti [, kolm k rovině ob-
rázku, smě uje k pozorovateli.

12.5 vĚm o MOMENTU HYBNOSTI

V p edchozíchtryahách jsme se podrobně zabyvali veliči-
nami popisujícími posuvny a otáčiv pohyb a zjistili jsme,
že všechny driležité charakteristiky posuvného pohybu mají
své protějšky, které odpovídají popisu pohybu otáčivého.
Mrižeme proto celkem p irozeně očekávat, že pro časovou
změnu momentu hybnosti částice I a vysledny moment M
všech sil, které na ni p sobí, bude platit nějaká obdoba dru-
hého Newtonov a zákona. Druh Newtonriv zákon, zap s any
pro naŠi Částici ve tvaru

hybnosti mátvat

L: rLp: ťLlTlu, Q2.28)
kde 11 je vzdáIenost bodu O od vektorové p ímky vek-
toru p.

Podobně jako u momentu síly má v počet momentu
hybnosti smysl pouze v p ípadě, že je zadán pevny vztažny
bod. Uvědomme si také, že kdyby částice na obr. I2.I2
neleželav rovině xy nebo kdyby vektor její hybnosti nebyl
s touto rovinou rovnoběžny, nebyl by moment hybnosti I
rovnoběžny s osou z. Vektor momentu hybnosti L je vžďy
kolmy k rovině určené vektory r a p.

|(OXTROLA 4: Částice I a2 na obrázku(a) obíhají ko-
lem bodu O v opačn ch směrech po kružnicích s polo-
měry 2 m a4 m. Části ce 3 a 4 na obr ázku (b) se pohybuj í
ve stejném směru, po p ímkách, jejichž vzdálenosti od
bodu O jsou rovněž 2m a4m. Částice 5 se pohybuje
po p ímce procházející bodem O. Všechny částice mají
stejnou hmotnost i stejnou velikost rychlosti. Jejich
pohyb je ve všech p ípadech rovnoměrny. (a) Se aďte
je sestupně podle velikosti jejich momentri hybnosti
vzhledem k bodu O. (b) Rozhodněte, pro které z nich
má moment hybnosti vzhledem k bodu O souhlasny
směr se směrem otáčení hodinovych ručiček.

.-\
,' l '..

,---\/\lool
\i

(a)

pŘíxreo rz.z
Na obr. I2,I3 je pohled shora na dvě částice pohybující se
s konstantními hybnostmi po vodorovnych p ímkov ch dra-
hách. Části ce I,jejížhybnost má velikos t pl : 5,0 kg.m.s-1,
je právě v místě o polohovóm vektoru 11 a mine bod O ve
vzdálenostt 2,0 m. Velikost hybnosti částice 2 je v daném
OkamŽiku p2 : 2,0kg.m.s-1 a polohovy vektor rz, čás_
tice mine bod O ve vzdáIenosti 4,0 m. Vypočtěte vysledn1
moment hybnosti I této dvoučásticové soustavy vzhledem
k bodu O.

Obr.12.13 P íklad I2.7.Dvé částice míjejí bod O.

l

l

\7
l ( t-o-' 

/
r)/'.'/

(b)

vyjad uje souvislost časové změny její hybnosti a vysled-
nice těchto sil. Tušíme, že hledan ,,protějšek" druhého
Newtonov a zákonabude mít obdobnÝ tvar:

dP 
- rr.dr Z-J

dL*_
-:> M.
dr /-J

(I2.29)

(I2.30)

Tento vztah p edstavuje analogii druhého Newtonova zá-
kona v rihlov ch veličinách. Slovy jejlrze vyjád it takto:
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Časová změna momentu hybnosti částice je rovna vek-
torovému součtu moment všech sil na ni p sobících.

Rov. (12.30) má smysl pouze tehdy, jsou-li silové mo-
menty obsažené v součtu M a moment hybnosti Lvztaženy
ktémuž bodu.

Odvození věty o momentu hybnosti
Základem v počtu je definiční vztah (12.25) pro moment
hybnosti. Platí

L -- m(r x v),

kde r je polohovy vektor částice a v jejejí rychlost. Deri-
vováním* obou stran rovnice podle času dostáváme

dt/dvdr\mIr x . *. xvl. (l2.3l)dt\dldt)

Ye vyrazu dvldt poznáváme zrychlení částice o, zatímco
drldt je její rychlost y. Rov. (12.31) Ize tedy upravit do
tvaru

dt

dt 
: m(r x q l v x v).

Poněvadžje v x v : O (vektor v svirásám se sebou nulovy
rihel), dostáváme

dt

dí:m(rxo):rxmcr.
Vzhledem k platnosti druhého Newtonova zákona (ma -
_ 

' 
F) mrižeme vyraz mq nahradit vektoroq m součtem

sil prisobících na částici. Nakonec je

# :" ,. (I F) - Dr" X F). (12.32)

Podle rov.(l2.2I) p edstavujevyraz r x F moment síly F
vzhledem k bodu O. Poslední rpravou rov.(12.32) tak do-
stáváme požadovanou,,rihlovou" analogii druhého Newto-
nova zákona dt.- >M.

dr /-J

|(ONTnOLA 5: Na obrázku je znázorněna částice, je-
jíž poloha je v daném okamžiku určena vektorem r.
Na částici prisobí síla, která mriže mít některy ze čtyí
vyznačenych směr , Iežících v rovině xy. Síla udílí
částici zrychlenío. (a) Se aďte možné směry podle od-
povídajícívelikosti časové derivace momentu hybnosti
částice dlldt vzhledem k bodu O. (b) Rozhodněte,

* P i derivování vektorového součinu nesmíme zaměnit po adí vek-
torri v součinu.

pro které z nichje tato derivace (vektorová veličina)
nesouhlasně rovnoběžnás osou z.

pŘíxr.qn tz.*
Tučňák o hmotnosti m stáI na okraji jámy v místě Á a spadl
dol . Vodorovná vzdálenost bodu Á od počátku O soustavy
sou adnic je d (obr.12.14).

Obr.12.1,4 P íklad 12.8. Tučňák o hmotnostt m volně padá
z bodu A na okraji jámy. Moment tíhové síly M i moment hybnosti
tučňáka vztažené k bodu O jsou kolmé k rovině obrázkl a smě ují
do nákresny.

(a) Vyjád ete moment hybnosti padajícího tučňáka vzhledem
k bodu O v obecném okamžiku během jeho pádu.

ŘPŠENÍ, Moment hybnosti jako vektor vyjád íme pomocí
rov. (12.25)) (t : . * p). Jeho velikost je dána vztahem
(12.26), tj.

L: rnlU sinrp.

Veličiny r a q se během pádu tučňáka samoz ejmě mění, vy-
raz r sin p však máv každém okamžiku stálou hodnotu d.Pro
rychlost pádu platí u : 8t. Pro velikost momentu hybnosti Z
tak dostáváme

L -- mgtd, (Odpověď) (I2.33)



Vektor momentu hybnosti t je kolml k rovině vektoru r
a p) vyznačenl ch v obr. 12.14, a podle pravidla pravé ruky
smě uje za nákresnu. Zvolme sou adnicovou osu z tak, aby
byla orientována nesouhlasně s tímto směrem. V obrázku
pak vyznačíme vektor l, k ížkem v kroužku @, umístěnym
v počátku soustavy sou adnic. S časem se mění pouze velikost
vektoru [, jeho směr a orientace se zachovávají.

(b) Vypočtěte moment tíhové síIy mg, prisobící na tučňáka,
vzhledem k počátku soustavy sou adnic.

ŘPŠBXÍ: Moment síly je dán vztahem (I2.2I) (M : r x F),
jeho velikost určíme pomocí rov. (l2.22). Platí

M:rFsinrp,

kde F - m8 a r sin Q : d.Dostáváme tedy

M : mld: konst. (Odpověď) (12.34)

Vidíme, že velikost momentu síly je součinem velikosti síly
m g a jejího ramene d vzhledemk bodu O. Vektor M je kolm
k rovině tvo ené vektory r a mg a podle pravidla pravé ruky
smě uje za nákresnu (obr. 12.14). Je tedy souhlasně rovno-
béžny s v ektorem L. Y ztah (I 2 .3 4) Ize získat také deri v o v áním
vztahu (12,33) podle času a dosazením získanóho vl sledku
do rov. (12.30).

Všimněme si, že vektory M a L podstatnym zprisobem
závisí na volbě vztažného bodu O. Kdyby tučňák padal
z bodu O, platilo by d :0 a moment síly i moment hybnosti
by byly nulové,
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vlivem sil, jimiž na částice soustavy ptisobí její okolí. Časo-
vou změnu momentu hybnosti l, vypočteme jako derivaci
vyrazu na prav é straně rov. (12.35):

Podle rov. (12.30) je derivace momentu hybnosti i-té čás-
tice ďána vektorovym součtem momentri sil, které na ni
prisobí, tj. dlildt : DM, - 

' 
ri x Fi. Symbolem 4

jsme označlli polohovy vektor i-té částíce a Fi v slednici
všech sil, kterymi na ni prisobí její okolí, tvo ené jednak
ostatními částicemi soustavy, jednak objekty, které náIeži
do okolí soustavy jako celku. Pravá strana rov.(12.36) je
tedy vektorovym součtem moment všech sil, prisobících
na jednotlivé částice soustavy.

Zaměíme se nyní na vypočet tohoto součtu. Momenty
sil prisobících na částice soustavy mrižeme rozdělit do dvou
skupin. První skupinu tvo í momenty sil vnit ních, ť. mo-
menty sil vzájemného prisobení částic. Druhá skupina ob-
sahuje momenty vnějších sil. Vnějšími silami prisobí na
částice soustavy její okolí, d. objekty, které do ní nejsou
zahrnuty. Všimněme si nejprve momentri vnit ních sil. Vy-
berme libovolnou dvojici částic soustavy. Síly, popisující
vzájemné prisobení částic této dvojice, p edstavují akci a re-
akci. Podle t etího Newtonova zákonajsou stejně velké,
avšak opačně orientované. Jejich celkovl p íspěvek do vy-
slednice sil je tedy samoz ejmé nulov . Jak je tomu však
s jejich momenty? P sobí-li tyto síly ve směru spojnice
interagujících částic, tj. jsou-li centrální, pak mají společ-
nou vektorovou p ímku, a tedy i společné rameno vzhLe-
dem k vztažnému bodu. Jejich momenty jsou stejně vel-
ké, avšak opačně orientované.Mají nulovy součet a jejich
,,společny" p íspěvek k součtu všech moment na pravé
straně rcv.(12.36) je proto rovněž nulovy. Časová derivace
celkového momentu hybnosti soustavy je dána v hradně
momenty vnějších sil p sobících na částice soustavy:

dL._
; : ) .Mr*, (pro soustavučástic). (12.37)
d,í

Rov. (12.37) je matematick m zápisem věty o momentu
hybnosti (soustavy částic) neboli druhé impulzové věty
pro soustavu částic. Slovy ji mrižeme vyjád it velmi jedno-
duše: Časová změna momentu hybnosti soustavy částic je
dána vektorovym součtem moment vnějšíchsil prisobících
na částice této soustavy.

Všimněme si její fyzíkáIní interpretace: rov. (12.30),
platná pro jednotlivou částici, vypl vá p ímo z druhého
Newtonova zákona, a má analogicky tvar v írhlov ch ve-
ličinách. Věta o momentu hybnosti, která je drisledkem

d[ =\ dt,
dt ?dtl:l

12.6 MOMENT
SoUSTAvY

HYBNosTI
čÁsrlc

P i diskusích o otáčivém pohybu jsme se prozatímomezili
pouze na pohyb tuhého tělesa. Nyní rozší íme naše ťrvahy
na p ípad obecné soustavy částic a jejich pohyb budeme
popisovat vzhledem k pevně zvolenému vztažnému bo-
du, počátku soustavy sou adnic. ,,Soustava částic" je jlž
dostatečně obecnym modelem fyzikálního objektu a jako
zvláštní p ípad zahrnuje i tuhé těleso. Celkov moment
hybnosti l, soustavy je definován jako vektorovy součet
moment hybnosti [; jednotliv ch částic:

L - Lt 1- Lz*t: *. ..* L,:f 
',. 

(12.35)
"1I_|

kde index i _ 1,2, 3, .. . , n probíhá jednotlivé částice.
Momenty hybnosti jednotlivl ch částic se mohou s ča-

sem měnit buď vlivem jejich vzájemného prisobení, nebo
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druhého a t etího Newtonovazákona a p edpokladu vnit -

ních centrálních sil, je analogií rov. (12.30) pro soustavu

částic. Mťržeme ji interpretovat jako pohybovou rovnici
pro p ípad rotačního pohybu soustavy, a tedy jako ,,protěj-
šek" věty o hybnosti (kap. 11), popisujícídynamikupohybu
translačního.

P ipomeňme,že rov.(12.37) platí za p edpokladu, že
jsou momenty sil i moment hybnosti soustavy vztaženy
k témuž bodu, pevnému v jisté inerciální vztažné soustavě.

Jedinou v jimkou z požadavku inerciálnosti je těžišťovó

vztažná soustava, v níž je zápís věty o momentu hybnosti
stejny jako v kterékoliv soustavě inerciální. Těžišťová sou-

stava* je speciálním p ípadem obecně neinerciálnívztažné
soustavy. Jejímpočátkemje těžiště soustavy částic, resp. tě-

lesa a směr jejích os je pevny vzhledem k jisté inerci-
áIní vztažné soustavě. (Těžišťová soustava je tedy spjata

s translačním pohybem téIesa, rotační pohyb vŠak spolu
s ním nevykonává.)

l2.7 MOMENT HYBNOSTI TUHÉHO
rĚrns 

^vaHLEDEM 
K pEvNr osp

Otáčiv pohyb tuhého tělesa kolem pevné osy je sice spe-

ciálním, avšak v praktick ch rilohách velmi čast}m, p ípa-
dem pohybu obecné soustavy částic. Jistě má smysl položit
si otázku, zďaivéta o momentu hybnosti bude mít v tomto

p ípadě speciální tvar. Očekáváme pochopitelné,že se její
zápts vyrazně zjednoduší, neboť p i rotaci tuhého tělesa

kolem pevné osy obíhají všechny jeho částice po kružni-
cích stejnou írhlovou rychlostí u. To nám umožní vyjád-
it pomocí veličiny &, moment hybnosti tělesa vzhledem

k ose otáčení. Tuhé těleso na obr. 12.15, složené z částic
o hmotnostechmi, se otáčí kolem osy z konstantní írhlovou
rychlostí al.

Moment hybnosti tělesa je, jak jlž víme, součtem mo-

ment hybnosti jeho jednotliv ch částic. Na obr. I2.I5 je
znázotnéna jedna z nich, které jsme p isoudili index i
a hmotnostmi.P totáčenítělesa obíhátato částice po kruž-
nici, jejíž st ed leží na ose otáčení (v obrázku osa e) a jejíž
rovina je k této ose kolmá. Poloha částice je vzhledem k po-

čátku O soustavy sou adnic určena vektorem 4. Poloměr
její kruhové trajektorie ri,l je roven její vzdáIenosti od

osy Z, která se s časem nemění.
Podle rov,(I2.26) má moment hybnosti i-té částrce

vzhledem k bodu o velikost

Li : (ri)(pi)(sin 90") : (ri)(miui),

kde pi a u; p edstavují velikost hybnosti a rychlosti částice.

Úrr"t mezi vektory vi a pr je 90'. Moment hybnosti čás-

l' Setkali jsme se s ní už v p .9.10.

(a) (b)

Obr.12.15 (a) Tuhé těleso se otáčí kolem osy e írhlovou rych-

lostí trl. Jedna z jeho částic hmotnosti ln; opisuje kolem osy z
kružnici o poloměru ri,1. Její hybnost je pi a polohov vektor

vzhledem k počátku soustavy sou adnic O je označenjako 4.
Obrázekzachycuje polohu částice v okamžikuJq|y je vektor4,1
rovnoběžny s osou x. (b) Moment hybnosti i -té částice vzhledem

k bodu O je označen symbolem [;, jeho prumět do osy z je L;,r.

tice Li je kolm k vektorriín i z p;. Podle obr.I2.15b jej

mťržeme vyjád it jako součet jeho prrimětu do osy otáčení
(osa z) a prrimětu do roviny kolmé k ose otáčení (rovina xy).
PIatí Li _ Li,, l Li,ry. Stejnym zprisobem lze rozložit mo-

menty hybnosti všech částic tělesa, a tedy i celkovy moment

hybnosti soustavy:

L: Lz a Lx! _f{r,,, * Li,ry).

i:I

Momentem hybnosti tělesa vzhledem k ose otáčení na-

zveme prťrmět celkového momentu hybnosti l, do této osy.

V našem p ípadě, kdy je osou otáčení osa z, je tento pru-

mět určen z-ovou složkou celkového momentu hybnosti
soustavy, d.

Lz:
nn

- 
' 

l,; sin 0i _ D(r; sin 0)(miu) :
r:l r:l

miUi.

Vzhledem k platnostivztahu ui : u)Ti.L, mrižeme psát

ll

: \- wt:(r,v: l \t
/_l 

,,.l \*,l.!,"i.L 
-

i:1
Lz:

: (I2.38)

fr, _

i:1
l1

D ",.,l:l

f ',,r:f,miuiri,Li:1 i:I

,(á *"?,,)

n'li



P i ripravě posledního vyrazujsme využili skutečnosti, že
rhlová rychlost co všech částic tuhého tělesa je stejná a vy-
tkli jsme ji p ed součet.

Ye vy razu D *, r?, rv rov. ( 1 2. 3 8 ) poznáv áme moment
setrvačnosti tělesa vzhledem k pevné ose (rov. (II.24)).
Rov. ( 12.38) mrižeme tedy upravit do tvaru

(moment hybnosti
Lz: Ia, tj. Lr: Iw tuhého tělesa

vzhledem k pevné ose).

Moment hybnosti v rov. (12.39) se vztahuje k ose otáčení
tuhého tělesa. Budeme-li mít tuto skutečnost stále na pa-

měti, mrižeme index 1 i vynechat. Symbol t pak ovšem
nesmíme zaměntt s velikostí momentu hybnosti vztaženého
k pevnému bodu O. Moment setrvačnosti 1 je samoz ejmě
rovněž vztažen k ose otáčení.

Promítneme-li do osy otáčení i vysledny moment vněj-
ších sil prisobících na naše těleso, dostaneme odpovídající
prťrmět rov. (12.37), vyjad ující větu o momentu hybnosti:

I.ú : Mz, tJ Ia : Mz.

Tento vztah se často nazyvá věta o momentu hybnosti
(druhá impulzová véta) pro otáčení tuhého tělesa kolem
pevné osy.

Jeho mimo ádně jednoduchy tvar nás snad ani p íliš
nep ekvapuje. Je však možné zapsattak prostym zp sobem
i pr mět pohybové rovnice do roviny kolmé k ose otáčení?
Abychom na tuto otázku odpověděli co nejp esněji, po-
kusme se vyjád it odpovídající prrimět momentu hybnosti
tělesa. Platí

nnn
Li,*y: Da,,,, _ !{ri - Li,) - |{"l - ri.t) x pi:

i:l i:I i:I
1,1 n

: |{.;,. x p;) -|{*iri,z x v).
l:1 i.:1
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(I2.39)

Prriměty moment hybnosti jednotlivl ch částic do roviny
kolmék oserotace, tj. vektory Li,*r- : lllifi,z xv;,majíve-
likOSti miriuilcos0; siná;| : mir?colcos0;|. Jejich směry
jsou však r zné. Abychom je mohli sečíst, musíme je ještě

rozložtt do směrťr os J a y. Označíme-li symbolem rp; rihel,
kter svírá vektor f1.; se směrem osy _r, dostaneme:

-\L* : - 

' 

(,rir| |cos 0; sin á; I cos 4i)al : Ixo,
i:1

.\,
L:. : - L @,r? |cos 0; sin 0; I sin rp; )r,,, 

: I 1-o.
i:7

VŠimněme si, Že hodnoty sin rp; ,cos Qi, sin 0;, cos á; v p ed-
chozích součtech vyjad ujících veličiny I, a 1"_ mohou byt
jak kladné, tak záporné. P i vhodném rozložení hmotnosti
tělesa vzhledem k ose otáčení se tedy m že stát,že se veli-
činy 1, a 1,,, anulují. Veličiny I., a Ir, v nichž je infbrmace
o symetrii či nesymetrii rozložení hmotnosti obsažena, se
nazyv ajídeviační momenty tělesa vzhledem k ose otáčení.
Jsou-li nenulové, pak setrvačník rotující kolem upevněné
osy silně namáhá svá ložiska (kolo ,,hází" a ,,vymílá" lo-
žisko). Yyvažování kol automobilu olrivky má tedy za cíI
vynulovat I, a Ir.

Je-li hmotnost tělesa vzhledem k ose otáčení vhodně
rozložena, pr měty moment hybnosti jednotlivych částic
do roviny kolmé k ose otáčení se vyruší. Hovo íme pak
o tzv. symetrickém rozložení hmotnosti tělesa vzhledem
k ose rotace. (Jednoduch m p íkladem je těleso tvo ené
dvěma stejně hmotnymi částicemi umístěnymi souměrně
vzhledem k ose otáčení, nebo těleso složené ze dvou částic
rizné hmotnosti, umístěnych na protilehl; ch stranách osy
rotace ve vzdálenostech, jejichž poměr je p evrácenou hod-
notou poměru hmotností částic.) V takovém p ípadě je prťr-

mět momentu hybnosti tělesa do roviny kolmé k ose otáčení
nulovy. Moment hybnosti tělesa vzhledem k ose otáčení
splyvá s celkovym momentemhybnosti aplatí L: Iw.

POSUVXÝ POHYB V DANÉM SMĚRU

síla
hybnost
hybnostd

hybnosto

věta o hybnostid

zákon zachování'

:
L

t

M
L-
L-
L=
dt

dt
L-

F
p
P-
P-
dP
dt
P-

Dp,
mVT

: IF.^,
konst.

OrÁČtVÝ POHYB KOLEM PEVNE OSY

moment síly
moment hybnosti
moment hybnosti"
moment hybnostió

věta o momentu hybnostid

zákon zachování'

:íXF
rxP
DL,
Ia

= D M"*,

konst.

Tabulka 12.2 Posuvn; a otáčiv pohyb, pokračování tab.11.3

'l Pro soustavu částic i tuhé těleso jako její speciální p ípad.
Ď Pro tuhé těleso otáčející se kolem pevné osy. l je složka momentll hybnosti ve směru této osy.
'' Pro izolovanou soustavu.

__
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Tab.I2.2 je pokračováním soupisu veličin a vztahtt,

které p edstavují analogii p i popisu posuvného a otáčivého
pohybu (tab. 11.3).

PR Ká.A* 1ž.9

Správn d evorubec ví, jak má vyhodit sekeru, aby během

letu vykonala cely počet otáček kolem svého téžlšté a za-

sekla se do kmene stromu (obr. 12.16). P edpokládejme, že

vodorovná složka počáteční rychlosti sekery má hodnotu

1)x : 20,0m,s-1, její doletje d : 5,90m a sekera vykonala
p esně jednu otáčku. Moment setrvačnosti 1 sekery vzhledem

k ose vedenó jejím těžištěm je 1,95,i0-3 kg,m2.

Obr.12.16 P íklad 12.9. D evorubec hodil sekeru tak, aby se bě-

hem letu otáčela kolem osy vedenéjejím těžištěm (parabolicky tvar

trajektorie těžiště není na obrázku vyznačen).

(a) Vypočtěte veiikost momentu hybnosti letící sekery vzhle-

dem k jejímu těžišti.

ŘPŠPXÍ, Sekera se otáčí stálou ťrhlovou rychlostí a vzhle-
dem k ose vedené jejím těžištěm. Její moment hybnosti ur-

číme podle rov.(12.39) (L : 1a;). Nejprve však vypočteme

rihiovou rychlost. Podle rov. (11.5) je írhlová rychlost úd ur-

čena otočením A0 v časovém intervalu Art takto:

Nahradíme-li Art vyrazem dlu, a dosadíme-li za A,0 hod-
notu 1.00 ot : 2trrad, dostaneme

(20,0 ..,.s-1 )(2n rad)

ff,

u, L,0
Q):-

d

^0a):_
Ltt

:2I,3rad.s-1
(5,90 m)

Pro získanou hodnotu @ a zaďany moment setrvačnosti 1
dostaneme z roy, (12.39) vysledek:

L : Ia : (I,g5,10-3 kg.m2)(2t,3rad.s-1; :
: 4,15.10-2 kg.m2.s-1. (Odpověd)

(b) Uvedení sekery do pohybu trvá d evorubci A,t2 : 0, 150 s.

Určete pr měrnou velikost momentu síly, jíž p sobí d evo-
rubec na sekeru, vzhledem k jejímu těžišti,

ŘPŠPXÍ: Souvislost změny momentu hybnosti sekery AL
s pruměrnou hodnotou M v sledného momentu sil, které ji

během časového intervalu Ar2 uvedou do pohybu, je dána

vztahem (12.31).

- ^L 
Lr-Li

^,í - Ltz Ltz

Počáteční moment hybnosti sekery je nulov , tj. Li : g,

v sledny moment hybnosti je Lt - _'4,I5,rc-2 kg,m2ls.

V sledná hodnota je záporná. Sekera na obr. 12.16 se totiž

otáčíve směru chodu hodinovych ručiček. Dosazením těchto

hodnot a zadané doby Ar2 do poslední rovnice dostaneme

(-4,15.10-2 kg.m2.s

(0,150 s)

-0.277 N.m. (Odpověd)

(ONTnOLA 6: T i tělesa znázorněná na obrázku (ko-

touč, obruč a plná koule) j sou taženavlákny navinutymi
na jejich obvodu. Tažná síla F je ve y_š99h_ p ípadech

stejná a prisobí po stejnou dobu t. Každé z těles se

roztáčí z klidu kolem pevné osy vedené jeho st edem.

Hmotnosti i poloměry těles jsou shodné. Se adte tělesa

(a) podle jejich momentu hybnosti vzhledemk ose otá-

čení a (b) podle jejich rihlovych rychlostí v okamžiku r.

12.8 zÁroN Z^CHovÁxÍ
MOMENTU HYBNOSTI

P r o zatím js me d okáz al i vy s 1 o v it dv a dťrl ež ité zákony zacho -

váníplatné p i pohybu těles: zákonzachování mechanické
energie azákonzachováníhybnosti. Nyní se setkáme s dal-

ším podobn m zákonem, zákonem zachování momentu

hybnosti. Jestliže je studovaná soustava částic izolovaná
nebo je-li v sledn moment vnějších sil, které na ni pri-

sobí, nulovy, je podle rov.(12.37) (druhá impulzová věta)

dlldt - 0, tj.

l, - konst. (12.40)

Tento vysledek, nazyvany zákon zachování momentu
hybnosti, Ize také p epsat ve tvaru

Lr: Lf, (I2.4I)

kde indexy (i), resp. (f) označují moment hybnosti sou-

stavy L v počátečním, resp. koncovém okamžiku. Rovnice
(12.40) a (12.41)Ize vylád it takto:

A fu
to,oue {' ;) ti }Jobruč ffi_ _-{M*.""\_-ď* \l-" W*

FFF



Moment hybnosti l, se zachovávábezohledu na p ípadné
změny probíhající uvnit soustavy, pokud je v sledn
moment vnějších sil prisobících na soustavu nulov1 .

Rov. (12.40) a(12.41) jsou vektorové.Kažďá z nich je
tedy ekvivalentní trojici skalárních rovnic, vyjad ujícíchza-
chování tíí nezjxisl ch kartézsk; ch složek momentu hyb-
nosti soustavy. Mohou nastat p ípady, kdy se některá ze
složek momentu hybnosti soustavy zachovává i p i nenu-
lovém momentu sil:

Je-li některáze složek vysledného momentu vnějších sil
prisobících na soustavu nulová,zachovává se odpovída-
jící složka momentu hybnosti soustavy, atobez ohledu
na změny, které uvnit soustavy probíhají.

Použijme tento zákon pro p ípad tzolovaného tělesa
na obr. I2.I5, které se otáčí kolem osy z. P edpokládejme,
že těleso bylo zpočátku tuhé, později se však rozložení
jeho hmotnosti vzhledem k ose otáčení změnilo. Změnil se

tím i jeho moment setrvačnosti vzhledem k této ose. Podle
rov.(12.40) a (I2.4I) se však nezměnil moment hybnosti
tělesa. Dosazením z rov.(I2.39) pro moment hybnosti tě-
lesa p i rotaci kolem pevné osy do rov.(I2.4I) dostaneme
zákon zachov ání momentu hybnosti ve tvaru

Iicoi : 47rlr. (I2.42)

Indexy (i) a (0 jsme označili hodnoty momentu setrvač-
nosti 1 a írhlové rychlosti a napočátku mě ení apo změně
rozložení hmoty.

Podobně jako p edchozí zákony zachování (energie
a hybnosti) jsou rov.(12.40) a(I2.aI) platné i mimo támec
newtonovské (klasické) mechaniky. Platí totlži pro částice
pohybující se rychlostmi blízkymi rychlosti světla (které
se ídí relativistickou mechanikou) a dokonce pro částice
subatomární, p i jejichž popisu se neobejdemebez kvan-
tové mechaniky. Až dosud nebyl objeven žádny jev, kter;
by platn o s t zákona zachov ání momentu hybn o sti n aru šil.

V dalším textu se budeme věnovat rozboru čty typic-
k ch situací, v nichž lze tento zákon uplatnit.

l . E.xp e ri tne t tí ttl t, t,l cl ct a č l ; é,s t t j 
i i r e " Experimentátor na

obr.l2.17 sedí na stoličce, která se pomalu otáčí kolem
svislé osy írhlovou rychlostí ai. V upaženl ch rukou drží
dvě činky. Moment hybnosti I soustavy stolička * člověk
je rovnobéžny s osou otáčení a smě uje vzhriru.

Náhle člověk píipaží a zmenší tak moment setrvač-
nosti soustavy z hodnoty d na hodnotu ft. Hmota soustavy
je nyní rozloženablížek ose otáčeni. Úhlová rychlost otá-
čení se naopak zvyší z hodnoty oi na a4.IJpažením docílí
experimentátor opětovného zpomalen í otáčiv ého pohybu.
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Vyslednl moment vnějších sil prisobících na soustavu
člověk s činkami * stolička je nulovy (společná vektorová
p ímka tíhové síly a tlakové síly podložky Ieží v ose otá-
čení). Moment hybnosti soustavy vzhledem k ose otáčení
se proto zachovává bez ohledu na to, jak člověk činkami
pohybuje. Úrrtová rychlost soustavy zachycené v situaci
na obr. I2.I7a je malá a moment setrvačnosti velk . Podle
rov. (12.42)je hlovárychlost soustavy na obr. 12.I7bvětší.
J ejí zvyšení totlžkompenzuj e pokles momentu setrvačnosti
soustavy, zprisobeny změnou rozložení její hmoty.

&,,
,.....:"

(a) (b)

Obr.12.I7 (a) Soustava člověk * stolička má poměrně velk
moment setrvačnosti a malou írhlovou rychlost. (b) P i poklesu
momentu setrvaČnosti se zvětŠí Írhlová rychlost soustavy. Mo-
ment hybnosti l, zistává zachován.

2. S krlkati. Obr. 12.18 ukazuje skok do vody s jedním a pril
saltem vp ed. Podle očekávání se těžiště skokana pohybuje
po parabole. Skokan opustí oďrazovy m stek s určitym mo-
mentem hybnosti I vzhledem k ose jdoucí jeho těžištěm.
Vektor t je kolm k rovině obrázkua smě uje za nákresnu.
Jedinou silou, která na skokana během jeho letu p sobí,
je síla tíhová. Její moment vzhledem k těžišti sportovce je
však nulov; . Moment hybnosti skokana se tedy zachovává.
Pokrčením paží a nohou docílí akrobat poklesu momentu
setrvačnosti vzhledem k ose vedené jeho těžištěm. Podle
rov.(12.42) tím urychlí rotaci svého těla (zv ší írhlovou
rychlost). Natažením paží i nohou ke konci letu opět mo-
ment setrvačnosti zvyší a rotaci zpomalí natolik, že voda
p i doskoku témě nevyst íkne. Moment hybnosti skokana
se samoz ejmě zachovává co do velikosti i směru i p i
složitějších skocích se salty a vl kruty.

3. Orieníttc,e kosmic,k,é /orli. Na obr.12.19 je znázorněna
kosmická loď s pevně uložen; m setrvačník em. abr ázek za-
chycuje změnu orientace lodi. Jestliže se 1oďani setrvačník
neotáčí,je celkoq moment hybnosti l, soustavy kosmická

",,,J?a-

L ,.'':|i:l:'
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!a
l1
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rotační osa
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Obr.12.18 Moment hybnosti skokana I
je během skoku stál . Na obrázku je zná-
zorněn symbolem O. Je kolm k rovině
obrázkua smě uje za nákresnu. Všimněme
si, že se těžiště skokana pohybuje po para-

bole.

(b)

Obr.12.19 (a) Zjednodušen; náčrtek kosmické lodi se setrvač-
níkem. Roztočíme-li setrvačník nap . ve směru otáčení hodino-

vych ručiček,roztočí se 1oďsměrem opačnym. Celkov moment
hybnosti soustavy musí totiž zristat nulov1 . (b) Jestliže setrvačník
uvedeme opět do klidu, zastaví se i lod1 Její osa se však vriči své

privodní orientaci natočila o rihel A0.

ioď * setrvačník nulovy a díky její izolovanosti se zacho-
vává.

Roztočíme-li setrvačník podle obr. 12.79a, roztočí se
loďopačnymsměrem, neboťcelkov momenthybnosti sou-

stavy musí zťrstat nulovy. Zastavíme-li setrvačník, zastaví
se i rotace kosmické lodi. Loďvšak už zristane ve změněné

poloze (obr.I2.19b).
Nežádoucí ťrčinky zákona zachování momentu hyb-

nosti se projevily p i letu kosmické |odt Voyager 2 ko-
lem planety Uran (v roce 1986). Loď se roztočila pokaždé,

kďyž se její magnetofonové záznamové za ízení p epnulo
na vyšší rychlost. Řízení letu v Jet Propulsion Laboratory
muselo během letu naprogramovatpalubní počítač lodi tak,

aby p i každém zapnutí či vypn utí magnetofonové j ednotky
došlo k zážehu korekčních motorri.

4. Neuvě itelná hroutící se hvězcla. Vyhasíná-li hvězda,

tj. dochází-li jí jaderné,,palivo",začne se postupně smršťo-

vat a tlak v jejím nitru roste, Smršťování m že pokračovat
tak dlouho, až se p vodní poloměr hvězdy (srovnatelny

nap . s poloměrem našeho Slunce) zmenší na pouhych ně-

kolik kilometrri. Hvězda se p eměnív neutronovcluhvězdu,
jejíž hmota je stlačena v neuvě itelně husty plyn složeny
z neutron .

Hvězďaje izolovanou soustavou a její moment hyb-
nosti I se zachovává. Moment setrvačnosti hvězdy se bě-

hem jejího smršťování podstatně zmenší. Její írhlovárych-
lost p i tom vzroste až nahodnotu zhruba600 až B00 otáček

za sekundu. Pro srovnání uved'me, že naše Slunce, které

mťržeme považovat za typickou hvězdu, vykoná asi jednu

otáčku na měsíc!

|(ONTnOLA 7: Brouk sedící na obvodu kolotoče začne
Iézt k jeho st edu. Rozhodnéte, zda následující veli-
činy, vztažené k ose otáčení kolotoče, vzrostou, kles-
nou, nebo zristanou zachovány: (a) moment setrvač-
nosti soustavy brouk * kolotoč, (b) moment hybnosti
soustavy a (c) írhlová rychlost kolotoče s broukem.

pŘíxrep D.Lo
Experimentátor na obr.12.20 sedí na stoličce, která se m že
otáčet kolem svislé osy. Drží v rukou bicyklové kolo, podél
jehož obvodu je ohnut olověny prut. Moment setrvačnosti
kola vzhledem k ose vedené jeho st edem je 1 : I,2kg.-'.
Zpočátkllje člověk na stoličce v klidu a kolo se otáčí írhlo-
vou rychlostí a,li : 3,9 ot/s proti směru chodu hodinovl ch
ručiček (viděno z nadhledu). Osa otáčení kola je svislá a jeho

počáteční moment hybnosti [i smě uje vzhriru. Experimen-
tátor otočí kolo o 180" podle obr, },Z.20b a stolička se s ním
roztočí. Jak m směrem a jakou írhlovou rychlostí se bude
Člověk na stoliČce otáČet? Moment setrvaČnosti 10 soustavy
člověk+stolička*kolo vzhledemk ose otáčení je 6,8 kg.m2.

ŘEŠBXÍ: Vnější síly prisobící na soustavu člověk i stolič-
ka * kolo (tíhová síla a tlaková síla podlahy) mají vzhledem
k libovolnému vztažnému bodu Iežícímu na ose otáčení nu-

lové momenty. Další síly na soustavu neprisobí a její moment

(a)



hybnosti se proto zachovává. Počáteční moment hybnosti
soustavy [1 je shodny s momentem hybnosti otáčejícího se
kola. I p i p evrácení osy kola se zachová velikost a směr
celkového momentu hybnosti soustavy.

12.8 zÁKoNzAcHovÁNÍtr,touBNru HyBNosTI 315

kde a,l je rihlová rychlost otáčení člověka na stoličce po p e-
vrácení osy kola. Dostáváme

ZLi 2Ic,li

Ig Io

2(I,2kg.m2)(3,9 otls)
(6,8 kg.m2)

: I,4otls. (Odpověd)

kladná hodnota v sledku znamená, že se člověk na stoličce
otáčí proti směru chodu hodinovych ručiček (viděno z nad-
hledu). K zastavení rotace stačí otočit kolo do privodní polohy.

P i p eklápění kola p sobí člověk najeho osu určitou si-
Ioq jejíž moment je obecně nenulovy. Stejně velkou, avšak
opačně orientovanou silou p sobí osa kola na ruku člověka.
Tyto síly jsou z hlediska soustavy člověk f stolička f kolo
silami vnit ními, a neovlivní tedy její celkov; moment hyb-
nosti. K ešeníírlohy mrižeme zvolitijinl p ístup. Za soustavu
mrižeme zvolít samotnóho člověka na stoličce a kolo pova-
žovatza součást jejího okolí. Člověk prisobí na osu kola silou
s nenulov m momentem. Osa p sobí na ruku člověka silou
opačnou, která však je z hlediska soustavy člověk -l stolička
silou vnější, Vlivem jejího momentu se mění moment hyb-
nosti soustavy a stolička s člověkem se roztočí. Vidíme, že
t ídění sil a jejich moment na vnit ní a vnější závisína volbě
posuzované soustavy částic a že vhodnou volbou zkouma-
ného systémulze ešení írlohy zjednodušit.

pŘíxrap tž.tt
Akrobat na visuté hrazděprovede během skoku trvajícího t :
: I,8J s trojité salto. Během první a poslední čtvrtiny otáčky
se akrobat oíáčí v natažené poloze podle obt.I2.2l. Jeho
moment setrvačnosti vzhledem k ose vedené jeho těžištěm
je p i tom 11 : l9,9kg.*2.Ve st ední části letu se akrobat

(b)(a)

Obr.l2.20 P íklad I2,I0.
(a) Experimentátor drží
bicyklové kolo. které se otáčí A :
kolem své svislé osy, (bl Člověk T"a,
kolo prevrátí a začne se otáčet.
(c) Celkov moment hybnosti počáteční stav
Soustavy se zachovává. 

@)

Moment hybnosti kola po jeho p evrácení je
a stolička získají moment hybnosti l,. Podle obr.
platit

Li:L*(-Il),

L :2Li: IOal,

lano

T
f;+

', -r,v
v sledn stav

tedy

-ti. Člověk
12.20c musí

%
fuj

%

skrčená
polona

:6!12

\
\(,l

)

paraboIická
trajektorie
artisty

@1

ťt

I1

místo uvolnění artisty

Obr.12.21

místo zachycení

P íklad I2,1I. Trojité salto

-r,
ílž

.í1

I1
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skrčí a jeho moment setrvačnosti se sníží na hodnotu 12 :
:5,50kg.*2.
(a) Jakou má akrobat počáteční írhlovou rychlost a1, otáčí-lt
se kolem osy procházejícíjeho těžištěm?

ŘnŠPXÍ, V napjaté poloze absolvuje akrobat dvě čtvrtiny
otáčky za dobu 11. Odpovídající írhel otočení je tedy 61 :
: 0,500 ot. Úhel otočení ve skrčené poloze je 02 : 2,5a ot,

odpovídající dobu letu označme tz.Pro tyto časové intervaly
platí

0, 0l,,:i a í2: _. (12.43)

kde azje rihlová rychlost akrobata ve skrčené poloze. Pro-

tože se moment hybnosti akrobata během skoku zachovává,

mrižeme írhlovou rychlost určit pomocí rov. (12.42):

I2al2 - Ila1,

I1
0)) : 

-a)1 
.'12

Celková doba letu akrobata je

t:hltz.
Po dosazení z rov. (12.43) a (12,44) dostaneme

t:L+W- | (r,*0r:) (12.45)
@| tltll t.,r \ It /

Pro zadané číselné hodnoty je

l / 5,50 ke,m2 \

.r \- l9.9kg,ml /
Z poslední rovnice pak získáme vysledek

ol :0,6369 otls ž 0,637 otls. (Odpověd)

(b) Poda í-li se akrobatovi ještě více se skrčit, mriže se pokusit

o čty násobné salto p i stejn ch hodnotách a1 a t . Jak musí

b t jeho moment setrvačnosti ve skrčenépoloze?

ŘPŠBXÍ, Úhel otočení ve skrčené poloze je nyní 02 :
: 3,50 ot. Podle rov. (12.45) je nyní

tl.tl7s
(0.636 9 otls)
/Iz\
í o.soo ot i 3,50 ot - l -

\" 
""" vr I J'J" "' l9,9 kg,mz ) 

,

odkud

Iz : 3,929kg.-' : 3,93kg,*'. (odpověd)

Menší hodnota l2lmožnírychlejší otáčení ve skrčené poloze.

Nemusí však již b t v silách akrobata jí docílit. Pokud by
se akrobat chtěl pokusit o čty aprilnásobné salto, musel by

buďprodloužit dobu letu nebo zvyšit svou počáteční írhlovou

rychlost. Pokud by se rozhodl pro druhou možnost, riskoval
by, že se jeho kolegovi nemusí poda it ho zachytit. (Víte

proč?)

(c) Určete periodu otáčení akrobata během čty násobného

salta ve skrčené poloze.

(l2.44)

ŘBŠBXÍ, Z rcv.(I2.44) nejprve vypočtěme írhlovou

lost a,l2 ve skrčené poloze:

l1 (l9.9kg.m2) ,^a1 : -0)|: -* (0.6369Ot/S) :
12 Q.929 kg.mz; '

:3,226ot/s.

Periodu T jlž určíme velmi snadno:

rych-

lot lot
T - '"' : 0.3l0s, (Odpověd)

a2 3.226 otls

Jednou z p ičin mimo ádnó obtížnosti čty násobného salta je

skutečnost,že otáčeníje velmi rychlé. Artista p i něm nestačí

sledovat své okolí a jemně regulovat svou írhlovou rychlost

vzájemnou polohou trupu a končetin - tedy změnou svého

momentu setrvačnosti.

pŘÉxlas :.ěž

Čty i tenké tyče,každáo hmotnostlm aďéIce d : I,0m jsou

pevně spojeny do tvaru rovnoramenného k íže. Soustava se

volně otáčí ve vodorovné rovině kolem svislé osy vedené
jejím st edem. Počáteční rihlová rychlost je al - -2,0radls,
tj. ve směru otáčení hodinov; ch ručiček (obr.12.22). Koule

zbláta o hmotnosti m' : ml3 a počáteční rychlosti u1 :
: 12 m.s-l narazi na konec jedné tyče a p ilne k ní. Jaká je

vysledná írhlová rychlost soustavy kŤlž + koule? Uvažujme
čtyfi rrizné trajektorie koule podle obr.12.22: trajektorie 1 -
koule dopadá kolmo na tyč, trajektorie 2 - koule dopadá

v radiálním směru, trajektorie 3 - koule dopadá kolmo na

tyč v opačném směru než v p ípadě 1, trajektorie 4 - koule

dopadá na tyč pod rihlem 60' mě enym od kolmice k tyči.

Obr. 12.22 P íklad 12.r2.Čty i pevně spojené tyče se volně otáčejí

kolem svislé osy. Blátivá koule m že dopadnout na tyč čty mi

rriznl mi zprisoby a po dopadu z stane k tyči p ilepena. Obrázek
p edstavuje pridorysn prrimět situace.

ŘPŠBXÍ: Celkov moment hybnosti l, soustavy kŤiž +

* koule vzhledem k ose otáčení se během srážky koule s ro-

tujícím kšížem zachovává, tj.

(lZ.46)Lr: Lr.



Indexy (i) a (0 p edstavují počáteční a vyslednou hodno-
tu. Označme 11 moment setrvačnosti Kíže vzhledem k ose
otáčení. Podle vztahu (/) v tab. ILZ je

I+:4Gmd2).

Moment setrvačnosti blátivé koule p ilepené na jedné z íyčí
vzhledem k ose otáčení je 161 : m'd2 . Označme jako L1 mo-
ment hybnosti koule vzhledem k ose otáčení p ed dopadem
na tyč a a.4 vl slednou rihlovou rychlost soustavy. Pomocí
známého vztahu L : I o p epíšeme rovnici (12.46) do tvaru

I+r;Dtllatrlor:I+@i*Li,

a tedy

(!md2;q + (m'd2)al1 : (tmdz)roi + Li. Q2.4])

Dosadíme m : 3m| z a)i : -2,}radls a získanou rovnici
vy ešíme vzhledem kneznámé a1

;* (4m'ct2(-2 rad.s-l) + r,1 . G2.48)

Velikosti Li pro trajektorie I a 3 vypočteme pomocí
rov.(12.28), kde rL: d au: ui. Pro p ípad 2 použijeme
rov. (12.28) s rr : 0, U trajektorie 4 využijeme rov. (12.27),

kde položíme r : d au a : ui cos 60",Znaménko veličiny Li
určíme tak, že sestrojíme polohovl vektor dopadající koule
azjistíme, kterl m směrem se otáčí p i dopadu koule nakšŽ
Je-li zjištěny směr otáčení souhlasn se směrem otáčení ho-
dinov ch ručiček, je hodnota Li záporrrá, v opačném p ípadě
je kladná. Dostáváme:

dráhal: Li- -m'dui; dráha2:

dráha 3: Li - m'dui; dráha 4: Li : m'du; cos 600.

Dosazením zadanych číseln ch hodnot vypočteme L1 pro
každy z píipaďi 7 až 4 a vl sledek dosadíme do rov. (12.48).

Nakonec dostáváme

oí : -4,0rad.s-1;
af : _1,6 rad,s- l 

;

af :0,80rad.s-l;

0ť : -0,40rad,s-l (Odpověd)

l2.9 KVANTOVANÝMOMENT HYBNOSTI 3l7

12.g KvANTovANÝ MOMENT
HYBNoSTI

Říkáme, že fyzlkáIní veličina je kvantoyaná, mriže-li na-
byvat jen určit ch hodnot, jejichž množina je diskrétní.
Všechny ostatní hodnoty jsou zakázány.Prozatímjsme se

setkali se dvěma p íklady kvantované veličiny z oblasti
fyztky mikrosvěta: kvantování hmotnosti (č1. 2.9) a energie
(č1.8.9). T etím p íkladem, spadajícím rovněž do mikro-
světa, je moment hybnosti.

Elementární částice, jak mi jsou nap íklad elektron
neboproton, majívždyjist vnit ní (spinoq ) momenthyb-
nosti, jako by se neustále otáčely okolo své osy jako káča.
(Ve skutečnosti se nejedná o žádné otáčeniv mechanickém
smyslu. Spinovl moment hybnosti je veličina daleko abs-
traktnější než tíeba moment hybnosti káči, kter postihuje
její skutečnéotáčení.) Spinov momenthybnosti S je kvan-
tován, jeho složka v libovolném směru (kter označíme z)
je dána vztahem

S7 : m3Í1 , (I2.49)

kde h - 1,056.10-34 J.s je redukovaná Planckova kon-
stanta am, je kvantové číslo. V p ípadě elektron , protonti,
pozitronri a antiprotonri nab vá toto číslo pouze dvou hod-
not: * | a -}. le-t í7l3 : +},rit<ame, že částice má spin
nahoru a její spinovl moment hybnosti je ,S. _ +}n. rc-n
l7I5 : -i.^áspin dol a S. : -tn.

Pít srážkách a reakcích elementárních částic (zahrnu-
jících i změny jejich identity) na jiné elementární částice
se spinovy moment hybnosti jejich soustavy zachovává.
Nap íklad se m že stát, že píi srážce protonu (p) a antipro-
tonu (B) obě částice anihilují a vznlknou jiné elementární
částice, ato 4 kladné piony (r+) a 4 záporné piony (t-):

p+B --> 4tt *4lt-.

Všechny piony mají m, - 0. Po anihilaci p + p podle této
reakce je celkovl spinovy momenthybnosti soustavy nulo-
v . P i anihilaci se však celkoq spinol moment hybnosti
zachovává. Má-li tedy uvedená reakce proběhnout, musí
mít proton a antiproton spiny orientovány opačně (eden
nahoru, druhl dolri), aby jejich součet byl roven nule.
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pŘnHLEt)

Valivy pohyb těles
Pro kolo o poloměru R valící se bez l<7olzáníplatí

uT :0)R, (I2.z)

kde u7 je rychlost st edu kola a a,l je írhlová rychlost kola (vzhle-

dem k libovolnému bodu, nap . k jeho st edu). Valení kola lze
také popsat jako otáčeníkolem okamžité osy rotace procházející
bodem dotyku P kola s podložkou. Úhlová rychlost otáčení kola
kolem tohoto bodu je stejná jako kolem st edu kola. Valící se
kolo má kinetickou energii

Ek: ilrr' -f lmuzr,

& sHRNuTí
kde I M je v sledny moment všech sil prisobících na částici
a L jejejí moment hybnosti.

Moment hybnosti soustavy částic
Moment hybnosti l soustavy částic je vektorovym součtem mo-

mentri hybnosti jednotlivych částic:

(I2.5)
Jeho časovázména je dána vektorovym součtem momentri všech

vnějších sil p sobících na částice soustavy (tj. moment sil po-

pisujících pťrsobení objektri, které do soustavy nejsou zahrnlíy,
na částice soustavy):

_rl
L : Lt* t: * f: i . .. l Ln : )_L,.

i:I

kde 1r je moment setrvačnosti kola vzhledem k ose vedené jeho

st edem a m jejeho celková hmotnost.

Moment síly jako vektor
Moment síly M je vektorová veličina definovaná vzhledem
k pevnému bodu (obvykle počátku soustavy sou adnic) vztahem

M : r X F, (I2.21)

kde F je síla prisobící v bodě o polohovém vektoru r vzhledem
kvztažnému bodu (nap . počátku soustavy sou adnic). Velikost
vektoru M je dánavztahem

M:rFsinp-rFl-rlF, (I2.22_12.24)

kde cp je ťrhel mezi vektory F a r, F ;je složka vektoru F v rovrně
kolmé k vektoru r a r Lje rameno síly F. Směr vektoru M je určen
pravidlem pravé ruky pro vektorov součin.

Moment hybnosti částice
Moment hybnosti [ částice s hybností p, hmotností m a rych-
lostí v je vektorová veličina definovaná vzhledem k pevnému
bodu (většinou počátku soustavy sou adnic) vztahem

L:rxp:m(rxv).

Velikost vektoru l, je

(I2.25)

L : rrftt) sinp - ťPI: rmul - rtP : rLmu,
(\2.26_!2.28)

kde p je rihel mezi vektory r a p, pt a u1 jsou složky vektoru p
a y v rovině kolmé k r a r1 je vzdáIenost vztažného bodu od
vektorové p ímky hybnosti p. Směr momentu hybnosti t je dán

pravidlem pravé ruky.

Druhy IÝewton v z .kon pro íthlové veličiny
Druh Newton v zákonpro částici lze pomocí rihlovych veličin
zapsat ve vektorovém tvaru takto:

:DM, (I2.30)

Moment hybnosti tuhého tělesa
Složka momentu hybnosti tuhého tělesa otáčejícího se kolem
pevné osy do směru této osy je

L: Ial. (I2.39)

Zdkon zachování momentu hybnosti
Moment hybnosti I soustavy se zachovává, je-li 1 sledn mo-
ment vnějších sil prisobících na soustavu nulovy (zákon zacho-

vání momentu hybnosti):

[ : konst.,

Li: Lr.

(I2.35)

(I2,31)

(12.40)

(I2.4I)
nebo

dt

dt

Zákon zachování momentu hybnosti je jedním ze záI<Iadních

zákonri zachování. Jeho platnost byla ově ena i pro soustavy,

v nichž Newtonovy zákony v klasickém tvaru neplatí (nap . čás-

tice pohybující se velk mi rychlostmi, subatomární částice).

Kv antov any moment hybno sti
Spinov moment hybnosti , elementárních částic je kvantován.
Jeho složka v libovolném směru má velikost

S : h't,sl'L, (12.49)

kde h : 1,056.10-34J.s je redukovaná Planckova konstanta
am, je kvantovó číslo. Orientace spinu nahoru,resp. dol odpo-
vídajíhodnotám líls : t}, resp. - j. Splnovy moment hybnosti
soustavy elementárních částic se zachovává p i jejich srážkách
nebo reakcích.
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orÁzKY
1. Kvádr naprvním zobr. 12.23klouže dol po dokonalehladké
nakloněné rovině s írhlem sklonu 0. Koule na vedlejším obrázku
má stejnou hmotnost jako kvádr a bez klouzání se valí po na-
kloněné rovině se stejnym rihlem sklonu. Obě tělesa byla po na-
kloněné rovině volně vypuštěna z bodu A a dorazíla do bodu B.
(a) Rozhodnéte, zda tíhová síla pťlsobící na kvádr vykonala p i
jeho pohybu z bodu Á do bodu B větší, menší, nebo stejnou
práci jako tihová síla pťrsobící na kouli, (b) Které z obou těles
má v bodě B větší kinetickou energii pŤipadající na posuvny
pohyb? (c) Které znich má v bodě B větší rychlost?

Obr.12.23 Otázka I

2. Dělová koule a dětská ku]ička se valí bezklouzání po naklo-
něné rovině. Obě tělesa byla zpočátku v klidu. (a) Rozhodněte,
zda doba. za kterou dorazí dělová koule na konec nakloněné
roviny, je větší, menší, či stejná jako v p ípadě malé kuličky.
(b) Zjistěte, zda část kinetickó energie dělové koule p ipadající
na její posuvny pohyb je větší, menší, nebo stejná jako u kuličky.
3. Dělová koule se valí bez klouzání nejprve po nakloněné ro-
vině o írhlu sklonu á, poté po jinó rovině stejné v; šky, avšak
s menším rihlem sklonu. Rozhodněte,zda (a) doba pot ebná k do-
saženíkonce nakloněné roviny a (b) kinetická energie posuvného
pohybu na konci nakloněné roviny je p i druhém experimentu
větší, menší, nebo stejná jako v prvním p ípadě.

4. Dva plné válce, mosazny a d evěny, mají shodny poloměr
i hmotnost (d evěnl válec je tedy delší). Oba jsou volně vy-
puštěny po nakloněnó rovině a valí se bez klouzání. (a) Dorazí
některy z nich na konec nakloněné roviny d íve? Pokud ano,
kter ? (b) Pro další pokus byly válce upraveny tak, aby měly stej-
nou délku a hmotnost. D evěnl válec byl zkrácen a v mosazném
válci byl podél osy jeho rotační symetrie vyvrtán otvor vhodného
prriměru. Jak dopadne závod válcri po nakloněné rovině nyní?
5. Skladnice na obr.12.24 valí válcovy soudek pomocí desky
o délce L. Soudek se valí bezklouzání aurazí dráhu L lZ.Deska
po povrchu na soudku rovněž neklouže. (a) Jak dlouhá část desky
p išla během pohybu do styku s povrchem soudku? (b) Jakou
vzdálenost p itom ušla skladnice?

Obr.12.24 Otázka 5

6. Polohovy vektor částice r,vztaženy k bodu O,mádéiku 3 m.

Na částici prisobí síla F o velikosti 4 N. Jak írhel svírají vektory r
a F, jestllže velikost momentu síly vzhledem k bodu O (a) je
nulová, (b) má hodnotu 12 N.m?

7. Na obr.12.25 je rozmístěno pět vztažnych bodri, jejichž po-
lohy jsou určeny sou adnicemi (x, y). Částice, která je v ob-
rázku rovněž zakreslena, se pohybuje stálou rychlostí v. Se adte
vztažné body sestupně podle velikosti odpovídajícího momentu
hybnosti částice.

y

B
-?) e

D o (4, -1)

Obr.12.25 Otázka7

8. (a) V kontrole 4 se částice 1 a 2 pohybují rovnoměrně po
kružnicích. V obou p ípadech určete moment dost edivé síly
vzhledem kbodu O. (b)Částice 3,4 a 5se pohybují po p ímkách
zleva doprava. Pro každou znich rozhodněte, zda velikost jejího
momentu hybnosti vzhledem k bodu O roste, klesá, nebo zristává
stejná.

9. Na obr.12,26 jsou znázorněny t i stejné částice pohybující se
ve vyznačenych směrech stejně rychle. Tyto částice tvo í sou-
stavu. Yztažné body Á, B, C a D leží ve vrcholech čtverce,
bod E je v jeho st edu. Se adte body (sestupně) podle velikosti
celkového momentu hybnosti soustavy částic.

Obr.12.26 Otázka9

10. Následující funkce p edstavují časovou závislost momentu
hybnosti částice ve čty ech Ňznych situacích: (I) L(t) :3t l
+ 4, (2) L(t) : -6t2, (3) L(t) :2, (4) L(t) : 4/t.yekteré
znichje v sledn moment sil prisobícíchna částici (a) nulovy,
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(b) kladn a konstantní, (c) záporly s rostoucí velikostí (pro

/ > 0), (d) zápony s klesající velikostí (pro r > 0)?

ll. Bolaso se skládá ze t i téžkych koulí spojen; ch t emi stejně

dlouh mi pevn; mi lany (obr. 12.27). S p edmětem se zachází
takto: jednu kouli držíme nad hlavou a zbyvající dvě tozto-

číme tak, aby obíhaly po kružnici (obr. 12.21a). V určitém oka-
mžiku st ední kouli uvolníme. Rozložení koulí se změní podle

obr.I2.2]b. Rozhodněte, zda se (a) moment hybnosti a (b) tih-

lová rychlost bolasa během této změny zvétší, zmenší, p ípadně
nezmění.

(1) 20 jednotek ve směru otáčení hodinovych ručiček, (2) 10 jed-

notek proti směru otáčení hodinovych ručiček, (3) 10 jednotek

ve směru otáčení hodinovych ručiček a (a) 60 jednotek ve směru

otáčení hodinol ch ručiček. Po dopadu se kotouče vlivem t e-

cích sil spojí a celek se nakonec otáčí stejnou írhlovou rych-
lostí. (a) Jak je v sledn moment hybnosti soustavy kotouč ?
(b) Vjakémpo adíje t eba kotouče p idávat, aby nastal okamžik,
kdy je rihlová rychlost spojenych kotoučri nulová?

14. Vodorovná obdélníková deska na obr. 12.29 se m že otá-

čet kolem svislé osy procházející jejím st edem O . Zpočátktl
je deska v klidu. Díté hází na desku stejné kousky žv kačky,
které se s ní po dopadu spojí. V obrázku jsou vyznačeny možné

trajektorie kousk dopadajících na desku ve vyznačen; ch bo-

dech jejího obvodu. Velikost rychlosti žv kaček bezprost edně

p ed dopadem je rovněž stejná. (a) Se adte vyznačenétrajektorie
podle velikosti rihlové rychlosti, kterou se budou otáčet soustava

deska -l žvykačka po dopadu žv kačky. (b) Pro kterou z ntch
bude moment hybnosti desky s kouskem žv kačky záporny?

15. Jojo na obr. 12.30 je zpočátku v klidu. Promyslete, jak se

bude pohybovat, bude-li na vlákno prisobit tažná síla (a) Fz,
jejíž vektorová p ímkaprocházi bodem dotyku joja s podložkou,
(b) Fr s vektorovou p ímkou Iežící nad bodem dotyku, (c) F:

s vektorovou p ímkou procházející vpravo od bodu dotyku.

(a)

Obr.12.27
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(b)

OtázkaII

Xž. Brouk sedí na obvodu kolotoče, ktery se otáčí proti směru

chodu hodinovl ch ručiček. V určitém okamžiku začnebrouk lézt
po obvodu ve směru otáčení. Rozhodněte, zďa následující veli-
činy p i pohybu brouka rostou, klesají, nebo se nemění: (a) mo-

ment hybnosti soustavy kolotoč -| brouk, (b) moment hybnosti
a ťrhlová rychlost brouka a (c) moment hybnosti a írhlová rych-
lost kolotoče? (d) Jak se zméní odpovědi na p edchozí otázky,
poleze-li brouk proti směru otáčení kolotoče?

13. Spodní kotouč na obr. 12,28 se volně otáčí kolem vyznačené

Obr.12.28 Otázka 13

osy proti směru chodu hodinovych ručiček. Jeho moment hyb-
nosti vzhledem k jeho ose otáčení je 50 jednotek. Čtyri aaši
rotující kotouče jsou postupně spuštěny po ose a dopadnou na

spodní kotouč. Jejich momenty hybnosti p ed dopadem jsou

F-
!]

i .'r,
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, ......--...._-^a..

I
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Obr.12.30 Otázka 15

Obr.12.29 Otázka14

cvIčENí & úroHy
ODST. 12.1 Yaleni

lC. Tenkostěnná trubice se valí po podlaze. Určete poměr ki-
netické energie jejího posuvnóho pohybu a kinetické energie
otáčivého pohybu vzhledem k její podélné ose.

2C. Prstenec o hmotnosti 140kg se valí po vodorovné podla-
ze. Jeho těžiště má rychlost 0,150m.s-1. Jakou práci je t eba

vykonat, aby se prstenec zastavll?

3C. Automobil jede rychlostí 80,0 km/h. (a) Určete rhlovou

rychlost pneumatik vzhledem k jejich osám, víte-li, že pruměr
pneumatiky je 75,}cm. (b) Řiair automobilu-zastavil bez pro-
kluzu kol. Od okamžiku, kdy začalrovnoměrnďbrzdit, vykonala
kola 30,0 otáček. Určete jejich rihlové zrycblení.(c) Jakou dráhu
automobil během brzdění uraz1l?

4C. Yizo hmotnosti 1 000 kg má čty i kola. Hmotnost každého
z nich je 10 kg. Jaká část celkovó kinetické energie vozu p ipadá
na otáóivy pohyb jeho kol? P i v počtu momentu seirvačnosti



považujeme kolo za homogenní kotouč. Proč nepot ebuj ete znát
poloměr kol?

5C. Kolo o poloměru 0,250 m se valí bezklouzání s počáteční
rychlostí 43,0 m. s - 1 a zastaví se na ďráze 225 n. Vypočtěte j eho
(a) zrychlení a (b) tihlové zrychlení. (c) Moment setrvačnosti
kola vzhledem k ose vedené jeho st edem je 0,155 kg.m2. Vy-
počtěte vzhledem k této ose moment t ecích sil, které na kolo p i
brzdéníp sobí.

6C. Automobilo celkové hmotnosti 1700kg serozjíždíz klidu
a za dobu 10 s dosáhne rychlosti 40 km/h. Každéjeho kolo po-
važujeme za homogenní kotouč o hmotnosti 32kg. Vypočtěte
(a) kinetickou energii otáčivého pohybu každóho kola vzhledem
kjeho ose, (b) celkovou kinetickou energii každého kola, (c) cel-
kovou kinetickou energii automobilu na konci desáté sekundy
pohybu.

7C. Homogenní koule se valí dolri po nakloněné rovině. (a) Jak
je t eba zvolit rhel sklonu roviny, aby se těžiště koule pohybo-
valo se zrychlením o velikosti 0, 10g? (b) Jaké by bylo zrychlení
tělesa, které by po tóto nakloněné rovině klouzalo bez tíení?

8C. Plná koule o hmotnosti 4,00 kg se valí vzh ru po nakloněné
rovině se sklonem 30,0o. Počáteční rychlost jejího těžiště má
velikost 5,0m.s-1. (a) Vypočtěte počáteční kinetickou energii
koule, (b) Jakou dráhu koule po nakloněné rovině lrazí, než
vystoupí do bodu obratu? (c) Závtsí odpověď na otázku (b) na
hmotnosti koule?

qÚ. Na kolo o hmotnosti 10kg a poloměru 0,30m prisobí
stálá vodorovná síla o velikosti 10N (obr. 12.3I). Kolo se valí
bez klolzání po vodorovné rovině a zrychlení jeho těžiště je
0,60m.s-2. (a) Určete velikost a směr t ecí síly p sobící na
kolo. (b) Vypočtěte moment setrvačnosti kola vzhledem k ose
vedené jeho těžištěm kolmo k jeho rovině,

cvIčENíaúLoHy 32l

12Ú. Homogenní koule je uvolněna z klidové polohy v nej-
vyšším bodě dráhy znázornéné na obr. 12.32 a valí se po ní
bez klouzání. Dráha končí nad bodem A, ktery je v obrázku
vyznačen. V okamžiku, kdy koule opustí dráhu, má její rychlost
vodorovny směr, Pro hodnoty H :6,0mah:2,0m zjistěte,
jak daleko od bodu A dopadne koule na podlahu.

l-\
\L\

i \--T

obr.t2.32 Útoha t2

t:Ú. r<uneka o poloměru r a hmotnosti m se miže valit bez
klouzání po vnit ním povrchu nádoby polokulového tvaru o po-
loměru R. Kuličku uvolníme z klidové polohy na okraji nádoby,
(a) Určete její kinetickou energii v nejnižším bodě trajektorie.
(b) Jaká část vypočtené hodnoty odpovídá otáčivému pohybu
kuličky vzhledem k ose vedené jejím těžištěm? (c) Určete tla-
kovou síIu, jíž prisobí kulička na polokouli v nejnižším bodě své
trajektorie, P edpokládejte, že poloměr kuličky r je mnohem
menší než poloměr nádoby R.

r+Ú. Vátec o poloměru 10 cm a hmotnosti l2kgbyl volně puš-
těn po šikmé st eše se sklonem 30' (obr. 12.33) a valí se po ní bez
klouzání. Poté, co wazí dráhu 6,0 m, dospěje k okapu a spadne.
(a) Určete jeho rhlovou rychlost vzhledem k ose vedené .jeho
těžištěm v tomto okamžiku. (b) Stěna domu je vysoká 5,0 m. Jak
daleko od okapu dopadne válec na zem?

A
h

t

Obr.12.31 Útotra 9

tr{}Ú. Automobil jede rychlostí 80 km/h ve směru kladné osy -r.
Prriměr pneumatik je 66 cm. Ye vztažné soustavě spojené s au-
tomobilem určete rychlost a zrychlení (a) st edu kola, (b) bodu
na vrcholu pneumatiky, (c) bodu dotyku pneumatiky se silnicí.
(d) Úlohy (a), (b) a (c) ešte í ve vztažné soustavě spojené se
silnicí.

e tÚ" rěteso o poloměru R a hmotnosti nt se valíbez klouzání
po vodorovné podlaze rychlostí v. V určitém okamžiku najede
na nakloněnou rovinu a začne podél ní stoupat. Bod obratu ieží
ve vyšce h : 3u2 /(4g) nad trovní podlahy. (a) Určete mo-
ment setrvačnosti tělesa vzhledem k ose vedené jeho těžištěm.
(b) O jaké těleso se pravděpodobně jedná?

Obr.12.33 Úloha t+

] Malá plná kulička o hmotnosti m a poloměru r se valí
bez klouzání po nakloněné rovině zakončené smyčkou podle
obr. 12.34. Kulička byla uvolněna ve vyšce h nad írrovní vodo-
rovné podlahy. (a) Určete nejmenší hodnotu h, píi které kulička
ještě projde vrcholem smyčky. Poloměr R smyčky je mnoho-
násobně větší než poloměr r kuličky. (b) Pro hodnotu h : 6R
vypočtěte vodorovnou složku síly, kterou prisobí dráha na ku-
ličku v bodě Q,
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obr.t2.34 Úloha t5

16Ú. Koule o poloměru R : 11 cm byla vržena po vodorovné
podlaze s počáteční rychlostí u0 : 8,5rr.s-1 a nulovou počá-
teční rihlovou rychlostí ag :0. Koeficient dynamického t ení
mezi koulí a podlahou je0,27.Zpočátku koule po podlaze klouže.
Vlivem dynamické t ecí síly (obr. 12.35) F6 a jejího nenulového

Obr.12.35 Uloha 16

momentu vzhledem k těžišti je nenulové jak zrychlení těžiště
koule, tak její ťrhlové zrychlení, Velikost rychlosti posuvného
pohybu koule u klesá a její írhlová rychlost rr; naopak roste.

V určitém okamžiku p estane koule po podlaze klouzat a začne
se valit. Rychlost jejíhb těžiště u7 i ťrhlová rychlost al se od
té chvíle p estanou měnit. (a) Zapište vztah mezi ,,ustálenymi"
hodnotami uT a o, Zjtstěte, (b) s jak m zrychlením se pohy-
bovalo těžiště koule a (c) jaké bylo její rihlové zrychlení do
okamžiku, než se začala valit bez klolzání. (d) Jak dlouho koule
klouzala a (e) jakou dráhu p itom urazl|a? (0 Určete hodnotu u7

v okamžiku, kdy se koule začalavaltt.

ODST. 12.2 Jojo
17C. Jojo o hmotnosti 120 gmámoment setrvačnosti 950 g.cm2.

Poloměr jeho osičky 3,2mm a vlákno má délku 120cm, Jojo
je zpočátku v klidu a po uvolnění se odvaluje podél vlákna
dol . (a) Určete jeho zrychlení. (b) Určete okamžik, kdy jojo
dospěje na konec vlákna, a zjistěte hodnoty následujících veličin
v tomto okamžiku: (c) rychlost, (d) kinetickou energii posuvného
pohybu, (e) kinetickou energii otáčivého pohybu, (í) írhlovou
rychlost.

rSÚ. P edpokládejme, že narozdíI od p edchozího cvičení ne-

bylo jojo uvolněno z klidové polohy, ale vrženo svisle dol
počáteční rychlostí o velikosti 1,3 m.s-1 . (a) Zajak dlouho do-

razí jojo na konec vlákna nyní? Vypočtěte v tomto okamžiku
jeho (b) celkovou kinetickou energii, (c) rychlost, (d) kinetickou
energii posuvného pohybu, (e) ťrhlovou rychlost a (f) kinetickou
energii otáčivého pohybu.

ODST. 12.3 Ještě jednou moment síly
19C. Pro : xi+ }i+ zk aF : F*i t Frj * Frk dokažte,že
moment síly M : r x F je dánvztahem

M: (},F., - zF,.)i * (zF* - xF.)j + (xF,, - !F,)k.

20C. Dokažte následující tvrzení: Prrimět momentu sí|y M :
: í x F do roviny vektorri r a F jenulov;,

21C. Namaly míčekumístěn; vbodě (-2,0m; 0; 4,0 m) prisobí
síla F, která má nenulovou pouze jedinou složku. Určete velikost
a směr momentu této síly vzhledem k počátku soustavy sou ad-

nic v následujících p ípadech: (a) & : 6,0 N, (b) F" : -6,0 N,
(c) Fr: 6,0N a (d) .& : -6,0N.
22C. Načásticivboděo sou adnicích(0; -4,0m; 3,0m) p sobí
(a) síla Fr o sloŽkách F1, :2,0N a Flu - Fk: 0, (b) síla F2

o sloŽkách F2, : 0, F2l, : 2,0N a Fz; : 4,0N. V obou
p ípadech vypočtěte velikost a směr momentu síly vzhledem
k počátku soustavy sou adnic.

zsÚ. sna 7 : (2,0N)' - (3,0N)k pťrsobí na kamínek, jehož
poloha vzhledem k počátku soustavy sou adnic je dána vek-
torem 7 : (0,50mY - (2,0m)k, Vypočtěte moment této síly
(a) vzhledem k počátku soustavy sou adnic, (b) vzhledem k bodu
o sou adnicích (2,0 m; 0; -3,0m).
24Ú. Na částici v poloze určené sou adnicemi (3,0 m, -2,0 m;

4,0m) prisobí (a) síla F1 - (3,0N)i - (4,0N' + (5,0N)k,
(b) síla F2 : (-3,0N)' * (4,0N' - (5,0N)k, (c) vyslednice
sil F1 a F2.Ye všech p ípadech vypočtěte moment síly vzhledem
k počátku soustavy sou adnic.

25Ú. Na částici v bodě o sou adnicích (0; -4,0m; 5,0m) pťr-

sobí síly F1 : (3,0N)k a F2 : e2,0N)i. Vypočtěte jejich
v sledn moment vzhledem k počátku soustavy sou adnic.

26Ú. Na částici o poloze 7 : (3,0m)i * (4,0m/ prisobí síla
F : (-8,0 N)i + (6,0 N)i. Vypočtěte (a) momenttéto síly vzhle-
dem k počátku soustavy sou adnic a (b) hel mezi vektory r a F,

ODST. 12.4 Moment hybnosti

27C. Soustava na obr,12,36 je složena ze dvou pohybujících
se těles. Vypočtěte její celkovy moment hybnosti vzhledem
k bodu O.

6,5 kg

i,l* 2.2mJs

I,j-.",.{
o!-2.8m- 3.1kg

Obr.12.36 Cvičení27

28C. Letadlo o hmotnosti 1200kg letí rychlostí 80m.s-l. Letí
po p ímce ve stálé vyšce 1,3km naď zemí, Vypočtěte velikost
jeho momentu hybnosti vzhledem k bodu, ktery Iežína zemskóm
povrchu p ímo pod ním.

29C. Částice o hmotnosti 2,0 kg je právě v poloze určené vekto-
remr (r : 3,0m) amárychlost v (u :4,0m.s-l) (obr. 12.37).

SílaF (F : 2,0N),kterána ni prisobi,ležív rovině vektor r a y.

Vypočtěte vzhledem k počátku soustavy sou adnic (a) moment
hybnosti částice a (b) moment síly F.
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30C. Pomocírov. (12.26)Izezezadanychhodnot r, p agvčit
moment hybnosti Částice. V některl ch p ípadech jsou vŠakmísto
velikostí vektoru r a p a rihlu mezi nimi zadány pouze jejich
složky (x , y , z) a (u* , uy, uz). (a) Dokažte, že složky momentu
hybnosti částice I jsou dány vztahy L* : m(yuz - zuy), Ly :
: m(zux - xu) d L, : m(xu, - !ur).(b) Dokažte, že píi
pohybu částice v rovině xy má její moment hybnosti nenulovou
jedině z-ovou složku.

31C. Částice má v bodě o polohovém vektoru r :2,0i - 2,0k
(v metrech) rychlost v : -5,0i + 5,0k (v m/s) a prisobí na ni
síla F - 4,0j (v newtonech). Vypočtěte (a) moment hybnosti
částice a (b) moment síly F, obojí vzhledem k počátku soustavy
sou adnic. (Tip:Yiz cvič. 19 a 30.)

32Ú. Čtověk o hmotnosti 84 kg stojí na rovníku. Jaká je velikost
jeho momentu hybnosti vzhledem ke st edu Země?

33U. Soustava je tvo ena dvěma stejně hmotnymi částicemi,
které se pohybují opačnymi rychlostmi o velikosti u.Yzdále-
nost jejich p ímkovych trajektorií 1e d. (a) Vyjád ete velikost
momentu hybnosti soustavy vzhledem k bodu ležícímu upro-
st ed mezi oběma trajektoriemi pomocí veličin m, D a d. (b) Jak
se změní velikost momentu hybnosti, zvolíme-li 1iny vztažny
bo<l? (c) Jak se zméní odpověď na oíázky (a) a (b), budou-li se

částice pohybovat po p ímkách souhlasně?

S+Ú. rOteso o hmotnosti 2,0kg se pohybuje v rovině xy
rychlostí vo složkáchur: 30m.s-1 du;- :60ni.s-1.
V určitém okamžiku prochází bodem o sou adnicích (x, y) :
- (3,0m; -4,0m). (a) Určete v tomto okamžiku moment hyb-
nosti tělesa vzhledem k počátku soustavy sou adnic. (b) Vy-
počtěte moment hybnosti tělesa v tomtéž okamžiku, avšak vzhle-
dem k bodu (-2,0m; -2,0m).
SSÚ. (a) Pomocí ridajri v dodatcích vypočtěte velikost celko-
vého momentu hybnosti soustavy planet p i jejich oběhu ko-
lem Slunce. Slunce považujte za vztažny bod. (b) Jak velk
je moment hybnosti samotného Jupiteru a jakou část velikosti
celkového momentu hybnosti p edstavuje?

ODST. I2.5 Yéta o momentu hybnosti

36C. Částice o hmotnosti 3,0kg má v bodě o sou adnicích x :
: 3,0may : 8,0mrychlosty : (5,0m.s-l)i - (6.0m.s-l r.
Na částici prisobí síla F o velikosti 7,0 N ve směru zápomé osy J.
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(a) Vypočtěte její moment hybnosti vzhledem k počátku soustavy
sou adnic. (b) Určete moment síly F vzhledem k počátku sou-
stavy sou adnic. (c) Jak rychle se mění moment hybnosti částice?
(Rychlost zmény fyzlkáIní veličiny určuje její časová derivace.)

37C. Na částici pťrsobí dvě síly. Moment první síly, ozna-
Čeny M1 avztaŽeny k počátku soustavy sou adnic, má velikost
2,0N.m a smě uje podél kladné osy _]r. Moment druhé síly, M2,
má velikost 4,0 N.m a je rovnoběžny se zápornym směrem osy y.
Určete velikost a směr vektoru dLldt, p edstavujícího časovou
derivaci momentu hybnosti částice, vztaženého rovněž k počátku
soustavy sou adnic.

38C. V kažďém z následujících p ípadri určete moment síly,
která prisobí na částici pohybující se v rovině xy, znáte-li její
moment hybnosti vzhledem k počátku soustavy sou adnic:

(a) -4,0 kg.m2ls,
(b) -4,0t2 kg.m2ls,

(c) -4,0.r,4 kg.m2ls,
(d1 -4,0lt2 kg.m2ls.

39C. Autíčko o hmotnosti 3,0 kg jede podél osy "r. Casová závis-
lostjehorychlosti je dánafunkcíu, : -2,0t3 ííl,s-l. V obecném
okamžiku / > 0 vyjád ete (a) moment hybnosti autíčka vzhle-
dem k počátku soustavy sou adnic a (b) moment síly, která na ně
prisobí, vzhledem k tómuž vztažnému bodu. Opakujte vl počet
(a) a (b) pro vztažn bod o sou adnicích (c) (2,0m; 5,0m; 0),
(d) (2,0m; -5,0m,0).
+OÚ. V okamžiku t : }je poloha částice o hmotnosti 2,0kg
dána polohovym vektorem 7 : (4,0m)i - (2,0 m)j.Její rychlost
závisí na čase vztahem v - (-6,0/4m.s-l)i + (3,0*.r-lD.
Pro libovolny okamžik r > 0 vyjád ete (a) moment hybnos-
ti částice, (b) v slednl moment sil, které na ni pisobí. Za
vztažny bod pro v počet moment zvolte počátek soustavy sou-
adnic. (c) V počet částí (a) a (b) zopakujte pro vztažn bod
(-2,0m; -3,0m; 0m).

+tÚ. rurca o hmotnosti m je vyst elena ze země počáteční

rychlostí o velikosti u9 pod elevačním írhlem 09. (a) Vyjád ete její
moment hybnosti vzhledem k místu vyst elu v závislosti na čase.
(b) Jak rychle se moment hybnosti mění? (c) Vypočtěte velikost
vektoru r x F p ímo a porovnejte ji s vysledkem lohy (b). Proč
jsou oba v sledky shodné?

ODST. 12.7 Moment hybnosti tuhého tělesa vzhledem
k pevné ose

42C. Brusny kotouč s momentem setrvačnosti 1 ,2.10-3 kg.*'
je p ipojen k motoru. kter; na něj pťrsobí silou s momen-
tem i6N.m. Určete (a) moment hybnosti kotouče vzhledem
kose vedené jeho st edem a (b) jeho írhlovourychlostpo uplynutí
doby 33 ms od zapnutí motoru.

43C. Velikost momentu hybnosti setrvačníku vzhledem k ose
vedené jeho st edem se během 1,50s zmenšila z 3,00kg.m2ls
na 0,800kg.m2ls. Těleso má vzhledem k této ose moment se-

trvačnosti 0,140kg.*'. (a) Určete prriměrn moment sil, které
na setrvačník p i jeho brzdéni prisobily, vzhledem k ose otáčení.
(b) Vypočtěte celkovy írhel otočení setrvačníku během'brzdění
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za p edpokladll, že bylo rovnoměmé. (c) Jakou práci vykonaly
brzdné síly? (d) Jak byl jejich pruměrn vykon?

44C. Th částice se stejnymi hmotnostmi ln jsou navzájem spo-
jeny t emi vlákny délky / a p ipojeny k ose otáčení vedené bo-
dem O (obr. 12.38). Hmotnost vláken je zanedbatelná. Soustava
částic se otáčí kolem této osy s rihlovou rychlostí al tak,žečásttce
leží na p ímce. Pomocí veličin m,l a a vyjád ete (a) moment
setrvačnosti soustavy vzhledem k bodu O, (b) moment hybnosti
prost ední částice vzhledem ktémuž bodu a (c) celkovl moment
hybnosti soustavy vzhledem k bodu O.

"?*

\- nl .,u," )
\ uo'o )'\ -./ \:
T'--r/'-./ \--'

^-n_-r/o'o-
Obr.12.38 Cvičení 44

45C. Homogenní tyč se otáčí ve vodorovné rovině kolem svislé
osy vedené jejímkoncem. Délka tyče je 6,00 m, tíhová síla má ve-
likost 10,0 N. Tyč se otáčí ťrhlovou rychlostí240 otlmin ve směru

otáčeníhodinovych ručiček p i pohledu shora. (a) Vypočtěte mo-
ment setrvačnosti tyče vzhledem k ose otáčení a (b) její moment
hybnosti vzhledem k této ose.

46Ú. Na obr.I2.39 je znázorněno tuhé těleso, které se skládá
z kruhové obruče o poloměru R : 0,50m a hmotnostt m :
: 2,0kg a ze čtverce vyrobeného ze čtyí stejn ch tenkl ch tyčí
o délce R a hmotnosti ln. Těleso se otáčí konstantní rihlovou
rychlostí kolem svislé osy s periodotl2,5 s. Vypočtěte (a) moment
setrvačnosti tělesa vzhledem k ose otáčení a (b) jeho moment
hybnosti vzhledem k této ose.

4'lÚ. Kola A a B na obr, 12.40 jsou spojena neprokllzljícím
emenem. Poloměr kola B je t ikrát větší než poloměr kola A.

Určete poměr moment setrvačnosti kol 1a/13 víte-li, že mají
(a) stejn moment hybnosti vzhledem k osám otáčení, nebo
(b) stejnou kinetickou energii otáčivóho pohybu.

+SÚ. Síta F(r) prisobí po krátkou dobu Ar na rotující tuhé těleso
s momentem setrvačnosti 1. Ukažte, že platí

kde R je rameno síly, F pruměrná hodnota síly F v časovém
intervalu L,t aai,a.4 jsou írhlové rychlosti tělesa nazačátkuana
konci intervalu Ar. (Veličina l U d/ : FRA t senazyváimpulz
momentu síly, v analogii s impulzem síly FAr..l

4gIJ*. Dva válce s poloměry R1 a R2 se mohou volně otáČet

kolem svych os (obr. I2.4l).Odpovídající momenty setrvačnosti
vzhledem k těmto osám jsou 11 a 12, Zpočátku se větší válec
otáčí írhlovou rychlostí o0. Menší válec je v klidu a v určitém
okamžiku se dotkne většího válce. Vlivem t ecí síly se začne
rovněž roztáčet. Po jisté době p estanou válce klouzat a od té
chvíle se budou otáčet stál mi rihlovymi rychlostmi v opačnych
směrech. Vyjád ete rihlovou rychlost a-r2 menšího válce pomocí
veličin IL 12, Rl, Rz a @0. (Tip: Moment hybnosti soustavy
ani její kinetická energie se nezachovávají. Použijte vztah pro
impulz momentu síly z írlohy 48.)

obr.12.41 Útona+g

ODST. 12.8 Zákon zachování momentu hybnosti

50c. Rotor elektrického motoru má vzhledem k ose své rotační
symetrie moment setrvačnosti 16 : 2,0.10-3 kg.*'. Motor je
umístěn na palubě vesmírné sondy a slouží ke změně její orienta-
ce, Moment setrvačnosti sondy vzhledem k její ose, rovnoběžné
s osou motoru, je 1, : I2kg.mz. Vypočtěte, kolik otáček musí
rotor vykonat, aby se sonda pootočila kolem svó osy o írhel 30",

51C. Člověk stojí s upaženyma rukama na desce, která se otáčí
beztíení írhlovou rychlostí I,2 oí/s. V každé ruce drží závaží.Mo-
ment setrvačnosti soustavy člověk+závaží+podložka vzhledem
k ose otáčenímáhodnotu 6,0 kg.m2. Člověk pŤipažía zmenší tak
moment setrvačnosti soustavy na hodnotu 2,0kg.m2, (a) Jakou
rihlovou rychlostí se potom bude deska otáčet? (b) Určete poměr
v; sledné a počáteční kinetické energie soustavy. (c) Odkud se

v zala,,píebytečná" kinetická energie ?

52C. Dva kotouče jsou p ipojeny k ose pomocí ložisek a mo-
hou se volně otáčet bez tíení. Posouváním kotoučťr podél osy
lze docílit jejich spojení v jedno těleso. (a) První kotouč, jehož
moment setrvačnosti vzhledem k ose otáčení je 3,3kg.m2, byl
roztočen írhlovou rychlostí 450 ot/min. Druhl kotouč s momen-

-[
Rl

l
l Uat:FRAI:I(ar-a).
J

obr. 12.39 Útot a +o

Obr.12.40 úlona +l



tem setrvačnosti 6,6 kg.rn' má ťrhlovou rychlost 900 ot/min. Ko-
touče se otáčejí souhlasně. (a) Určete společnou ťrhlovou rychlost
kotoučťr po jejich spojení. (b) Zodpovězte otázku (a) pro p í-
pad, že se kotouče p ed spojením otáčejí írhlov mi rychlostmi
900 ot/min v opačnych směrech.

53C. Kolo se volně otáčí írhlovou rychlostí 800 ot/min. Druhé
kolo má dvakrát větší moment setrvačnosti a je zpočátku v kli-
du. V jistém okamžiku p ipojíme druhé kolo k h ídeli prvního
kola. H ídel má zanedbatelny moment setrvačnosti. (a) Určete
vyslednou írhlovou rychlost soustavy kol na h ídeli. (b) Určete
změnu kinetické energie soustavy p i spojení kol.

54C. Moment setrvačnosti rotující hvězdy se zmenšil na jednu

t etinu své p vodní hodnoty. Určete poměr vysledné a počáteční
kinetické energie otáčivého pohybu hvězdy.

55C. P edpokládejme, že by Slunce spot ebovalo všechno ja-
derné palivo a náhle se smrštilo v bílého trpaslíka s poloměrem
shodnym s poloměremZemé, Jaká by byla nová perioda otáčení
Slunce za p edpokladu, že by se p i smršťování neztraítla žádná
sluneční hmota? Současná perioda otáčení Slunce je asi 25 dní.

56C. Mal kolotoč má poloměr I,20 m a hmotnost 180 kg. Jeho
gyrační poloměr (írloha 58 v kap. 11) je 91,0cm. Kolotoč je
zpočátku v klidu. Chlapec o hmotnosti 44,0kg běží rychlostí
3,00m.s-l po p ímé dráze, která se doQ ká obvodu kolotoče.
V bodě dotyku hoch na kolotoč naskočí. Zanedbejte t ení v ložis-
cích a vliv h ídele kolotoče a vypočtěte (a) moment setrvačnosti
kolotoče vzhledem k ose otáčení, (b) moment hybnosti běží-
cího chlapce vzhledem k ose otáčení kolotoče a (c) vl slednou
ťrhlovou rychlost kolotoče a chlapce.

57c. vodorovná kruhová deska se otáčí bez tíení kolem svislé
osy vedené jejím st edem. Deska má hmotnost 150kg, polo-
mér 2,0m a moment hybnosti 300kg.rn' vzhledem k ose otá-

čení. Člověk o hmotnosti 60 kg pomalu kráčí od obvodu desky
k jejímu st edu. V okamžiku, když senacházel na obvodu desky,

byla írhlová rychlost soustavy deska * člověk 1,5 radls. Určete
írhlovou rychlost soustavy v okamžiku, kdy je člověk vzdáIen
od osy otáčení o 0,50 m?

58C. Ráfek bicyklového kola má hmotnost 3,J9 kg a poloměr
34,7 cm, M že se otáčet v ložisku bez tíení. Člověk stojí na

otočnó stoličce adržíkolo nad hlavou tak, aby jeho osa byla svis-
1á. Kolo se otáčí írhlovou rychlostí 5J ,J radls ve směru chodu ho-
dinovych ručiček p i pohledu shora. Otočná stolička je zpočátktl
v klidu. Moment setrvačnosti soustavy kolo * člověk * stolička
vzhledem ke společné ose otáčení je 1,36 kg.-'. Člověk volnou
rukou náhle zastaví otáčení kola (vzhledem ke stoličce). Určete
vyslednou írhlovou rychlost (velikost a směr) soustavy. Moment
setrvačnosti loukotí a st edního ložiska kola zanedbejte.

59Ú. Dva brusla i o hmotnostech 50 kg se p ibližují po rovno-
běžn ch p ím ch drahách vzdá|enych o 3,0m. Rychlosti brus-
la ri mají stejnou velikost 1,4m.s-l, jsou však opačně oriento-
vány. První brusla svírá v rukou konec dlouhé tyče zanedba-
telné hmotnosti. Druh; brusla uchopí tyč v okamžiku, kdy ji
míjí (obr. 12.42). T ení mezi bruslemi a ledem považujeme za
zanedbatelné. (a) Popište kvantitativně pohyb brusla ri po je-
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jich spojení. (b) Ručkováním podél tyče se brusla i p iblížili na

vzdálenost 1,0m. Určete vyslednou írhlovou rychlost soustavy.
(c) Vypočtěte kinetickou energii brusla ri ve stavech (a) a (b).

(d) Odkud se vzala,,p ebytečná" kinetická energie?

obr.12.42 Útot a 59

OOÚ" Ově děti o stejnych hmotnostech m sedína opačnych kon-
cích ilzké desky o délce L a hmotnosti m shodné s hmotností
dítěte. Deska se mriže otáčet bez tíení kolem svislé osy vedené
jejím st edem. (a) Vypočtěte moment setrvačnosti desky s dětmi
vzhledem k ose otáčení. (b) Určete moment hybnosti soustavy,

otáčí-i se ťrhlovou rychlostí úD0 ve směru otáčení hodinovych
ručiček p i pohledu shora. Určete směr vektoru momentu hyb-
nosti. (c) Během otáčení se děti posunuly podél desky a zmenšily
svou vzdálenost od osy otáčení na polovinu privodní hodno-
ty. Vyjád ete vyslednou ťrhlovou rychlost soustavy pomocí al6.

(d) Vypočtěte změnu kinetické energie soustavy. Jak vznikla

,,p ebytečná" kinetická energie? P i vl počtech nahradle desku
tenkou tyčí.

61Ú. roleje dětského vláčku |ežínavelkém kole o hmotnosti rz

a poloměru R, které se mriže volně otáčet beztíení kolem svislé
osy (obr. 12,43). Na kolejích stojí vláček o hmotnosti n'. Sou-
stava je v klidu. Vláček uvedeme do pohybu rychlostí u vzhle-
dem ke kolejím. Vypočtěte írhlovou rychlost rr; kola. P i v počtu
nahrad'te kolo obručí a zanedbejte hmotnost loukotí a st edního
ložiska.

Obr.l2.43 Útotlu 6l

62Ú. Moucha o hmotnosti ln se pohybuje proti směru chodu
hodinovych ručiček po obvodu kruhového talí e, ktery se m že

bezt ení otáčet kolem svislé osy. Talí má poloměr R a moment
setrvačnosti 1. Rychlost mouchy vzhledem k zemi je u, talí se
otáčí rihlovou rychlostí rDg ve směru chodu hodinovych ručiček.
Moucha se najednou zastaví. (a) Jakáje v sledná ťrhlová rychlost
talííe? (b) Zachovala se mechanická energie soustavy?

\':r_--Š

l
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OSÚ. POvre o hmotn ostl m stojí na obvodu kolotoče o polo-
měru R a momentu setrvačnosti 1. kolotoč se mriže otáčetbez
t ení kolem svislé osy, zpočátku je však v klidu, Děvče hodí
kámen o hmotnosti m| vodorovnym směrem tečně k obvodu
kolotoče. Rychlost kamene vzhledem k zemi je u. Vypočtěte
(a) vl slednou ťrhlovou rychlost kolotoče a (b) obvodovou rych-
lost děvčete na kolotoči.

64Ú. Gramofonová deska o hmotnosti 0,10kg a poloměru
0,10m se otáčí kolem svislé osy vedené jejím st edem ílhlo-
vou rychlosíí 4,J rad/s. Moment setrvačnosti desky vzhledem
k ose otáčení je 5,0.10-a kg.m2. Na desku spadne hrudka tmelu
o hmotnosti 0,020 kg a zristane p ilepena na jejím obvodu. Určete
ťrhlovou rychlost desky po dopadu tmelu.

65Ú. Tenká homogenní tyč o délce 0,50 m a hmotnosti 4,0 kg se
mriže otáčet ve vodorovné rovině kolem svislé osy vedené jejím
st edem. Tyč je zpočátku v klidu. Na konec tyče narazi st ela
o hmotnosti 3,0 g. Dráha st ely je vodorovná a svírá s osou tyče
lihel 60' (obr.12.44). St ela se do tyče zaryje a roztočí ji írhlovou
rychlostí 10rad/s. Jakou rychlostí st ela do tyče narazila?

66U. Moucha o hmotnosti lz sedí na obvodu homogenního ko-
touče o hmotnosti I0,0m, ktery se m že volně otáčet kolem
svislé osy vedené jeho st edem. Zpočátku se kotouč s mouchou
otáčí rhlovou rychlostí ag. Moucha p ejde po kotouči směrem
k jeho st edu azastaví se v bodě vzdáIenémod st edu o polovinu
poloměru kotouče. (a) Určete změnu rhlové rychlosti Aco sou-
stavy kotouč + moucha. (b) Vypočtěte poměr EylEy.g v sledné
a počáteční kinetické energie soustavy. (c) Jak vznikl p írristek
kinetické energie?

67Ú. Homogenní kotouč o hmotnosti I\m a poloměru 3,0r se

mriže volně otáčet kolem pevnó svislé osy vedené jeho st edem.
Menší homogenní kotouč o hmotnosti m a poloměru r Ieží na
povrchu většího kotouče tak, že jejich osy symetrie spl vají.
Zpočátktl se oba kotouče otáčejí společně ťrhlovou rychlostí o ve-
likosti Zlraďls, Vlivem malé poruchy se menší kotouč vych lí
ze své privodní polohy a klouže po velkém kotouči až k jeho

obvodu, kde se zachytí. Poté se oba kotouče opět otáčejí společ-
ně,bez prokluzování. (a) Vypočtěte vyslednou írhlovou rychlost
velkého kotouče. (b) Vypočtěte poměr Eu,t l Eu,i vl sledné a po-
ČáteČníkinetickó energie soustavy kotouČ .

68Ú . Znečištění atmosféry pry mtňezprisobit zv yšeníprriměrné
teploty aroztavení polárních čepiček. Kdyby se polární ledové
čepičky Země rozpustily a voda se vrátila do světového oceánu,
zvětšila by se hloubka oceánu asi o 30 m. Jaky vliv by tato změna
měla na otáčení Země? Odhadněte, jak by se změnila délka dne.

69Ú*. Částice o hmotnosti rz klouže po dokonale hladké
skluzavce na obr. 12.45. Narazí na homogenní svislou tyč a spojí
se s ní. Po nárazl se tyč otočí kolem bodu O o írhel 0.Yyjádíete
tento ťrhel pomocí veličin uvedenych na obrázku.

o

Obr.12.45

70Ú*. Dva míče o hmotnostech 2,00 kg jsou p ipevněny ke kon-
crim tenké tyče délky 50,0 cm zanedbatelné hmotnosti. Tyč se
mriže otáčet bez tíení kolem vodorovné osy vedené jejím st e-

dem. V okamžiku, kdy má tyč vodorovnou polohu, dopadne na ni
hrudka tmelu o hmotnosti 50,0 g rychlostí 3,00 m.s-1 a z stane

s ní spojena (obr. 12.46). (a) Určete v slednou írhlovou rychlost
tyče. (b) Vypočtěte poměr v sledné a počáteční kinetické energie
soustavy tyč s míči * hrudka. (c) Vypočtěte írhlovou vychylku
ty če z vodorovné polohy v okamžiku, kdy j e j ej í okamžitá ťrhlová

rychlost nulová (bod obratu).

kousek tmelu

ODST. 12.9 Kvantovany moment hybnosti

71C. Jakou hodnotu má složka spinového momentu hybnosti
elektronu do libovolného pevného směru?

72C. Kladn pion (z+) se miže spontánně rozpadnout na
kladn mion (pl+) a neutrino (u):

tl
7T' ---> 11 '+v,

Má-li neutrino ln, : *j, vypočtěte (a) kvantové číslo m,
a (b) spinovy moment hybnosti ,S kladného mionu.

73C. Dva protony, které se srážívelkymi rychlostmi, se mohou
p eměnit na t i protony a antiproton:

p+p-+p+p+p+p.

Vypočtěte orientaci spinového momentu hybnosti produkt re-

akce (nahoru nebo dolri), víte-li, že oba protony mají spinové
momenty hybnosti orientovány nahoru.

Uloha 69

.."€

Obr.12.44 Uloha 65

Obr.12.46 Uloha 70
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pRo počírač
14Ú. l<rž"lková koule se obvykle bezprost edně po vrhu nej-
prve smyká a teprve pak se valíbez klouzání. Během sm kání
na ni prisobí dynamická tíecí síla, která zpomaluje její posuvn
pohyb a urychluje její otáčení. Koule se p estane smykat v oka-
mžiku, kdy je aR : u, kde co je rihlová rychlost, R je poloměr
koule a u rychlost jejího těžiště. Na kouli prisobí t ecí síla o ve-
likosti F : faN , kde /6 je koeficient dynamického t ení a N
je velikost normálovó síly. Protože je dráha koule vodorovná,
platí N : ffi7,kde m je hmotnost koule" Moment t ecí síly je
M : F R, Koule má hmotnost J,25 kg a poloměr 10,9 cm, její
moment setrvačnosti p ibližně odpovídá momentu setrvačnosti
homogenní koule. Sestavte počítačov program pro vl počet ča-

sovych závislostí írhlové rychlosti a rychlosti těžiště koule a vy-
počtěte tyto hodnoty s krokem 0,1s od okamžiku vrhu až do
doby, kdy se koule začne valit. Za koeficient dynamickóho t ení
dosadte 0,35 a započáteční hodnotu rychlosti koule 20m.s-l,
Sestrojte grafy závislostí írhlové rychlosti a rychlosti koule na
čase. Určete okamžik, kdy se koule p estane smykat, a velikost
její rychlosti v tomto okamžiku. (Touto rychlostí narazí koule do
kuželek, neuvažujeme-li mal pokles rychlosti zp sobeny odpo-
rem vzduchu). Vl počty provedte pro kouli, která (a) se zpočátku
neotáčela, (b) byla vrženas počáteční írhlovou rychlostí 150 radls
aotáčela se stejnym směrem jako po skončení smykání, (c) byla
vržena se stejnou velikostí rihlové rychlosti jako v (b), ale směr
otáčení byl opačn . (d) Jak musíme kouli hodit, aby narazila na
kuželky největší možnou rychlostí?

ZSÚ. St ela o hmotnosti 0,15 kg je vypálena počáteční rychlostí
50m.s-' pod elevačním rihlem 35". Odpor vzduchu je zane-
dbateln1. (a) Sestavte počítačovy program pro vypočet časové
závislosti momentu hybnosti st ely vzhledem k místu vyst elu.
Použijte numerické integrace. Moment hybnosti tabelujte s kro-
kem 0,1 s až do okamžiku, kdy st ela dopadne na vodorovnou ro-
vinu. Sestrojte graf závislosti velikosti momentu hybnosti st ely
na druhé mocnině času a ově te, že je píímkov . Znázornéte
závislost velikosti momentu tíhové síly na čase a ově te, že
i v tomto p ípadě je grafem p ímka. P i v počtu použijte vztah
M : í x F, kde r je polohoq vektor st ely vzhledem k vztaž-
nému bodu a F je tíhová síla, která na ni prisobí.Platípro získané
q sledky také vztah M : #, analogicky druhému Newtonovu
pohybovému zákonu? (b) Započtěme nyní i vliv odporu vzdu-
chu. P edpokládejme, žemeznírychlost st ely je um:75m.s-1
aže zrychlení st ely můžebytvyjád eno ve tvaru a - - gj -buv,
kde Ď : s lu2^.Bude i nyní velikost momentu hybnosti p ímo
írměrná druhé mocnině času? Je velikost momentu síly opět
lineární funkcí času? Pro obecně zvoleny okamžik rozhodněte,
zda je velikost vysledného momentu sil p sobících na st elu
větší, nebo menší než v p ípadě bez odporu vzduchu. Získané
numerické vl sledky fyzikálně interpretujte.

76Ú. Y určitém okamžiku je poloha částice vzhledem k po-
čátku soustavy sou adnic dána vektorem d : (2,00m)i -|
+ (4,00mr- (3,00 m)k, jejírychlost je y : -(6,00m.s-l)i+
+ (3,00m.s-lD + (:,OOm.s-l)t<. Na částici prisobí síla F :
: (6,00N)i - (8,00N)i + (4,00N)k. Určete (a) zrychlení čás-
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tice, (b) její moment hybnosti vzhledem k počátku soustavy
sou adnic, (c) v sledn silov moment vzhledem k počátku sou-
stavy sou adnic a (d) írhel mezi vektorem rychlosti a vektorem
q slednice sil prisobících na částici,

PRoBLÉM
77. Píi odvození věty o momentu hybnosti pro soustavu částic
(tov. (12.37)) jsme momenty hybnosti všech částic i momenty
sil prisobících na tyto částice vztahovali k pevně zvolenému
bodu O. Tento vztažny bod byl vždy v klidu vzhledem k určité
inerciólní vztažné soustavě. Na druhé straně jsme konstatovali,
že véta o momentu hybnosti ve tvaru (12.31) platí i za p edpo-
kladu, že za vztažny bod zvolíme těžiště studované soustavy
částic či tělesa. V p íkladech a ťrlohách jsme pak valení tě-

les intetpretovali jako jejich otáčení kolem pevné osy vedené
těžištěm, Je takovl postup opravdu p ípustn ? Yždyt vztažná
soustava spojená s těžištěm mriže byt neinerciální! (Právě tak
tomu je nap íklad u těles valících se zrychleně po nakloněnó
rovině.) A jestliže je možné spojit počátek vztažné soustavy
s těžištěm, je t eba nějak omezit volbu sou adnych os? Odpověď
na poslední oíázku prozradíme , zbytek dokážete pomocí návodu
odvodit sami:

Označme , a .?' ďvě vztažné soustavy, jejichž odpoví-
dající si sou adnicovó osy jsou trvale rovnoběžné (obr. 12.47),

Soustava je inerciální a pohyb počátku O' soustavy , ' je
v ní popsán polohovym vektorem R : R(r). Poloha částice P
je v okamžlku t zadána vektorem r(,t) vzhledem k soustavě -/
a vektorem r'(t) vzhledem k soustavě .7'.

x
Obr.12.47 Yztažná soustava , ' se vzhledem k inerciální soustavě

9 pohybuječistě posuvn},m pohybem se zrychlení^A:4.

(a) Vyjád ete r(t) pomocí r'(t) a R(t). Označte v(t), v'(t),
V (t ) a a ( t ), al (t ),Á (r ) odpov ídající rychlosti a zry ch7ení a ukaž-
te, že plati následující transformační vztahy:

v(t) : v'(t) + V(í), a(t) : a'(t) + A(t).

(V dalších vypočtech již nebudeme závislost veličin na čase
explicitně vypisovat.) Uvědomte si, že požadavek neustá|é rov-
noběžnosti sou adnicovych os soustav ,9, g'zaručuje, ževzá-
jemn pohyb těchto soustav je čistě posuvny. Zamyslete se nad
tím, zda b y p edc hozí tran sfotm ační v ztahy pro rychl o s ti a zry ch-
lení zristaly v platnosti, kdybychom p ipustili možnost otáčení
soustavy,' vzhledemk, .

'r(r) r'(t
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(b) Označme I moment hybnosti soustavy částic vzhledem
ke vztažné soustavě 9 .Plati (rov. (12.25) a (12.35))

kde M'.*r: 
2r', 

x Fi,"*1je v; sledny moment vnějších sil pri-

sobících na soustavu, vztaženy k bodu O'.
(d) Veličiny dl/dt aDM"*rjsou vázány větou o momentu

hybnosti (rov. (12.37)). Porovnejtevyrazy pro ďLldt aDM"*r,
získané v částech (b) a (c) aukažte, že platí

(e) V p ípadě, že j sou všechny momenty vztaženy k bodu O'
se tedy veličiny dL' /dt aLM'"*rliší o vektor

Tento vektor, p edstavující ,,odchylku" od zápisu věty o mo-
mentu hybnosti v inerciální vztažné soustavě, je nulovy v každé
ze tíí situací (zdrivodněte použitím definice vektorovóho sou-

činu):
I. A:0,

nn
2. D, *,r! : 0, atedy R : *. D m;ri (ověíte zpétnymdosa-

i:I i:l
zením r'i : ri - R),

n

3. A ll D *iri v každém okamžiku,
i:l

Att1 :K(*i,miri -R(/)) ,j # +KR- Kr. .

l:l '

K je jistá (neznámá) konstanta. V uvedenych situacích bu-
dou formulace věty o momentu hybnosti ve vztažnych sousta-

vách,Ý a,Ý' forrnálně shodné. Fyzikálně vyznamné jsou pouze
p ípady I a2.Intetpretujte je, (T etí p ípad p edstavuje soustavu
diferenciálních rovnic pro neznámy vektor R(t), s konstantou K
jako parametrem.)

n

[:ríi xmiv1
i:1

dL -\
-: ) tv, xm;vi !r;dt -'t:l

X miCI;.

(V počet ďLldt provedle a zdťrvodněte poslední rovnost.) Do
vztahupro dL/dt dosadte ri : r!* R a oi : d'i -l A a vyjád ete

tak vysledek pomocí čárkovanych veličin. P esvědčte se,že platí

xAlr"D,micl/;*RxmA,

kde l,' : iri " m;v! je moment hybnosti soustavy částic
i:I

vztaženyk bodu O' am : i *,je celková hmotnost soustavy.
l:1

(c) Obdobně postupujte p i vyjád ení celkového momentu
vnějších sil p sobících na částice soustavy. Platí

Ir"-,: Ď í; x Fi.ga1,l 
i:l

kde F/.g^1 je vl slednice sil, jimlž objekty náležející do okolí
soustavy prisobí na její i -tou částici. Použijte věty o hybnosti

pro soustavu částic (i ^,o,: I F,,.*,) a ukažte. že\á/

Dr"*, : D M'"*r*R " Ď migti + R x mA,
., l
l-|

#:#-(,Z__,^,,,)

#:Dr"u- (á *r!) 
^n

x miai) :f ,,
i:1

(,D_,*,,:) "o


