
Horolezectuí m že byt aaší - dosloua - poslední praktickou zkouškou
z fuzilcy. PÓd m že znamenat smrt a i mírné zaadhání m že zp sobit aážné
zraněnÍ. Nap , lezete-li dlouhym ,,komínem", máte ramena zap ena o jednu

stěnu Široké saislé pukliny a chodidla o její druhou stěnu. Občas ašak musíte
odPoČÍuat, jinak spadnete ayčerpdním. Otdzka zní: |ak se mtižete uuolnit,
abYste si odpočinuli? Budete-li odpočíuat bez uutížení fyzihílních ztíkon ,

stěnY ads neudrŽí. Tedy - jaká je odpoaěď na tuto otózku žiaota a smrti?

13
Rounol)dba,a,
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13.1 RovNovÁrrl
Uvažujme několik těles: (1) kniha ležícína stole, (2) hoke-
jovy puk klouzající se zanedbateln; m t ením po ledě stálou

rychlostí, (3) lopatky stropního větráku otáčejíci se stálou

rychlostí a (4) kolo automobilu, jedoucího po rovné cestě

stálou rychlostí. Pro každ z téchto p ípadri platí (pozoro-

váno zeZemé, kterou v celé kapitole bereme zainerciáIní
systém):

1. Celková hybnost P tělesa je konstantní.

2. Celkovy moment hybnosti l, tělesa je konstantní.

Říká-", žetakovátělesa jsou v rovnováze. Podmínky
rovnováhy tedy jsou

P _ konst. a l, _ konst. (13.1)

V této kapitole se zamě íme na p ípady, kdy v naší inerciální
soustavě jsou konstanty v rov. (13.1) nulové. To znamená,

že sledovaná tělesa se vťrči Zemižádnym zprisobem nepo-

hybují - neposouvají ani neotáčejí. Jsou tedy v klidu vťrči

zvolené inerciální soustavě, ve které je popisujeme; rovno-

měrn; posuv lze vžďy vhodnou volbou inerciální soustavy

odstranit, otáčení nikoliv. Taková tělesa jsou ve statické
rovnováze.Ze čty těleŠ uveden; ch nazačátku tohoto od-

stavce je ve statické rovnováze pouze jedno 
- kniha ležící

na stole.
Nebezpečně vyhlížej icikámen- viklan - z obr. 13.I

je též p íkladem tělesa, které je ve statické rovnováze -
Obr.13.1 Viklan u národního parku ZkamenéIy les v Arizoně.
I když jeho podložka vypadá podezíele, je kámen ve statické

rovnováze.

alespoň ptozatím. Sdílí tuto vlastnost s nesčetn; mi dalšími
objekty, jak mi jsou katedrály, domy, čerpací stanice nebo

budky v poli, které ztstávajína místě v pr běhu času.

Jestliže se těleso vrátí do své rovnovážné polohy po-

té, co z ní bylo vychyleno, íkáme (viz č1. 8.5), že je ve

stálé neboli stabilní rovnováze. P íkladem je kulička na

dně drilku. Naopak, jestliže malá síla nevratně vych lí tě-

leso ze statické rovnovážné polohy, označujeme rovnováhu
za vratkou neboli labilní. Mírou stability polohy je práce,

kterou je nutno vynaložit, aby těleso nevratně změnilo svou

polohu za jinou, zpravíďIa stabilnější. (A pro írplnost p ipo-

meňme z č1.8.5 i rovnováhu volnou neboli indiferentní.)

P edpokládejme nap ., ževychylíme dominovou kost-

ku tak, jak je naznačeno v obr. I3.2a. Těžiště kostky leží
p ímo nad hranou, kolem které se kostka mriže otáčet

a o kterou se opírá. Moment M její tíhové síly G vriči

této hraně je z ejmě nulovy, protože p ímka, podél které

síla G prisobí, ptocházípodp rnou hranou. Nenutí tedy do-

minovou kostku konat rotační pohyb a kostka je ve statické

rovnováze. Ovšem sebemenší náhodná síla rovnováhu po-

ruší, protože posune těžnici (p ímku, podél které síla G
pťrsobí) mimo podprirnou hranu (obr. 13.2b) a její moment

pak bude otáčet dominovou kostku víc avíc. Statická rov-
nováha kostky znázornéná na obr. 13.Zaje labilní (vratká).

Dominová kostka na obr. I3.2c jlž není tak nestabil-

ní. Aby se kostka p evrátila, musí na ni zaprisobit síla,

která ji p evalí p es rovnovážnou polohu znázornénou na

obr.13.2a, kdy těžiště kostky leží p esně nad hranou otáče-

ní. Slabá síla kostku nep evrátí, ale silnější cvrnknutí prs-

tem jlžano. (Sestavíme-li ztakto postavenych dominov ch
kostek íetézec, cvrnknutí na první kostku mriže zprisobit
postupnl pád celého íetězce 

-,,dominovy 
efekt".)

,ll
+k,

(b) (c) (d)

Obr.13.2 (a) Dominová kostka vyvážená na hraně, téžlštéIeží
p esně nad hranou. Těžnice (p ímka, ve které tíhová síla G na

kostku prisobí) prochází hranou otáčení. (b) Když je dominová

kostka vychylena i nepatrně za rovnovážnou polohu, vytvo í
síla G moment, ktery zrychleně otáčí kostku dál. (c) Dominová
kostka stojící na zké stěně je o něco stabiinější než kostka

v poloze (a). (d) Krychlor,á kostka je ještě stabilnější.



Obr.13.3 Dělník balancující nad New Yorkem je ve statickó
rovnováze,jeho rovnováha ve směru nosníku je však stabilnější
než ve směru kolmém na nosník.

Dětská kostka z obn13,zdje ještě stabilnější, protože
její těžiště je nutno ještě více zdvihnout, aby p ešlo p es
hranu otáčení. Cvrnknutí prstem kostku nep evrátí. Dělník
z obt. I3.3 má vlastnosti jak dominové kostky, tak kostky
čtvercového prri ezu: podél nosníku je široce rozkročen
a jeho postavení je stabilní, p íčně na nosníku spočívá riz-
kou částí chodidel, takžejeho postavení je v tomto směru
podstatně méně stabilní (e vydán na milost náhodnému
závanll větru).

Analyza statické rovnováhy je velmi dtiežítá v tnže-
nyrské praxi. Konstruktér musí na\ézta určit všechny vnější
síly a momenty sil, které mohou prisobit na navrhované
dílo a zaručit vhodn m konstrukčním návrhem a volbou
materiálri, že jim vytvo ené dílo odolá. Taková analyza je
nezbytná, aby se nap . zajistilo, že se most nezíítí vlivem
dopravního ruchu či poryvem větru nebo že podvozek le-
tadla vydrží prudké nárazy p i tvrd ch p istáních.

|3.2 PODMÍNKY RovNovÁHy
Posuvn; (translační) pohyb tělesa se ídí větou o hybnosti
neboli první impulzovou větou, která vyjad uje pro těleso
totéž, co druh Newton v zákon pro hmotn bod. Podle
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rov. (9.28) platí
dP

(I3.2)
dt

Kdyžje těleso v rovnováze pro posuvn; pohyb, t1. když je
P konstantní, pak je ďP ldt : 0 a platí

r F""t - O (rovnováha sil). (13.3)
,(_l

Otáčtvy (rotační) pohyb tělesa se ídí větou o momentu
hybnosti neboli druhou impulzovou větou, která vyjad uje
pro otáčení to, co píedchozí rovnice pro posuvn pohyb.
Podle rov. (12.37) platí

§-- dt
) Mga1 : 

-dí
(13.4)

Kdyžje těleso v rovnovázepío otáčivy pohyb, tj. když je I
konstantní, pak ďLldt - O ap|atí

DM"*, _ O (rovnováha momenni sil). (13.5)

Zuvedeného plynou dvě podmínky rovnováhy tělesa, kla-
dené na vnější síly:

v rovnováze musí b t roven nule

l. vektorovl součet všech vnějších sil prisobících na
těleso,

2. vektorovy součet všech moment vnějších sil priso-
bících na těleso.

Tyto podmínky platí jak pro statickou rovnováhu, tak
i pro obecnější p ípad rovnováhy, kdy P a t jsou konstantní,
ale ne nulové. (Je dobré p ipomenout,žekaždy moment M;
každé síly F; obecně závisí na poloze bodu B, v či němuž
moment počítáme. Je-li však D F, _ O, pakD M, na volbě
B nezávisí.)

Rov. (13.3) a (13.5) jakožto vektorové rovnice odpo-
vídajíkaždát emnezávisll m rovnicím pro jednotlivé sou-
adnice:

D'"^, _

Rovnováha
sil

Rovnováha
momentri sil

|R-o DM*_o
DFo_o |ur_o
I&_o DM,_o

(13.6)

Pro jednoduchost jsme v posledních rovnicích vypustili
index 

"*1, 
ktery v p edcházejících rovnicích zdtnazíoval,



332 KApIToLA 13 RovNovÁHAApRužNosT

že se jedná o vnější (externí) síly a vnější momenty sil
prisobící na těleso.

Problém si zjednodušíme tím, že budeme uvažovat
pouze p ípady, kdy síly prisobící na těleso ležív rovině xy.
To znamená,že momenty sil mohou vyvolávat pouze otá-

čení kolem osy rovnoběžné s osou z. Tímto p edpokladem
vyloučíme jednu rovnici pro složky sil a dvě rovnice pro

složky moment sil ze soustavy rovnic (13.6). Zbyvajírov-
nice

f r; _ O (rovnováha sil),

Fy:0 (rovnováhasil),

(l3.1)

(13.8)

13.3 rĚŽIŠrĚ; sTŘED If\íoT oSTI

Nynírozeberemedvave1mib1ízképr.-r.ii...-.-;:'..
nosti a těžiště. Ukážeme si, v čem se liší i proč \ pi;i,.
obvykle spl vají. (Termín ,,těžiště" je běžny i v hor ot.,,, e

češtině, zatímco,,st ed hmotnosti" j e vyhradně odborní t e r-

mín. V angličtině je však ,,center of mass" obvykly i l ho-

vorovém stylu.)

st ed hmotnosti
St ed hmotnosti (SH) soustavy neboli hmotn; st ed .1e

jednoznačně určen roz\oženímhmotnosti v soustavě a fak-

ticky jsme ho již studovali v čI.9.2.SH jediné částice splyr,á

s její polohou: r5g - í1. SH soustavy dvou stejn, ch částic

leží uprost ed mezi nimi: rsH : }{r, + 12). Analogicky je

tomu u soustavy N stejnych částic: rsH : Di rr f N, což
m žeme zapsat i jako l"sH : Li ri l Y,i 1. Jedničky, které

sčítáme ve jmenovateli, nám lkazují, že všechny částice

bereme se stejnou vahou.l; ;il
k odvození st edu hmotnosti

A co když mají částice Ňzné hmotnosti? P edstavme

si nejprve soustavu dvou částic, kde druhá je dvakrát těžší
než první: mz : 2,m1. S takovou soustavou je z ejmě ekvi-
valentní soustava t í stejn ch částic, kde m\ - m', - ^'z 

:
- mI ar'1 _ rl,r'2 _ r'3 - 12podle obrázku. Snadno

tedy najdeme její st ed hmotnosti:

rsH : Z+ :,i.! ,L + ,á 
.

I, 1 1+1+1

To mrižeme zapsat sugestivněji:

*\ r', + 2r', m'rr| + 2m'rr', mtt l m2r2
'"n- *', |+2 m'r+2m', ml!m2

Tento yzorec lze snadno zobecnit na N r zn, ch částic:

Drmiri

{C,n-rn*LA 1: Na obrázku je pohled shora na šest ho-

mogenních tyčí, na které kolmo p sobí rtrzné soustavy

dvou avíce sil. V kter ch p ípadech lzepíi správně vo-
len ch nenulovych velikostech sil dosáhnout statické

rovnováhy?

, T,TI-
(b)

#
(e)

J ,

J
(a)

, 1 T,r-T-
(d)

íSH:
Dimr

( 13. 10)

kde m : Ii mi zí\ačícelkovou hmotnost sousta\ \,, Dostali
jsme tyžvzorec, ktery jsme používali v rov. (9.8l pro těžiš-

tě. Nepoužili jsme p itom žáďné jiné veličinv lrež rnitiní
parametry N, mi, fll, fi soustavy.

1

: : 

' 

ftli|i,m?

D M, - O (rovnováha momentri sil). (13.9)

Zde F, a F, jsou x-ové,resp. y-ové složky vnějších sil p -

sobících na těleso a M, je moment vnějších sil zpťrsobující

otáčení tělesa kolem osy z nebo kolem libovolné osy s ní
rovnoběžné.

Hokejov puk klouzající stálou rychlostí po ledě spl-

ňuje rov. (I3,1) až (l3.9), a je tedy v rovnováze (dokonce

i když rotuje), ale nikolive statické. Pro dosažení podmínek

statické rovnováhy musí b t hybnost puku P dokonce nu-

lová; puk musí na ledě klidně Ležet. Tak mťržeme vyjád it
další podmínky statické rovnováhy kladené na okamžity
stav tělesa:

Ve statické rovnováze musí byttaké rovny nule

ťrhrnná hybnost P tělesa,

hrnnl moment hybnosti I tělesa.
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s

(a) (b)

Obr.13.4 (a) Na element tělesa o hmotnosti n; prisobí tíhová
síIam;gi avytvá i vriči počátku O soustavy sou adnic moment
s ramenem rovnym sou adnici x;. (b) Vl sledná tíhová síla G
prisobí v těžišti Z tělesa. Její rameno vzhledem k počátku O je
fOVí1O -]r7.

Těžiště
Uvažujme nyní tuhé těleso (tj. soustavu částic, kteró mají
nav zájem neproměn né v zdáIeno s ti) nach ázející s e ve vněj -

ším silovém poli F (r) . Na jeho i -tou částici ptisobí tedy síla
F(ri) - Fi. P íkladem mriže b; t nepravideln; kámen v tí-
hovém polí Země. Chceme nyní nahradit silové prisobení
na jednotlivé částice tělesa jedinou silou G ptisobící v jis-
tém bodě - těžišti Z. Nahrazeníznamená,že kdybychom
mohli vypnout prisobení tíhového pole na jednotlivé čás-
tice tělesa a místo něj zapnuli tíhovou sílu v těžišti, celkové
silové a momentové pťrsobení na těleso by se nezměnilo.

Doposud jsme tvrdili,žetíhovásíIa G prisobí ve st edu
hmotnosti (SH) tělesa, že tedy těžiště spl vá se st edem
hmotnosti tělesa. Ukážeme nyní,žetoto tvrzení je správné,
když tíhové zrycl,ieníg je v celém tělese konstantní.

OblI3.4a ukazuje těleso hmotnosti m s yyznačenou
i -tou částicí hmotnosti ru;. Na každou takovou částici pri-
sobí tíhová sila miqr, kde g; je tíhové zrychIení v místě,
kde se částice nachází.Každátíhovásilamigi vytvá í vriči
ose, která prochází počátkem O soustavy sou adnic kolmo
k obrázku, moment síIy Mi, ktery dle rov. (IL32) má veli-
kost

Mi - Xitfti8i,

kde x; je rameno 11 síly miqi. Velikost v sledného mo-
mentu M, oď vŠech Částic je pak

My -Dr, _ 

' 

ximi8i. (13.11)

Obr. 13.4b ukazuje tíhovou sílu G prisobící v těžišti Z
tělesa. Dle rov. (II.32) velikost momentu síly vyvolaného
silou G vťrči ose procházející počátkem je

M - xTG,

(c)

Obr.13.5 Těleso volně otočné kolem podpěrného bodu ,S se
bude otáčet tak dlouho, dokud těžiště nezaujme polohu svisle
pod bodem ,S, jako je tomu v p ípadech (a) a (b). V jimkou je
jenom p ípad (c), kdy bod S Iežíprávě v těžišti.

kde x7 je rameno síly G. Síla G je rovna součtu tího-
v ch sil migi prisobících na jeho elementy. Když nyní do
rov. (13.12) dosadíme 

' 
m;!; za G, m žeme psát

M - rrDmi1r.

(a)

Těžiště jsme zavedlijako bod, vriči němuž je moment M
vl sledné tíhové síly G stejn jako součet Mu všech mo-
mentri Mi síI G; prisobících na částice tělesa. Ie tedy M
zíoy. (13.13) stejné jako M, ztov. (13.11) a mrižeme psát

*rDmr8i :D*,*,r,. (I3.14)

Je-li tedy g konstantní, jsou všechna g; stejná, mri-
žeme je ze součtri na obou stranách rov. (13.14) vytknout
a pak zk<rátit. Dosadíme-li ještě na levé straně rov. (13.14)
za Dmi íhrnnou hmotnost tělesa m a tovto hmotností
vydělíme pravou stranu rovnice, dostaneme

(1 3.1 3)

(13.15)
1

XT: ' 

' 

xiftli.
m l-J

(13.I2)

Porovnáním s rov. (13.10) vidíme, že pravá strana (13.15)
dává sou adnici x5g st edu hmotnosti. Mrižeme tedy napsat

íSH :.ír. (13.16)

St ed hmotnosti tělesa a jeho těžiště mají stejnou sou ad-
nici x.

Tento v sledek mrižeme rozší itna všechny t i sou ad-
nice použitím vektorového vyjád ení moment sil. Vysle-
dek zní: Těžiště spl; vá se st edem hmotnosti tělesa, jestliže
tíhové zrychleníje stejné ve všech bodech tělesa.

Jednoslovné a stručné označení ,,těžiště", umožňující
pohodlné odvozeniny typu ,,těžišťovl vztažny systém", se

ili:1

T

.y

I

l
i

l

(b)

s

T
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proto běžně polžívá též jako synonymum pro delší a dvoj-
slovnl termín ,,st ed hmotnosti". (V této knize tak činíme
všude.)

Zrov. (I3.I2) plyne, že moment síly vyvolan; tíhovou
silou tělesa je nulovy pouze tehdy, když rameno síly x7
je nulové. Je-li těleso podep eno v nějakém bodu ,S, ko-
lem kterého se mriže otáčet, otáčí se (vlivem momentu síly
M - x7G vzhledem k 

^ ) tak dlouho, dokud rameno síly
x7 nlrti nulové. Těžiště tělesa pakIeží svisle pod bodem
podep ení, jak je naznačeno na obr. 13.5a, b, a těleso je ve
stálé rovnováze. Když je těleso podep eno v těžišti jako na
obr. 1 3.5c, potom pro jakékoliv natočení tělesaje x7 nulové
a těleso je v rovnováze volné

,rTěžiště" v nehomogenním poli
Co se zméní,když silové pole F(r) není homogenní? I v ta-
kovém p ípadě bychom mohli - p i každé konkrétní po-
loze tělesa v poli - zavést,,tíhovou sílu" a ,,těžiště" tak,
aby tato tíhová síla byla součtem dílčích sil a celkovl mo-
ment dílčích sil by byl roven nule. P esněji ečeno, našli
bychom takto těžnlci, tj. p ímku (se směrem dan; m v -

slednou silou), na níž by leželo těžiště. Problém je v tom,
žeprortuné polohy tělesa se těžnice v nehomogenním poli
nemusejí protínat, a v tělese tedy neexistuje těžiště jakožto
univerzólníboď, do něhož bychom mohli pro zjednodušení
,,stáhnout" veškerou hmotu tělesa. Pro každou konkrétní
polohu tělesa je vždy nutno určit znovu jak q slednou tí-
hovou sílu, tak i její prisobiště (,,těžiště").

Není pravděpodobné, že bychom kdy vyšet ovali v tí-
hovém poli zemském těleso tak rozlehlé, abychom museli
započíst nehomogenitu tíhového pole. Nebudeme také asi
nikdy mě it natolik p esně, abychom museli zahrnout ne-
homogennost tíhového pole v rámci béžnychp edmět .

Je t eba si uvědomtt, že nap . odst edivd síla, kterou
uplatníme p i zkoumániv otáčejícím se systému, roste se

vzdáleností od osy otáčení: F : ma}r, a pole odst edivé
síly je tedy vyrazně nehomogenní.

V nehomogenním poli, a tedy i p i studiu kyvání či otá-
čení nem žeme tuhé těleso nahradit hmotn; m bodem
v jeho st edu hmotnosti.

13.4 pŘÍxuDY STATICKE
ROVNOVÁHY

V tomto odstavci budeme ešit šest p íkladri na static-
kou rovnováhu. V každém vybereme systém o jednom
či více objektech, na které aplikujeme rovnice rovnováhy

Michel Menin kráčí po laně napjatém ve v ši 3 150 m nad fran-
couzskou zemědělskou krajinou. Svou polohu stabilizuje těžkou
ohnutou tyčí, která sníží těžiště systému Menin*tyč do blízkosti
lana, a umožní mu tak čelít závanrim větru.

(rov. (13.7) až (I3.9)). Ve všech p íkladech budeme uva-
žovat jen síly prisobící v rovině xy, které vriči počátku
soustavy sou adnic vytvá ejí moment síly mí ící ve směru
osy z. Ve smyslu rov. (13.9) vyjad ující rovnováhu mo-
mentri vybereme osu rovnoběžnou s osou z, v či které
budeme počítat momenty sil. I když je rov. (13.9) splněna
pro jakoukoliv volbu takové osy, ukážeme si, že vhodnou
volbou osy m žeme vyloučit jednu či více neznámych sil,
čímž se použití rov. (13.9) zjednoduší.

pŘíxran rs.r
Homogenní nosník délky d a hmotno sti mn : 1,8 kg spočívá
sv mi konci na dvou digitálních siloměrech, jak je naznačeno
v obr. 73.6a. Homogenní kvádr hmotnosti mk : 2,7kgleží
na nosníku, p ičemž jeho st ed Ieží ve vzdálenosti ja oa
levého konce nosníku. Jaké síly ukáží siloměry?

Náš systém bude tvo it nosník a kvádr. Obr. 13.6b je dia-
gram systómu, ktery uvažujeme jako voln , s vyznačením
všech sil na něj p sobících. Siloměry podpírajíIevy apravy
konec nosníku silami F1 a Fp. Velikosti těchto sil odečteme
na siloměrech. Na nosník prisobí tíhová sí|a mng svisle dolri
v jeho st edu. Podobně na kvádr prisobí tíhová síIa myg svisle
dol v jeho st edu. V diagramu na obr. 13.6b je kvádr repre-
zentovánpouze tečkou uvnit schématu nosníku avektor myg
je znázorněn j ako vy cházející z této tečky, (P i p ekreslování
obr. 13.6a do obr. 13.6b je vektor lnl posunut podél p ímky,
ve které prisobí. Takové posunutí nezmění ani velikost síly
my!, ani velikost momentu sil, ktery tato síla vytvá í vriČi
kterékoliv ose.)

Náš systém je ve statické rovnováze, takže musí b; t spl-
něny jak rovnice rovnováhy sil rov. (I3.]) a (13,8), tak i rov-



nice ror nor áh, momentri sil (13.9). Zadany p íklad budeme
ešit dvojím zprisobem.

PRVNÍ ŘnŠEN{Í: Síly nemaj í žádné x-ové složky, takže
rov. (l3.7) D P, : 0 je splněna automaticky, aniž poskytne
nějaké informace. Rov, (13.8) dápro velikosti y-ovych složek
sil podmínku

Drr:Fl*Fp-mn|-mr|:0. (I3.I7)

V rovnici vystupují dvě neznámé síly (F1 a Fp), ale nemri-
žeme je obě určit z této jediné rovnice. Máme však po ruce
ještě jednu rovnici, totiž rov, (13,9), která vyjad uje rovno-
váhu momentri sil.

Momenty sil v rov. (13.9) mrižeme vyjád it vriči libovolné
ose kolmé k rovině obr. 1 3.6. Zv olímeosu prochá zejícílel m
koncem nosníku. Zakladnébudeme pokládat ty momenty sil,
které - p sobí-li samostatně 

- vyvolají kolem zvolené osy
otáčení proti směru hodinov ch ručiček. Zrov.(13.9) potom
plyne

odkud

|u,: (Fl)(o) - (mrilGó -
- @"il(lcD + @p)(d) :0,

Fp : (iil(2mn + mu) :
: l{s,8m.s-2;12. 1,8kg +2,J kg) :
: 15 N. (Odpověd) (13.18)

všimněte si: tím, že jsme zvolili osu procházející prisobiš-
těm jedné z neznámych sil (Fl), jsme tuto sílu vyloučili
z rov. (13.9), a tím umožnili p ímo z ní vypočítat druhou
zne.známÝch sil. Vhodná volba osy zjednoduší ešení problé-

Neznámou sílu F1 pak určíme ztov.(l3.I1), když do ní
dosadíme jlž známé hodnoty:

F1:(mylm 8-Fp:
- (2,7 kg * 1,8 kg)(9,8 m.s-2; - (15 N) :
: 29 N. (Odpověd)

DRUHÉ ŘPŠBXÍ: Pro kontrolu vy ešíme p íklad ještě pro
jinou volbu osy. Když jsme zvolili osu procházející levl m
koncem nosníku, dostali jsme rov. (13.18) a velikost síly {o ::15N.

Pro osu procházející praq m koncem nosníku rov. (13.9)
dává

I u, : -(Fl)@) + (nr.s)( |a> +

+ (m"il(+ó + (Fr)(O) : 0.

Když tuto rovnici ešíme pro F1, dostaneme

n : (iil(2*n + 3mu) -
: }{1,8 m.s-2112. 1,8kg +3.2;7kg):
: 29 N, (Odpověd)
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což je ve shodě s naším p edcházejícím vysledkem. Všim-
něte si ještě,že déIkanosníku nevystupuje v poslední rovnici
p ímo, ale jen prost ednictvím toho, jak ovlivňuje hmotnost
nosníku. všimněte si také, že podmínku rovnováhy sil nepo-
t ebujeme, když podmínku rovnováhy momentri sil užijeme
pro dvě r znó osy.

hranice svstému --,\

(b)

obr.13.6 Píktad 13.1. (a) Nosník hmotnosti rxn nese kvádr
o hmotnosti my. Hranice systému je vyznačena, (b) Diagram sys-
tému, kter uvažujeme jako volny, ukazuje síly p sobící na systém
nosník+kvádr.

${arVrnOLA 2: Na obrázku je pohled shora na homo-
genní tyč, která je ve statické rovnováze. (a) Mrižete
najít velikosti neznám; ch sil F1 a F2pouzez podmínky
rovnováhy sil? (b) Chcete-li určit velikost síly Fz po-
užitím jediné rovnice, kam musíte umístit osu otáčení?
(c) tJkáže se, že velikost síly F2je 65 N. Jaká je pak
velikost síly F1?

4d-- - 
_-l --2d- __*-d_-r-d

1



Užijeme momentovou rovnici (13.9). Proložíme osu otáčení
loketním kloubem (bod O ) kolmo k rovině obrázku,momenty
sil vyvoláv ající rotaciproti směru otáčeníhodinovych ručiček
budeme pokládat zakladné a dostaneme
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pŘírrAD rs.z
Kuželká drží v ruce kouli o hmotnosti my : 7,2kg. Jak
ukazuje obr.I3.7a, vrchní část jeho ruky (paže) je ve svis-
1é, spodní část (p edloktí) ve vodorovné poloze. Jakou silou
v tomto p ípadě musí prisobit biceps a jeho írpony na p ed-

loktí? P edloktí má hmotnost m : 1,8kg; p edpokládané
rozměry jsou vyznačeny na obr.I3.'7a.

ŘBŠBNÍ: Naším systémem je p edloktí spolu s koulí. Na
obr. l3.7b je znázorněn silov diagram systému. (Koule je
znázorněna tečkou uvnit hranic schématu p edloktí; tíhová
síIamygmá své p sobiště umístěno do této tečky. P i p ekres-
lování obr.I3.]a do diagramu na obr. 13.1b byl vektor myg
posunut podél p ímky, ve které prisobí. Takové posunutí ne-

změní ani velikost síIy myg, ani velikost momentu sil, ktery
tato síla vytváíívriči kterékoliv ose.)Neznámé síly jsou síla T,

kterou ptisobí biceps, a síla F, kterou prisobí kost paže v lo-
ketním kloubu na kost p edloktí, Všechny síly p sobí svisle.

Zrov.(13.8), která íkáD Fr: 0, dostáváme

DOn-T-F-m8-mu7

biceps ----'

hranice systému

těžiště
p edloktí

(b)

Obr.13.7 P íklad I3.2 (a) Ruka drží kuželkovou kouli. Hranice
systému je vyznačena. (b) Diagram systému p edloktí*koule uka-
zuje prisobící síly, když pokládáme systém zavolny. Vektory nejsou

znázorněny ve stejném mě ítku; síla T p enášená bicepsem a síla F
p sobící na loketní kloub jsou mnohonásobně větší než ostatní síly.

pŘÍruu rs.s
Žeb ík o délce d : IZm a hmotnosti m : 45 kg je op en

o stěnu ve v šce h : 9,3 m, jak je naznačeno na obr. 13.8a.

Těžiště žeb íku je v jedné t etině jeho v šky. Hasič o hmot-
nOSti rz6 : ]2kg vyšplhá po žeb íku tak vysoko, že jeho tě_

žlštéIeží v polovině v šky žeb íku. P edpokládejte,žetíení
mezi žebííkem a stěnou je zanedbatelné a op ení žeb íku
o podlahu je pevné, Jaké síly prisobí na žeb ík od stěny a od
podlahy?

ŘBŠENÍ: Na obr. 13.8b je znázorněn diagram systému
hasič*žeb ík,když jej pokládáme zavolny.(Hasič je znázor-
něn tečkou uvnit hranic schématu žeb íku;vektor tíhové síly
mhg má počátek v místě tečky. P i p ekreslování obr. 13.8a

do obr. 13,8b byl vektor rn6$ posunut podél p ímky, ve které
p sobí. Posunutí nezmění ani velikost síIy m6g, ani velikost
momentu sil, kter tato síla vytvá í vriči kterékoliv ose.)

Stěna prisobí na žeb ík vodorovnou silou Fr. Síla nemriže
mít žádnou svislou složku, protože p edpokládáme, že mezí
stěnou a žebííkem nevzniká t ení. Podlaha prisobí na žeb-

(13.19)

(I3.20)
Iu,: (p)(0) + Q)@)-

-(ms)@) - (mrs)@)

Volbou osy procházející bodem O jsme vyloučili nezná-
mou F zíoy, (13.20). Zrovnice vypočítáme T:

mD -l mxa

d

: (g,8 m.s-2)
(1,8 kg)(15 cm) f (],2kg)(33 cm)

(4,0cm)
:648N = 650N. (Odpověd)

Biceps musí držet p edloktí silou, která je p ibližně devětkrát
větší než tíha koule; držet téžkou kouli zprisobem znázorně-
nym na obr.I3.7a je obtížné.

Zrov. (13.19) po dosazení jlž znám ch hodnot dostaneme
pro F vyjád ení

- 8(mu -l m) -
: (648 N) - (9,8 m.s-2;1z ,2kg l1,8 kg) :
:560N. (Odpověd)

Síla F je p ibližně osmkrát větší než tíha koule,



bez tŤení

d

a13

(a)
(b)

Obr.13.8 P íklady I3.3 a 13.4. (a) Hasič vyšplhá do poloviny
v šky žeb íku, kter je op en o hladkou stěnu (mezi žeb íkem
a stěnou nepťrsobí t ení). T ení mezi podlahou a žeb íkem zabrání
podklouznuíí žeb ikll, (b) Silov diagram systému, kter poklá-
dáme za voln;, ukazuje síly prisobící na systém hasič * žebíík.
Počátek O soustavy sou adnic je volen v místě, kde prisobí ne-
známá sí|a Fr fiejí složky F* a F* jsou v diagramu vyznačeny).
Taková volba usnadnínalezení další neznámé síly F..

ík silou Fr, která má vodorovnou složkl Fg, (vzhledem
k pevnému op ení - dostatečně velkó t ení mezi podlahou
a žeb íkem nebo zapíchnutí žeb íku do zemé) a svislou slož-
ku &, (obvyklá normálová síla). Jak je ukázánov diagramu,
zvolíme soustavu sou adnic s počátkem O v místě, kde je
žeb ík op en o podlahu. Vzdálenost a od, stěny k patě žeb íku
vypočteme jako odvěsnu v pravoírhlém trojrihelníku:

a:tfdz-h2:@:7,58m.

Zrovnic rovnováhy složek sil (13.7) a (13.8) dostaneme
pro náš systém rovnice

In:Fs- Fg,:0

" 
D Fy:Fsy-mn.-m8:0,

Rov. (13.22) dává

(I3,2I)

(I3.22)

Fsy : g(mn * m) : (9,8 m.s-2)(12kg * 45 kg) :
: 1146,6N : 1 100N, (Odpověd)

Pro vypočet rovnováhy momentri sil zvolíme osu prochá zející
počátkem O kolmo na rovinu obrázku. Ramena sil Fr, mlrg,
ms, Fgx a F* vůčtzvolené ose jsou postupně h, i.o, la,0 a0,
Nulová ramena sil Fg" a F, zprisobí, že tyto sílymají nuloq
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moment v či zvolené ose. zrovnicerovnováhy momentri sil
(13.9) potom plyne

|u,: -(FJh + (mnil(za) -| (mil(!o) :0. (13.23)

Řešením rov.(t3.23) dostaneme pro F, vyjád ení

Fs: sa(Lmn +

h
(9,8 m.s-2)(7,58 m)(36kg t 15 kg)

(9,3 m)
:40] N = 410N.

Zrov. (I3,2I) potom ještě dostaneme

(Odpověd)

F8, : F, : 410 N, (Odpověd)

pŘnr<E ep as"g
Nechťv p.13.3 má staticky činitel tíení f, mezi žeb íkem
a podlahou hodnotu 0,53. Na jakou část 0 S q 1 1 žeb íku
m: že hasič vyléz t, než žeb ík začne podklouz áv at ?

ŘPŠENÍ, Síly mají stejná označení jako na obr. 13.8. Nechť
qd je déIka, kam m že po žeb íku hasič vylézt, než žeb ík za-
čne podklouzávat (eho vodorovná vzdálenost od počátku O
je pak qa).Y okamžiku podklouznutí je splněna rovnice

!m\
1

Fg, : írFgy,

ve které je Fg, statická síla t ení (obvykle značená
je normálová síla (obvykle značená N).

Použijeme-li rov. (13.9) vyjad ující
a volíme-li osu procházející počátkem ,

mžiku podklouznutí rovnici

(I3.24)

Fr) a F*

rovnováhu moment
O, dostaneme v oka-

I u,: -(F,)(á) + (mnil(qa) + (mg)(!d : Q,

F,: TQm + mhq). (I3.25)

Rovnice ukazuje toto: jak hasič stoupá po žeb íku, tj. jak
roste q, tak musí vzrristat i síla l'r, kterou prisobí stěna na
žeb ík, aby byla dosažena rovnováha. Abychom našli hleda-
nou hodnotu q v okamžiku podklouznutí, musíme nejprve
nalézt,jaká bude v tomto okamžiku síla Fr.

Rov. (13.7) pro rovnováhu x-oq ch složek sil dává

|r,: F, - &"

Porovnáme-li tuto rovnici s rov. (13.24), dostaneme,žev oka-
mžiku podklouznutí

F8, : írFsy. (I3.26)

odkud
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Zrov.(13.8) pro rovnováhu 1,-ovych složek sil dostáváme

In:Fgl -mn|-m8:O,

F'l : (mn-l m)g,

Porovnáme-li rovnice (13.26) a (13,27), dostaneme

Fr: frg(mnlm).

Jestliže nakonec porovnáme rov. (13.25) a
je pro q, dostaneme

írh (mr, -l m) m

' a mh 3mt,

(0,53)(9,3m) (72kg + a5 kg): 
oó *) a2kg) -

pŘ c{ra* ts.s
Obr. 13.9a zobrazuje trezor o hmotnosti m1 - 430 kg, kten

ieprovazempíívázán k nosníku s rozměry a : I,9mab :
: 2,5m. Homogenní trámek nosníku má hmotnost m :
- 85 kg, hmotnost vodorovného lana je zanedbatelná.

(a) Jak velkou silou T je napínáno lano?

() 
fi1

(b)

Obr.13.9 P íklad 13.5. (a) Trezor je zavěšen na nosníku, ktery
sestává z homogenního šikmého trámku a vodorovného ocelového
lana. (b) Silov diagram trámku uvažovaného jako volné těleso.

Všimněte si, že vyslednice sil Fu a F6 nemí í p esně ve směru osy
trámku.

ŘnŠENÍ: Na obr, 13.9b je silovy diagram trámku, ktery po-

kládáme zanáš systém. Na trámek prisobí v jeho těžišti tíhová

síIa mg, v bodě A síIa T od lana a síIa mlg od provazu (tíha

trezoru), a konečně v kloubovém závěsu O sí|a F od stěny

s horizontální složkou fi1 a vertikáIní F".

Použijme rov, (13.9) vyjad ující rovnováhu moment sil,
p ičemž osu otáčení necháme procházetkloubovym závěsem
(bod O) kolmo k rovině obrázku. Když pokládáme zakladné
ty momenty sil, které vyvolávají rotaci prisobící proti směru

otáčení hodinovych ručiček, dostáváme

I u, : (T)(a) - (lll1g) ůl - tmil(\b)

(13.27)

(13.28)

(13.28) a ešíme

(13,29)

(a5 kg) _
3(12kg)

(Odpověó

Hasič mriže vylózt do 85 Vo dé|ky žeb íku, než začne žebíík
podklouzávat.

Z rov.(I3.29) mťržete dále vyčíst, že hasič mťrže vylézt
až na konec žeb íku (tomu odpovídá Q : I), antž žebíík
podklouzne, pokud činitel t ení /, > 0,61. Na druhé straně

žebíík podklouzne už vlastní vahou (q : 0), když činitel
t ení f, < 0,11.

P íklad lze vy ešit jednodušeji, zvolíme-ltzapočátek sou-

adnic místo dotyku žeb íku o stěnu.

ffiCrurXOLA 3: Tyč AC o hmotnosti 5kg, znázorněná na

p ipojeném obrázku, je držena v klidu jednak silou T
p enáŠenou p es píovaz AD, jednak silou tíení mezi
stěnou a tyčí. Homogenní tyč je dlouhá 1 m a rihel,

kter svírá provaz s tyčí, číní 0 _ 30o. (a) Do kterého

z označen ch bodri musíte umístit osu, v či níž budete

počítat momenty sil, máte-li jedinou rovnicí najít sílu T,

kterou na tyč prisobí provaz? S takto zvolenou osou

určete, jaká znaménka budou mít (b) moment síIy M6
zprisoben tíhou tyče, a (c) moment síly Mo, kterym
na tyč p sobí proyaz,když budete pokládat momenty
sil prisobící proti směru otáčenihodinovl ch ručiček za
kladné. (d) Je Mo vétší, menší, nebo stejně velké jako
Mt?

ocelové lano

kloubovl závěs

r
I

l

I

]I



Chytrou volbou osy jsme z rovnice vyloučili neznámé síly
F11 a Fy (nevytvá í totiž žáďny moment síly v či zvolené
ose) a zbyla nám jen jediná neznámá síla T. Tu z rovnice
vypočteme:

(9, 8 m.s-2) (2,5 m) (430 kg -l 42,5 kg)
(l,9 m)

:6090N:6100N. (Odpověd)

(b) Najděte složky F6 a Fy síly, která na trámek prisobí p es
kloubov závěs,

ŘnŠBXÍ: Použijeme rovnice rovnováhy sil. Z rov.(13.7)
dostaneme

Ir; - F7- T:0,
a tedy

Fn: T :6090N:6100N. (Odpověd)

Z rov. (13,8) dostaneme

DO, - Fv-m8-flIt7:0,

a tedy

F, : g(m l m): (9,8 m.s-2;185 kg * 430kg) :
:504] N = 5000N. (Odpověd)

(c) Jakou silou prisobí kloubovy závěs na trámek?

ŘBŠBXÍ: Z obtázklvidíme, že

:M:7900N. (odpověd)

Všimněte si, že síla F je podstatně větší než společná tíha
trezoru a trámku (5 000 N) i než napětí ve vodorovném lanu
(6 100N).

(d) Jaky je hel u mezi osou trámku a směrem p sobení v1 -

sledné síly F, která p sobí od kloubového závěsu na trámek?

ŘBŠBXÍ: Z obrázklvidíme, že

^ a (1,9 m)
tg? : ; : -- 

:0,760, tedy 0 :37,2'.b (/.) m)

n, (5 047 N)
tg? : 

É 
: (rar^, : 0,829, tedy g: 39,6,,

a tedy

a:9 -0 -39,6" -37,2":2,4o. (Odpověd)

gb(m1+ !m)
a

F(+r]:

13.4 pŘíKLADy sTATICKE RovNovÁHy 339

Kdyby tíha trámku byla tak malá, že by se dala zaneďbat,
rihel cy by se rovnal nule. Síla od kloubového závěsu by pak
prisobila p esně ve směru osy trámku,

FRěKLÁ* 33.6
Na obr. 13.10 je zobrazena horolezkyně o hmotnosti n :
: 55 kg, která odpočívá p i lezení,,komínem". Má zapíena
ramena a nohy ve spá e, jejíž ší ka w : 1,0m. Její těžiště
je ve vzďálenosti d : 0,2m od stěny, na které má zap ena
ramena. Činitel statického tíení mezi botami a stěnou fi :
: 1, 1 a mezi rameny a stěnou íz : 0,J0.

pťrsobí na horolezkyni odpočívajíci p ilezeni skalním komínem.
Síla, kterou horolezkyně prisobí na stěny komínu, vede ke zvyšení
normálovl ch sil N1, N2 (obě jsou stejně velké), a tím i t ecích sil
haFz.

(a) Jakou minimální silou musí horolezkyně prisobit na stěny,
aby nespadla?

ŘnŠBNÍ: HorizontáIní síly pťrsobící na ramena (N2) i boty
(N1) mají stejnou velikost N, ale opačnou orientaci. Proto je
vl sledná horizontální síla nulová arov. (13.7), ť. D F" : 0,
je splněna.

Tíhová síla prisobí na horolezkyni svisle dolri. Proti ní
prisobí t ecí síly F1 na chodidla a F2nardrnena. Dokud je sÍla
prisobící na stěny dostatečně velká, ustaví se automaticky
rovnováha a je splněna rov. (13.8) (D Fy :O),která dává

Fl -l Fz - m8. (13,30)

P edpokládejme, že zpočátku horolezkyně tlačí na stěny
velmi silně a potom tlak uvolňuje. Jak uvolňuje tlak, klesá
velikost normálové síly N, a spolu s ní klesají i hodnoty
součinri fiN a f2N, které limitují velikosti automatického
nastavení rovnováhy t ecích sil prisobících na ramena a cho-
didla horolezkyně a jejítíhy (viz rov. (6.1)).

Když velikost síly N klesne na hodnotu, kdy součin fiN
je právě roven t ecí síle F1 prisobící na chodidla horolezkyně

l
]

h

,|

L_,
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a součin ízN t ecí síIe F2 prisobící na její ramena, je horolez-
kyně na pokraji podklouznutí na obou místech. Kdyby ještě

dále snížila tlak na stěny, bude součet zmínénych součinťr

menší než jeji tíha mg a horolezkyně spadne. Nejmenší hod-
notu velikosti síly N, p i které ještě nedojde k podklouznutí,
tak dostaneme z rovnice

fiN+ízN:m8, (13.31)

která plyne zrov. (13.30). Jejím ešením dostaneme hledanou
hodnotu

N- m8 _ (55 kg) (9,8 m.s-2)

fi * f2 (1,1 + 0,70)

:299 N = 300N. (Odpověd)

Minimální síla, kterou horolezkyně musí tlačit na stěny, aby
nespadla, je p ibližně 300 N.

(b) Jaká musí byt p i této síle vertikáIní vzďáIenost ň mezi
horolezčin; mi rameny a chodidly, aby byla ve stabilní rov-
nováze?

ŘnŠnXÍ: nUy byla splněna momentová rov. (13.9), ť.
L M, : 0, musí mít síly prisobící na horolezkyni nulovy
v sledn moment vriči libovolné ose otáčení kolmó k rovině
obrázku. Zvolíme-li takovou osu v místě, kde prisobí síla
mezl,rameny a stěnou, dostaneme rovnici

IU, - -Flw * Nh l mgd:0. (13,32)

Vy ešíme-li tuto rovnici pro á, dosadíme za Fl hodnotu fi N,
položíme N :299 N a užijeme ostatní známé hodnoty, do-
staneme postupně

. FlW - mgd
l^-

N

: (1,1)(1,0m) -

,[lNw-m7d . m7d

N 
:1lú, _ 

N 
:

(55 kg)(9, 8 m.s-2)(0,20 m) _
(299 N)

:0,J39m: O,J4m, (Odpověd)

Stejn q sledek dostaneme,když zvolíme jakoukoliv jinou
osu kolmou k rovině obtázku, nap . osu procházející místem
p sobení chodidel na stěnu,

(c) Jaké jsou hodnoty t ecích sildržících horolezkyni?

ŘPŠnXÍ: Ze známéhodnoty síly N :299N dostaneme

" : #Ň'i?í'JN): (odpověd)

azíoy. (13.30) dále plyne

Fz : m8 - Fl : (55 kg)(9,8 m.s-2) - (328,9 N) :
:210,1N = 210N, (Odpověd)

(d) Je horolezkyně ve stabilní rovnováze, kďyž prisobí na

stěny stejnou silou (299 N), ale její chodidla jsou vyše? Uva-
žujtepíípad, kdy h:0,3J m.

ŘrŠPXÍ: Zrov.(13.32) pro stejnou volbu osy, stejnou hod-
notu síly (299 N) a novou hodnotu v šky h dostáváme pro
velikost síly F1 vyjád ení

Nh -l mgd

(299 N)(0,37 m) + (55 kg)(9,8 m.s-2;10,20 m)

(1,0 m)
: 218 N.

To je méně než mezní hodnota fiN : 329 N, a sílu tedy lze
vyvinout.

Dále užijeme rov. (13.30), abychom nalezli hodnotu F2,

která vyhoví rovnici rovnováhy sil I Fy :0,.

Fz -- m8 - Fl : (55 kg)(9,8 m.s-2) - QI}N) : 321 N.

Tato hodnota p esahuj e mezní hodnotu fzN : 209 N, a je

tedy nemožné jí realizovat tlakem 299 N. Jedin zprisob, jak
zabránitpádu p i hodnotě h:0,3J m(atéžkaždéjinó hod-
notě menší než0,7 4 m), je tlačit na stěnu větší silou než 299 N,
a tak zvyštt mezní hodnotu /2 N.

Podobněje nutno vyvozovat tlak na stěny větší než 299 N
i v p ípadě ,kdy h > 0,74m. Zdeje právě v hoda těch, kte í
se seznámí s fyzikou, než začnou lézt komínem. Když pot e-

bujete odpočívat, vyhněte se chybě horolezeck ch nováčkri,
kte í zap ou chodidla buď p íliš vysoko nebo p íliš nízko.
Budete vědět, že existuje optimální svislá vzdálenost mezi
rameny a chodidly, která vám dovoluje bezpečně odpočívat
s nejmenší silou, kterou se musíte opírat o stěny. Tak mrižete
odpočívat nejpohodlněji.

RADY,q. NÁuĚry
Bod 13.1: Útot y na statickou rovnovóhu

Takovó írlohy ešte podle následujících krokri:
1. Nakreslete si náčrtek problémll.
2. Zvolte systém, na ktery budete aplikovat rovnice rovno-

váhy. Hranice systému vyznačte na náčrtku uzav enou

k ivkou, abyste si je dob e zapamatovali. Někdy zvolíte za
systém pouze jeden objekt, ktery chcete mít v rovnováze
(jako v p .13.6 horolezkyni). Jindy je v hodnéjší zahr-
nout do systému více objektťr. Zjednoduší se tím vypočet.
Kdybyste nap. v p.13.3 al3.4 z:,olili za systém pouze
žebíík, museli byste v silor,ém dia_rramu (obr. 13.8b) uva-
žovat i síly, kter mi na žeb ík pusobí ruce a nohy hasiče.

Tyto další neznámé síl1, b1, r,ám zkomplikovaly vypočet.
Systém byl na obr, 13.8 zl-olen tak. ab1 zahrnoval i hasi-
če, a tím se zmíněné neznámé síl1 stal1, vnithtími silami
soustavy, které není nutné pro rr ešeoí p.I3,3 a I3.4
znát.

3. Namalujte diagram. kde prtlr azujete sr stém za volné těle-

so, tj, nepodrobené r azbárn. \- diaeTamu rlznačte všechny



síly p sobící na těleso (nezapomeňte na síly nahrazující
vazby,nap . nareakcipodložky),z etelně je označteaujis-
těte se, že jejich prisobiště a směry pťrsobení jsou správně
vyznačeny.

4, Yyznačte v diagramu osy x a y sou adnicového systému.
Volte je tak, aby nejméně jedna osa byla rovnoběžná s jed-
nou či více neznám mi silami. Síly, které neleží ve směru
jedné z os rozložte na složky. Ve všech našich ešenl ch
p íkladech bylo rozumné volit osu .r vodorovně a osu y
svisle.

5. Napište pro složky sil ve směru obou os rovnice rovnováhy
sii se správnymvyznačením symbol .

6. Vyberte jednu nebo více os otáčení kolm ch k rovině ob-
rázku a napište pro ně rovnici rovnovóhy moment sil.
Vyberete-li osu, která prochází p sobištěm některé z ne-
známych sil, rovnice se zjednoduší, protože zmínénáne-
známá funkce v ní nebude vystupovat.

1, Řešterovnice algebraictqpro p íslušné neznámó. Někte í
studenti raději jlž v této fázi dosazují hodnoty veličin
včetnějejichjednotek. Zkušení ešitelé však dávají p ed-
nost algebraickómu ešení, protože v něm lépe vynikne
závislost ešení na jednotlivych proměnnl ch.

8. Nakonec do algebraického ešení dosaďte číselné hodnoty
s p íslušn mi jednotkami, abyste dostali číselné hodnoty
neznámych veličin.

9. Zamyslete se nad vysledkem - má vribec smysl? Není
vysledeknaprvnípohledp íliš velk nebop íliš maly?Má
správné znaménko? Odpovídají jednotky veličině, kterou
určujeme?

l3.5 NEÚpLNĚ unčENÉ sousTAvy

Pro ešení riloh této kapitoly máme k dispozici pouze t i
nezávislé rovnice. Zpravidlato jsou dvě rovnice rovnováhy
pro složky sil ve směru sou adnicoq ch os a jedna rovnice
rovnováhy momentri sil kolem osy kolmé k rovině dané
sou adnicovl mi osami užitymi v rovnicích rovnováhy sil.
Když má írloha více než t i neznámé, nestačí soustava t í
rovnic na její ešení. Takové írlohy nemrižeme jednoznačně
ešit.

Je jednoduché najít takové problémy. Nap . v p . 13.3
a 13.4 stačí p edpokládat, že tíení prisobí také mezi žeb í-
kem a svislou stěnou. Musíme pak uvažovat také svislou
t ecí sílu mezi vrchním koncem žeb íku a stěnou, čímžpo-
četneznám ch stoupne na čty i. Tyto čty i neznámé nem -

žeme ze t í rovnic jednoznačně určit a írlohu nelze do ešit.
Dále mrižeme uvažovat nesymetricky zatížené atlto.

Jaké síly - obecně všechny Ňzné- p sobí na čty i pneu-
matiky? Znovu nemrižeme tyto síly najít, protože máme
k dispozici pouze t i nezávislé rovnice.

13,5 NEÚPLNĚ unČBNB soUsTAvY 34l

Podobně m žeme ešit problém statické rovnováhy
stolu o t ech nohách, ale už ne stolu o čty ech nohách. Ta-
kové rilohy, kde je víceneznám ch než rovnic, označujeme
jako neírplně určené.

V reálném světě však existují ešení i pro tyto neriplně
určené rilohy. Postavíme-li kola aut na čty i siloměry,každy
ukáže nějakou hodnotu síly, p ičemž součet těchto hodnot
dátíhu auta. Co námbránív ešeníproblému nalézthodnoty
dajri na jednotlivl ch siloměrech početně?

Každy takov tozpoí naznačuje, že privodně zvoleny
model není dost dobr pro rilohu, kterou právě íešíme.Zďe
jsme nap . p edpokládali 

-.aniž 
jsme to zvláště zdtnaz-

nili - že tělesa, nakterájsme aplikovali rovnice statické
rovnováhy, jsou dokonale tuhá. To znamená, že se vribec
nedeformují, když na ně prisobí síly. Skutečná tělesa však
tuhá nejsou. Nap . pneumatiky vozLl se po jeho zatížení
snadno deformují, dokud nenastane statická rovnováha.

Všichni máme zkušenosti s viklajícím se restauračním
stolem, jehož jednu nohu podložíme několikrát p elože-
nym kouskem papíru, abychom viklání odstranili. Mrižeme
si p edstavit, že kdyby si dostatečně těžké slrině sedlo na
takovy stril a on se pod ním nerozpadl, zdeformuje se stril
(i podlaha) tak, že se nakonec všechny čty i nohy dotknou
podlahy. Síly podpírajíci nohy dosáhnou zcela určitl ch
hodnot (obecně pro každou nohu jinou hodnotu) a stril se
p estane viklat (obr. 13.11). Jak ale najdeme jejich veli-
kosti?

Abychom vy ešili tuto zatím neťrplně určenou rilohu,
musíme doplnit rovnice rovnováhy jist mi poznatky z teo-

Obr. 13.11 Stril je neťrplně určená soustava. Čtyn sny prisobící
na jeho nohy jsou r zně velké a nemohou bl t určeny pouze
z rovnic statické rovnováhv.
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rie pružnosti (elasticity), části fyzLky a technick}ch věd,
která popisuje, jak se reáIná tělesa deformují,kďyž na ně

prisobí síly.

*rurnůLA 4: Homogenní vodorovná tyč vážící 10N
je zavěšena na strop dvěma dráty, které jt drží dvěma
silami F1 a F2. Obrázekukazuje čty i uspoíádání drátťr.

Jsou mezi nimi uspo ádání, která vedou na neírplně

určenou soustavu (tj. takovou soustavu, že nem žeme

určit číselné hodnoty sil F1 a F)?

10N

13.6 PRUŽNOST

Když se spojí velké množství atom , aby vytvo ilo kus
kovu (nap . h ebík), uspo ádají se zpravidla tak, že jejich
rovnovážné polohy vytvo í trojrozměrnolm ížku,tedy pra-

videlné prostorové uspo ádání, ve kterémkažďy atom má
jístévzdáIenosti od svych nejbližších soused *. Atomy jsou

drženy pohromadě meziatomovymi silami, které jsou na
obr. 13.12 rcprezentovány pružinkami. M ížka je neoby-
čejně pevná, což jinak ečeno znamená, že meziatomové
pružinky jsou velmi tuhé.Ztoho drivodu pokládáme mnohé
běžné p edměty, jako nap . kovovy žebíík, stril nebo lžíci,
za dokonale tuhé. Ovšem jiné běžné p edměty, napí. za-
hradní hadice nebo gumové rukavice, se vribec jako tuhé
nejeví. Molekuly těchto p edmětri neno í pevné m ížky
znázotnéné na obr. 13.12, ale jsou uspo ádány do dlouh ch
molekulárníchíetězc , které jsou vzájemně vázány velmi
volně.

* Béžné kovové p edměty, nap . h ebík, jsou tvo eny kovovymr zr-

ny, jejichž vnit ní struktura má podobu více méně pravidelné rrlíížky,
jaká je znázornéna na obr. 13.I2. Síly pťrsobící mezi zmy jsou však
podstatně slabší než sily držíci pohromadě m ížku. Proto deformace
nastává p euspo ádáním zrn a lom probíhá po hranicích zm, a to 1 -

razně snadněji než ,,drceflízrn".

(a)

I

,:.,;;l':], ;;.,];:'.:.ll

Obr.13.12 Atomy pevnych kovovych materiálri jsou rozmís-
těny v trojrozměrné míižce, kde motiv m ižky se opakuje až

k hranicím krystalovychzrn. Pružinky p edstavují meziatomové
síly.

Všechny reáIné,,p vné" p edměty jsou do určité míry
pružné. To znamená,že mrižeme do určité míry měnit je-
jich rozměry tahem, jednosměrnl m tlakem, kroucením či
všestrannym tlakem. Abychom odhadli ádovou velikost
těchto zmén, p edstavme si ocelovou tyč délky 1m a pru-

měru 1cm, na kterou zavěsíme malé osobní auto. Tyč se
protáhne, ale pouze o 0,5 mm neboli o 0,05 %o.Po odlehčení
se opět zk.rátí na svou privodní délku.

Když zavěsíme na tyč dvě auta, tyč se trvale deformuje,
po odlehčení se nevrátí p esně do své privodní délky. Když
na tyč zavěsíme t i auta, tyč se p etrhne. Těsně p ed p e-

tržením bude deformace menší než O,2Vo.Ikďyž uvedené
deformace vypadají jako malé,hrají driležitou roli v inže-
nyrské praxi. (Je z ejmě driležité, zda Kídlo letadla p ečká
náhodně zvyšené zatížení bez pohromy a neodtrhne se od
letadla.)

Na obr. 13.13 jsou znázorněny t i zprisoby zmény roz-
měrri tělesa pod vlivem vnějších sil. Na obr. 13.I3a jeváIec
natahován. Na obr. 13.13b je válec namáhán silou, která
prisobí kolmo k jeho ose. Je to podobnli zprisob namáhání,
jak m mrižeme měnit tvar balíčku karet nebo knihy. Na
obr. 13.13c je znázotněno pevné těleso umístěné v kapali-
ně, které je rovnoměrně stlačováno všestrannym vysokl m
tlakem p enášen m kapalinou. Co mají společného uve-
dené t i typy namáháni těles? Napětí, tj. síla p epočtená
na jednotkovou plochu, v nich vyvolává deformaci, kterou
v nauce o pružnosti chápeme jako relativní změnu tvaru.
Napětí zobrazené na obr. 13.I3a označujeme jako tah, na
obr. 13.13b jako smyk a napětí z obr.I3.I3c označujeme
jako všestranny tlak (nebo jen tlak, když nem že dojít
k záméné s p ípadem probíran m v následujícím odstavci

,,Tah a tlak").
Napětí i deformace jsou v p ípadech znázorněn ch

v obr. I3.I3 Ňzné, ale je jim společné, že v prvním p i-
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(a) (b) (c)

Obr.13.13 (a) Válec podrobeny tahu se protáhne o A,d. (b) Válec podrobeny smyku se deformuje o Ax podobnym zpťrsobem, jako
když se sesune balíček hracích karet. (c) Pevná koule podrobená všestrannému tlaku, ktery vytvo í hydrostatick tlak kapaliny, se

smrští o objem AV. Velikost deformací je v obrázkuznačné zvětšena.

T
dl ff
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,1.l.:

blížení, které většinou stačí k ešení praktick ch írloh, jsou
vzájemně měrné. Konstanta měrnosti se nazyvá modul
pružnosti , takže m žeme psát

napětí : modul pružnosti . deformace (13.33)

Na obr. 13.I4 je graf závíslosti napětí na deformaci pro
ocelovy zkušební válcovy vzorek, jehož tvarje znázorněn
na obr. 13.15. P i standardní zkoušce se tahové napětí pri-
sobící na vzorek pomalu zvyšuje z nuly až na hodnotu, p i
které se zkušební vzorek p etrhne. V celém prriběhu děje
pečlivě mě íme a zazrLamenáváme deformaci a k ní p í-
slušné napětí. Pro podstatny rozsah použit ch napětí je mezl
napětím a deformací píímá riměrnost. Zrušíme-Ii napětí,
vrátí se vzorek do sl ch privodních rozměru; v tomto oboru
platí rov. (13.33). Jestliže napětí zvyšíme nad mez kluzu o1
materiálu, zťtstane vzorek trvale deformován. Jestliže napětí
dále zvyšujeme, vzorek se nakonec p etrhne p i napětí on,
které se nazyvá mez pevnosti.

op mez
pevnosti

akmez
kluzu

0 6eformace (^d ld)
Obr. 13.1,4 K ivka napětí-deformace pro ocelovy zkušební vzo-
rek tvaru znázornéného na obr. 13.15. Vzorek se začne trvale
deformovat, jakmile napětí dosáhne meze kluzu oceli a p etrhne
se, když napětí dosáhne její meze pevnosti.

Obr.13.15 Vzorek, kterl se tlžívá ke stanovení k ivky na-
pětí-deformace zobrazené na obr. 13.14. Odpovídající hodnoty
napětí a deformace tvo ící k ivku se mě í azobrazfií.

Tah a tlak
Pro p ípad namáháni vzorku tahem (obr. 13.13a) získáme
napětí o na ploše kolmé k prisobící síle jednoduše vyděle-
ním velikosti F p sobící síly velikostí S plochy pru ezu,
tedy o : F l S. P sobí-li síly protahujicí vzotek tak, jak je
vyznač eno na obr ázkll, nazy v áme napětí tahem. J s ou- li síly
opačně orientovan é, takže v zor ek zkracuj í, mluvíme o tlaku
aznaménko napětí o pokládáme zazáporné. (V tahově na-
máhané tyči je na ploše ííznuté šikmo ke směru prisobící
síly napětí jtnénežprávě uvedeny tlak. Tlak ptávé zavedeny
nesmíme zaměňovat se všestrannym tlakem v kapalinách
a plynech. Ten je stejn na všech plochách procházejícich
danym bodem a setkáme se s ním na str. 344.) Defor-
mace e jebezrozměrová veličina, kterou pro tahové namá-
hání vzorku vyjád íme jako podíl prodloužení vzorku A,d
k jeho délce d,tedy e - Ld/d. Deformaci v tomto p ípadě
nazyv áme relativní prodloužení. J e dánahodnotou zlomku
a často ji vyjad ujeme v procentech. P sobí-li na tyč tlak,
tyč se zkráti a relativní prodloužení pokládáme zazáporné.
Jestliže tyč je dostatečně dlouhá a napétí v ní nep esáhne
hodnotu meze kluzu, pak deformace, kterou spočítáme pro
c elou ty č, platí také pro každou j ej í č ást. Protože deformace
jebezrozměrová, má modul pružnosti zíov. (13.33) stejn
rozměrjako napětí, tj. sílu na jednotku plochy.

Modul pružnosti pro tahové (a tlakové) namáhání
vzorku senazyváYoungriv modul neboli modul pružnosti
v tahu a užíváme pro něj symbol E. Obecná rov. (13.33)

q

>o
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tak pro p ípad tahového namáhání dostane tvar

(I3.34)

Deformace vzorku 
^d 

ld mriže často byt poměrně snadno

změíena tenzometrem (obr. 13.16). Je to jednodlché zaíi-
zení: plátek, kterl se speciálním lepidlem p ilepí k místu,

kde chceme relativní prodloužení mě it. Činnost tenzome-

tru znázotněného na obrázku je založena na skutečnosti,

že elektrick odpor jeho vodivé cesty (značenatmavěji) se
s protažením tenzometru zvětší.

Obr. 13.16 Tenzometr vnějších rozměrri 9, 8 mm x 4,6 mm. Ten-

zometr se p ilepí na místo p edmětu, ve kterém pot ebujeme

zméíít deformaci; tenzometr se deformuje spolu s p edmětem

v místě, kde je p ilepen. Elektrick} odpor tenzometru se mění

s deformací a umožňuje mě it deformace asi do velikosti 3 %.

I když Youngriv modul pro tah a tlakbyvátémě stejn1 ,

mez pevnosti se často pro obě namáhání velmi liší. Nap .

beton je velmi pevny v tlaku, alemávelmi malou mez pev-

nosti v tahu, a proto se jako materiál p enášející tah témě
neužívá. V tab. 13.1 jsou uvedeny hodnoty Youngov ch
modulri a dalších elastickl ch konstant často užívanychma-
teriálťr.

Smyk
Napětí je síla na jednotku plochy i v p ípadě smykového
namáhání vzorku, ale síla zde prisobí v rovině plochy

Tabulka 13.1 Elastické vlastnosti

MerBnIÁl
kg,m-3

7 860
21I0
2I90
2320

525
1 900
1 050

a ne kolmo na ni jako v p ípadě tahu. Smyková defor-
mace je bezrozměrové číslo Lx ld -vyznamveličin 

plyne
z obr.13.13b. Odpovídající modul se označuje písmenem G
anazyvá se modul pružnosti ve smyku. Pro smyk dostane
rov. ( 1 3.33) konkrétní tv ar

FLx
š: G_. (13.35)

Smykové napětí hraje rozhodující rilohu p i kroucení
tyčí, a tedy též p i lyža ťrm známych spirálních zlomeni-
nách, zav inény ch zkroucením končetin.

všestrann tlak
Napětí prisobící na kouli z obr.13.I3cje realizováno vše-

strannym tlakem p enášenl m kapalinou (srovnej s kap. 15).

Deformace je dána poměrem 
^V 

lV , kde V je privodní
objem deformovanóho tělesa a A,V je absolutní hodnota
zmény jeho objemu zprisobená tlakem. Odpovídající mo-

dul se označuje symbolem K a nazyvá se modul ob-
jemové pružnosti. Říkáme, že takto namáhané těleso je
pod hydrostatickl m tlakem. Tlak p enášen kapalinou,
která je v klidu, označujeme jako hydrostaticky tlak p.
Pro popsanou objemovou deformaci vzorku p ejde obecná

rov. (13.33) na tvar

^VD - K_^v

F^d
-lj
-Lsd

(13.36)

Modul objemové pružnosti vody je 2,2.109 Pa a oceli
16.1010 Pa. Hydrostatickl tlak v pruměrné hloubce Tichého
oceánu, kteráje 4 000 m, je 4,0.101 Pa. Relativní smrštění

^VlV 
objemu vody zpťrsobené tímto tlakem je I,8%o,

ocel se pod stejnym tlakem smrští jen o 0,025 %o. Obecně
jsou pevné látky díky sv m tuh m atomovym m ížkám
podstatně méně stlačitelné než kapaliny, jejichž atomy či
molekuly jsou ke sq m soused m vázány mnohem méně
pevně.

často užívan; ch materiálri

E
10Ť;

ap

106 Pa 106 Pa

Ocelo
Hliník
Sklo
Betonc
D evod

Kost
Polystyren

200
70
65

30

13

9b

J

250
95

400
110

50b

4Ob

50Ď

úOb
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pŘÉxla* as.r
Tyč kruhového prri ezu z konstrukční oceli má poloměr R :
: 9,5 mm a déiku d : 81cm. Síla F o velikostl6,2.104 N
(p ibližně 6 tun) ji protahuje ve směru její délky.

(a) Jaké je napětí v tyči?

ŘPŠPNÍ: Z definice plyne, že

F F (6,2.104 N)
naPČtí : 

.s 
: 

nR, 
: 

n195 |0-3 ml 
:

:2,2.108 Pa. (Odpověd)

Mez kluzu pro konstrukční ocel je 2,5,108 Pa, tyč je tedy
nebezpečně blízko ke svó mezní hodnotě, p i které začne
plasticky téci.

(b) Jaké je prodloužení tyče p i tomto zatížení? Jaká je hod-
nota deformace?

ŘPŠPNÍ: Z rov.(I3.34), po dosazení právě získanl ch v; -
sledkri a hodnoty Youngova modulu pro ocel (tab. 1 3. 1), plyne

(2,2.108 Pa)(0,81m)( F /SldLd: ' :
E (2,0.1011 Pa)

: 8.9. 10-a m : 0.89 mm

a pro deformaci dále dostaneme

(Odpověd)

(Odpověd)

^d 
(8,9.10-a m)

d (0,81m)

:1,1.10*3 :0,1I7o,

l3.6 PRUŽNOST 345

ocelovy válec o hmotnosti m : 290 kg je vzp ímeně postaven
na stril (hmotnost stolu, která je podstatně menší než hmotnost
váIce, p i v počtu zanedbáme),takže všechny čty i nohy se
zWátí a st l se p estane viklat. Nohy jsou umělohmotné válce
s plochou prri ezu S : 1,0cm2 a mají Youngriv modul E :
: 1,3.1010Pa. P edpokládejte, že na dokonale tuhé vrchní
desce stolu je válec umístěn tak, že deska z stane vodorovná,
že nohy stolu se neohnou a že podlahaje dokonale tuhá. Jakou
silou nese podlaha každou ze čty noh?

ŘnŠBXÍ: Za systém zvolíme stril a ocelovy válec, Situace
je podobnájako na obr. 13.1 1, pouze slona zastupuje ocelovy
válec. Aby zristala deska stolu vodorovná, musí bl t všechny
t i stejně dlouhé nohy stlačeny o stejny risek, ktery označíme
Ad3. Síly, které zprisobí tato stlačení také musí byt stejné,
jejich velikost označíme F3. Delší noha musí byt stlačena
o delší írsek Ada větší silou Fa. Musí platit rovnice

A,d.4 - Ldl -l Ld, (I3.3])

Rovnici (13,34) mrižeme p epsat na tvar L,d : Fdl@S),
Tuto rovnici užijeme, abychom dosadili za Ld3 a Lcla do
rov.(13.3]). P itom za d budeme pokládat privodní délku
všech noh, tj. 1 m. Nepatrny rozdíljejich délek zde mrižeme
zanedbat. Z rov. (I3 .31 ) tak dostaneme

F3d -| SE^d. (13.38)

Zrov. (13.8), která udává rovnováhu y-ovych složek sil. pro
náš systém plyne

Do, --3Fz*Fa-mg ( 13.39)

Ze soustavy rov. (13.38) a rov, (13.39) vypočteme neznámou
sílu F3

pŘÉa<g,a* es"a
Femur, základní kost stehna, má u dospělého člověka mi-
nimální pr měr asi 2,8 cm, což odpovídá ploše prri ezu
,S : 6. I}-a m2.? i jakém tlaku kost praskne?

ŘBŠrNÍ: Z ab,13.1 plyne, že mez pevnosti oo pro kost
namáhanou tlakem je 170.106 Pa. Síla F ,kterávytvo í ve fe-
muru napětí on, je tedy

F : op,S : (170.tO6 pa)(6.10-a m2; :
: 1,0.105 N. (Odpověd)

To je p ibližně 10 tun. I když je to velká síla, mťrže byt dosa-
ženanapí.p i nešikovném p istání parašutisty. Vhodnym roz-
loženímnárazu do delšího časovóho intervalu je však možno
sílu zmenšit hluboko pod nebezpečnou hodnotu.

pŘápix-e* ts"g
Stril má t i nohy, kterójsou d : 1,00 m dlouhé, a čtvrtou, která
je delší o A,d : 0,50mm, takže se st 1mírně viklá. Téžky

4
(1. to-+ m2)(1,3. 1010 pa)(5,0. 10-a m)

4(1,00m)
:]Il N - 163N:548N:550N. (Odpověd)

Ztov. (13.39) potom získáme

Fq : m8 - 3Fz : (290 kg)(9,8 m.s

-3(548 N) : t 200 N. (Odpověd)

Dále Ize lkázat, že každá ze t í kratších noh byla stlačena
o 0,42mm a delší noha o 0,92 mm, tedy že rozdíI délek noh
0,50 mm byl vyrovnán.

{*nr rX*{,A 5 : Obrázekukazuj e vodorovny homogenní
blok zavěšeny na dvou drátech A a B, které byly ust i-
ženy z téže cívky. Těžiště bloku jeblíže k drátu B než

nlg SE^d
pr 

- 
_l,i- 
4 4d

_ l290 kg)l9.8 m.s-2l
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k drátu A. (a) Uvažujete-li momenty vzhledem k tě-
žišti, udejte, zďa moment vytvá eny silou p enášenou
drátem A je větší, menší, nebo stejně velk jako mo-
ment síly vytvá enl drátem B. (b) Kter. m drátem je
p enášena větší síla? (c) Jestliže délky drátli jsou nyní
stejné, kter;í z &át: byl privodně delší?

pŘnHLED & sHRNuTí
statickó rovnovóha
Říkáme, že tuhé těleso, které je a zistává v klidu, je ve statické
rovnováze. Vektorovy součet všech vnějších sil prisobících na

takové těleso musí byt nulov :

I F"o : O (rovnováha sil), (13.3)

Kďyž všechny síIy Ieží v rovině xy, je právě uvedená vektorová
rovnice ekvivalentní dvěma skalárním rovnicím pro složky sil:

(síle na jednotku plochy);jejich podíl je p íslušn; m modulem.
Obecná rovnice vztahll napětí a deformace je

napětí : modul pružnosti . deformace. (13.33)

Tah a tlak
Pro těleso, které je namáháno tahem nebo tlakem (obr, 13.13a),
dostane obecná rov. (13.33) tvar

(I3.34)

kde Ld ld je relativní prodloužení (deformace) vzorku (namá-

hanóho tělesa), F je velikost síly F p sobící na vzorek, S je
plocha prri ezu vzorku kolmého ke směru prisobící síly F a E
je Young v modul\átky, zekteréje vzorek zhotoven. Napětí je
F/S.

Smyk
Pro objekt, kter je namáhán smykovym napětím (obr. 13.13b),
p ejde rov. (13.33) na konkrétní tvar

kde Lx ld je smyková deformace vzorku, Ax je posunutí vrch-
ního konce vzorku ve směru síly F prisobící na vrchní konec
vzorku a G je modul pružnosti ve smyku látky, z níž je vzorek
zhotoven. Napětí je F l S.

Všestrarun tlak (hydrostaticky)
Když je vzorek vystaven všestrannému tlaku - nejsnadněji jej
lze realizovat hydrostatick m tlakem kapaliny obklopující vzo-
rek (obr. 13.13c) - p ejde rov. (13.33) na tvar

I O, : O (rovnováha;r-ov ch složek sil)

a
s

L Fy : 0 (rovnováha y-ovl ch složek sil),

(I3.1)

(13.8)

Je-li těleso ve statické rovnováze, musí bl t také součet všech
vnějších momentťt sil na něj prisobících nulovy, a to nezdvisle
na tom, vriči kterómu bodu moment počítáme;

DM"*r: 0 (rovnováha moment sil), (13.5)

Když všechny síly Ieží v rovině xy, jsou všechny vektory mo-
ment sil rovnoběžné s osou z. Rov. (13.5) je potom ekvivalentní
jedné skalární rovnici pro z-ové složky momentri sil,

D M, : O (rovnováha z-ovych složek momentri sil). (13.9)

I enste
Tíhová síla prisobí na jednotlivé částice tělesa. Vysledek tako-
vého p sobení je stejny, jako když umístíme vyslednici těchto
individuálních sil - tíhovou síLu mg - do vyznačného bodu
tělesa, ktery nazveme těžiště, Těžiště spl vá se st edem hmot-
nosti, když je tíhové zrychlení g konstantní v celém objemu
tělesa, tedy stejné pro všechny jeho částice. Termíny ,,těžiště"
a ,,st ed hmotnosti" ve zbytku knihy nerozlišujeme.

Moduly pružnosti
Uvedli jsme t i moduly pruitlosti, které se užívají k popisu pruž-
nostního (elastickóho) chování těles, na která prisobí síly. De-
formace (relativní změna tvaru tělesa) je p ímo írměrná napětí

kde p je hydrostaticrcs,a tLak kapallny obklopující vzorek. De-
formace 

^V 
lV je absolutní hodnota relativní zmény objemu

vzorku vyvolané prisobícím tlakem a K je modul objemové
pružnosti látky, zkteréje zhotoven vzorek.

F^d
--E-sd

F _^Lx
š:G a. (13.35)

^VD- K-,v (13.36)
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oT^ZKY
1. Na obr. 13.17 je pohled shora na tyč namáhanou čty mi sila-
mi. P edpokládejme. že jsme zvolili osu otáčení bodem O kolmo
k rovině obrázkll a zjisttlt,že momenty sil vriči tóto ose j sou v rov-
noyáze fiejich součet je nulov ). Bude rovnováha momentri sil
zachována, zvolíme-li místo osy procházející bodem O osu s ní
rovnoběžnou, procházejicí body (a) A, (b) B, (c) C? (d) P ed-
pokládejme, že oproti p edcházejícímu p ípadu nynízjistíme,že
momenty sil v či ose O nejsou v rovnováze. Existuje v tomto
p ípadě takov; bod, aby 

-kdyžjím 
povedeme rovnoběžnou

osu - byly momenty sil vriči tóto ose v rovnováze?

Obr. 13.17 Otázka I

2. Obr.13.18 ukazuje pohled shora na čty i disky (puky), které
bez tíení kloužou po podložce. T i síly o velikostech F, 2F
nebo 3F prisobí nakaždy z diskri, p ičemž prisobiště sil je buď
ve st edu disku, na jeho okraji, nebo na pril cesty mezi okrajem
a st edem. Vektory sil se otáčejí spolu s diskem a v momentce
znázotněnéna obr. 13. 18 mí í p esně doprava nebo doleva. Které
disky jsou v rovnováze?

FF2F
(a) (b) (c) (d)

Obr.13.18 Otázka2

3. Na obr. 13.19 je pohled shora na dva pevné íttvary, na které
prisobí t i síly. Směry sil jsou na obrázku vyznačeny. Které iltvary
mohou b; t uvedeny do stavu statické rovnováhy vhodnym nasta-
vením velikostí prisobících sil (uvažujme pouze nenulové síly)?

Obr. 13.20 Otázka 4

5. Na obt.I3.2| je pohled shora na kovovy čtvereček Iežící na
dokonale hladké podložce (mezi čtverečkem a podložkoll ne-
p edpokládáme žádné t ení). T i síly, jejichž velikosti i směry
jsou na obrázku p esně vyznačeny, prisobí na rohy čtverečku.
(a) Je splněnaprvnípodmínkarovnováhy zrov, (I3.1)? (b) Je spl-
něna také druhá podmínka rovnováhy ztéío rovnice? (c) Jestliže
některá z odpovědí na otázku (a) nebo (b) je záporná, m žeme
p idáním vhodně volené čtvrté síly dosáhnout splnění obou pod-
mínek rovnováhy?

6. (a) Kolik riznych véží, které budou bez další podpory stát,

m žete vytvo it ze tíí malych kostek stavebnice Lego? Kostky
se čty mi vl čnělky lze postavit p ímo nad sebe nebo je možné
je spojit tak, že vrchní kostka je posunuta o p l své délky
vpravo nebo vlevo. (Uspo ádáni a jeho zrcad|ovy obraz poklá-
dejte zajedno uspo ádání.) Kolik takovl ch véží je (b) v stabilní
rovnováze a kolik (c) v labilní rovnováze (těžiště nad hranou
kostky)? (d) Které uspo ádání je nejstabilnější (nejh e se p e-
v tí) a proč?

7. Na obr. 13.22 jsoll znázorněny čty i zprisoby zavěšení obranl
na stěnu dvěma stejně dlouh mi vlákny, Vlákna na obr. 13.22b, c
svírají stejné írhly s vodorovnou p ímkou. Se adte všechna čty i
uspo ádání podle velikosti sil p enášen ch vlákny. Uspo ádání,
kde jsou síly největší, zaíaďtejako první.

\.,.,.;w"tJ 
,/\ \ ,/; : í***.,\ \. * "* ";/,i,*-"*+; ;-.*j i"*"--i

(a) (b) (c)

Obr.13.22 Otázka7

*4
J/\

T
rf;

Obr.13.19
Otázka} @)

, ,''''r.
., ]-+ í"l l}

{
(b)

4. Na obr. 13.20 je zobrazena hračka s visícími tučňáky. Každá
vodorovná tyčka (hmotnost tyček budeme v dalších írvahách
zaneďbávat) je zavěŠena tak, že její část vpravo od závěsu je
t ikfát delší, než část vlevo od závěsu. Tučňák 1 má hmotnost
m7 :48 kg. Jaké jsou hmotnosti ostatních tučňákri, aby mohli
viset tak, jak je znázornéno na obrázku?

il..;
.i ..

(d)
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8. Žeb íkje op en o stěnu, p ičemž t ení mezi stěnou ažeb íkem
zanedbáme. Proti spadnutí je žeb ík zabezpečen t ením mezi
ním a podlahou. Spodní konec žeb íku p isuneme směrem ke
stěně. Uvedte, které z následujících veličin se zvětší, zmenší,
nebo zristanou stejné: (a) síla, kterou prisobí podlaha na žeb ík,
(b) síla, kterou ptisobí stěna na žebíík, (c) síla statického t ení
p sobící od podlahy na žebíík a (d) maximální hodnota Fr.-o^

statické t ecí síly.

9. Jeden učitel fyzIky, když se dostal do ráže, zkonstruoval
statickl systém kladek a lan, znázornény na obr. 13.23. Jedno
dlouhé lano vychází od stropu, obtáčí všechny kladky a končí
opět na stropě. Na kratších lanech jsou od stropu zavěšeny ně-

které kladky ataké všechna závaží upevněná v ose kladek. Tíhy
závaží jsou až na jednu v jimku na obrázku vyznačeny (čísla
udávají tíhu v newtonech). (a) Jaká je velikost zbyvající tíhy?
(Tip: Obtáčí-li lano kladku z poloviny, jak je tomu na obrázkl,
je v; sledná síla prisobící od lana na kladku dvojnásobkem síly
p enášené lanem - neboli, jak se běžně ne zcela p esně íká,
dvojnásobkem napětí lana.) (b) Jakou sílu T p enáší krátké lano?
P i v počtech pokládejte kladky a lana za nehmotné.

Obr.13.23 Otázka9

10. T i figurky visí na statickém systému kladek a lan zobra-
zeném na obr, 13.24. Jedno dlouhé lano jde z místa upevnění
vpravo na stropě p es všechny kladky až do osy kladky vlevo
dole. Několik kratších lan slouží k zavěšení kladek na strop nebo
figurek na kladky. Tíha dvou figurek (v newtonech) je yyzna-
čena na obrázku. (a) Jaká je tíha t etí figurky? (Tip: Podobně

jako v p edcházející otázce využijte skutečnosti, že síla p ená-
šená dlouhym lanem je poloviční než síIa, kterou lano prisobí
na kladku.) (b) Jaká je síla p enášená v krátkém laně označe-
némT?

Obr.13.24
Otázkal0

1r. (a) Použijete v riloze uvedené v kontrole 3 p i v počtu ve-
likosti momentu síIy Mr, ktery na tyč prisobí od síly T, funkci
sin0 nebo cos0? (b) Jestliže zmenšíme írhel 0 tak,že zkrátíme
píovaz a tyč ponecháme vodorovnou, bude nutno moment Mo
síly pro zachování rovnováhy zvětšit, zmenšit, nebo ponechat
stejn ? (c) Sílu T vytvá ející moment musíme v tom p ípadě
zvětšit, zmenšit, nebo ponechat stejnou?

12. Tabulka udává velikosti ploch t í povrchri a velikosti vy-
sledn ch sil, které na tyto plochy prisobí. Síly prisobí kolmo
k povrchrim a jsou podél nich rovnoměrně rozloženy. Se aďte

povrchy podle velikostí napětí, která na ně prisobí.

VBrrrosr pLoCHy Sír-a

Povrch A
Povrch B
Povrch C

0,5,56

2So

3So

2Fo
4Fo
6Fo

Ldo
2Ld1
4^d0

2do

4do

I0d0

13. Dlouhá tyč byla roz ezána na tyče A, B, C. Tyče se p ilo-
ženymi silami prodloužily. Se adte je sestupně podle velikosti
napětí v nich.

PŮVOONÍ DÉLKA ZUĚNI DELKY

Tyč A
Tyč B
Tyč C

2334
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lC. Osmičlenná americká rodinka, jejíž váhy v librách jsou
uvedeny na obr. 13.25, se houpe na prkně. Kteíí z členri rodiny
(udejte čísla) vytvá ejí největší momenty síly vriči ose houpačky
(a) mííící p ed rovinu stránky, (b) mí ící za rovinu stránky?

Obr.13.25 Cvičení I 12
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Obr.13.26 \ -
Cvičení z 'íF'

3C. Šikmá věžv Pise (obr. I3.21)je 55 m vysoká a její prriměr

1e 7 m. Vršek věže je odch len 4,5 m od svislice. Pokládejte věž

2C. Na obt.I3.26 je znázorněn o ech, kter; chceme rozlousk-
nout louskáčkem. P edpokládejme, že k rozlousknutí o echu je
t eba na něj prisobit z obou stran silou o velikosti 40 N. Jaké
velikosti F1 musí mít síly, kterymi prisobíme kolmo na rukojeti
louskáčku, abychom o ech rozlouskli? D ležité rozměry jsou
udány na obrázku.

Obr.13.27 Cvičení:. Šitma věž v Pise (fotografie není pootočena).

za homogenní kruhovy váIec. (a) Jak velká další odchylka vršku
věže by vedla k jejímu pádu p evrácením? (b) Jak by p itom
byl írhel mezi svislicí a osou véže?

4C. Na částici prisobí síly F1 : 10i - 4j a F2 - 17i + 2j.
(a) Jaká sÍla F3 vyrovná tyto síly? (ftp: Vektorov součet všech
t í sil musí b t nulov .) (b) Jak rihel svírá síla F3 s osou x?
Pro číselnl v počet p edpokládejte, že čísla udávají velikosti sil
v newtonech.

5C. Lukost elec napíná luk. Jak írhel svírají dvě části tětivy,
známe-Ii sílu, jakou ji lukost elec natahuje?

6C. Na obr. 13.28 je znázorněno, jak fiďtč znaly fyziky vy-
prošťuje sv j vťrz z hlubokého bláta na krajnici silnice. Jeden
konec lana uvázal pevně kolem p edního nárazníku a druh
kolem patníku vzdáleného 20m. Potom zatáhne za st ed lana
kolmo k jeho délce silou 600 N. Lano se protáhne, takže jeho
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st ed se vysune ve směru síly o 30 cm, když se vriz nepatrně
pohne. Jaká síla prisobí na v z v tomto okamžiku?

Obr.13.28 Cvičení 6

7C. Provaz, jehož hmotnost budeme zanedbávat, je natažen
mezi dvěma richyty vzdálenymi 3,44m. Provaz se prohne
o 35 cm, když se na něj uprost ed zavésí p edmět o tíze 3 160 N.
Jaká je potom síla napínajícíprovaz?

8C. Na obr.13.29 je znázorněn systém, kter je v rovnováze,
ale jehož blok spočívajícína vodorovné podložce začne klouzat,
když k p edmětu o hmotnosti 5 kg je p idáno jakékoliv další
závaží. Jak je statick činitel tíení mezi desetikilogramovym
blokem a jeho podložkou?

a
1

Obr.13.29
Cvičení 8

9C. Lešení o hmotnosti 60kg a délce 5m je drženo ve vo-
dorovné poloze závěsn; mi lany na obou jeho koncích. Čistič
oken o hmotnosti 80 kg stojí v místě, které je vzdáleno 1,5 m od
jednoho konce, Jaká síla napínající lano je p enášena (a) lanem,
které je blížekčističi, (b) vzdálenějším lanem?

10C. T i muži nesou trám. Jeden muž je na konci trámu a druzí
dva nesou trámek mezi sebou na p íčném trámku. Kde musí byt
umístěn p íčn trámek, aby všichni muži nesli stejně? (Zane-
dbejte hmotnost p íčného trámku.)

11C. Rovnoměrně naložená p epravka tvaru krychle o hraně

0,750 m a tíze 500 N spočívá na podlaze a je zap ena o velmi
nízkou pevnou p ekážku. V jaké vyšce nad podlahou musí pri-

sobit sila 350 N, aby p epravku právě nadzvedla?

l2C. Homogenní koule tíhy G a poloměru r visí na vlákně p i-
pevněném k dokonale hladkó stěně ve v ši d nad st edem koule
(obr. 13.30). Najděte (a) napěťovou sílu p enášenou vláknem,
(b) sílu, kterou stěna prisobí na kouli.

13C. Auto hmotnosti 1 360 kg má rozvor (vzdálenost mezi
p ední azadní nápravou) 3,05 m. Těžiště autaje 1,78 m zap ední
nápravou. Určete zatížení (a) kol p ední nápravy, (b) kol zadní
nápravy, za p edpokladu, že auto stojí na rovině a obě kola tóže
nápravy jsou zatížena stejně.
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Obr.13.30
Cvičení 12

I4C. li4už o hmotnosti 75 kg se na vodorovné lávce zastaví,
když waz1l čtvrtinu vzdálenosti od jednoho jejího konce. Lávka
je homogenní a její hmotnost je 300 kg. Jakou svislou silou
prisobí lávka a muž (a) na vzdálenější pilí , (b) na bližší pilí ?
Pilí e jsou umístěny na koncích lávky.

15C. Skokan vážící 580N stojí na konci 4,5m dlouhého ská-

kacího prkna. Prkno je p ipevněno k dvěma podpěrám vzdále-
nym 1,5m, jak jeukázáno na obr. 13.31. Jaká je velikost a ori-
entace síly ptisobící na prkno od (a) levé podpěry, (b) pravé
podpěry? (c) Která podpěra je natahována akterá.stlačována?

r_Ť .

Obr.13.31
Cvičení 15

16C. Metrové pravítko jevyváženo nab itu podloženém v místě
se značkou 50,0cm. Na značku I2,0cm položíme na sebe dvě
mince a pravítko se nám pak povede vyrovnat, když b it podlo-
žíme pod značku 45,5 cm. Jedna mince má hmotnost 5,0 g. Jaká
je hmotnost pravítka?

17C. Čistič oken hmotnosti 7 5 kg lžív á žebíík, ktery máhmot-
nost 10kg a je dlouh 5,0m. Spodní konec žeb íku postaví na

podlahu ve vzdálenosti 2,5 m od stěny a vrchní konec op e o na-
prasklé okno v této stěně. Když vyšplhá po žeb íku 3,0 m, okno
se rozbije. Vypočtěte (a) sílu, jakou žebŤíkprisobil na okno bez-
prost edně p ed jeho rozbitím, (b) velikost a směr síly, kterou
podlaha pťrsobila nažeb ík v tomto okamžiku. Zanedbejte t ení
mezi žebííkem a oknem a p edpokládejte, že žebíík po podlaze
neklouže.

18C. Obr. 13,32 ukazuje anatomickou stavbu spodní části nohy,

která umožňuje stání na špičkách. P i něm je pata vysoko zved-
nutá nad podlahu a chodidlo se dot; ká podlahy jen v malém
okolí bodu P, kteró jsme na obrázkl označlli jako p sobiště
síly podpírající nohu osoby stojící na špičkách. Vypočtěte síly,
kterymi prisobí na chodidlo (a) l tkov sval v bodě Á, (b) holenní
a lytková kost v bodě B, když osoba stojí na špičkách. Položte
a : 5,0 cm a b : 15,0 cm a hledané síly vyjád ete v násobcích
tíhy G osoby.

19U. StahovákemGzkrátíme tyč AB čtvercovéhorámu ABCD
znázornéného na obr. 13.33. Tím se tyč napne a na body A a B
pťrsobí síly T mí ící yen z rámu. Určete síly prisobící na ostatní
tyče rámu. Najděte, které tyče jsou podrobeny tahu a které tlaku.
Úhlop íčné tyče AC a B D se nedot kají v místě E.IJvážení
symetrie rámll zjednoduší ešení této a podobnych írloh,

AGB

Obr.13.33
Útotra tq

20Ú. PvC stejné, homogenní koule jsou umístěny v pravoírhlé
pevné nádobě (obr.13.34). Najděte síly, které pťrsobí na koule
(a) od stěn nádoby, (b) síly vzájemného prisobení koulí, jestliže
spojnice těžišť koulí svírá írhel 45' s vodorovnou rovinou. Vy-
sledky vyjád ete v násobcích tíhy jedné koule. Neuvažujte t ení.

Obr.13.34
úrcnazo

ZrÚ. Otov o hmotnosti 900 kg je zavéšen na svislém laně A,
které je v místě O spojeno se dvěma dalšími lany B a C, která
svírají s vodorovnou rovinou írhly 51' a 66" (obr, 13.35),Najděte
napěťovou sílu p enášenou (a) lanem A, (b) lanem B, (c) la-
nem C. (Tip: Abyste nemuseli ešit systém dvou rovnic o dvou

T-
d

,|

--==-- 
l1 tkov; sval

kosti dolní části nohy

Obr.13.32
Cvičení 18
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neznámych, zvolte soustavu sou adnic tak, jak je naznačeno na
obrázku.)

x

/
/

Obr.13.35
úloha2t

ZZÚ. SitaF udržuje v systému znázornéném na obr. 13.36 rov-
nováhu. Hmotnost bloku je 7 kg. Vypočtěte sílu Z p enášenou

lanem, na kterém visí systém. Hmotnost kladek at ení v systému
zanedbejte.

triceps

kost
pažni

z'
15cm

Obr.13.36
úlonazz

23Ú. Systémzobr. 13.37 jevrovnováze,kdyžprost ednívlákno
je p esně vodorovné. Najděte (a) sílu Zr, (b) síhlT2, (c) sílu Z3

aíhel0.

Obr.13.37
úrcnazz

24Ú. Nerovnoramenn é váhyjsou tvo eny pevnou tyčí podep e-

nou b item mimo st ed tyče a miskami zavěšenymi na koncích
tyče. Hmotnost tyče a misek budeme v dalších rivahách zane- obr.13.39
dbávat. Váhy jsou vyrovnány, když závaží hmotnosti m je na ÚtonaZí
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levé misce a závaží hmotnosti m1 fld pravé misce vah. Když
umístíme závaží hmotnosti m na pravou misku, musíme dát
k vyrovnání vah na levou misku závaží hmotnosti ml. Ukažte,
žeplatím:\fra|m2.
25Ú. Závaží o hmotnosti 15 kg je p es dvě kladky taženorukou,
jak je ukázáno na obr. 13.38. Paže je svislá, zatímco p edloktí
svírá írhel 30' s vodorovnou rovinou. Jakou silou prisobí na p ed-
loktí (a) triceps, (b) pažní kost? P edloktí a ruka mají dohromady
hmotnost 2,0kg. Těžiště systému je 15 cm od loketního kloubu
směrem k ruce, místo upnutí tricepsu 2,5 cm na druhou stranu
(srovnej s obrázkem).

35 cm

2,5cm

26Ú. Čtvercovy vyvěsní štít (hmotnost 50,0kg, délka strany
čtverce 2,0m) je vysunut do ulice na tyči zanedbatelné hmot-
nosti a dólky 3,00 m. Lano napnuté mezi vzdálenějším koncem
tyče a místem upevnění na stěně, které je 4,00m nad kloubo-
vym závésem nesoucím tyč, udržuje tyč ve vodorovné poloze
(obr. 13.39). (a) Jaká je napěťová síIa p enášená lanem? Jaká je
(b) vodorovná a (c) svislá složka síly, kterou prisobí stěna p es

kloubovy závés na tyč?

L
00m

l

4,

A

Obr.13.38 Uloha 25

kloubov
závés

i* 2.0O- -
3.00m
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ZZÚ. Na obr. 13.40 je schematicky znázorněn horolezec,ktery
\eze ,,na sokolíka" podél štěrbiny, p ičemž rukama táhne za jednu

stranu štěrbiny a chodidly tlačí najejí druhou stranu. Štěrbina
má ší ku w : 0,20 m. Těžiště horolezce je ve vodorovné vzdá-
lenosti d : 0,40 m od bližší stěny štěrbiny. Statick činitel t ení
mezi rukama horolezce a skálou je fi : 0,40 a mezi botami
horolezce a skálou íz : I,2. (a) Jak nejmenší tah rukama
a tlak nohama ve vodorovném směru udrží horolezce na skále?
(b) Jaká musí byt p i tomto tahu svislá vzdálenost h mezirukama
a nohama, aby horolezec byl v rovnováze? (c) Kďyž se horolezec
setká s mokrou skálou, takŽe hodnoty fi a f2 se zmenŠÍ, jak se
zméní odpovědi naotázky (a) a (b)?

ZSÚ. Síty Ft, Fza F3 prisobí na systém znázornény na obr. 13.41

p i pohledu shora. Chceme dostat systém do rovnováhy tím,
že do bodu p s vhodně zvolenou vzdáleností d umístíme sílu
s vektorovymi složkamt Fy, a Fy. Zadané jsou hodnoty a : 2,0 m,

b :3,0íí1, c :1,0m, Ft :20N, Fz : 10N a F3 : 5,0N.
Najděte hodnoty: (a) Fr-,, (b) F" a(c) d.

-d

Obr.13.41 Útotra ZS

ZgÚ. lak velká musí byt síla F prisobící vodorovně na osu
kola, aby kolo p ekonalo schod v šky h (obr.I3,42)? Kolo má
poloměr r aváží G.

30Ú. Ve stropě je čtvercov poklop o straně 0,91m a hmot-
nosti l1 kg. Na jedné straně jsou panty, na druhé držadlo. Tě-
žiště poklopu je posunuto o 10cm směrem k pantrim od jeho
geometrického st edu. Jak velkou sílu musí b; t schopno p enést
(a) držadlo, (b) panty?

l
h

]

Obr.t3.42 Útot,,aZg

SrÚ. Čtyri stejné cihly délky d jsou naskládány na sebe tak,

žekaždá vyšší o něco p esahuje tu nižší (obr. 13.43). Nalezněte
a vyjád ete v násobcích délky d maximální délky p esahri (a) at,
(b) az, (c) al, (ď) q a (e) h, p i kter ch ještě stavba z stane

v rovnováze, tedy nespadne.

Obr.13.43 Útotra gt

32Ú. leden konec tyče hmotnosti 20 kg a délky 1 m je p ipevněn
ke stěně kloubovl m závěsem. Druh konec je zavěšen na vlákně
zprisobem vyznačenym na obr. 13.44. (a) Najděte napěťovou sílu
p enášenou vláknem. Jaká je (b) vodorovná a (c) svislá složka
síly, kterou kloubovy závés p sobí na tyč?

Obr.13.44

33Ú. Systém na obr. 13.45 je v rovnováze. Závaží o hmot-
nostt 225 kg je zavěšeno na konci homogenní vzpéry, jejíž
hmotnost je 45 kg. Stanovte: (a) sílu p enášenou vláknem T,
(b) vodorovnou a (c) svislou složku síly, kterou vzpéra p sobí
na kloubovy závés.

34Ú. Dve e vysoké 2,I ma široké 0,91 m mají hmotnost 27 kg.
Jeden pant je umístěn 0,30 m od vršku dve í, druh ve stejné
vzdálenosti od spodku dve í. Každy z pant nese polovinu tíhy
dve í. P edpoklád ejte, že těžiště dv eíí Ieží v j ej ich geometrickém

]--
I

a
I

I

-l
F3

h
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Uloha32



Obr.13.45
útona gg

st edu. Stanovte: (a) svislé a (b) vodorovné složky sil, kterymi
panty prisobí na dve e.

3SÚ. Nehomogenní tyč tíhy G je zavěšena na dvou lanech tak,
že je v rovnováze vodorovná (obr.13.46). Jedno lano svírá se
svislicí tlňel 0 :36,9", druhé tthel tp: 53,1". Délka tyče d
je 6,1m. Vypočtěte vzdálenost x těžiště tyče od jejího levého
konce.

Obr.13.46
Útotra:S

3OÚ. Na obr,13.4] je znázotněna vodorovná tyč ÁB p ipojená
kloubovym závěsem ke svislé stěně a na opačném konci tenkym
drátem BC,ktery se stěnou svírá írhel 0.Závaží se mriže volně
pohybovat podól tyče;jeho polohu určíme udáním vzdálenosti x
těžiště závaží od stěny. Zjistěte, jak závisí na x (a) síla p ená-
šená drátem, (b) vodorovná a (c) svislá složka síly, kterou kloub
prisobí na tyč. Hmotnost tyče zanedbejte.

kloubov
závěs

Obr.13.47
Útor,y 36 a31

37Ú. V uspo ádání stejném jako v loze 36 (obr. 13.41)p edpo-
kládejte, že déIkatyče d je 3,0 m a její váha2}}N. Váha závaží
je 300 N a írhel 0 : 30" . Drát vydrží maximáln í zatížení 500 N.
(a) Do jaké největší vzdálenosti x m žeme vysunout závaží, než
drát praskne? Jakáje p itom velikost (b) vodorovné a (c) svislé
složky síly, kterou kloub prisobí na tyč?

38Ú. Dva homogenní trámy U a V jsou p es kloub p ipojeny
ke stěně a spolu volně spojeny svorníkem (obr. 13.48). Najděte
vodorovnou a svislou složku síly prisobící (a) natrám U od jeho
kloubového upevnění, (b) na trám U od svorníku, (c) na trám V
od jeho kloubového upevnění a (d) na trám V od svorníku.
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Obr.13.48
Úlotra:S

39Ú. Čty i stejné cihly délky d jsou naskládány na stril dvěma
zpťrsoby, jak je ukázáno na obr. 13.49 (srovnejte s rilohou 31).
Snažte se v obou p ípadech najít maximáInívzdálenost ň, o kte-
rou m že stavba p esáhnout stril, aniž by spadla. Vypočtěte
(v násobcích d) p íslušné vzdálenosti h a nalezněte hodnoty
p esahri aL a2, b1 a b2, které k dosažení maximálních hodnot fr

musíte použít. (podívejte se do The Amateur scientist, scientific
Americaň, June 1985, na podrobnější diskusi p íkladu a ještě
lepší uspo ádání cihel typu (b).)

(b)

Obr.13.49 Útotra:q

40Ú. Homogenní fošna délky d : l4m ahmotn osti m: 50kg
spočívá na podlaze a kluzném válečku (nulovó t ení) umístěnóm
na vršku zdi vysoké 3 m (obr. 13.50). Fošna je v rovnováze,když
0 >- 70" ,ale podklou zne,když 0 < JTo .Určete činitel statického
t ení mezi fošnou a podlahou.

41Ú. Na obr. 13.51jsou zobrazeny schridky spojené osou v mís-
tě C s rameny AC a CĚ' dlouh mi 2,8 m. Zabezpečovací tyč
dlouhá 0,75 m je umístěna v polovině v šky sch dkri. Muž
hmotnosti 85kg stojí na schridku, kter je vzdáIen 2,Im od,
paty schridkri. Najděte: (a) napěťovou sílu v zabezpečovací tyči
a síly, kter mi podlaha prisobí na schťrdky v místě (b) Á a (c) E.

kloubovy závěs
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Obr.13.50
útot a +o

Zanedbejte hmotnost schridkťr a t ení mezi schridky a podlahou.

(Tip: Použljte rovnice rovnováhy na jednotlivé části schridkťr.)

hodnota je 0,70? Pro oba p ípady udejte írhel, kdy zjištěn p ípad

nastane, (Tip:Podívejte se na návod kiloze 42.)

45Ú*. Auto jedoucí po vodorovné silnici prudce zabrzdí, takže
všechna čty i kola se zablokují a sm kají se po silnici. Dyna-
mick činitel tíení mezi koly a silnicí je 0,4. Rozvor, tj. vzdá-

lenost mezi osou p edních a zadních kol, je 4,2m a těžiště auta

je umístěno 1,8 m za osou p edních kol ve v; šce 0,75 m nad

vozovkou (obr. 13.52). Auto váži 11kN. Vypočtěte: (a) brzdné
zrychlení auta, (b) normálovou sílu prisobící na každé kolo
a (c) brzdnou sílu p sobící nakaždé kolo. (Tzp: Auto p i brzdéni
není sice v rovnováze pro posuvn pohyb, ale dokud se nezačne

otáčet,je v rovnovázepro rotační pohyb. Zachování rovnováhy

pro rotační pohyb p edpokládejte.)

Obr.13.51 Útor,u 4t

-l2Ú. Homogenní krychle o straně a spočivána vodorovné pod-

laze. Činitel statického t ení mezi krychlí a podlahou je /. Vo-

dorovnou silou F tlačíme na jednu stranu krychle v její svislé

ose symetrie ve v ši h nad podlahou. Když pomalu zvyšujeme

velikost síly F, krychle začnepo podlaze buď(a) klouzat, nebo se

začne (b) p evracet. Pro jaká f nastane p ípad (a) a pro jaká p í-
pad (b)? (Tip: IJvažte, kde je umístěna normálová síla v p ípadě

p evracení krychle.)

43Ú. Krychlová krabice naplněná pískem váží 890N. Chceme
krabici uvést do valivého pohybu tím, že začneme ve vodo-

rovnóm směru tlačit na iednu z jejich vrchních hran. (a) Jakou

minimální velikost síly k tomu pot ebujeme? (b) Jak minimální
činitel statického tŤení mezi krabicí a podlahou musí prisobit?
(c) Existuje efektivnější zpťrsob, jakrozkutálet krabici? Jestliže

ano, udejte minimální velikost síly, kterou to Ize učinit, (fip:
Podívejte se na návodkíIoze 42.)

44Ú. gedna tvaru krychle s délkou hrany I,2m obsahuje část

stroje, jehož tvar je takovy, že se těžiště krychle nachází o 0,3 m

vyše, než je její geometricklí st ed. Bedna stojí na rampě, která

svírá s vodorovnou rovinou mal ťrhel 0. Když zvyšujeme rihel

9, dosáhneme hodnoty, p i které bedna začne po rampě klouzat,

nebo se začne p evracet. Jak p ípad nastane: (a) když činitel
statického t ení mezi rampou a bednou je 0,60, (b) když jeho

4,2m

Obr.13.52 Uloha 45

ODST. 13.6 Pružnost

46C. Na obr. 13.53 j e gtaf závislosti napětí na deformaci (Kivka
napětí - deformace) pro k emen. Jak je (a) jeho Youngriv modul
a jaká je (b) hodnota meze kluzu?

% 0,001 0,002 0,003 0.004
deformace

Obr.13.53 Cvičení 46

47C. Po pádu zjistil horolezec hmotnosti 95 kg, že visí na konci
lana. Lano délky 15 m a pr měru 9,6 mm se vratně prodloužilo
o 2,8 cm. Vypočtěte: (a) relativní prodloužení (deformaci) lana,

(b) napětí Iana ajeho (c) Youngriv modul.

48C. D lní vytah visí na jediném ocelovém laně o prrimě-

ru 2,5 cm. Celková hmotnost kabiny vytahu a p epravovanych

osob je 670 kg. Jaké bude prodlouženílana, (a) když je vytah na

povrchu 1 2 m pod téžnímstrojem (motorem v tahu) a (b) když je

T 250

ž zoo
\o

Y 150
>O

l00

50



na dně šachty hluboké 350 m? (P i v počtu zanedbejte hmotnost
lana.)

49C. P edpokládejte, že trám na obr. I3,9a je z jedle douglasky
a má čtvercovy prri ez. Jak musí byt trám tlust , aby tlak v něm
nep esáhl I/6 jeho meze pevnosti v tlaku? (K ešení použijte
vysledku p . 13.5.)

50C. Vodorovná hliníková tyč prriměru 4,8 cm vyčnívá 5,3 cm
ze zdi.Závaží hmotnosti 1 200 kg je zavěšeno na samy konec ty-
če. Modul pružnosti ve smyku hliníku je 3,0.1010 Pa. Vypočtěte
(a) smykové napětí v tyči a (b) svislou odchylku konce tyče,
když zanedbáte tíhu tyče.

51C. Jak velky všestrann; tlak musí prisobit na měděnou krychli
o hraně 85,5 cm, aby se její hrany zkrátlly na 85,0 cm? Objemov1
modul pružnosti mědi je 1,4.1011Pa.

52Ú. Navrhujeme tunel s rovnou stechou dlouh 150m,
l,ysok1 '7,2 m, širok 5,8 m, ktery povede 60 m pod zemí
(obr. 13.54). St echa bude držena vylučně ocelovymi sloupy,
jejichž čtvercoq pŇ ez má plochu 960cm2. Zemína v nadloží
(nad tunelem) má hustotu 2,8g.cm-3. (a) Jaká je celková síla,
kterou sloupy musí unést? (b) Kolik musí b t v tunelu sloup ,

aby tlak ve sloupech nep esáhl hodnotu rovnou polovině meze
pevnosti v tlaku?

150m

Obr. 13.54 Útotta SZ

53Ú. Pravoírhlá b idlicová deska spočívá na nakloněné skalní
podložce se sklonem 26' (obr.13.55). Deska je 43m dlouhá,
].5 m tlustá a I2m široká. Hustota desky je 3,2g.cm-3. Činitel
statického t ení mezi deskou a podložní skálou je 0,39. (a) Vy-
počítejte složku tíhy desky prisobící podél nakloněné podložky.
tb) Vypočtěte celkovou sílu statického t ení prisobícína desku.
Porovnáním v sledkri (a) a (b) zjistíte, že desce hrozí sklouznutí
z podložky abrání jí v tom pouze náhodné v čnělky vytvá ející
slabé p echodné záchyty, (c) Aby se deska upevnila, je kolmo
provrtána i s podložní skálou a do otvor jsou zasazeny svorní-
kv, Jestliže plocha prri ezu každého svorníku je 6,4 cm2 a mez
per.,nosti ve smyku materiálu, z kterého je svorník vyroben, je
_3 . 6 , 108 Pa, kolik svorníkri musíme užítkupevnění desky? P ed-
pokládejte, že svorníky jsou p itaženy tak mírně, že neovlivní
i elikost normálové síly (tlak desky na podložku).

5]Ú. Otověná deska spočívá vodorovně na válcích A a B, jak

je lkázáno na obr. 13.56. Válec A má dvakrát větší Youngriv
modul a dval<rát větší prťr ez než válec B. Než byly válce de-
formovány cihlou, měly stejnou délku. Jaká část tíhy cihly je
podep ena (a) válcem A a (b) válcem B? Vodorovné vzdálenosti
mezi těŽiŠtěm cihly a osami válcri jsou da pro válec A a dg pro
válec B. (c) Jak je poměr 

^/dg?

Obr.13.56
úlonas+

55Ú. Homogenní kláda hmotnosti 103 kg visí na dvou ocelo-
vl ch drátech A a B, které mají poloměr l,2mm. Privodně byl
drát A 2,5}mdlouhl a byl o 2mmkratší než drátB. Po zavěšení
znázorněném na obr. I3.5] je kláda vodorovně. Jakou silou ji
drží (a) drát A, (b) drát B? Jak je poměr délek de/ds?
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Obr.13.55
Útotra S:

Obr.13.57
Útotra SS

56U. Na obr. 13.58 je pohled shora na pevnou tyč, která se mriže
otáčet kolem svislé osy, dokud ji nezastaví dvě stejnó gumové
zarážky A a B umístěnó na tyči ve vzdálenosti r4 a rB od osy.
Nejprve zarážky po zastavenítyčez stanou ve stavu, kdy nejsou
stlačeny. Potom začne na tyč prisobit síla F ve vzdálenosti R od
osy otáčení. Najděte síly, které stlačují (a) zarážku A, (b) za-
rážku B.

zarážka A zarážkaB

l__rA

Obr.13.58 Útotra S6

J,2mI
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Naše Galaxie, kterou aidíme na obloze jako Mléčnou dróhu, md taar

disku. |e složena z miliard haězd, jejich planet a z prachu. SíIa, kteró

adže dohromady ašechny složlcy naší Galaxie nebo kterékolia jiné galaxie,
je tatdž jako síla, kterd drží Měsíc na jeho oběžné drdze a uds na Zemi -

graaitace. Ta je také odpoaědnd za jeden z nejzaldštnějších objekt ue

aesmíru, černou díru - haězdu, kterd se plně zhroutila (zkolaboaala)

doanit sebe samé. Graaitační síla poblíž černé díry je tak silnd, že ji _
nep ekond ani saětlo. Ale je-li tomu tak, jak m žeme černou díru zjisíit!

14
Gra,uita,ce



14.1, svĚr A GRAvIrnčNí síla
úvodní obrázekukazuje, jak vidíme Mléčnou dráhu;my se
nacházíme p oblíž okraj e g al akti ckéh o di sku, asi 2600 0 s vě -
teln ch let (2,5,1020 m) od jejího st edu, kter; na obrázku
leží v souhvězdí st elce. Naše Galaxie je členem skupiny
galaxi| která zahrnuje galaxii v souhvězdí Andromedy
(obr. 1 4. 7) v e v zdálenosti 2,3. 106 světeln ch let a j iné trpas-
ličí galaxie, jako Velké Magellanovo mračno na vodním
obrázku.

obr.14.1 Galaxie v Andromedě. Je od nás vzd,álena 2,3.106
světelnych let, je slabě viditelná i prost m okem a je velmi
podobná naší rodné Galaxii - Mléčné dráze.

Místní skupina galaxií je částí místní kupy galaxií. Mě-
ení provedená v osmdesáq ch létech ukazují, že místní

kupa galaxíi a kupy galaxií v souhvězdích Hydry a Ken-
taura se všechny iti na vljimečně hmotn; objekt zvany
Velk atraktor nebo též Yelky poutač. Ten je vzdálen od
násp ibližně 150milion světelnl chlet,naopačnou stranu,
než kde vidíme Mléčnou dráhu, mezi souhvězdímiHydry
a Kentaura.

síla, která váže dohromady tyto tak dalece rozsáhlé ob-
jekty, od hvězd p es galaxie ke skupinám,kupám a nadku-
pám galaxií, akterá je patrně všechny p itahuje k velkému
poutači, je gravitační síla. Nejenom že vás p idržuje na
zem| ale vládne i hlubinám mezigalaktického prostoru.

l4.2 NEwToNův cnevrračNí zÁxoN 357

|4.2 I\EWToxŮv GRAVITAČNÍ zÁrox
Fyziky vždycky zajímá, zdaby se p i podrobnějším zkou-
mání nenašel mezi zdánlivě nesouvisejícími jevy nějak
vzájemny vztah. Tato snaha po sjednocování fyzlkáIních
teorií panuje jlž po staletí. V roce 1665 učinil mlad; , t ia-
dvacetiletl Isaac Newton základníp ínos pro fyziku ,když
ukázal, že síIa držící Měsíc na jeho oběžné dráze je táž
jako síla, která nutí padat jablko naZem.My to nyní poklá-
dáme za takovou samoz ejmost, že si těžko p edstavujeme
starověké pojetí, podle kterého byly pohyby pozemskl ch
a nebeskl ch těles zcelar znych druhri a ffdily se .iznymi
zákony.

Newton dospěl knázoru, že nejenomZemě p itahuje
jablko i Měsíc, ale že každé těleso ve vesmíru p itahuje
každé jiné těleso; tuto tendenci všech těles p itahovat se
navzájemnazyváme gravitace. Na tento závěr nejsme p í-
liš zvyklí, protože na povrchu zemském je ona drivěrně
známá p itažlivost zemská tak veliká , že zdaleka p ektyvá
vzájemnou p itažlivou sílu ostatních těles mezi sebou. Tak
nap íklad země p itahuje jablko jistou silou (totiž jeho vá-
hou). Také vy p itahujete jablko (a ono p itahuje vás), ale
tato p itažlivá síla je menší než váhanejjemnějšího prášku.

Zákon o síle, kter; nyní nazyváme Newton v gravi-
tační zákon, formulov al NIe wton kvantitati v ně : každá č ás -
tice p itahuje každou jinou částici gravitační silou, jejíž
velikost je

F _ Gr+ (Newtonriv gravitačnízákon). (I4.1)rz

Zde m1, ffi2 zí7zčí hmotnosti obou částic, r vzdálenost mezi
nimi a G je* gravitační konstanta, jejížhodnota činí

G - 6,6J.10-11N.*2.kg-2 _
_ 6,6.7.10-1 1 m3.kg_t.r_z. (14.2)

ob.74.2 ilustruje ově enou skutečnost, že se částice
vždy pitahují ,,k sobě" a nikdy se neodpuzuji ,,od, sebe.o;
částice m2 pfitahuje částici m1 gravitační silou F, která
smě uje k částici m2.

Obr.I4.2 Dvě částice
o hmotnostech m1 a m2
ve vzdálenosti r se na-
vzájem p itahují podle
Newtonova gravitačního
zákona, rov. (14.1). P i-
tažlivé síly F a -F jsou
stejné co do velikosti
a mají opačné směry.

,H
lx -r\

a' a''k'_,/iď.,-,'Y

m2

* symbol G je p edepsán normou a užívá se v celém světě. u nás se
někdy uživásymbol x.
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Podobně částice ml píttahuje částici m2 gravitační si-

lou, která je orientována k částici m1. SíIy F a -F jsou ve

vztahu akce a reakce; mají stejné velikosti a opačné směry.

Závísejí na vzdáIenosti obou částic, ale nikoli na jejich

umístění; částice by stejně dob e mohly b t v nějakó dutině

nebo p emístěny do hlubin vesmíru. Síly F a -F nejsou

ovlivněny p ítomností jin ch těles, dokonce ani kdyby tato

těle sa ležela mezi lv ažovanymi p itahuj ícími se č ásticemi.

Velikost gravitační síly, tj. to, jak silně se dvě čás-

tice danl ch hmotností na danou vzdálenost píitahují, zá-

visí na velikosti gravitační konstanty G. Kdyby nějak m

kouzlem vzrostlo G desetkrát,Ieželi bychom na podlaze

rozdrceni zemskou p itažlivostí. A kdyby se naopak G de-

setkrát zmenšilo, zeslábla by zemská p itažIivost natolik,
že bychom mohli skákat p es domy. (Ale spíš bychom za-

hynuli, protože by si Země neudržela svou atmosféru.)

Ačkoliv Newtonriv zákon platí p esně jen pro částice
(tedy hmotné body), mrižeme ho použít i na reálné p ed-

měty, pokud jsou jejich vlastní rozměry zanedbatelné vriči
jejich vzdálenosti. Měsíc aZemějsou od sebe dostatečně

daleko na to, abychom je mohli v dobrém p iblížení pova-

žovat zahmotné body. Ale co jablko naZeml? Z hlediska
jablka se veliká a široká Země,rozprostírající se od obzoru
k obzoru, jistě nejeví jako hmotny bod.

Newton vy ešilproblém jablko -| Zemétím,že formu-
loval tzv.,,slupkoq teorém":

Homogenní hmotná kulová slupka
částici steině. jako kdyby veškerá

sor"rst eděna v jejím st edu.

p itahuje vněležící
hmota slupky byla

Zemi mrižeme považovat za složenou z takov ch ku-
lovych slupek asi jako cibuli - 

jedna slupka uvnit dru-

ne. (Řitame, že Země je po vrstvách homogenní neboli
má hmotu rozloženu sféricky symetricky .) Každá z těchto

slupek p itahuje vněležící p edmět tak, jako by její hmota

byla soust eděna do jejího st edu - tedy do st edu Země.

Z hlediska jablka se tedy (p ekvapivé) Zemé chová jako

hmotny bod - 
jako částice umístěná ve st edu Zemé,v níž

je soust eděna veškerá hmota Země.

P edpokládejme tak jako na obr. l4.3, že Zemé píl,-

Obr.14.3 Jablko p itahuje nahoru
Zemi stejně silně jako Země dolri
jablko.

tahuje dolri jablko silou 0,8 N. Potom jablko musí p ita-

hovat Zemi nahoru silou 0,8 N; tuto sílu si umístíme do

st edu Země. Ačkoliv obě síly mají stejnou velikost, udělí
p i uvolnění jablka rtnná zrychleníjablku a Zemí. Jablko
získázrychleníkolem 9,8 m.s-2, dob e známézrych\eníté-
les padajících nedaleko zemského povrchu. Zemé by však
(v těžišťovém systému soustavy jablko -l Zemé) získala
zrychlenípouze asi 1.10-25 m,s-2.

{*NrxCLA 1: Částici postupně umístíme vně čty ob-
jektri, zníchžkaždy má hmotnostm;jsou to
(1) velká homogenniplná koule;
(2) velkáhomogenní kulová slupka;
(3) malá homogenníplná koule;
(4) maláhomogenní kulová slupka.

Ve všech p ípadech má částice stejnou vzdáLenost d
od st edu objektu. Uspo ádejte objekty podle velikosti
gravitační síly, jakou prisobí na částici, od největší síly
k nejmenší.

1,4.3 GRAVITACE A PRINCIP
SUPERPOZICE

Pro skupinu částic nalezneme vyslednou gravitační sílu
(v slednici sil) pťrsobícínakteroukoliv z nich pomocí prin-
cipu superpozice, což je obecny princip, p edpokládající,
že v sledn jev je součtem všech dílčích jevri. V tomto p í-
padě princípííká,žepro v počet gravitační síly pťrsobícíta
konkrétní částici m žeme nejprve postupně vypočítat dílčí
síly od každé z ostatních částic. Poté vypočteme vyslednou
sílu jako vektorovy součet všech těchto sil- jako obvykle.

Pto n interagujících částic m žeme zapsat princip su-

perpozice takto:

Ft: Fnl Fn * h+* Fs l ...l Fn. Q43)

Zde je F1 vysledná síIa prisobící na částici 1 a nap . Fn je
síla, kterou pťrsobí částice 3 na částici 1. Tento vektorovy
součet mrižeme zapsaí kompaktněj i :

n

FI : I a,,.
; _")

(l4.4)

Jak je tomu se silou, kterou na částici p sobí reálné tě-

leso, zaujímajícíjist prostor? Najdeme jítak,že těleso roz-
Iožíme na kou s íčky tak malé, abychom j e mohli p okládat za
hmotné body, a potom použijeme rov. (l4.41k nalezení vek-
torového součtu všech sil prisobících na částici ode všech
kousíčkri tělesa. V limitním p ípadě m žeme těleso rozdé-
lit na infinitezimální kousíčky o hmotnostech ďm, z nichž



každy prisobí na uvažovanou částici jen infinitezimální si-
lou dF. V limitě p ejde suma zíoy.(14.4) na integrál:
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velikost je dvojnásobkem velikosti y-ové složky F13:

(14.5)

kde integrujeme p es cel objem zaqímany tělesem. Jde-li
však o homogenní kouli nebo kulovou slupku, mtižeme
namísto integrace v rov. (14.5) postupovat, tak jako by
celá hmota tělesa byla soust eděna v jeho st edu, a potlžít
rov. (14.1).

pŘíxran r+.r
Na obr. l4.4a je uspo ádáno pět částic s hmotnostmi m1 :
: 8,0k9,*z - m3 - m4 - m5 :2,}kg,délkaa :2,0cm,
íthel 6 : 30o. Jaká je vl sledná gravitační síla F1 , prisobící na
částici m1 od ostatních čty částic?

:,,,:,m2 (a) (b)

Obr.14.4 P íklad 14.1. Uspo ádánípětičástic. Síly,kterl mi prisobí
ostatní čty i částice na částici m1.

ŘBŠEXÍ, Z rov. (l4.4) víme, že vyslednice F1 je vektoro-
vym součtem sil Fn, F;1., F14, Fls, což jsou gravitační síly
p sobící na částici m1 od ostatních částic. Protože hmotnosti
m2 a m4 jsou si rovny a protoŽe obě Částice jsou ve stejnl ch
vzdálenostech r : 2a odprvní, plyne zíoy.(I4.I)

(0,020 m)2

: 4,6.10-6 N, (Odpověd)

Všimněme si, že p ítomnost částice m5 mezi částicemi m1

a m4 neměla vliv na jejich gravitační prisobení: síla mezi m1

ama ztstávátáŽ,

r:NrX*LA 2: Obrázek ukazuje čty i konf,gurace t í
částic se stejn mi hmotnostmi. (a) Uspo ádejte kon-
flgurace sestupně podle velikostí v sledné gravitační
síly prisobícinačástici m.(b) Je v konfiguraci (2) směr
v sledné síly blíže k sečce délky d, nebo k ťrsečce
délky D?

Ft: Í or,

G nt, ttt,,

12u )1

_ GtnttnlFl.i:Fl5:---_--
a"

Gmrl
F1.3cos 0:2#'cosÉ -
(6,61,10-1 1 m3.kg- l .s-2; 18,0 kg) (2,0 kg)

a
Il--n ---t II l lDL*a-] l l, l-ao-o----------r a-r-----{

(:2)(1)

.d. D . T D .mrl
J

(3) (4)

pŘÉxg,e* a+.e

Na obr. I4,5 je částice o hmotnosti m1 - 0,67kg vzdáIena
d :23 cm od konce homogenní tyče délky a :3m a hmot-
nosti M : 5 kg. Jak velkou gravitační silou F1 p itahuje tyč
částici?

Podobně hmotnosti m3 a m5 jsou si rovny a obě částice jsou
ve stejnych vzdálenostech r : a od m1, takže platí

l*d-*i- a 

-|
Obr.14.5 P íklad I4.2. Částice o hmotnosti ml leží na ose tyčky
délky a ve vzdálenosti d od jejího konce. Infinitezimální kousek
tyčky dmležíve vzdálenosti r odm1.

ŘEŠPN[Í: Uvažujme infinitezimálně maly kousek tyče
o hmotnosti dm a délce dr, vzdáIeny r od m1. Z rov. (I4.I)
vyjád íme velikost gravitační síly dF1, kterou dlz p sobí
I10, m1|

(I4,6)

(14.])

Gm,
.: dm. (14.8)

Na obr. 14.4bje silov diagram pro m1. Odtud a z rov, (14.6)
je z ejmé,že F2 a Fg mají stejné velikosti, ale opačné směry;
tyto síly se proto vyruší. Z obr.14.4b a rov. (I4.]) vidíme, že
-t-ové složky sil F13 a F15 se také zruší, zatímcojejich y-ové
složky mají stejnou velikost, ale směr tentokrát stejn1 - ve
směru osy y. V sledná síla F1 tedy smě uje podél osy y a její

Na obr. 14.5 smě uje tato síla doprava. Protože ml ležína ose
tyče, smě uje doprava také každá z částečnych sil dF1, kte-
r mi prisobí kousek ďm tyče n0, m1. Velikost rihrnné síly F1
prisobící rrz, l7l1mrižeme tedy najít prostym sečtením veli-
kostí dílčích sil. Provedeme to integrací rov. ( 14.8) podél tyče.



360 KApIToLA 14 GRAvITAcE

(Kdyby bod ml neležel na ose tyče, smě ovaly by dílčí síly
do rrizn ch směr a bylo by nutno získat v; slednou sílu jako

vektorovy součet dílčích sil.)
Pravá strana rov. (14.8) obsahuje dvě proměnné, r a m,

resp. dm. P ed integrací musíme z integrálu odstranit vy-
raz dm. Protože je tyčka homogenní (má konstantní hustotu),

m žeme psát
dmM
-:-dra

To nám umožňuje nahradit ďm : (Mla) dr v rov.(14.8).

Potom integrujeme rov. (14.5) a dostaneme

,,: ídFt- ío"*o +:o,:a! ín"" !:
__CmlMl!1"*o:_C^,M ( l _l\:l;]^ \,+d-a)-

GmlM
d(a * d)

_ (6,67.10-11 m3.kg-l.s*2)(0,67 kg)(5,0kg) _

1,4.4 GRAVITACE
PovRCHU

v BLíZKOSTI
ZF,Ij'4iÉ

Zanedbejme prozatím rotaci Země a p edpokládejme, že

Země je stojící homogenní koule o hmotnosti M a po-

loměru R - 6 371km, odpovídajícímu objemu skutečné

Země. Velikost gravitační síly p sobícína částici o hmot-

ností m stojící ve vzdáIenosti r > R od st edu Země je
podle rov. (14.1)

Mm
F:G ,l

Pokud na částici neprisobí jiné síly, bude prisobením gravi-
tačnísíly Fpadatke st edu Země.Síle Fodpovídá zrychlení,
které nazyváme gravitační zrychlení ar. Newtonriv druh
pohybov zákon námííká, že pro F a a, platí

(0,23 m)(3,0m i 0,23 m)

: 3,0.10-10 N. (Odpověd)

RADY A NAMETY
Bod 14.1: Znázornění vektor gravitační síly

Máme dáno rozložení částic (nap . na obr. I4.4a) a chceme
najít celkovou gravitační sílu prisobící na jednu z nich. Pak
doporučujeme nakreslit silov diagram, kterl obsahuje jen

zkoumanou částici (nikoli ostatní) a jen ty síly, které na ni
prisobí, jako je to v obr. 14.4b. Pokud byste se rozhodli sklá-
dat vektory sil v privodním diagramu, umísťujte je vždy do
té částice, na kterou p íslušná síla p sobí (a to raději ,,patič-
kou" vektoru než jeho,,šipkou"). Pokud nakreslíte vektory sil
jinak, vnesete si do diagramu zmatek. A ten bude zaručeny,
pokud budete umísťovat vektory sil do těch částic, které na

zkoumanou částici prisobí.

Bodl4.2z Zjednodušení součtu siL využitím symetrie

V p . 14.1 jsme použili symetrii systému k rispo e času a zjed-
nodušení v počtri vedoucích k ešení. Uvědomíme-li si, že

m2 a m4 jsou umístěny symetricky vzhledem k m1, atedy
F9 a Fla se vyruŠÍ, nemusíme tyto sÍly počítat. A pokud si
uvědomíme,Že x-ové složky sil Fr: á F15 se vzájemné vyruší
a jejich y-ové složky jsou shodné a sečtou se, ušet íme si další
námahu.

|{OXTROLA 3: Určete, jak směr má v slednice gravi-
tační síly prisobícinačástici o hmotnostim1 odjin ch
částic o hmotnostech m, které jsou umístěny na ose .r

symetricky vriči ose y podle obrázku.

F : ftlan.ě (14.11)

Dosadíme-li nyní F zrov. (14.10) do rov. (1,4,11) a vyjád-
íme-li ar, dostaneme

(14.10)

(l4.I2)GM
clú: - ^-' rl

Tab. 14.1 ukazuje hodnoty arvypočítanó pro rtnné v šky
nad zemskym povrchem.

Tabulka 14.1 Zména gravitačního zrych|ení a,
s vyškou h

PŘíxreo vÝšrv
km 1m.S

an
b

mo ská hladina
Mount Everest
nejvyšší v ška dosažená

balonem s lidskou posádkou
oběžná dr áha raketoplánu
komunikační satelit

400
35 700

9,83

9,80
9,]I

8,70

0,225

0

8,8

36,6

Gravitační zrychlení a, vyjádíené z rov. (I4.I2) neni
riplně stejné jako tíhové zrychlení g, které opravdu na-

mě íme na volně padajících tělesech (a které je p ibližně
9,81 m.s-2 u povrchlZemě).Tato dvě zrychleníse liší ze t í
drivodri. Země totiž (1) není homogenní, (2) není dokonalá



koule, (3) rotuje, tj. otáčí se kolem vlastní osy. Protože je g
r zné od ag,je také tíhová síIa mg r zná od gravitační síly
podle rov. (14.10), a to ze stejn ch drivodri. Rozeberme si
nyní tyto drivody.

L, Země není homogerutí. Hustota Země se mění radiálně
dosti vyrazně, jak ukazuje obr.14.6. To by podle slupko-
vého teorému gravitační sílu vně Země neovlivnilo. Je-
nomže hustota zemské kriry (či vnější části) se mění v jed-
notlivl ch oblastech pod povrchem Země. Proto se také g
mění od oblasti k oblasti.
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Obr. |4.1b je silov diagram pro bednu. Dost edivé
zrychlení o bedny mí í do st edu kružnice, po níž se bedna
pohybuje, a tento st ed je totožny se st edem Země (p edpo-
kládáme-li kouli). Zemé prisobí na bednu gravitační silou
o velikosti ma, podle rov. (14. t 1). Číslic ová váha prisobí
na bednu normálovou silou Fy. Užijeme druhy Newton v
zákon na bednu, kladny směr osy orientujeme ke st edu
země a dostáváme

Ir -mag-F51 :ma. (I4.I3)

I2345
vzdálenost od st edu (106 m)

Obr. 14.6 Hustota Zemé jakofunkce vzdálenosti od st edu. Hra-
nice pevného vnit ního jádra,píevážné tekutóho vnějšího jádra
a pevného pláště jsou v grafu vyneseny, ale zemská krira je p íliš
tenká, než aby mohla byt v tomto grafil zacbycena v odpovída-
iícím mě ítku.

). Země není koule, Zeméje p ibližně elipsoid, zploštěly
na pólech a vypukl; na rovníku. Jeho rovníkovy poloměr
ie 6 378 km, polární 6357 km. Proto jsou body na pólech
blíž hustému jádru Země než body na rovníku. To je jeden
z d vodrj, proč tíhové zrychlení g roste na ťrrovni mo ské
hladiny ve směru od rovníku k pól m.

3. Země rotuje kolem své osy. Osa rotace prochází se-
r erním a jížním pólem Země. Kažďy p edmět umístěny na
povrchu Země kdekoli kromě těchto pólri obíhá po kružnici
kolem osy rotace, a proto musí mít dost edivé zrychlení,
které mí í do st edu této kružnice. Toto dost edivé zrych-
lení lze popsat dost edivou silou, která také mííí do st edu
réto kružnice.

Ukážeme si, jak rotace Země zprisobuje rozdíI mezi
tíhovym zrychlením g a gravitačním zrychlením ag, a tím
i mezl tíhovou a gravitační silou podle rov. (14.10). Ro-
zebereme za tím írčelem jednoduchou situaci, v níž bedna
o hmotnostimIeží na číslicovéváze na rovníku. Obr. I4.7a
názorně ukazuje tuto situaci z pohledu shora nad severním
pólem.

Velikost Flr1 síly čteme na stupnici váhy; bedna váží mg,
Dosadíme-Ii mg za FN do rov. (14.13), dostaneme

ffiag-m8:n1a1 (I4.I4)

což lkazuje, že velikost tíhovó síly bedny Qejí váha) mg
se liší od velikosti gravitační síly mag pfJsobící na bednu.
Vydělíme-li rov. (l4.I4) m, vidíme, že také g se liší od dn,

a to o dost edivé zrvchlení a.

(a)

Obr.14.7 (a) Bedna ležícínaváze na zemském rovníku. Pohled
je podél osy zemské rotace, shora od severního pólu. (b) Silov
diagram pro bednu. Bedna koná rovnoměrny kruhovl pohyb,
a má proto zrychlení orientované do st edu Země. Gravitační
síla na ni prisobící má velikost mar. Normálová síla Fry p sobící
na váhu má velikost mg, kde g je tíhové zrychlení,

Dost edivé zrychlení a má velikost 02 R, kde rtr je írh-
lová rychlost rotujícíZemě a R je poloměr kruhové dtáhy,
kterou opisuje bedna. (R je p ibližně poloměr Země.)Za co

m žeme dosadit 2xlT,kde Z : 24h je p ibližně doba jed-
noho oběhu Země. Po dosazení do rov. (14.14) a vydělení
ln dostaneme

14

E
o

q

***T*:*"*| 
|vnltrnlt ;

|2 jádro ***."* 
i

TYx*_ l

l0 Y,n:L., 
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Jaoro 
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fi-

plášť\

!

oai6

4

2

0
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.t,]
l', :-:l'.' 

u51-.,u

. /2n\2as-g:u)-R:l_ lR-\r/
-- 0,034 -.r-2. (14.15)
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Odtud plyne, že tíhové zryckiení 8 : g,8m.s-2 mě enó

na rovníku skutečné, rotující planety je o něco menší než
gravitační zrychlení a, zp sobené pouze gravitační silou.

Umístíme-li bednu kamkoli mezi rovník a pól, budou
mít o, a g Ňzné směry, neboť dost edivá síla na rozdíl od
síly gravitační nemí í do st eduZemé,nybrž kolmo k ose

otáčení. Rov. (14.15) by proto bylo nutno upravit. P esto

ale mrižeme odhadnout, že se rozdíl mezi qe a 9 směrem

k pól m zmenšuje, protože bedna opisuje menší a menší
kružnice p i stejné írhlové rychlosti a,l. Na pólu je pak tíha
bedny rovna gravitační síle, neboť se bedna pouze otáčí, ale
nepohybuje se po kružnici.

Rozdíl tíhov ch zrychLení na rovníku a na pólu není
velk (na rovníku je g -: 9,78m.s-2, fl& pólu g -:
; 9,83 m.s-2), a proto ho obvykle zanedbáváme. Také tí-
hovou síIl mg mrižeme aproximovat gravitační silou podle
rov. (14.10).

pŘín<x,an l+.+

(a) Astronaut vysoky h : I,70m se vznáší nohama dolri
v raketoplánu na oběžné ďrázeve vzdálenosti r : 6,7].106 m
od st edu Zemé. Jak je rozdíI v gravitačnímzrychlení jeho

chodidel a hlavy?

ŘEŠPXÍ, Rov. (14.12) nám íká, že gravitační zrychlení ve
vzdálenosti r od st edu Zemé je

GMz
r,

kde Mz je hmotnost Země. Nemrižeme dost dob e použít
dvakrát rov. (14.16), jednou s / : 6,'7'7.106 m pro chodi-
dla apotom s / : 6,'77.106 mi 1,70mpro hlavu. Pokud
bychom to udělali, kalkulačka by nám dala stejnl vysledek
pro obě hodnoty arozdíI by byl nulovy; h jetotlž p íliš malé
v porovnání s r, Místo toho zderivujeme rov. (14.16) podle r
azískáme

GMz
-2 --ž dr,

kde da, je infinitezimální zména gravitačního zrychlení zpri-
sobená infinitezimáIní zménou dr. Pro astronauta je dr : h

a r : 6,]7.106 m. Nahradíme-li veličiny v rov. (I4.I7), do-
staneme

(6,61.10-11 m3.kg-l.s-2;15,98. t024 kg;
*-B - (6,11.106 m)3

, (1,70m) : -4,3],10-6m,s-2. (odpověd)

Tento vysledek znamená, že gravitační zrychlení, a tím i síla
prisobící směrem k Zemi na astronautova chodidla, je větší
než na jeho hlavu, Tento rozdíI mezi silami, kterymi pri-

sobí nehomogenní pole na rizné části téhož (dostatečně roz-
lehlého) tělesa, senazyvá slapová síla; zprisobuje, že se ast-

ronautovo tělo protahuje. V tomto p ípadě je ovšem tak malá,
že je prakticky nemě itelná.

(b) Pokud by astronaut ve stejné poloze obíhal na stejné

dráze o poloměru r : 6,JJ.106 m, ale tentokrát kolem černé

díry o hmotnosti Mč : 1,99.1031 kg (což je desetinásobek
hmotnosti Slunce), jak by byl rozdíl gravitačního zrychlení
jeho chodidel a hlavy? Černádíramápovrch (zvany horizont
černé díry) o poloměru Rč : 2,95,104 m. Nic, ani světlo,
neunikne ztétohrantce,natož z vnit ního prostoru černé díry.
Povšimněme si, že astronaut je (moud e) dost daleko od této

hranice (r :229R).
ŘEŠPXÍ: Opět použijeme rov. (I4,í7),kde dosadíme M6 -
: I,99.1031 kg za M7. Dostaneme

da. : -2
(6,61.10-11 m3.kg-l.s-2)(1,99. 1031 kg;

(6,]].106 m)3

-I4,5 m.s-2. (Odpověd),(I,70m) :

Tentokrát je gravitační zrychlení astronautovych chodidel
směrem k černé dííe značně větší než to, které pťrsobi na
jeho hlavu. Slapová síla, natahující jeho tělo, by byla sice
snesitelná, ale dosti bolestivá. Pokud by se p iblížil k černé

dí e ještě více, natahování by drasticky stouplo.

14.5 GRAVITAčNÍ POLE UVNITŘ zBvlĚ

Newtonriv slupkor-í- teorétll llružei-tte použít také na situaci,
v nížje částice umístěna ir;tii[l'hon,iogenní kulové slupky,
a to v tomto t\-aru:

pŘÉxrep a*.s
Uvažujme pulzar, extrémně hustou zkolabovanou hvězdu,
s hmotností Slunce M - 1,98.1030kg, ale s poloměrem
pouze R : 12km a s rotační periodou T :0,041 s. Jak
se procentuálně liší na jeho rovníku tíhové zrychlení g od
gravitačního ar?

ŘEŠEXÍ, Hodnotu ag na povrchu pulzaru najdeme podle

rov.(74.1Z), kde R nahradí r a M bude hmotnost pulzaru.

Dosazením danl ch hodnot dostaneme

GM (6,61,10-11 m3.kg-l.s-2;11,98.t030kg;
u8 - p2 (12000m)2

: 9,2.101l m.s-2.

Dosazením dan ch hodnot do rov. (14.15) a vydělením a,
dostaneme

ag- 8 _
ag

:
(+)'á:(u#-)'
3,1.10-1 :0,03I7o,

(12000m)

(9,2.I01t m,s-2)

(Odpověd)

P estože pulzar rotuje velmi rychle, ovlivní jeho rotace tíhové
zrychleníjen málo, protože poloměr pulzaru je velmi mal1 .

(14.I1)

(I4.16)



Homogenní kulová hmotná slupka nep sobí žódnou vy-
slednou gravitační silounačástici umístěnou uvnit této
slupky.

Kdyby byla hustotaZemé konstantní (tj. kdyby byla
Země homogenní), pak by gravitační síla prisobícínačástici
byla maximáIní na povrchu, Zemé. S klesající vzdáIeností
od st edu Zemé by lineárně klesala k nule; hmotná slupka
Iežící nad částicítottž nep ispívá k celkové síle p sobícína
částici. Hustota Země však konstantní není a její jádro je
podstatně hustší než její plášť. Začne-Ii tedy částice klesat
pod povrch, p evažuje nejprve vliv hustšího jádra a celková
gravitační síla prisobící na částici roste. V určité hloubce
dosáhne maxima a teprve p i dalším pohybu směrem ke
st edu Země se opět začne zmenšovat, prakticky až k nu-
1e.

pŘíxr,ap l+"s
P edstavme si tunel procházející skrz Zemi od pólu k pólu
(obr, 1 4. 8). P edpokládejme, že Zemé jenerotující homogenní
koule. Najděte gravitační sílu prisobící na částici o hmot-
nosti m, která je puštěna do tunelu, když dosáhne vzdále-
nosti r od st edu země.

Obr.14.8 Pňklad 14.5. Částice je puštěna do tunelu vyvrtaného
skrz zeměkouli.

ŘPŠPnÍ, Síla prisobící na částici je vyvolána jen tou hmo-
touZemě,kteráIežíuvnit koule o poloměru.. Část Země,
kteráleži vně této koule, neprisobí na částici žáďnou vysled-
nou silou. Hmotnost M' vnitíní části je dánavztahem
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Síla prisobící na částici je po užití rov.(I4.1) a (14.18)
určena vzorcem

GmM' Gmp 4rr3
)-r')l,- 5r-

kde V' je objem (kter je ohraničen p erušovanou čarou
v obr. 14.8), M' je hmotnost částíZeměuvnit tohoto objemu
a q je p edpokládaná hustota homogenníZemé.

kde K je konstantarovná4nmGg/3.Znaménko minus jsme
ponechali proto, abychom zdtraznil| že síIa F a polohovy
vektor r mají opačn směr. Síla smě uje do st edu Ze-
mě, zatímco polohovy vektor smě uje od st edu Zemé ven,
Rov. (14.19) námtedy íká, žesíIaprisobící načástici jep ímo
íměrnávychylce částice od st edu Zemé,alemáopačny směr.

Chová se tedy podobně jako síla pružnosti v Hookově zákonu.

1,4.6 GRAVITAčNÍ PoTENcIÁrNÍ
ENERGIE

V č1.8.3 jsme probírali gravitační potenciální energii Eo
soustavy částice * Země. ZabyvaItjsme se p ípadem, kdy
částice byla poměrně blízko zemského povrchu a gravi-
tační sílu jsme mohli pokládat za konstantni. Zvolíli jsme
vhodnou referenční konfiguraci pro nulovou potenciální
energii čili konfiguraci, k níž budeme potenciální energii
vztahovat Často byvátakovou konfigurací částice ležícína
povrchu Země. Neleží-li částice na povrchuZemě,pak Eo
klesá, když se zmenšuje vzdálenost mezi částicí aZemí.

V této kapitole rozší íme dosavadní pojetí a budeme
lvažovat gravitační potenciální energii En soustavy dvou
částic o hmotnostech m a M, které jsou od sebe vzdá-
1eny r. Znovu si zvolíme konfiguraci, p i nížbude Ep : O.

Abychom si však zjednodušili rovnice, bude to tentokrát
ve vzďáIenosti r natolik velké, abychom ji mohli nahradit
nekonečnouvzdáIeností. Stejně jako p edtím se potenciáIní
energie zmenšuj e, kdy ž se zmenšuj e v zdáIenost částíc. Za-
vedeme-li tedy Eo : 0 pro r --> @)bude potenciální ener-
gie pro každou konečnou vzdálenost záporná a bude mít
tím větší absolutní hodnotu lEp|, čím blíže budou částice
u sebe.

Jak dále dokážeme, bude gravitační potenciální ener-
gie systému dvou částic rovna

Ep : -9Y! (gravitační potenciální energie). (t4.2O)'r

Všimněme si, že se Ep(r) skutečně bIížík nule, když se r
blížík nekonečnu, aže pro každou konečnou hodnotu r ie
Eo(r) záporné.

Energie daná rov. (14.20) je vlastností soustavy dvou
čdstic, nikoli jedné osamocené částice. Tuto energii nelze

M' 4ttr3:0-
_]

(14.18)
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rozdělit aíící, Že tolik a tolik p ísluší jedné Částici azbytek
té druhé. Je-li však M > m, jako t eba pro Zemi a míč,
hovo íme často o ,,potenciální energii míče". M žeme to
tak íci proto, žekďyž se míč pohybuje v blízkosti zemského
povrchu, projevují se změny v potenciální energii soustavy
míč + Země j en j ako zmény ki neti c ké e nergi e míč e, zatímc o
změny kinetické energie Země jsou p íliš malé na to, aby
byly mě itelné. (Naproti tomu zména hybnosti je stejně

velká pro Zemí i pro mal míček; proč?) Podobně budeme
v č1. 14.8 mluvit o ,,potenciální energii umělé ďružice",
která obíhá kolem Země, protože hmotnost družice je také
mnohem menší než hmotn ost Zemé. B udeme-li však mluvit
o potenciální energii těles se srovnatelnymi hmotnostmi,
musíme s nimi zacházetzasejako s celkem- se soustavou.

Pokud náš systém obsahuje více než dvě částice, uva-
žujeme postupně každou dvojici částic a počítáme energii
kažďé dvojice podle rov. (14.20), jako by tam ostatní čás-
tice nebyly. Nakonec všechny tyto p íspěvky algebraicky
sečteme. Použijeme-li rov. (14.20) na každou ze tíí dvojic
z obt.14.9, dostaneme potenciální energii tohoto systému
jako

/ Gmlml Gmlmz Gmlnr \Eo:-| -+ -+ - "|. (14.21)' \ rl2 rl3 r23 /

mj

,/\,/
\

't 
3/ r23

,'' \,/\
"/\tl1 +f12- ln2

Obr. 14.9 T i částice pťrsobící na sebe vzájemnymi gravitačními
silami. Gravitační potenciální energie tohoto systému je součtem
dílčích energií každé ze tíí možn ch dvojic.

Kulovó hvězdokupa (obr.14.10) v souhvězdí St elce
je dobr m p íkladem systému částic, kter; se vyskytuje
v p írodě. Obsahuje kolem 70 000 hvězd, které lze spáro-
vat 2,5.I09 riznymi zprisoby. Zamyslíme-li se nad touto
strukturou, uvědomíme si, jak obrovské množství gravi-
tační potenciální energie je ve vesmíru nahromaděno.

Odvození rov. (14.20)

Nechť míček, pohybující se z klidu ve velké (nekonečné)
vzdálenosti od Země, padá do bodu P, jak je znázornéno
na obr. I4.1l. Potenciální energie soustavy míček * Země
je na počátku nulová. Když míček dosáhne bodu P, bude
potenciální energie rovna záporné vzaté práci W' vykonané

Obr.14.10 Kulová hvězdokupa, jako nap . tato v souhvězdí
St elce, obsahuje desítky tisíc hvězd uspo ádanych ve vysledném
kulovitém tvaru. V naší Galaxii, kterou vidíme jako Mléčnou
dráhu, je mnoho takovl ch hvězdokup a některé z nichjsou vi-
ditelné jlž malym dalekohledem.

dr
****#-r

Obr.14.11 Míček o hmotnosti m padá k Zemi z nekonečna
podél radiá|ní p ímky aprochází bodem P, ktery jevevzdáIe-
nosti R od st edu Země.

gravitační silou p sobící na míček, která ho p esunula do
bodu P z jeho vzdáIené polohy. Zrov. (8.5) plyne

nR
Ep: -W : - l F@) .ďr. (t4,22)

J*

Meze integrálu jsou dány počáteční vzdáleností míčku,
kterou bereme jako nekonečnou, a jeho koncovou vzdá-
leností R.

Vektor F(r) v rov.(14.22) smě uje radiálně do st edu
Země v obr. |4.I1 a vektor dr mííí radiálně od něj, takže
ithel q mezi těmito vektory je 180'. Je tedy

F(r) , dr : F(r)(cos 180")(dr) _
_ - F (r) ďr. (14,23)

Za F (r) v rov. (14.23) nyní dosadíme z Newtonova gravi-
tačního zákona (rov. (14.1)) a dostáváme

GMmF(r).dr:- , dr.
r-

+R.+|
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což odpovídá p ímo rov. (14.20).

Dosadíme-li ještě tento vyraz do rov. (14.22), získáme vy-
sledek
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Úniková rychlost
Kďyž vypálíme st elu svisle vzh ru, začne se zpomalovat,
až se obvykle v jisté vyšce na okamžik zastaví a pak se

zase vtacíkZemi. Existuje však jistá počáteční rychlost, p i
které se částice bude pohybovat vzhriru navždy a zastaví
se teoreticky až v nekonečnu. Tato počáteční rychlost se

nazyvá niková rychlost.
Uvažujme st elu o hmotnosti m,která opouští povrch

planety (nebo nějakého astronomického tělesa či systému)
s rinikovou rychlostí u.Jelíkinetická energie je rovna i*r'
a potenciální energie Eo j" dána podle rov. (14.20):

GMmEp: R'
kde M je hmotnost planety a R její poloměr.

Když st ela dosáhne nekonečna,zastaví se a nemá tedy
žádnou kinetickou energii. Nemá ani žádnou potenciální
energii, protože polohu v nekonečnu jsme zvolili za konfi-
guraci s nulovou potenciální energií. Celková energie st ely
v nekonečnu je proto nulová. Ze zákonazachování energie
plyne, že její celková energie na povrchu planety musela
byt také nulová, takže platí

l 1 / GMm\
Et -| Ep: )tnu- + (- o ) - 

O.

Ztoho plyne

(l4.26)

Úniková rychlost nezávisí na směru, kterym je st ela vy-
puštěna. IJvážíme-li však rotaci Země kolem vlastní osy, je
získání této rychlosti snadnější, pokud je st ela vypuštěna
ve směru pohybu Země. Nap íklad rakety startující na vy-
chod od mysu Canaveral mají navíc rychlost 1 500 km/h,
kterou se mys pohybuje na vychod díky rotactZemě.

Tabulka l4.2 P íklady rinikov] ch rychlostí
U

k-"-'
3,8 .105

I,]4.106
6,3].106
] J5.I01
6,96.108

1.107

1.104

o nejhmotnější asteroid (planetka)
b bíly trpaslík (hvězd,av koncovém stádiu vl voje), kter; je souputní-
kemjasné hvězdy Siria
' zhroucenéjádro hvězdy, které zbylo pojejím vybuchu y supernovu.

GMm
R)

Obr.l4.I2 Práce vykonaná gravitační silou p i p esunu míčku
z A do E je nezávislá na cestě, po níž se míček pohybuje.

V rov. (14.22) nezáIeží na trajektorii, po které se míček
k Zemi pohybuje. Uvažujme cestu vytvo enou z malych
krokri, j ako na obr. I 4.rz.Podél krokri, j ak o je A B nebo C D,
kdy se nemění vzdálenost odZemě, se nekoná žádná prá-
ce, protože gravitační síla je p i nich kolmá na posunutí.
Celková práce vykonaná p i radiálních krocích, jako t eba
BC, je tedy stejná jako práce vykonaná p i pohybu podél
jedné radiálrnip ímky, což je vidět na obr. 14.I2. V; sledná
práce vykonaná gravitační silou prisobícínačástici p i jejím
pohybu mezi libovoln mi dvěma body je tedy nezávislána
cestě, po které se částice pohybuje, ale závisí polJze na po-
čáteční a koncové poloze dané částice. Tuto práci mrižeme
jednoduše spočítat jako záporně vzaty rozdíI potenciální
energie v těchto dvou bodech

W - -LEp - -(Ep,f - Ep,), (14.24)

kde Ep,r je potenciální energie v koncovém a Ep,i v počá-
tečním bodě. A právě to jsme chtěli íci v kap. 8 slovy, že
gravitační síla je konzervativní. A jak jsme už v še roze-
brali, pokud by práce na cestě zd.visela (ako nap . u t ecí
síly), pak taková síla není potenciálová a poten ctáIníenergii
nelze zavést.

Potenciální energie a síla
V drikazu rov. (14.20) jsme odvodili potenciální eneryti E,
ze síIy F. Měli bychom byt také schopni postupovat ob-
rácené, tedy začít od potenciální energie a dojít k síle. Se
znalostí rov. (8.19) mrižeme zapsat jejíradiáIní složku

F __dEp_ d( 9!*\_Ir-- dr:-d, \- , /-
GMm

4
m

M
G

Cereso I,I].I02|
Měsíc 1,36.1022
Země 5,98.1024
Jupiter I,90.1027

Slunce 1 ,99. 1030

Sirius BĎ 2.I03o
neutronováhvězda' 2.1030

0,64
2,38

II,2
595

618

5 200
2,105(I4.25)

To je právě Newtonriv gravitační zákon (rov. (14.I)). Zna-
ménko minus udává, že síIa prisobící na hmotu ru smě uje
radiálně dovnit , směrem k hmotě M.

2GM
R

u-
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Rov. (14.26) mrižeme použít k určení rinikové rych-
losti st ely z jakéhokoli astronomického objektu, dosa-
díme-li za M hmotnost tohoto objektu a za Rjeho poloměr.
T ab . I 4 .2 udáv á írnikové rychlo sti z v ybr anych astronomic -

k ch těles.

}(OXTROLA 4: Míč o hmotnostt m vzdalujeme z po-
vrchu koule o hmotnosti M . (a) Roste, nebo klesá gra-

vitační potenciální energie soustavy míč+koule? (b) Je
prácekonaná gravitační silou mezi míčem akoulí klad-
ná, nebo záporná?

pŘíxx,en r+.e

Asteroid letící p ímo naZem má ve vzdálenosti deseti po-
loměrri Zemé od jejího st edu rychlost l}kmls v: 'či Zemi,
Pokud pomineme vliv zemské atmosféry na jeho pohyb, ur-

čete, jakou rychlostí naZemt dopadne.

ŘEŠPXÍ, Jelikož je hmotnost asteroidu mnohem menší než
hmotnost Zemé, m žeme gravitační potenciální energii sys-
témlZemé * asteroid p ipsat jen samotnému asteroidu. Mri-
žeme také zanedbatzměnu relativní rychlosti Země vzhledem
k asteroidu běhemjeho letu. Protožezanedbáváme vliv atmo-

sféry na asteroid, zachovává se mechanická energie asteroidu
během letu, tedy

Et,r * Ep,ť: Eu,il Ep,i,

kde E1 a Eo jsou kinetická a potenciální energie asteroidu
a indexy f ai označují stav koncol (ve vzdálenosti 1 polo-
méruZemé) a počáteční (ve vzdálenosti 10 polomériZemé).

Označme ln hmotnost asteroidu, M : 5,98.I02a kghmot-
nost Země a R : 6 378 km poloměr Zemé, Použijeme-li
rov.(14.20) pro potenciáIní energii a }*r2 pro kinetickou
energii, dostaneme

1rGMmIlGMm
-mÉ :-mt!:--.
2,R2,10R

Úprauou rovnice a dosazením známychhodnot získáme

) ) 2GM/. l\uí:ui (' - m/:
: (12.103 m.s-1;2 +

2(6.67.19-1 l *3.p8-|.s-2)(5.98.1024 kg) 
^ ^

C.3? 1O" *)
:2,56J,168 *2.r-2

a odtud plyne

1,60.104 m.s-1 : 16 km/s. (Odpověd)

P i této rychlosti by asteroid nemusel b t nijak zvlášť ve-
lik k tomu, aby zprisobíInaZemivážné škody. I kdyby měl

nap íklad pr měr pouh ch 5 m, uvolnil by jeho dopad tolik
energie jako vybuch jaderné bomby v Hirošimě. Varovné je,

žev blízkosti oběžné dráhy Zemé senachází 500 milionri po-
dobn ch asteroidri, V roce 1944 jeden z nich zíejmé pronikl
zemskou atmosférou a explodoval ve v šce 20 km nedaleko
osamělého ostrova v jlžnímPacifiku. Tím zprisobil, že se na

šesti válečn ch satelitech spustil varovny signál p ed jader-

nou explozí. Asteroid o prriměru 500 m (a takovych m že

b t poblíž zemské oběžné dráhy milion) by mohl zničit ce-

lou moderní civllizaci a tómě vyhladit celé lidstvo. Víme-li
však o něm včas, umíme ho už (v buchem) vhodně vychylit
z ďráhy. (Jak je vidět, fyzlka, astronomie i technika mohou
lidstvu opravdu prospět.)

14.7 PLANETY A DRUŽICE:
KEPLEROVY ZÁKONY

Pohyby planet, které po obloze putují na pozadí hvězd,
byly hádankou jlž od dávn ch časri. Smyčkovit pohyb
Marsu, znázorněnÝ na obr. I4.I3, byl obzvláště matoucí.
Johannes Kepler (157I-1,630) formuloval po celoživot-
ním studiu empirické zákony, kter mi se tyto pohyby ídí.
Tycho Brahe (1546-1601), kter jako posledníz velk ch
astronomťt prováděl pozorování bez pomoci dalekohledu,
nashromáždll rozsáhlé množství poznatk a dajri, které

umožnily Keplerovi odvodit tíí zákony o pohybech pla-
net, nesoucí dnes Keplerovo jméno. Později ukázalNewton
(1642-1727), že z jeho gravitačního zákona lze Keplerovy
empirické zákony odvodit i teoreticky.

Obr. 14.13 Dráhaplanety Mars, po níž se pohybovalanapozadí
souhvězdí Kozoroha během roku 1971. Na obrázku je znázor-
něna jeho poloha ve čty ech riznychdnech. Planety Mars i Zemé
se obě pohybují po oběžnl ch drahách kolem Slunce; zde vidíme
polohu Marsu vzhledemk Zemi,Díky tomu pozorujemenadráze
Marsu zdánltvé smyčky.

Probereme si postupně každ z Keplerov ch zákonri.
Nejprve formulace pro skutečné planety naší sluneční sou-
Stavy:



1. Keplerriv zákon (zákonoběžnych drah): Planety se

pohybují kolem Slunce po elipsách (en málo odlišn ch
od kružnic), v jejichž společném ohnisku je Slunce.

Ačkoli jsou zďe zákony formulovány pro planety, které
se pohybují kolem Slunce, platí stejně dob e pro družice (sa-

telity), atužp ítodní nebo umělé, které obíhají kolem Země
nebo jakéhokoli jiného objektu, v tomto trochu obecnějším
znéní:

Obecná formulace 1. Keplero va zákona: Částice se pod
vlivem centráIní síly pohybuje po kuželosečce (kružni-
ci, elipse, parabole nebo hyperbole), která má ohnisko
v centru síly.

Obr. 14.14 p edstavuje planetu o hmotnostim obíhající
po jednó z oběžnych drah kolem Slunce, jehož hmotnost
je M. P edpokládáme,že M ž m, a proto těžiště soustavy
planeta -l Slunce Iežítémě ve st edu Slunce (ítloha 88).

Obr.14.14 Planeta o hmotnosti m pohybující se po eliptické
oběžné dráze kolem slunce. slunce o hmotnosti M se nachází
v jednom ohnisku F dané elipsy; druhé, ,,prázďné" ohnisko, je
označeno F|.Každé z ohnisek je vzdáleno o í : lSF| : ea od
st edu elipsy, kde e je excentricita elipsy a a jejejí hlavní polo-
osa. Perihelium (nejbližší místo ke Slunci) je ve vzdálenosti Ro
a afelium (nejvzdálenější místo od Slunce) je ve vzdálenosti Ru.

(a)

Obr. 14.15 (a) Za čas Ar opíše prrivodič r írhel
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Obéžná dráha na obr. 14.14 je popsána vyznačenou
hlavní poloosou 4 a excentricitou e neboli vyst edností,
definovanou tak, že f : ea jevzdálenost st edu elipsy S od
ohniska F nebo F/. Nulová excentricita odpovídáWužnici,
v níž obě ohniska splynou do jednoho bodu - do st edu
kružnice. Excentricity obéžnych drah planet jsou poměrně
malé, takže tyto dráhy - načrtnuty na papíru - vypadají
skoro jako kružnice. Excentricita elipsy na obr. l4.1,4,která
je pro větší názornost p ehnaně velká, činí 0,]4. Skutečná
excentricita oběžné dráhy Zeměje pouze 0,016 7. Jinó ob-
jekty než planety (nap . komety) mohou mít excentricitu
podstatně větší.

2. Keplerriv zákon (zákon ploch): Plochy opsané pru-
vodičem planety za jednotku času jsou stejně velké,

Z tohoto zákona plyne, že se planeta bude pohybovat
nejpomaleji, když bude od Slunci nejdále, a nejrychleji,
kďyž bude k Slunci nejblíže. Druh Kepleruv zákon je
ekviv alentní zákonu zachov ání momentu hybno sti. D okaž -

me to:

Obsah vystínovaného klínu na obr. I4.15aje p ibližně
roven obsahu plochy opsané pr vodičem planety o délce r
začas Ar. Obsah tohoto klínu AS je p ibližně roven obsahu
trojrihelníkao základně rA0 a vl šce r,tedy AS = }r2 ne.
Toto vyjád ení pro AS bude tím p esnější, čím více se
bude Lt (ataké A0) blížitnule. Okamžitárychlost, s jakou
pílbyvá plocha, je tedy

ds 12 d0 12,
dt Zdt 2) (I4.27)

kde a,> je írhlová rychlost pruvodiče.
Obr. 14.I5b znázorňuje hybnost planety a jejíjednot-

livé prriměty.Zrov. (12.27) je velikost momentu hybnosti l,
planety obíhající kolem Slunce dána ramenem r a slož-
kou p1 hybnosti p kolmou k r:

L : rpl - (r)(muD - (r)(mal) :
_ mr2(D, (t4.28)

lur

M

/Sl
\

Slunce

(b)

A0 a plochu o obsahu 
^S. 

(b) Hybnost p dané planety a její složky.

í
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kde jsme za uL dosadili ar z rov. (11,16). Vyloučíme-li
společny vyraz r2a z rov. (t4.27) a Ga.28| dostáváme

(14.29)

Pokud bude d. /d/ konstanta, ato tvrdí2. Kepler v zákon,
pak podle rov. (14.29) musí byt L také konstanta, což zna-

mená, že se moment hybnosti l, bude zachovávat. Druh;

Keplerriv zákotlje tedy skutečně ekvivalentní zákon:u za-

chování momentu hybnosti.

3. Kepler v zákon (zákon oběžnych dob): Poměr dru-

hych mocnin oběžn ch dob dvou planet je roven poměru

t etích mocnin hlavních poloos jejich drah.

Pro ilustraci, uvažujme kruhovou oběžnou dráhu o po-

loměru r (poloměr u kružnice je ekvivalentem hlavní polo-
osy u elipsy). Užitímdruhého Newtonovazákona F - ma
pro obíhající planetu na obr. 14.16 dostáváme

dsL
dt 2m

(14.30)

Za síIu F jsme dosadili z íoy.(14.1) a dáIe jsme použili
rov. (1 I.zl),odkud jsme za velikost dost edivého zrychlení
dosadili vyraz c,} r . Když podle rov. ( 1 1 .18) dosadíme c,-l :
: 2xlZ, kde T je oběžná doba, získáme t etí Keplerriv
zákon

/ A 2r
T2 : Í 5 ) ,' (zákon oběžnych dobl. ( l4.3l l

\cM /

Yyrazv závorkách je konstanta,jejíž hodnotazávísí pouze

na hmotnosti centrálního tělesa.

Obr.14.16 Planeta o hnrot-

nosti n pohybující se kolem
Slunce po kruhové obéžné dráze
o poloměru r.

Rov. ( 14.31) platí také pro eliptické dráhy, zaměníme-li
v ní r za a, člli hlavní poloosu elipsy. Tento zákon p edpo-
víďá, že poměr T2 lo3 bude stejny pro oběžné dráhy všech
planet obíhajících kolem daného hmotného tělesa. Tab.14.3
ukazuje, jak dalece zákonplatí pro oběžné dráhy planet naší
Sluneční soustavy.

Dne 7. nora 1984, ve vyšce 102km nad Havajskymi ostrovy

v rychlosti 29 000km/h, vystoupil Bruce McCandless z raketo-

plánu (s nímž nebyl pevně spojen) do vesmíru. Tím se stal prvním
lidsk m satelitem.

Tabulka 14.3 T etí Keplerriv zákon
pro Sluneční soustavu

PleNBra
aT

10i"% 
'

T2 lo3
10 34 y2lm3

GMm f

r"

Merkur
Venuše
Země
Mars
Jupiter
Saturn
Uran
Neptun
Pluto

5,79 0,24l
10,8 0,615

15,0 1,00

22,8 1,88

JJ,8 II,9
I43 29,5

28] 84,0

450 165

590 248

,qq
3,00

2,96

z,98
3,01

2,98

2,98

2,99

2,99

|(ONTnOLA 5: Družice 1 obíhá planetu po jisté kruhové
dráze, družice 2 ji obíhá po větší kruhové dráze. Která
z družic má (a) delší dobu oběhu a (b) větší rychlost?

pŘÍxlan ra.z
Družice, obíhající po kruhové dráze ve vyšce h : 230l<m

nadZemi, má dobu oběhu T :89 min. Jakou hmotnost by
podle těchto ridajri měla mít Zemé?

ŘBŠBXÍ: K vypočtu použijeme 3. Keplerriv zákonpro sou-

stavu družice -l Zemé. Vyjád íme-li z rov. (I4.3I) hmot-

\-"\..-*___--"-

@_***,

..-',/-



nost M, získáme vztah

M- (I4.32)

Poloměr r &áhy družice je

r : R l h : (6,37,106m +230.103 m) :
: 6,60.106 m,

kde R je poloměr Země. Dosazením této hodnoty poloměru
a doby oběhu do rov. (14.32) dostaneme

M- h?16,60,106 m)3

(6,6].10-11 m3.kg-I .r-z)(89 . 60 s)2

: 6,0.102a kg. (Odpověd)

Stejnl m zprisobem m žeme také určit hmotnost Slunce ze
známych hodnot doby oběhu Země a poloměru její obéžné
dráhy kolem Slunce (p edpokládáme-li, že je kruhová) nebo
t eba hmotnost Jupitera pomocí doby oběhu a poloměru
obéžné dráhy některého z jeho měsíc fiehož hmotnost znát
nemusíme),

PRiKLAD l4.8
Halleyova kometa obíhá kolem Slunce s periodou ]6 let.
V roce 1986 měla nejbližší vzdálenost od Slunce, tj, vzd,ále-
nost v periheliu, rovnu Rp : 8,9.1010 m. Tab.14.3 ukazuje,
že se nacházela mezi oběžn mi drahami Merkura a venuše.
(a) Jaká je největší vzdálenost této komety od Slunce, čili její
vzdálenost v aféliur' Ru?

ŘPŠPXÍ: Z rcv,(14.31) m žeme určit velikost hlavní po-
loosy oběžné dráhy Halleovy komety. Nahradíme -li r za a
avyjád íme-li a z této rovnice, dostaneme

14.7 PLANETY A DRUŽICE: KEPLEROVY ZÁKONY 369

Na obr. I4.I4 vidíme, že ea : a - Rp neboli

a-Rp , Ro :
aa

4r213

Gr'

Nyní stačí dosadit za hmotnost Slunce M - 1,99.1030kg
a dobu oběhu komety T : ]61et : Z,4.I09 s; vypočteme,
že a : 2,].IO12 m. Z obr.I4,I4 vidíme, že Ru l Ro : 2o
neboli

Ru:2a - Rp :
: 2l2,J.10l2 m) - (8,9.1010 m) :
: 5,3.1012 m. (Odpověd)

Z tab.I4.3 je vidět, že tato vzdálenost je jen o něco málo
menší nežhlavnípoloosa oběžné dráhy planety Pluto.
(b) Jakou excentricitu má oběžn á dráha Halleovy komety?

* P i oběhu kolem Slunce se užívají tvary perihelium i perihel,
a afélium (stažené z apo-helium). P i oběhu kolem Země jde o pe-
rigeum a apogeum.

Z toho vyplyvá, že oběžná dráha Halleovy komety, jejíž ex-
centricita je blízká jeďné, má tvar velmi protáhlé rizké elipsy.

pŘíxr,am a+.q
Pozorování světla z jisté hvézdy nám naznačuje, že tato
hvězda je součástí dvojhvězdy. Viditelná hvézda má obéž-
nou rychlost u : 270kmls (což zjistíme z Dopplerova
posuvu v jejím spektru, víz č1.18.9), dobu oběhu 7 :
: I,])dní a hmotnost p ibližně roynu mI : 6Ms, kde
Ms : 1,99.1030kg j. hmotnost Slunce. P edpokládejme,
že se hvězda a její společník, kter je temny, a proto nevidi-
teln1, pohybují po kruhovych oběžn ch drahách (obr. 14.17).
Určete p ibližnou hmotnost m2 jejího temného společníka.

Obr.14.17 P íklad 14.9.
Viditelná hvězda o hmot- lTl1

nosti rz 1 a tmavy, nevi-
ditelny objekt o hmot-
nostt m2 obíhají ko-
lem hmotného st edu
dvojhvězdy v bodě O.

RESENI: Stejně jako u soustavy dvou částic v č1.9.2ležíté-
žiště této dvojhvězdy na spojnici st ed obou hvězd. A steině
jako volně rotující tělesa a systémy v kap. 12 rotuje tato
dvojhvězda kolem společného těžiště. Na obr. 14.I7 jetěžiště
vyznačeno bodem O. Viditelnáhvězda a temná hvězda obí-
hají kolem bodu O po oběžnych drahách o poloměre chr1 ar2,
čili mají navzájemstálou vzdálenost r : rl *r2.Zrov. (14.1)
mrižeme určit velikost gravitační síly, jakou prisobí temny
objekt na viditelnou hvězdu,

Gm,m,lj-^12

Použitím Newtonova zákona síly, F : ffia, pro viditelnou
hvězdu platí

(8.9.10i0 mt
-l-l-(2Jlď'nr)

Gmlm2
Ť:ftLIa-(m)(o}r),

/ GMT21113':\u )
(14,33)

(Odpověd)

(l4.34)

kde a.l je rihlová rychlost viditelné hvězdy a a}rl velikost
jejího dost edivého zrychlenímííícího do bodu O.

m2
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Pro tytéž veličiny však mťržeme získat ještě další vztah,
tot7ž vzorec pro polohu těžiště O

m2r
Il 

- 

-,

mllmz

mtlmz
r : 17 (14.35)

m2

Když teď dosadíme r z íoy. (14.35) do rov. (14.34) a nahra-

díme a vyrazem}nl T ,pak po jednoduché írpravě dostaneme

Z toho plyne

neboli

Dosadíme-li m1

nabude tvaru

^)
(6Ms * m)2

neboli

,,,] 1_2mi +T- _3
-_, 

l.

lmt l mz)2 GT2 '

Stále zristávají dvě neznámé, m2 z 11. Hodnotu 11 však

mťržeme určit z kruhového pohybu viditelné hvězdy: doba

oběhu Z je rovna podílu obvodu obéžné dráhy (2nr1) a rych-
losti u hvězdy, Tedy

(l4.36)

(l4,31)

2r"rtT, 

-
u

uT
l l 

- 
-.

' 2r,

: 6Ms z r1 z rov. (14.37), pak rov. (14.36)

u3T

2r,G

(2,].I05 *.r-')'(1,70 d)(86 a00 s/d)

2r(6,6],10- 1 1 N,m2,kg-2)

: 6,90.1030 kg

- - _') , :3,47 Ms.
(6Ms l m)2

(14.38)

Mohli bychom ešit tuto kubickou rovnici pto m2. Pokud nám

však stačí jen odhad (stejně počítáme jen s p ibližn mi hod-

notami hmotností), stačí zkoušet postupně dosazovat za m2

celočíselné násobky M5. Hodnota, která nejlépe vyhovuje

dané rovnici, je

mz:9Ms. (Odpověd)

Tyto hodnoty p ibližně odpovídají systómu LMC X-3 ve

Velkém Magellanově mračnu (viz obrázek na začátku této

kapitoly). Z dalších írdajri zjistíme, že temny objekt je ob-

zvláště hus| : mohla by to b t vlastní gravitací zhrolcená
hvézda, zekteré se stala buďneutronová hvězda, nebo černá
díra. vzhledem k tomu, že neutronová hvězda nem že mít
hmotnost větší než 2Mg,ltvrzuje nás v sledek mz ž 9Ms
v p esvědčení,že sejedná o černou díru,

/ffii,
l\Ll l +.4l

I O p ítomnosti černó díry se tedy mrižeme p esvědčit

nap . tehdy, pokud je součástí binárního systému s viditelnou
hvězdou, jejíž hmotnost, oběžnou rychlost a oběžnou dobu

m žeme mě it.

14.8 DRuŽICE: ogĚŽNÉ nnÁHy
A ENERGIE

S pohybem družice kolem Zemé se mění jak její rychlost,

kteráurčuje její kinetickou energii, takvzdáIenost od st edu

Země, která určuje její gravitační potenciáIní energii, a to

ve stejn ch časov ch intervalech. P esto však její celková

mechanická energie E ztstává stejná. Vzhledem k tomu,

že hmotnost družice je mnohem menší než hmotnostZemé,
p ipisujeme tyto energie En a E soustavy ďružice l Země
jen samotné družici.

Potenciální energie je dánarov. (1,4.20) a je rovna

GMm

kde En _ 0 pro r -> oo. Zdele r poloměr obéžné dráhy;

p edpokládejme zatím, že je kruhová.

Abychom určili kinetickou energii družice na kruhové

obéžné dráze, použijeme druh Newton v zákon F : trla

a napíšeme ho ve tvaru

Ep

kde u2 lrje velikost dost edivého zrychlení družice. Potom

z rovnice (14.39) plyne vztahpro kinetickou energii

GMm u2

r

l . GMm
Ev : -mU-"K - 2"'" 2r

Epzk: -T

(I4.39)

(I4.40)

kter nám ukazuje, že pro družici obíhající po kruhové
dráze platí

(I4.4l)

Celková mechanická energie pohybující se družice je

GMm GMmE-Ev*Ep:
2r

GMm
neboli

E- (I4.42)

To nám ííká,že celková energie E ďružice je záporně vzatá

kinetická energie E1:

E : -Eu (pro kruhovou dráhu). (14.43)



Pro družici pohybující se po eliptické oběžné dráze
s hlavní poloosou a m žeme dosadit r : a v rov. (14.42)
a určit celkovou mechanickou energii vztahem

E,_ GMmE : - 2, (pro eliptickou dráhu). (14.44)

Rov. (14.44) ukazuje, že celková mechanická energie
obíhající družice závisí pouze na velikosti hlavní poloosy
její oběžné dráhy a nezávisí na její excentricitě e. Nap .

na obr. 14.18 jsou nakresleny čty i oběžné dráhy o stejně
dlouhé poloose a. Družtce pohybující se po těchto čty ech
odlišnl ch drahách by však měly stejné celkové mechanické
energie E. Obr. l4.I9 ukazuje závislosti veličin Ey, E, a E
na poloměru r u družice, která se pohybuje po kruhové
dráze kolem těžkého centrálního tělesa.

obr. 14.18 Čtyri oběžn é fuáhy kolem centrálního tělesa o hmot-
nosti M .všechny tyto dráhy mají stejně velkou hlavní poloosu a,
a proto jim odpovídá stejná celková energie E. Excentricity e
jednotliv ch drah jsou na obrázkuvyznačeny,

energie

obr.14.19 Kinetická energie E1, potenciální energie Eo a cel-
ková mechanická energie E v závts\osti na poloměru r kruhovó
oběžné dráhy družice. Hodnoty Eo a E jsou zápornéprokaždé r,
hodnoty El jsou naopak pouze kladné aplatí E - -Et.Blíží||_
se r nekonečnu, klesají hodnoty všech t í energií k nule.

|(OXrROLA 6: Uvažujme situac i na obrázku. Raketo-
plán se na počátku pohybuje po kruhové dráze o polo-

t+.s onužcB; osĚžNB lnÁHy AENERGIE 371

měru r kolem Země. V bodě P vyst elil pilot dop edu
pomocnou raketu, atím zmenšil kinetickou energii Ep
raketoplánu i jeho celkovou mechanickou energii E.
(a) Po které z eliptickych drah, v y značenych na obr ázkl
p erušovanou čarou, se bude poté raketoplán pohybo-
vat? (b) Bude nová oběžnádoba Z raketoplánu (tj. čas,
za ktery se vrátí zpět do bodu P) větší, menší, nebo
stejnájako p i pohybu po kruhové oběžné dráze?

---}--

pŘíxlen 14.7a
Rozverny astronaut vypustil ve v šce h :35Okm nad Zemí
velk medicinbal o hmotnosti m : J,20kg na kruhovou

2r
(6,67. 10-11 N.m2.kg-2)(5,98. 10z+ kg)(7,20kg)

2(6,73.106 m)

--2,134.108 I:-2I3MJ. (Odpověd)

(b) Jaká byla mechanická energie E6 medicinbalu na star-
tovací rampě v Mysu Canaveral? Spočítejte p írristek AE
energie p i p emístění z odpalovací rampy na oběžnou dráhu
kolem Země.

ŘEŠBXÍ: Na startovací rampě měl míč, díky rotaci Země,
také jistou kinetickou energii, ale její hodnota je oproti v; -
sledné energii natolik malá, že ii mižeme zaneďbat celková
energie Eo ie tedy rovna potenciální energii Eo,6, která je
dána vztahem (14.20)

GMm
EO : Ep,g:

(6, 67. 1 0- 1 1 N.m2.kg-z) (5,g8. 1024 kg) (7, 20 kg)

-

(6,38.106 m)

: -4,50I.108 J : -450 MJ. (Odpověd)

oběžnou dráhu kolem země.
(a) Jaká je mechanická energie E míčena této ďráze?

ŘPŠPXÍ: Poloměr jej í obéžné dráhy r je roven

r : R l h : (6318km) + (350km) : 6,J3,106m,

kde R je poloměr Země. Z rov, (14.42) pak snadno určíme
mechanickou energii koule

GMm

Eo(r)

E: Epl E*

'?1---,.
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Mohli byste namítnout, že potenciální energie koule na

povrchu Zemé je nulová. Pipomeňme si však, že hladinu
nulové potenciální energie jsme zvolili v nekonečnu. Také

byste možná chtěli k v počtu Eg polJžít rov. (14.42), ale po-

zoí 
-tatorovnice 

platí jen pro družici obíhající kolem Země.

P ír stek mechanické energie koule od startu až na oběžnou

dráhu je roven

L,E : E - Eo : ?2I3MJ) - (-450MJ) :
: 23] MJ. (Odpověd)

Toto množství energie ve formě elekt iny by vás (bez započ-

tení pravideln ch měsíčních poplatkri) p i domácí sazbě N,

tj.0,91Kč/(kw.h), stálo ani ne 60Kč.

14.9 EINSTEIN A GRAVITACE

Princip ekvivalence
Albert Einstein jednou vyprávěl: ,,Byl jsem... na paten-

tovém ťr adě v Bernu a najednou mě napadla myšlenka:

>Bude-li osoba padat volnym pádem, nebude pociťovat

vlastní váhu.< Bylo to p ekvapení. Tato jednoduchá myš-

lenka na mě hluboce zaprisobila. A to mě dovedlo ažkteorii
gravitace."

Einstein nám zde popsal, jak vlastné začala vznikat
jeho známá obecná teorie relativity. Záklaďní postulát

této teorie, zaby v ajicí se gravita cí (v zájemnym gravitačním
p sobením p edmětri) , se nazyvá princip ekvivalence a í-

ká, že gravttace a zrychlení si jsou navzájem ekvivalentní.
Bude-li fyzík uzav en v nějaké sKíni jako na obr.I4.20a,
nebude schopen určit, je-li sKíň v klidu na Zemi (a je vy-

stavena p sobení gravitační síly Země), nebo se pohybuje

v mezihvězdném prostoru se zrychlením 9,8m,s-2 (a je

tedy vystavenap sobení síly, která toto zrychlení vyvolala)
jako na obr.I4.20b. V obou p ípadech se fyzik bude cítit
riplně stejně a na váze si bude moci p ečíst stejnl daj.

Navíc, bude-li vedle něj volně padat nějak p edmět, bude

mít v či němu v obou p ípadech stejné zrychlení.

Zak ivení prostoru
Doposud jsme vysvětlovali gravitaci jako pťrsobení vzá-
jemn ch p itažIivych sil mezi hmotn mi tělesy. Einstein
však ukázal, že gravitaci Ize také popsat zaKivením pro-

storu, které je vyvoláno p ítomností hmoty. (Jak bude v této

knize zmíněno později, prostor a čas jsou spolu provázány,

takže zakíivení, o kterém Einstein mluvil, je ve skutečnosti

zakíiv ení p rostoročasu, čty rozměrného ťrtv aru složeného
ztrojrozměrného prostoru a jednorozměrného času, v němž
popisujeme náš vesmír.)

(a) (b)

Obr.14.20 (a) Fyzik zavíeny ve sKíni, která stojí v klidu na

Zemi, vidí padat meloun se zrychlením a -_ 9,8 m,s-2. (b) Po-

kud bude sk íň i s ním urychlována v hlubinách vesmíru se
zrychlením 9,8 m.s-2, bude mít meloun vzhledem k němu stejné

zrychlení jako v p ípadě (a). Není tedy možné, aby jen nazákladé
takol chto experimentri prováděnych uvnit sk íně mohl fyzik
íci, v jaké situaci se nachází. Nap íklad váha, na které stojí,

ukazuje v obou p ípadech stejn ítdaj.

Znázornění toho, jak mriže b t prostor (stejně jako va-

kuum) zak iveny, je složité. Analogie nám však m že po-

moci: P edstavme si, že se díváme z oběžné dráhy nazávod
dvou lodí, které startují na rovníku ve vzdáIenosti 20 km
amííína jih (obr.I4.2la). Námo níkrim na těchto lodích se
jejich cesty zdajíbytpíímé* a rovnoběžné. P esto však se
po čase začnou lodě k sobě p iblížovata těsně u jižního pólu

se spolu setkají. Námo níci si to mohou vysvětlit tak,že na

lodě pťrsobila nějaká síla. My však vidíme, že se lodě spolu

setkaly díky zakšivení zemského povrchu. Máme možnost
to vidětproto, že jsme závodpozorovalizvenčí,mimo tento

povrch.

Obn14.2Ib ukazuje podobné závody: dvě jablka v jisté

horizontá|ní vzdáIenosti jsou puštěna ze stejné vyšky nad

Zemí. Ačkoli se mriže zdát, že se jablka pohybují po rov-

noběžn ch drahách, ve skutečnosti se k sobě p ibližují,
protože obě padají do st edu Země. Jejich pohyb mťržeme

vysvětlit tak, že na jablka prisobí Zemé svou gravitační
silou. Také to však mťržeme vysvětlit tím, že v blízkosti
Zemé jeprostor zak iven (díky p ítomnosti zemské hmoty).

Tentokrát nemrižeme toto zaKivení vidět, protože nemáme

možnost dostat se ,,vně" zakšiveného prostoru jako v p e-

dešlém p íkladu s loděmi. Mrižeme ho však popsat t eba

pomocí obr.I4.2Ic. Tady by se jablka pohybovala po po-

* ,,P ímkou'o je na kouli s poloměrem R každá hlavní kružnice,
tj, kružnice s poloměrem také rovn m R.



plochl prostor
daleko
od Země

(c)

Obr.l4.21 (a) Dva p edměty pohybující se podél poledníkťr
směrem k jižnímu pólu se p ibližují, protože zemskl povrch je
zak iven. (b) Dva p edměty padající volnym pádem v blízkosti
Zemé se pohybují po p ím ch čarách, které se sbíhají ke st edu
Země, a to díky zak ivení prostoru v okolí Zemé. (c) Daleko
od Zemé (a jin ch hmotnych objektri) je prostor ploch; a rov-
noběžné dráhy zůstávají rovnoběžné a stejně vzdáIené od sebe.
V blízkostt Země se však rovnoběžné dráhy začínají sbíhat,
protože prostor je zde zaKiven hmotou Země,

vrchu, kterlí se směrem k Zemi stále více zak ivuje právě
vlivem hmoty Země.

Když kolem nějakého hmotného p edmětu prochází
světlo, je idráhasvětla lehce ohnuta díky zalďivení prostoru
v okolí tohoto p edmětu. Tento jev se nazyvá gravitaČní
čočka. Bude-li světlo míjet nějak hodně hmotny objekt,
t eba galaxii nebo černou díru o velké hmotnosti, bude
dráha paprsku ohnuta víc. Pokud se tento hmotny objekt
nachází mezi námi akvazarem (kvazar je extrómně jasn1
a extrémně vzdáleny zdroj světla), bude paprsek p icháze-
jící z kvazaru ohnut kolem této struktury k nám na Zemi
(obr.74.22a). Jelikož se díky tomuto ohybu zdá,že světlo
píichází z trochu jiného směru, vidíme v těchto Ňznych
směrech na obloze naprosto stejné kvazary. V někter ch
p ípadech jsou kvazary,které vidíme, ohnuty k sobě a vy-
tvá ejí obrovsky světeln; oblouk, kter nazyváme Einstei-
nriv prstenec (obr. 14.22b).
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Je lepší p isuzovat gravitaci síle prisobící mezi hmot-
n; mi objekty, anebo zak iveníprostoročasu, zptisobenému
p ítomností hmoty? A bylo by ji možno popsat jist m dru-
hem elementárních částic zvanych gravitony, jak se uva-
žuje v některych moderních fyzlkáIních teoriích? To zatím
nevíme.

dráhy světla
zkvazaru

zdánlivé směry,
kde je kvazar

galaxie nebo
velká černá díra

koncové riseky dráhy

lnaZemi

(b)

Obr.14.22 (a) Světlo ze vzdáleného kvazaru se kolem galaxie
nebo velké černé díry pohybuje po zakŤívené ďráze, protože
hmota této galaxie nebo černé díry zakŤtvuje okolní prostor.
Kdy ž světlo dop aďá na Zemi, zdá s e nám, že se j eho zdr oj nachází
v prodloužení koncové dráhy světelného paprsku (p erušovaná
čara). (b) Einstein v prstenec , známy jako MG 1 131+0 456, na
počítačovém snímku z dalekohle dll. Zdtoj světla (vlastně rádio-
vych vln, které jsou druhem neviditelného světla) je daleko za
velkou, nespat itelnou galaxií, která vytvá í tento prstenec. Část
tohoto zdroje vystupuje jako dvě jasné skvrny, které vidíme podél
prStence.

J

(b)

(a)
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pŘEI{LEĎ & sHRNuTí

Gravitační zákon
Libovolnó dvě částice ve vesmíru se navzájem p itahují gravi-
tační silou o velikosti

Tíhové zrychlení a tíhová síla
Tíhové zrychleníg částice v blízkosti Zemé se trochu (méně než
o } U"lliší od gravitačního zrychlení or. Proto i tíhová síIa mg
se liší od gravitační síly (rov. (14.1)) p sobící na částici. Zemé
totižnení ani homogenní, ani dokonale kulová anavíc rotuje.

Gravitace uvnit kulové slupky
Homogenní kulová hmotná slupka neprisobí žádnou vyslednou
gravitační silou na částice, které se nacházejíuvnit . To znamená,
že pokud je částice umístěna uvnit homogenní pevné koule ve
vzdálenosti r od jejího st edu, bude vysledná gravitační síla
p sobící na částici vyvolána pouze tou hmotou,která se nachází
uvnit koule o poloměru r, Její hmotnost je dánavztahem

mlm1F:G+,
kde m1 a m2 jsotl hmotnosti částic a r je vzdálenost mezi nimi.
Gravitační konstanta G je univerzální konstantou a její hodnota
je 6,67,10-11 N.m2.kg-2.

Gravitační chování homogenní kulové slupky
Rov. (14.1) platí pouze pro částice. Gravitačni síIa mezt roz-
měrnymi tělesy se musí obecně určit ze součtu (integrací) jed-

notliv ch sil prisobících na všechny částice uvnit těchto těles.

Pokud však každé toto těleso je kulově symetrické (neboli po

vrstvách homogenní),Ize v slednou gravitační sílu, která prisobí
navnější p edměty, spočítat tak, jako by veškerá hmota každóho
tělesa byla soust eděna v jeho st edu.

skláddní sil
Gravitační síly se íídí principem superpozice,ktery íká, že vy-
sledná síla Fr prisobící na částici označenou číslem 1 je ďána

součtem sil, kterymi na ni prisobí ostatní částice:

n

Fl : IFli.
;_)

Jedná se o vektorovy součet sil F1;, kter mi na zvolenou částici 1
prisobí částice 2,3, ... ,n. Gravitační síla F1, kterou prisobí na

částici nějak větší hmotnl p edmět, se určí tak,že tento p edmět
rozdělíme na infinitezimální dílky o hmotnosti dm.Každy z nich
prisobí infinitezimální silou dF a po integraci těchto p íspěvk
dostaneme

rr: I ar.

, 4rrr3M':Q .
J

kde q je hustota dané koule,

(14.1)

(I4.4)

Gravitační potenciální e nergie
Gravitační potenciální energie Eo(r) soustavy dvou částic
o hmotnostech M a m vzájemné vzdáIenych r je rovna záporné
vzatéprácl kterou by vykonala gravitační síla jedné z částic pri-

sobící na druhou částici p i jejím p esunu z nekonečna (z velké
vzdálenosti) navzdá|enost r. Tato energie je rovna

(14.18)

(I4.20)
GMmDI:p--,r

P ipomeňme, že p íspěvky uvažujeme v tomtéž okamžiku, tedy
jako by se gravitace ší ila nekonečně rychle. To je v souladu
s klasickou fyzikou, nikoli ovšem s teorií relativity. Relativistic-
kou teorii gravitace rozvíjí až obecná teorie relativity.

Gravitační zrychlení
Gravitační zrychlení o* částice (o hmotnosti m) je zprisobeno

1 hradně gravitační silou, která na částici prisobí. Je-li částice ve
vzdálenosti r od st edu homogenního kulového tělesa o hmot-
nosti M, pak velikost gravitační síly na ni p sobící je ďána

rov. (14.i). Navíc, podle druhého Newtonova zákonaplatí

F:mag

a odtud pro ag plyne vztah

GM
ao: ^o rl

(I4.5)

Potenciální energie systému
Pokud systém obsahuje více než dvě částice, je vl sledná gra-

vitační potenciální energie součtem p íspěvkri od všech dvojic
částic. V textu jsme uvažovali systém t í částic o hmotnostech
l7l1,17L2 a m3,, v tom p ípadě je

/ Gm,m", Gm,mz Cm,mr,\Eo:_| -+ -*j|. (14.21)'\r]2rBr23/

Úniková rychlost
P edmět mriže uniknout z gravitačního vlivu vesmírného tělesa
o hmotnosti M a poloměru R, pokud z povrchu tělesa odlétá
alespoň nikovou rychlostí o velikosti

(I4.26)

(14.11)

Keplerovy zd.kony
Gravitační p itažlivost drží pohromadě sluneční soustavu. Díky
ní nap . také obíhají ďružice (p írodní i umělé) kolem Zemé. Je-

(I4-I2) jichpohyby se ídít emiKeplerovymizákony,kteréjsoup ím m

2GM
R



drisledkem Newtonov ch pohybovychzákon a Newtonova gra-
vitačního zákona.

1. zákon oběžnjtch drah: planety se pohybují po elipsách
jen málo odlišn ch od kružnic, v jejichž společném ohnisku
je Slunce. Obecně: Částice se v centr áIním gravitačním poli
pohybuje po kuželosečce, mající ohnisko v centru pole.

2. Zákon ploch: Plochy opsané pruvodičem planety za jed-
notku času jsou stejně velké. (Toto tvrzení je ekvivalentní zákontl
zachov ání momentu hybnosti, )

3. Zákon oběžn ,ch dob: Pomér druhl ch mocnin oběžn ch
dob dvou planet je roven poměru t etích mocnin hlavních poloos
jejich drah.

Pro kruhovou oběžnou dráhu o poloměru r dostává tento
zákon tvar

oTÁzKy 375

Energie pohybu planet
Pohybuje-li se planeta nebo družice o hmotnosti n po kruhové
obéžné dráze o poloměru r,pak její energie potenciální E, akj-
netická Ep jsou

D GMm GMm.].p-- a Eu:-;-. (14.20. 14.40)r2r

Mechanická energie E : Ev f Eo se rovná

GMmE- (I4,42)

kde M je hmotnost centrálního tělesa sluneční soustavě
tedy hmotnost Slunce. Tento závér je platn i pro eliptické
oběžné dráhy planet, pokud v tomto vztahlnahradíme poloměr r
hlavní poloosou a.

2r

Pro eliptickou dráhu s hlavní poloosou a platí

GMmE- (I4.44)

Einstein v pohled na gravitaci
Einstein ukázal,že gravitace azrychlení jsou ekvivalentní. Tento
princip ekyivalence jej dovedl k teorii gravitace (k obecné teo-
rii relativiQ), která vysvětluje gravitační jevy pomo cí zak ivení
prostoru.

,,:(ffi);, (14.31)

oTAZKY
1. Mějme dvě částice o hmotnostech m a2m p ipevněny k ose
(obr.14.23). (a) Kde mťržeme na ose umístit t etí částici s hmot-
ností 3m (jinde než v nekonečnu), aby celková gravitační síla,
která by na ni od prvních dvou částic prisobila, byla nulová?
Je to vlevo od obou částic, vpravo, anebo mezi nimi - blíže
k hmotnější, nebo k lehčí? (b) Zméní se odpověd] pokud by
t etí částice měla hmotnost I6m? (c) Existuje pro t etí částici
bod mimo osu, ve kterém by celková na ni prisobící síla byla
nulová?

m2m
Obr.l4.23 OtázkaI

2. Na obr.14.24 je centrální částice obklopena dvěma kruho-
v mi prst nky částic s poloměry r a R, R > r. Všechny částice
mají hmotnost m. Jaká je velikost a směr vysledné gravitační
síly, kterou prisobí částice v prstyncích na centrální částici?

a
I

'o'\1/
\lrO
'.. I rr'}----A----./:\/|\/|\

,,| | 
"tatb

I

a
Obr.14.24 Otázka2

3. Na obr.14.25 je centrální částice s hmotností M obklopena
čtvercovym uspo ádáním jin ch částic. vzdálenostimezttěmito
částicemi jsou buď d, nebo |d podéI obvodu čtverce. Jaká je
velikost a směr q sledné gravitační síly prisobící díky těmto
částicím na centrální částici?

2M
Obr.14.25 Otázka3

4, Obr.14.26 ukazuje částici s hmotností m,která se pohybuje
z nekonečna do st edu kroužku s hmotností M podéI jeho osy. Jak
se během tohoto p enosu mění velikost gravitační síly prisobící
na částici?

,"
/m

,l'

}t,
Otázka4

4M

5M

7M

1M

3M

5M

4M

f\,,Ř /\

o
M

M
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5. Na obr.I4.2] jsou zobrazeny čty i uspo ádání částice s hmot-

ností ltt a jedné nebo více homogenních tyčí, každé s hmot-

ností M , délkou L a vždy umístěné ve vzdálenosti d od částice.

Se adte sestupně uspo ádání podle velikosti celkové gravitační
síly, kterou p sobí tyče na částici.

*- d->F d 
-*- 

d 
-*- 

d 
-*- 

d -,4

-'--
A

M

,_,,-_---i

D
M

I

(d)

Obr."1.4.29 Otázka 8

9. Vyjděme ze situace v otázce 8, Byla by práce vámi vykonaná
kladná, záporná, nebo nulová, kdybyste p emístili částici (a) z A
do B, (b) z A do C, (c) z B do D? Se adte sestupně tyto p esuny

podle absolutní hodnoty vámi vykonané práce.

10. Mějme t i planety o následujících hmotnostech a polomě-

rech: planeta A:2M a R; planetaB:3M a2R; planeta C:4M
a 2R. Se adte sestupně tyto planety podle velikosti rinikové rych-

losti z jejich povrchri.

11. Obr. 14.30 nabízí šest drah, po kterych se raketa oblétající
Měsíc mriže pohybovat z bodu Á do bodu B. Se adte sestupně

dráhy podle (a) p íslušné změny gravitační potenciální energie

systému raketa * Měsíc a (b) celkové práce vykonané na raketě

gravitační silou Měsíce.

.-5
1.

'!r6

Obr. 14.30 Otázka lI

12. Které z obéžnych drah ( ekněme pro špionážní družici) na

obr. 14.31 nevyžaduj ístá\é opravy korekčními motorky? Dráha 1

je na 60" s,š.; dráha 2|eží v rovníkovó rovině; ďrába 3 je kolem
st edu Zemé, mezi 60" s.š a 60' j.š.

t***}
11l

2:r.. '

t'", . ,,ii|
. ,:i,il,:;:,: ,, r ill'J ';"i.;i.,' 

, ;nr;iil,'

Obr. 14.31 Otázka I2

13. Družice s rychlostí u1 a hmotností m je na kruhové obéžné

dtáze kolem planety s hmotností M1. Jiná družice, s rych-

lostí u2 a hmotností 2m, obíhá po kruhové dráze o stejném

poloměru kolem planety s hmotností Mz.Je M2 větší, menší,

nebo rovné Ml, @) pokud družice mají stejnou oběžnou dobu,

(b) pokud D2 > u1?

2nt

Ill,
Ill

]- 
|ll

(a) (b)

I

(c)

Obr.14.27 Otázka1

6. Se adte sestupně čty i systémy stejně hmotnych částic z kon-

troly 2 podle absolutní hodnoty gravitační potenciální energie,

7. Na obr.14.28 mábyt částice s hmotností m (nezakreslena)

p enesena z nekonečna na jedno ze tíí míst a, b, nebo c. Dvě
další částice, s hmotnostmi m a Zm,jsou pevně umístěny. Se-

adte sestupně možnosti a, b, c podle celkové práce vykonané
gravitačními silami pevnych částic.

F_ d,_*_ d _*_ d _*_ d ____4

b

Obr.14.28 Otázka'7

ktW--------------------..---*

mc

8. Na obr.14.29 je částice s hmotností m nejprve v místě A ve

vzdálenosti d od st edu jedné homogenní koule a ve vzdálenosti

4d od st edu druhé homogenní koule. Obě koule mají hmot-

nost M )) m. Pokud byste částici p enesli do bodu D, ekněte,

zda následující veličiny by byly kladné, záporné, nebo nulové:
(a) změna gravitační potenciální energie částice, (b) práce vy-

konaná celkovou gravitační silou na částici, (c) práce vykonaná

vámi. (d) Jaké by byly odpovědi, kdybychom p emístili částici
z bodu B do C?

1

2

J
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cvIčENí & úroŇ
ODST. 14.2 Newton v gravitační zákon

1C. Jaká musí b; t vzdálenost mezi částicemi o hmotnostech
5.Zkg a2,4kg,aby se gravitačně p itahovaly silou 2,3. 10-12 N?
2C. Někte í lidé vě í, že pozice planet v okamžiku narození
ovlivňuje narozeného. Jiní tento názor nesdílejí atvrdí,že gravi-
tační síla, kterou na dítě pťrsobí porodník, je větší než od planet.
Abychom posoudili toto tvrzení, spočtěte a porovnejte gravi-
tační sílu prisobící na 3 kg dítě (a) od 70 kg léka e, kter je 1 m
daleko azhrubaaproximovany hmotnym bodem, (b) od Jupiteru
lm :2.t027 kg; v okamžiku, kdy je nejblížeZemt(:6.10ll m)
a (c) když je odZemé nejdále (: 9.10l1 m). (d) Je tvrzení skep-
tikri správné?

3C. Slunce i Země gravitačně prisobí na Měsíc. Jak je poměr
Fs l Fz velikostí těchto sil? (Pr měrnávzdáIenost Slunce - Měsíc
je rovna vzdálenosti Slunce -Země).
.lC. Jeden ze satelitri Echo tvoíll nafouknuty kulovl hliníkov
balon s prriměrem 30 m a hmotností 20kg. P edpokládejme, že
b1, ve vzdálenosti 3 m od povrchu satelitu prolétl meteoroid
s hmotností 7 kg, Jaká by byla největší gravitační síla, která
b1,,prisobila díky satelitu na meteoroid?

SÚ. Oqett s hmotností M bylrozdělen na dvě části,m a M -m,
které byly od sebe poté oddáleny na jistou vzdálenost. Jak by
něl b t poměr mlM, aby byla gravitační síIa mezi částmi co
největší?

ODST. 14.3 Gravitace a princip superpozice

6c. Jak daleko od země ve směru ke slunci musíme umístit
sondu, aby se právě vyrovnala pŤitažliyá síla Slunce aZemé?

7C. Kosmická loď je na p ímé dráze mezi Zemí a Měsícem.
\- jaké vzdálenosti od Zemé je celková gravitační síla na loď
nulová?

Sť-. ram je procentláIní změna zrychlení Země směrem ke
Slunci, když se postavení Zemé, Slunce a Měsíce změní ze
zatméní Slunce (Měsíc je mezi Zemí a Sluncem) na zatméní
\Iěsíce (Zemé je mezt Měsícem a Sluncem)?

9ť-. Čty i koule s hmotnostmt mt : 400kg, *z: 350kg,
,l/l] - 2 000 kg a ma : 500 kg mají sou adnice (x, y') po adě
,0: 50), (0; 0), (-80; 0), (40; 0), vše v centimetrech. Jaká je
,-elková gravitační síIa F2 prisobící na m2?

tOÚ. Na obr.I4.32a Ieží čtyíi koule ve vrcholech čtverce se
stranou 2,0cm. Jaká je velikost a směr celkové gravitační síly,
kterou prisobí na centrální kouli s hmotností ms - 250kg?

ltÚ. Na obr,I4.32b tvo í dvě koule s hmotnostmi m a tíetí
s hmotností M rovnostranny troj helník. Čtvrtá koule s hmot-
ností m4je v jeho těžišti. Celková gravitační síla pťrsobí cí na m4
od ostatních koulí je nulová; čemu je rovno M vyjádíeno v m?

tZÚ. PvO koule s hmotnostmi m1 : 800 kg a m2: 600kg
jsou od sebe vzdáleny 0,25m. Iakáje celková gravitační síla

500kg 300kg

100kg 500kg m

(a) (b)

Obr.14.32 Útotry 10 a 11

(velikost i směr) prisobící díky nim na kouli s hmotností2,0kg,
vzdálenou 0,20 m od m1 a 0, 15 m od m2?

13Ú. T i koule mají tyto hmotnosti a sou adni ce: 20kg, x :
: 0,50ífl, } : 1,0m; 40kg, x : -1,0m, y - -1,0m, 60kg,
í : 0, } : -0,5m. Jaká gravitační síla vyvolaná těmito kou-
lemi prisobí na kouli s hmotnostíZOkgumístěnou v počátku?

t+Ú. OUr. 14.33 zobrazuje dvě homogennityčedélky a a hmot-
nosti M,Iežící na p ímce ve vzdálenosti d od sebe. S použitím
vl sledku p .I4.2 napište určit integrál určující gravitační p i-
tažlivou sílu mezi nimi.

-|- 

d-)-o 

-|
Obr.14.33 Útotra t+

15Ú. Na obr.I4.34je kulová dutina uvnit olověné koule s po-
loměrem R; povrch dutiny prochází st edem koule a dot ká
se pravé strany koule. Hmotnost koule p ed vytvo ením dutiny
byla M. S jakou gravitační silou p itahuje olověná koule s du-
tinou malou kouli s hmotností m, kteráje umístěna ve vzdáIe-
nosti d od st edu olověné koule na p ímce spojující st edy koulí
a st ed otvoru?

Obr.14.34 Útotra tS

ODST. l4.4 Gravitace v blízkosti povrchu Zemé
16C. Vypočítejte gravitační zrychlení na povrchu Měsíce, zná-
te-li jeho hmotnost a poloměr (dodatek C).

17C. V jaké vyšce nad zemskl m povrchem má gravitační
zry chlení velikost 4,6 m. s-2 ?

I$C. Yážíte 1201b a stojíte na chodníku vedle Světovóho ob-
chodního centra v New Yorku. P edpokládejte, že se odtud p e-
místíte na vrchol jedné z jeho budov vysoké 1 350 ft. O kolik

m5
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byste tam byli lehčí (díky tomu, že se nacházíte o trochu dále od

st edu Zemé)? Rotaci Zemé zanedbejte.

19C. Typická hmotnost neutronové hvězdy je srovnatelná

s hmotností Slunce, její poloměr je však pouze 10 km. (a) Jakó

gravitační zrychleníje na povrchu takové hvézdy? (b) Jak rychle

dopadne p edmět, kterl spadne z vyšky 1 m nad povrchem (za-

nedbejte rotaci hvězdy)?

20C. P edmét Iežící na rovníku je urychlován (a) do st edu

Země kvrili její rotaci, (b) směrem ke Slunci, protože Zemé

kolem něho obíhá témě po kruhov é ďráze,a (c) směrem ke st edu

naší Galaxie, protože Slunce obíhá kolem galaktického st edu.

Perioda oběhu Slunce je 2,5,108 y a jeho poloměr 2,2,1020 m.

Vypočítejte tato t i zrychlení a vyjád ete je v násobcích g :
: 9,8 m.s-2.

ZrC. (a) Jaká bude tíha p edmětu na povrchu Měsíce, je-li na

zemském povrchu rovna 100 N? (b) V jaké vzdálenosti odZemé

se musí p edmět nacházet, aby měl stejnou tíhu jako na Měsíci?
Vzdálenost vyjád ete v násobcích poloměru Zemé.

2ZÚ. Vrčulete g tak, že pustíte p edmět z v šky p esně 10m.

Jaká relativní chyba v mě ení doby pádu by zprisobila vyslednou

chybu 0,I7o pro g?

2SÚ. Největší možná rychlost rotace planety je ta, pro kterou je

gravitační síla na rovníku právě rovna dost edivé síle pot ebné

k této rotaci, (Proč?) (a) Ukažte, že p íslušná nejkratší perioda

rotace je

kde p hustota homogenní sférické planety. (b) Vypočítejte pe-

riodu Z pro hustotu 3,0g.cm-3, která odpovídá mnoha plane-

tám, satelit m a asteroidrim. U žádného astronomického objektu

nebyla zaznamenána kratší perioda rotace, než jsme určili na

základé této analyzy.

Z+Ú. PreOměty stejné hmotnosti n jsou zavěšeny na závěsech

nad zemsk}m povrchem a jsou v rovnováze (obr. I4.35)-Závésy
mají zanedbatelnou hmotnost a rozďíI jejich délek je /z. P ed-

pokládejte, že je Země kulatá a má hustotu q - 5,5g,cm-3.
(a) Ukažte, že rozďíIjejich tíh m Lg, zprisobeny odlišnou vzdá-

leností odZemě, jeroven 1ttG qmh l3. (b) Rozhodněte, jaky musí

byt rozdíI délek závěsri, aby byl poměr 
^s 

l s : 1,10-Ó.

ZSÚ. rěteso je zavěšeno na pružinové vázev lodi jedoucí podél

rovníku rychlostí u. (a)IJkažte, že hodnota odečítaná na stupnici

bude blízká hodnotě Go(1 * 2ou lg), kde o je írhlová rychlost
Zemé a Gg je ťrdaj váhy, je-li rychlost lodi nulová, (b) Zdrivod-

něte znaménko t.
26Ú. Vetice hmotné neutronové hvězdy rotují rychlostí cca 1 ot,

za sekundu. Jaká by musela b; t minimální hmotnost takové

hvézďy s poloměrem 20 km, aby se povrchová vrstva hmoty od

hvězdy neodtrhla?

2lÚ. Po\oměr černé díry R5 a její hmotnost M5 jsou spojeny

vztahem Rč : 2GM6f c2, kde c je rychlost světla. Označme

ago EíavitaČní zrychlenivevzdáIenosti ro:1,001R6 od st edu

černé ďíry ap edpokládejme, žeholze:určitzrov. (14.12) (platné

pro velké černé díry). (a) Vyjád ete ago ve vzdá|enosti rg jen po-

mocí M6 (a lntverzálních konstant). (b) Je ago rostoucí, nebo

klesající funkcí proměnnó Mď (c) Čemu se rovná agg pro velmi

velkou černou dírl,1ejižhmotnost je 1,55,1012 hmotností Slun-

ce? (d) Jak by byl rozdíl gravitačního zrychlení mezi hlavou

a nohama astronauta z pŤ,l4.4, kdyby se nacházel v místě 16,

nohama směrem k černó dí e? (e) Byly by slapové síly natahující

astronauta vyrazné?

ODST. 14.5 Gravitační pole uvnit Zemé

28C. Dvě soust edné slupky s konstantní hustotou mají hmot-

nosti M1 a Mz (obr.14.36). Jaká síla p sobí na bod o hmotnos-

tt m,Ieží-|i ve vzdálenosti (a) r : a, (b) r : b, (c) r : c?

Vzdálenost r mě íme od st edu slupek.

Obr.14.36 Cvičení 28

29C. S jakou rychlostí by proletěl p edmět
kdyby byl upuštěn u ristí tunelu zpí.I4,5?

30C. Uvažujte Zemi jako homogenní kouli
Ukažte, že na dně svislé šachty o hloubce D
hodnotaa' 

/ D\ar: ago (' - n/

st edem zemé,

o poloměru R.
bude namě ena

kde ago je hodnota zrychlení na povrchu.

31Ú. Pevná homogenní koule má hustotu 1,0,104 kg a polo-

měr 1,0m, Jaká gravitační síla prisobí na bod o hmotnosti lz
ve vzdálenosti (a) 1,5 m, (b) 0,5 m od st edu koule? (c) Napište

obecny vztah pro gravitační sílu prisobící na bod ve vzdálenosti

r Š I,0 m od st edu koule.

32Ú. Homogenní koule s poloměrem R má na povrchu gra-

vitační zrychlení ar.Pro jaké dvě vzdálenosti od st edu koule

M1M2

Obr.14.35 Uloha24



bude gravitační zrychlení rovno arl3? (Tip: Yezměte v rivahu
vzdálenosti vně i uvnit koule.)

33Ú. Řez Zemí. Zemé není homogenní alze ji zhruba rozdělit
na t i slupky: kriru, plášť a jádro. Rozměry slupek a jejich hmot-
nosti jsou uvedeny na obr. 14.31. Celková hmotnost Zemé je
5.98.rc24 kg a její poloměr bereme 6 371 km. Zanedbejte rotaci
a p edpokládejte, žeZeměje kulová.

(a) Určete ao na povrchu. (b) Jaké a, bude v hloubce 25 km
na dně vrtu, ktery má byt v rámci projektu Mohole proveden
k rozhraní kriry a pláště? (Moho vrstva, kterou p edpověděl geo-

log Mohorovičió, Ieží v hloubce 5 km až 70 km.) (c) P edpoklá-
dejte, že Země má známoll hmotnost i rozměr, ale je to ideální
koule s konstantní hustotou. Jaké bude a* v hloubce25km? (Ytz
cvič. 30.) (P esná mě ení a* jsou citliv m indikátorem vnit ního
uspo ádání Zemé, mohou bl t ovšem ovlivněna i místními od-
chylkami hustoty.)

jádro,1,93.1024kg

plášť, 4,01.102a kg

k ra, 3,94.10"kg

Obr.14.37 Úlot a 33. Mě ítko není zachováno

ODST. 14.6 Gravitační potenciální energie

3{C. (a) Jaká je energie systému v cvič. 1, složeného ze dvou
hmotnych bodri? (b) Jakou práci vykonají gravitační síly, ztroj-
násobíte-li vzdálenost mezi hmotn mi body? (c) Jakou práci
r ykonáte vy?

35C. (a) Vyjměte m1 v loze 9 a vypočítejte pro zbyvqící tíi
hmotné body gravitační potenctáIníenergii. (b) Nyní vraťte m1 flá
původní místo. Bude potenciální energie celého systému vyšší,
nebo nižší? (c) Konáte kladnou, nebo zápornou práci p i vy-
jmutí ml ze systómu čty hmotn ch bodri? (d) Jaká práce je
nutná pro navrácení m]
36C. Udává poměr m l M zílohy 5 nejmenší možnou gravitační
potenciální energii systému?

37C. St ední prriměry Zemé a Marsu jsou 6,9.103 km a

1.3.104km. Hmotnost Marsu je 0,1lnásobek hmotnosti Země.
(a) Stanovte poměr prriměrné hustoty Marsu aZemě. (b) Jaká je
hodnota g na Marsu? (c) Jaká je írniková rychlost pro Mars?

38C. Vesmírnáloď se nachází na okraji naší Galaxie ve vzdále-
nosti 80 000 světeln ch let od jejího st edu. Stanovte rinikovou
ry,chlost z naší Galaxie. Hmotnost Galaxie je I,4.1011 Sluncí,
pro jednoduchost p edpokládejte, žeje v ní hmota rozprost ena
rovnoměrně.

cvIčENí a úloHy 379

39C. Vypočítejte energii pot ebnou k írniku od (a) Měsíce
a (b) Jupiteru a vyjád ete ji v násobcích rinikové energie ze
Zemé.

40C. Ukažte, že írniková rychlost uiln1 od Slunce v místě Zemé
je Ónásobkem posuvné oběžné rychlosti uot Země;p edpoklá-
dejte, že její ďráha kolem Slunce je kružnice. (Jde o speciální
p ípad obecně platného vztahu: uírnik : Óuoa)
41C. Částice prachu komety o hmotnostim senacházívevzdá-
lenosti R od st edu zemé a ve vzdálenosti r od st edu Měsíce.
Jaká je potenciální energie systému částice l Zemé a jaká sys-
tómu částice -]- Měsíc, je-li hmotnost Země M7 aMésíce My1?

42C. YeIké hvězdy mohou po spálení svého paliva zkolabo-
vat v černou díru prisobením vlastních gravitačních sil. Jejich
poloměr R5 je pak takovy, že k p enesení tělesa o hmotnosti n
z povrchu do nekonečna je t eba veškerá energie tělesa *r2.le-It
hmotnost hvězdy M3, ukažte pomocí Newtonova gravitačního
zákona, že její poloměr je R : G M5 /c2 . (Správná hodnota R5
je ve skutečnosti dvojnásobná,Kziskání správného v sledkuje
totiŽ nutno využítEinsteinovy gravitační teorie namísto Newto-
novy.)

+SÚ. St eay í koulí o hmotnostech ml : 800 $, m2: 100 _g

2, /7L3 : 200 gleží najedné p ímce ve vzdálenostech a : 12 cm
a d :4cm (obr. 14,38). Nyní p emístíte st ední kouli r?] smě-
rem k m3 tdk, že vzdáIenost jejich st edťr bude r/ : 4 cm. Jakou
práci na mz @) jste vykonali vy a (b) jakou gravitační síly vy-
volané m1 am1?

d--1
L. l

lll l

Obr.14.38 Útorra +l

44Ú. Raketa je urychlena p i povrchu Země na rychlost u :
: 2JgRž (kde R2 je poloměr Zemé) a pak vzlétne směrem
vzh ru. (a) Ukažte, že unikne ze Země. (b) Ukažte , že ve velké
vzdálenostt od Zemé bude mít rychlost y : J g R).
nSÚ. (a) Jaká je riniková rychlost z kulového asteroidu, jehož
poloměr je 500 km a jehož gravitační zrychlení na povrchu je
3 , 0 m.s-2 ? (b) Jak daleko od povrchu se dostane částice, jestliže
opustí povrch asteroidu s radiální rychlostí 1000m.s'l ? 1c; Ja-
kou rychlostí dopadne p edmět na asteroid, jestliže byl puštěn
z 1 šky 1 000 km nad povrchem?

a6Ú. Hypotetická planeta Deli podobná Marsu má hmotnost
5,0,1023kg, poloměr 3,0.106m a nemá žádnou atmosféru.
Vesmírná sonda o hmotnosti 10 kg je vyst elena vertikálně z je-
jího povrchu. (a) Jaká bude kinetická energie sondy ve vzdá-
lenosti 4,0.106 m od st edu Deli, jestliže sonda byla vyst elena
s počáteční energií 5,0,107J? O) S jakou počáteční kinetic-
kou energií musí byt sonda vyst elena z povrchu Deli, jestliže
má dosáhnout maximáInívzdálenost 8,0.106 m od st edu Deli?
P edpokládejte, že Deli nerotuje.

|- d-
I

I
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47Ú. Dvojhvězdu tvo í dvě hvězdy o hmotnosti 3,0.1030kg
obíhající okolo společného těžiště ve vzdálenosti 1,0.101i m.

(a) Jakou írhlovou rychlostí obíhají? (b) Jestliže meteor pro-
létne těžištěm dvojhvězdy kolmo k rovině oběhu hvězd, jakou
rychlost musí v tomto těžišti mít, aby unikl z dvojhvězdy ,,do

nekonečna"?

+SÚ. PvO neutronové hvězdy jsou od sebe vzdáleny 1.1010 m.

Obě dvě mají hmotnost 1.1030kg a poloměr 1.105 m. Na za-

čátku jsou obě hvězdy navzájem v klidu. (a) Jak rychle se budou
hvězdy pohybovat, až se jejich vzdálenost zmenší na polovinu
privodní hodnoty? (b) S jakou rychlostí se srazí?

49Ú. Náboj je vyst elen svisle z povrchu Země s počáteční
rychlostí 10 km/s. Jak vysoko nad povrch Zemé dolétne, jestliže
zanedbáme odpor vzduchu?

50Ú. Koule o hmotno stí M apoloměru a má soust ednou dutinu
o poloměru b (obr.14.39). (a) Vyneste do grafu velikost F gravi-
tační síly, kterou prisobí koule na částici o hmotnosti m vevzdá-
lenosti r od st edu koule, jako funkci r v intervalu 0 Š r Š oo.

Uvažujte zejména hodnoty r rovné 0, a, b a oo. (b) Nakreslete
odpovídající Kivku pro potenciální energlt Eo(r) systému.

M

r .Oftl

Obr.14.39 Útotra 50

SrÚ. r;teso o hmotnosti 20kg udržujeme v počátku vztažné
soustavy. Druhó těleso o hmotnosti 10kg držíme na začátku
pokusu na ose x vevzďálenosti J : 0,80m; poté ho pustíme.
(a) Jaká je potenciální energie tohoto systému těsně po uvolnění?
(b) Jaká je kinetická energie desetikilogramové hmoty poté, co
se posunula o 0,20 m?

52Ú*. Některé planety (Jupiter, Saturn, Uran) jsou obklopeny
skoro kruhovymi prstenci; ty jsou pravděpodobně tvo eny ma-

teriálem, ktery se nedokázal zformovat do obíhajících měsícli.
Dokonce i některé galaxie obsahují takovéto prstencové írtvary.

Uvažujme homogenní prstenec o hmotnosti M a poloměru R.
(a) Jakou gravitační silou prisobí tento prstenec na částici o hmot-
nosti m, kteráIežína ose prstence ve vzdálenosti x od jeho st edu
(obr.14.40)? (b) P edpokládejme, že se částice vlivem píitaž-
livosti prstence začne pohybovat. Najděte vyraz pro rychlost,
s jakou částice prolétne st edem pfstence.

53Ú*. Gravitační síla p itahuje k sobě dvě částice o hmotnostech
M a m, které se zpočátku nalézaly v klidu ve velké vzdálenosti.
Ukažte, že v každém okamžiku je rychlost jedné částice vriči
druhé rovna JZG(M +Wa. kde d je jejich okamžitávzdále-
no st. ( fip : Použij te zákon zachov ání energie a zákon zachov ání
hybnosti.)

obr.14.40 Úlok,a5z

ODST. 14.7 Planety a družice: Keplerovy zákony

54C. Pr měrná vzdálenost Marsu od Slunce je 1,52krát větší
než vzdáIenost Země od Slunce. Z Keplerova zákona o dobách
oběhu planet spočítejte, kolik rok pot ebuje Mars k jednomu

oběhu kolem Slunce. Porovnejte váš vysledek s hodnotou uve-
denou v dodatku c.
55C. Planeta Mars má měsíc Phobos, kter; obíhá po obéžné
dráze o poloměru9,4.106m s periodou 1h39 min.Z těchto
informací vypočítejte hmotnost Marsu.

56C. Vypočítejte hmotnost Země z periody Z a poloměru r
oběžné dráhy Měsíce kolem Země: T : 27,3 dní a r :
: 3,82.105 km. P edpokládejte zjednodušeně, že Měsíc obíhá
okolo st edu Zemé (a nikoli okolo společného těžiště).

57C. Naše Slunce o hmotnosti 2,0.1030 kg obíhá okolo st edu

naší Galaxie, ktery je vzdálen 2,2.1020 m, jeden oběh za
2,5.108 rokri, P edpokládejme, že každá hvézda naší Galaxie
má stejnou hmotnost jako naše Slunce, že všechny hvězdy jsou
stejnoměrně rozloženy v kouli okolo st edu Galaxie a že naše

Slunce se nachází na okraji této koule. Odhadněte počet hvězd
v naší Galaxii.

58C. Satelit byl umístěn na kruhovou oběžnou dráhu v polo-
vlční vzdálenosti k Měsíci. Jakou má periodu oběhu v lunárních
měsících? (Lunární měsíc je perioda otáčení Měsíce,)

59C. (a) Jakou posuvnou rychlost musí mít satelit na kruhové
obéžné dráze ve vl šce 160km nadZemí? (b) Jakou má periodu
oběhu?

60C. Většina asteroidri obíhá okolo Slunce mezi Marsem a Jupi-
terem. P esto některé asteroidy typu Apollo, s poloměrem okolo
30 km, obíhají po drahách, které kŤížídráhuZemé.Oběžnádráha
jednoho takového asteroidu je znázorněnav obr. 14.41. Odečtěte
hodnoty p ímo z obrázkl a vypočítejte v rocích dobu oběhu,

s jakou asteroid obíhá.

dráha asteroidu --...._,,,'--'

dráha Marsu - j
dráhaZemě -],"

i,f;:\
Stun \ \\t ],|

\ \_/ r'
\ --/

Obr.14.41 Cvičení 60



6lC. Satelit, kterl se pohybuje po eliptické oběžné dráze, je
v nejvyšším bodě 360km nad povrchem Země a 180km v nej-
nižším bodě. Vypočítejte (a) hlavní poloosu a (b) excentricitu
trajektorie. (Tip:Yiz p .14,8.)

62C. Slunceleží zhruba v jednom z ohnisek obéžné dráhy Ze-
mě. Jak daleko od něj leží druhé ohnisko? Vyjád ete svrij vl sle-
dek v násobcích slunečního poloměru 6,96,108 m. Excentricita
obéžné dráhy Zemé je 0,016 '7 a hlavní poloosu Ize vzít rovnu
1,50. 1011 m. Viz obr. 14.I4.

63C. (a) Použijte t etí Keplerriv zákon (rov. (14.31)) k vyjád-
ení gravitační konstanty G v těchto jednotkách: astronomická

jednotka pro délku (AU), hmotnost Slunce (M5) pro hmotnost
a rok (y) pro jednotku času. (b) Jak tvar mát etí Keplerriv zákon
v těchto jednotkách?

64C. Satelit visí nehybně nad jedním místem zemského rovní-
ku. Jakáje v škajeho oběžné dráhy? (Jde o tzv. geocentrickou
oběžnou dráhu.)

65C. Kometa zpozorovaná v dubnu roku 547 čínskl mi ast-
ronomy v den, ktery nazyvali Woo Woo, byla opět spat ena
v květnu roku 1994. P edpokládejte, že doba mezi oběma po-
zorováními je perioda oběhu komety, a p edpokládejte její vy-
st ednost rovnu 0,11. Jakáje (a) velikost hlavní poloosy obéžné
dráhy komety a (b) její největší vzdálenost od Slunce v násobcích
prriměrného poloměru Rp oběžné dráhy Pluta?

66C. V roce 1993 nám vesmírná sonda Galileo poslala fotografii
(obr,14,42) asteroidu 243 Ida spolu s jeho mal m měsícem.
Jedná se o první potvrzeny p ípad systému asteroidtjeho měsíc.
Měsíc na fotografli má ší ku 1,5km a je vzdáIen 100km od
st edu 55 km dlouhého asteroidu. Tvar oběžn é dráhy měsíce není
p esně znám;p edpokládáme,že jekruhová s periodou 2] hoďin.
(a) Jaká je hmotnost asteroidu? (b) Objem asteroidu, mě en;

z fotografií Galilea, je 14 100 km3. Jaká je hustota asteroidu?

Obr.'1,4.42 Cvičení 66. Na fotografii z družice Galileo je asteroid
]-13 Ida se svl m maličk m měsícem.

67Ú. Uvažujme, že satelit z cvlč,64 ie na oběžné dráze na br-
něnském poledníku. Vy jste v budově VUT v Brně (zeměpisná
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ší ka je 49,2") a chcete zachyttt signál ze satelitního vysílání.
Jak m směrem musíte natočit anténu?

68Ú. V roce 1610 objevil Galileo Galilei pomocí svého te-

leskopu čty i největší měsíce Jupiteru. Pruměrné poloměry a
jejich obéžné dráhy a periody Z oběhu ve dnechjsou uvedeny
v tabulce,

JntÉNo -:- !
l08 m d

Io
Europa
Ganymedes
Callisto

4,22 I,77
6,JI 3,55
I0,7 7,16
18,8 16,7

(a) Vyneste do grafu závislost loga (osa y) na IogT (osa x)
a ukažte, že je lineární. (b) Zméíte sklon p ímky a vl sledek
porovnejte s hodnotou, kterou lze p edpovědět z Keplerova t e-

tího zákona, (c) Z prrisečíku p ímky s osou y zjistěte hmotnost
Jupiteru.

egÚ. UUaZte s pomocí Keplerova t etího zákona (rov. (14.31)),
jak mohl Newton odvodit, že sílaldržljícíMěsíc na jeho oběžné
dráze (uvažujme kruhovou), je nep ímo riměrná čtverci vzdále-
nosti od st edu země.

ZOÚ. listá dvojhvězda je tvo ena hvězdami se stejnymi hmot-
nostmi jako naše Slunce. Hvězdy obíhají okolo společného tě-

žlšté. Yzdálenost mezi nimi je stejná, jako je vzdálenost mezi
Sluncem aZemí. Jaká je perioda jejich oběhu?

71Ú. Speciální trojhvězda se skládá ze dvou hvězd o hmot-
nostech m,které obíhají po stejné kruhové oběžné dráze o po-
loměru r okolo centrální hvězdy o hmotnosti M (obr.14.43).
Obě menší hvězdy jsou vždy na protilehlé straně oběžné dráhy.
Odvodte vztah pro periodu oběhu těchto hvězd,

lZÚ. @) Jaká je ťrniková rychlost ze Sluneční soustavy pro tě-

leso, které je na obéžné dráze Země (ďráha s poloměrem R),

obr.14.43 Úloha zt

73U*. T i identické hvězdy o hmotnostech M jsou
na vrcholech rovnostranného trojírhelníku se stranou

umístěny
délky a.

ale je daleko od Země? (b) Jestliže těleso jIž má rychlost stejně
velkou, jako je rychlost oběhu Zemé,jakou rychlost je mu ještě
t eba dodat, aby mohlo uniknout jako v (a)? (c) P edpokládej-
me,že těleso je vyst eleno zeZemé ve směru oběhu Země okolo
Slunce. Jakou počáteční rychlost musí mít, aby poté, co se vzdálí
od Zemé, ale má stále zhruba stejnou vzdálenost od Slunce, se

v zdáI1lo ze sluneční soustavy ? (Je to rychlo st pot ebná pro j akou-
koliv pozemskou raketu, aby mohla opustit sluneční soustavu.)
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Jakou rychlostí se musejí pohybovat, jestliže všechny obíhají
pod vlivem gravitačních sil ostatních hvězd po opsané kružnici
a zároveň zachovávají svou vzájemnou polohu?

74Ú*. Družice na kruhové oběžné drázebylanavržena tak, aby
se vznášela nad určitym místem zemského povrchu. Omylem se

stalo, že poloměr obíhání družice byl o 1,0km větší, než měl
b t. Jak rychle a v jakém směru se bude pohybovat bod p ímo
pod satelitem po zemském povrchu?

ODST. 14.8 Družice: Oběžné dráhy a energie

75C. Asteroid, jehož hmotnost je 2,0.I}-anásobkem hmotnosti
Země, obíhá po kruhové dráze okolo Slunce ve vzdálenosti
rovné dvojnásobku vzdálenosti Země-Slunce. (a) Spočtěte pe-

riodu obíhání asteroidu v rocích. (b) Jak je poměr kinetické
energie asteroidu a Zemé?

76C. Uvažujte dvě stejnó družice A a B o stejnych hmotnos-
tech m pohybující se po stejné kruhové dráze o poloměru r
kolem Zemé (hmotnost M7), ale v opačnych směrech, tzn. na
kolizní dráze (obr.14,44). (a) Pomocí G, M7, lH a r vyjádíete
celkovou mechanickou energii Ea * ,EB soustavy obou dru-
žic lZemě p ed srážkou. (b) Jestliže je srážka dokonale nepruž-
ná,tzn. vznikne-li jediná troska o hmotnosti2m,určete celkovou
mechanickou energii bezprost edně po kolizi. (c) Popište další
pohyb trosky.

Obr.14.44 Cvičení 76

nÚ. nvedružice (A a B), každáo hmotnosti m, jsou vypuštěny
na oběžné kruhové dráhy kolem Země, Úaale jsme si p ečetli
v mílích: družice A obíhá ve v šce 4 000 mi, družice B ve vl šce
12000mi. Poloměr Země Rz je 4000mi. (a) Jak je poměr
potenciálních energií družic B a A? (b) Jak je poměr kinetick ch
energií družic B a A? (c) Která družice má větší celkovou energii,
jestliže hmotnost každé z nich je 14,6 kg? O kolik?
78Ú. Použitím zákona zachování mechanické energie a rov-
ntce (14.44) ukažte, že pokud těleso obíhá planetu po eliptické
dráze, pak je vzdálenost r od planety a rychlost tělesa u svázána
vztahem

79Ú. Yyužijte v sledku írlohy 78 a dat v p.14.8 k vypočtu
(a) rychlosti uo Halleyovy komety v perihéliu a (b) její rychlosti
uu v afóliu. (c) Použitím zákona zachování momentu hybnosti
vzhledem ke Slunci najděte poměr vzdáleností komety v peri-
héliu Ro a v aféliu Ru, vyjád eny pomocí up a 1)a.

SOÚ. Z kvizu v americkém časopise (ridaje v mílích): (a) Je
pot eba více energie k vynesení družice do v šky 1 000 mi nad

Zemí nebo k urychlení na kruhovou oběžnou dráhu, jakmile
se družice v tóto vyšce nachází? (Uvažujte poloměr Země
4 000 mi.) (b) Jak v sledek dostaneme pro 2 000 mi a (c) pro
3 000 mi?

81Ú. lednou z možností, jak zaitočitna družici obíhající Zeml,
je vypustit roj kuliček na stejné ďrázejako družice, ale v opač-
ném směru. Uvažujte družici obíhající 500km nad povrchem
Země, která se srazí s kuličkou o hmotnosti 4,0 g. (a) Jaká je
kinetická energie kuličky vevztažné soustavě spojené s družicí?
(b) Jak je poměr této kinetické energie ke kinetické energii
čty gramového náboje vyst eleného z moderní pušky počáteční
rychlostí 950 m.s-1?

82Ú. Uvažujte družici obíhající Zemípo kruhové dtáze. Urče-
te, jak závisejí následující veličiny na poloměru r dráhy družice:
(a) perioda, (b) kinetickáenergie, (c) momenthybnosti a (d) rych-
lost družice.

SSÚ. ram je (a) rychlost a (b) perioda220kg družice na témě
kruhové dráze 640 km nad povrchemZemé'! P edpokládejte dá-
Ie,že družice ztrácí svoji mechanickou energii s prriměrnou rych-
lostí 1,4.105 J na jeden oběh. P ijmeme-li jako dobrou aproxima-
ci, že vyslednou trajektorií je,,kružnice s pomalu se zmenšujícím
poloměrem", určete na konci 1 500. oběhu (c) v šku dráhy dru-
žice, (d) její rychlost a (e) periodu. (0 Jaká je velikost prriměrné
brzdné síly? (g) Zachováváse momenthybnosti okolo zemského
st edu pro družici nebo pro soustavu družice l Země?

84Ú. Oběžná dráha Země kolem Slunce je témě kruhová:
nejmenší vzdálenost je I,47.108 km, největší 1,52.108 km. Ur-
čete odpovídající změny (a) celkové energie, (b) potenciální
energie, (c) kinetické energie a (d) oběžnou rychlost, (Tip: Yy-
užijte zákonri zachování energie a momentu hybnosti.)

SSÚ. V raketoplánu o hmotnosti n : 2 000 kg obíhá kapitán
Janeway planetu o hmotnosti M :5,98.1024 kg na dráze o po-
loměru r : 6,80.106 m. Jaká je (a) perioda obíhánía (b) rychlost
raketoplánu? Janeway odpálí dop edu mííící pomocnou raketu,
takže se rychlost raketoplánu zmenší o 1,00 7a. Jakáje bezpro-
st edně poté (c) rychlost, (d) kinetická energie, (e) gravitační po-
tenciální energie a (f) mechanická energie raketoplánu? (g) Jaká
je nyní hlavní poloosa oběžné dráhy raketoplánu? (h) Jak je
rozďíI mezi periodou privodní a nové, eliptické obéžné dráhy
akterá z nichje menší?

ODST. 14.9 Einstein a gravitace

86C. Na obr.I4.20b ukazuje váha,nakteré stojí šedesátikiloq
student, hodnotu 220 N. Jak dlouho bude trvat melounu, než
dopadne na zem, jestliže mu vyklouzne z v šky 2,Imnaďzemí?

87Ú. Na obr.14,45 jsoll znázorněny stěny trubice v kosmické
lodi v kosmickém prostoru; 1oďmá zrychlení a - (2,5 m.s-2.)i.
Elektron je vyslán ze znázorněného počátku p es ší ku trubi-
ce 3,0cm s počáteční rychlostí v6 * (0,40m.s-l)i. Popište
pomocí jednotkov; ch vektor vzhledem k lodi, jaké je (a) posu-
nutí elektronu na konci jeho letu a (b) jeho rychlost těsně p ed
dopadem na protější zedI
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88Ú. Spočtěte s užltímdodatku C pro každou planetu vzdáIe-
nost těžiště soustavy Slunce * planeta od st edu Slunce. Srov-
nejte ji s rozměry Slunce.

Již samotny Jupiter zpťrsobuje, že téžíště sluneční soustavy leží
poblíž slunečního okraje; společné p sobení Jupiteru, Saturnu, Nep-
tunu a Pluta ,,v zákrytu" by vzdálilo těžiště sluneční soustavy až na
2,17násobek slunečního poloměru od st edu Slunce. Kvrili rťrzně dlou-
hym oběžn m dobám těchto planet koná Slunce kolem těžiště sluneční
soustavy,,lístkovy" pohyb s periodou cca 17 8,7 let, sestávají cí z cca pa-
desátileté části pravidelné (rojlístkové) azčástichaotické. To se proje-
l,uje i v našem životě, viznapŤ.I. Charvátová: Solar-Terestrial and Cli-
matic Phenomena... , Surveys in Geophysics, 1997 ,18, pp. 131-146.

PRo PočÍrač
89Ú. Sonda o hmotnosti 6 000 kg obíhá Slunce na kruhové dráze
o poloměru 108.106 km (poloměr oběžné dráhy Venuše). Kos-
mická agentura chce dostat sondu na dráhu o stejném poloměru
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jako Země, tzn. na kružnici o poloměru 150.106km. Prvním
krokem je zvl šení rychlosti sondy tak, aby vznikIá eliptická
trajektorie méla vzďálenost v perihóliu rovnou poloměru po-
žaďované kruhové dráhy. (a) Spočítejte požadovanl p írristek
rychlosti a energie. Nakreslete eliptickou dráhu (rovnice elipsy
v polárních sou adnicích se st edem v počátku sou adnic je

,2: rrru(r, -f r)2
(ro * r)2 stn2 0 l 4rorucos2 0'

kde ro je vzdáIenost perihélia a ru vzdálenost afélia). (b) Když
je dosaženo afélia, je rychlost sondy opět změněna tak, aby
se dostala na v slednou kruhovou dráhu. Jaké změny rychlosti
a energie jsou k tomu nutné?

90Ú. Sestavte v počítači seznam period T ahlavních poloos a
pro planety uvedené v tab. I4.3.Yynásobte všechna T takovym
faktorem, aby T bylo v sekundách. (a) Uložte hodnoty T2 a a3
do novych seznam . Nechte počítač provést lineární regresi Z2

ov. 1 
-vuči a'. Z parametr regrese a s použitím známé hodnoty G

určete hmotnost Slunce. (b) Vypočtěte hodnoty 1og T aloga,
Nechte počítač nakreslit závislost 1og Z na loga a provedte li-
neární regresi. Z jejích parametr a ze známé hodnoty G určete
opět hmotnost Slunce.



Síla, kterou aoda p sobí na tělo potdpěče, dosíhne značné hodnoty již
p i potopení do poměrně malé hloublcy na dno bazénu. P esto William

Rhodes po opuštění ponorlcy, kteró byla a Mexickém zdliau spuštěna do
hloubky 1000 stop (305m), doplaaal a roce 1-975 do rekordní hloublcy

1148 stop (350m), když užil aybaaení sportoaního potdpěče a specidlní
směs plyn pro dychdní. Noudček sportoaního potdpění, ktery trénuje

a bazénu, m že ašak paradoxně blít ue aětším nebezpečí než Rhodes. P i
potapění občas p ijdou lidé i o žiaot. |aké nebezpeti iim ulastně hrozQ

t5
Tekutiny



l5.1 TEKUTINy A SvĚT KoLEM NÁs

Tekutiny - pod tento společn; název zahrnujeme kapaliny
a plyny, p ípadně i p|azma (žhavy ionizovany plyn) -mají základní vyznam pro náš život. Dlícháme je a pijeme,
základníživotnítekutina - krev - obíháv našich tepnách
a žllách. Mo e i ovzduší je tekuté.

V autě se tekutiny vyskytují v pneumatikách, v pali-
vové nádrži, v chladiči, ve váIcích motoru, ve vyfukovém
potrubí, v elektrické baterii, v topném a p ípadně chladicím
systému, v nádržce ost ikovače, y mazacích systémech,
v hydraulickém rozvodu (hydraulicky znamená pracující
prost ednictvímkapaliny). Ažtedy uvidíte obrovské zemní
stroje, vzpomeňte si, kolik je v nich hydraulickych válcri,
které umožňují jejich činnost. Velmi mnoho hydraulickl ch
zaíízeníje ve velk ch tryskovych letadlech.

Energii proudící tekutiny využíváme ve větrnych
mlynech a potenciální energii jiné tekutiny ve vodních
elektrárnách. V pr běhu věkri tekutiny vytvarovaly kra-
jinu. Často podnikáme daleké cesty, jen abychom viděli
pohybující se tekutiny. Myslím, že nastal čas, abychom si
ekli, co o tekutinách vypovídá fyztka.

15.2 Co JE TEKUTI|{A?

Jak jlž název napovídá, tekutina - na rozdil od pevnl ch
těles - mriže téci.Píizprisobí se tvaru nádob, do kter ch ji
umístíme. Je to proto, že tekutiny neudrží dlouhodobě síly
rovnoběžné se svym povrchem. (V p esnějším vyjád ení
čl. 13.6 je ideální tekutina látka, která teče, protože není
schopna p enášet smyková napětí. Prisobí jen silou kolmou
ke svému povrchu.) I.{ěkter m látkám, nap . asfaltu, trvá
dlouhou dobu, než se jejich tvar p izp sobí rozměrum ná-
doby. Nakonec však k p izprisobení dojde, a proto i takové
látky se chovají (z dlouhodobého pohledu) jako tekutiny*.

Možná se divíte, proč dáváme dohromady kapaliny
a plyny a společně je nazyváme tekutinami. Konec koncri
mrižete ííci, že voda a pára se liší stejně jako voda a led.
Je tu ale principiáIní rozdíI. Molekuly ledu (stejně jako
ostatních krystalick ch látek) jsou uspo ádány do pevnych
trojrozměrnl ch rtvaru - krystalov ch míížek- a v nich
_je ,,po ádek" i na vzdálenosti dosti dlouhé oproti vzdálenos-
tem mezimolekulárním. Ve vodě ani v pá e žádné takové
pravidelné uspo ádání na dlouhouvzďáIenost neexistuje.

' Chování takové tekutiny je však velmi vzdálené od chování ideální
:e klttiny, viskózní síly jsou velké. Podrobněji se takov mi tekutinami,
.,ieré jsou na pomezí tekutin a pevnych látek, zabyvá obecná nauka
,. deformačním chování látek zv aná reologie.
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15.3 HUSTOTA A TLAK
Když popisujeme chování tuhl ch těles, zabyváme se r z-
nymi p edměty, jak mi jsou nap . d evěné kvádry, míče
nebo kovové tyče. FyzlkáIní veličiny vhodné pro popis ta-
kov ch tvaru jsou p edevším hmotnost a síla, které se
vyskytují v Newtonov ch zákonech. Mrižeme nap . mluvit
o d evěném kvádru, kter; má hmotnost 3 kg a p sobí na
něj síla 25 N.

Na tekutinách nás více zajímaJí ty vlastnosti, které se
mohou měnit bod od bodu, než vlastnosti nějakych v ní
pevně vymezenych kouskri. Je užitečnější hovo it o hustotě
a tlaku (tozumí se všestranném tlaku - srovnej s č1. 13.6)
nežohmotnostiasíle.

Hustota
Abychom určili hustotu g tekutiny v daném místě, vyme-
zíme kolem tohoto místa maly objem AV, ve kterém se
nacházíhmotnost tekutiny Arz. Hustota elementu je pak

Lm
- Ay (15.1)

(I5.2)

Hustota v libovolném bodě tekutiny se zavádí jako limita to-
hoto poměru, když objem elementu obklopujícího zvoleny
bod se stále zmenšuje. V mechanice tekutin (a i obecněji
p i popisu spojit ch neboli kontinuálních prost edí) ovšem
p edpokládáme, že zmenšování zastavíme, když se objem
elementu pítblíží molekulovym rozměrrim. Hustota se tak
mezi jednotliv mi body tekutiny mění pozvolna a prost edí
se popisuje jako spojité a ne jako ,,rozkouskované" na mo-
lekuly. Máme-li vzorek větších rozměr , zavádíme jeho
pruměrnou hustotu jako El - m l V, kde m je celková hmot-
nost vzorku a V jeho objem.

Hustota je skalární veličina. Její jednotkou v SI je ki-
logram na metr krychlov . V tab. 15.1 jsou uvedeny hus-
toty někter; ch látek a prriměrné hodnoty hustot někter ch
objekt . Všimněte si, že hustoty plynri (v tabulce je uve-
den vzduch) se vl razně mění s tlakem, ale hustoty kapalin
(v tabulce je ridaj pro vodu) nikoliv. Plyny jsou snadno
stlačitelné, kapaliny ne.

Tlak
V nádobě naplněné tekutinou je umístěn mal p ístroj mě-
ící tlak, jak je naznačeno na obr. 15. 1a. P ístroj (obr. 15. 1b)

se skládá z pístu plochy A, , kter je na jedné straně vysta-
ven prisobení tekutiny a na druhé, kde je vakuum, je op en
o pružinu. Odečteme-li stlačení okalibrov ané pružiny, zj is-
tíme, jakou silou AF pťrsobí okolní tekutina na píst. Tlak,
jak m tekutina prisobí na píst, vypočteme jako poměr

AF
h-_,As



mezihvězdny prostor
nejlepší vakuum dosažené

v laborato i
vzduch: 20"C,l atm'l

20oC,50 atmo

pěněn polystyren
voda: 20 "C, 1 atm"

20"C,50 atm"

mo ská voda 20 "C, 1 atmo

krev
led
železo
rtuť

Zemé : prriměrná hodnota
jádro

krira
Slunce: prriměr

jádro
bíl trpaslík - hvězda (ádro)
jádro uranu

neutronová hv ézda (i ádro)

černá díra (s hmotností našeho Slunce)
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Tabulka 15.1 Hustoty q někter ch látek a objektri

Lerrn NEBo oBJEKT
kg,m-3

Pokusy zjistíme, že v daném bodě tekutiny, která je
v klidu, má tlak p definovany rov. (I5.2) stejnou hodnotu
pro všechny orientace mě iče tlaku. Tlak je skalár, jeho

hodnota nezávtsí na směru. Síla pťrsobící na naše mě icí
zaíízení je sice vektor, ale v rov. (15.2) se uvažuje pouze
její v eliko s t, kteráje skalární veličinou.

V SI je jednotkou tlaku newton na čtverečny metr,

N.m-2, jednotka se nazyvá pascal (Pa). U nás i v jin ch
zemíchdrisledně užívajících metrickou soustavu jsou i mě-

iče tlaku v pneumatikáchkalibrovány v kilopascalech, (Je-

dině krevní tlak se tradičně uvádí v milimetrech rtuťového

sloupce neboli v torrech.) Yztah mezi pascalem a jin mi
d íve běžnéužívanymi jednotkami nepat ícími do SI je dán

vztahy,.

1atm - 1,013 25.rc5 Pa: 760ton _ í4,J 1b,in-2,

l at:1 kp.cm-2 : 9,806 65,104 Pa.

Atmosf,lra, jak jméno naznačuje, byla jednotka tlaku
p ibližně rovná atmosférickému (barometrickému) tlaku.

Jednotka značenáatm a nazyvaná fuzikální nebo též nor-
mólní atmosféra je rovna normdlnímu atmosfiirickému
tlaku, kter odpovídá prťrměrnému atmosférickému tlaku
p i hladině mo e p i teplotě 0 oC. Je mu definitoricky p i-
souzena hodnota l0I325 Pa. Jednotka značenáat a nazy-
v aná t e c hni c ká atm o sfe r a je r ov na tlaku, kterym pri sobí s í1 a

jednoho kilopondu (kp) na čtverečny centimetr. (Kilopond
je starší jednotka síly nespadající do soustavy SI; je ro-

ven velikosti tíhové síly prisobícína těleso hmotnosti 1kg
(resp. váze tohoto tělesa) p i standardním tíhovém zrych-
lení g). FyzikáIní atmosféra je tedy p ibližně o t i procenta

větší než technická atmosféra. Jednotka torr (pojmenovaná

po Evangelistovi Torricelliovi, kteq v roce 1674 objevil
rtuťov barometr) odpovídá tlaku, kter m na podložku pri-

sobí mi l ime t r r t uťov é h o s l o up c e . Proto by v á t o r r označován

též jako mm Hg. Typicky britská jednotka tlaku, libra na

čtverečny palec (1b.in-2), byvá zkrácené označována jako
psi (pound per square inch). Hodnoty někter; ch typick ch
tlak jsou uvedeny v tab.15.2.

pŘÍrren rs.r
Pokoj má plochu podlahy 3,5 m x 4,2m a vl šku 2,4m.

(a) Kolik váží vzduch v místnosti - 
jakou tíhou prisobí na

podlahu?

ŘPŠBXÍ: Je-li V je objem místnosti a Q je hustota vzduchu
p i tlaku 1 atm (tab, 15,1), potom hmotnost m vzduchu je

: (I,2ltg.m-3;1:,5 m . 4,2m-2,4m) -
: 42,J kg : 43 kg. (Odpověd)

10-20

10- 17

1,2l
60,5

1.102

0,998.103
1,000.103

I,024,I03
1,060.103

0,917.103
],g.I03

13,6.103

5,5.103

9,5.103
2,8. 103

1,4.103

1,6. 105

1010

3,0.1017

1018

1019

" atm je fyzlkállni atmosféra (normální atmosféra), d íve často uží-
vaná jednotka tlaku 1 atm = l01325 Pa je rovna normálnímu atmo-

sférickému tlaku.

čidlo -
tlaku \ u--

/-t'\(H)
\=/--_

(a)(a) (b)

Obr.15.1 (a) Nádoba s tekutinou, ve které senachází mal; mě-

ič tlaku - tlakové čidlo, podrobněji ukázané v části (b) obrázku.

Člato mě í tlak podle zasunutí dob e utěsněného pístu op eného

ve vzduchopr ázďném prostoru o pružinu.

Tlak v bodě tekutiny zavádímejako limitu tohoto poměru,

když plochu AS (o obsahu AS) kolem bodu zmenšujeme
zprisobem stejnym, jak byl popsán v minulém odstavci
pro hustotu. Když je tlak ve všech bodech určité oblasti
stejn , íkáme, že je v této oblasti homogenní, a zjistíme
jej dělením síly F obsahem S rovinné plošky, na kterou

tato síla p sobí. Rov. (15.2) tak p ejde na často užívany
jednoduchytvar p _ F/S.

s

h

a

0
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Tabulka 15.2 Ttaky ve vybranych systémech
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vzorek m

G: mg

F1

(a) (b)

Obr.15.2 (a) Nádoba s vodou, ve které si p edstavíme vzorek
vody ve válci (na obrázkll vyčárkován) se základnou o obsahu . .

(b) Silov diagram pro vzorek vody. Vzorek je ve statické rov-
nováze, tíhová síla je vyvážena vztlakovou.

Nejprve probereme vzr st tlaku s hloubkou v kapali-
ně. Zvolíme svislou osu y s počátkem na hladině kapaliny
a s kladnou orientací mííící vzhriru. Uvažujme vzorek vo-
dy, kter vyplňuje myšleny válec s vodorovnou základ-
nou o obsahu S, Iežící v hloubce !2, a vrchní plochou
v hloubce y1. Vzhledem k naší volbě osy y isou obě sou-
adnice yt i yz zdporné.

Na obr. 15.2b je znázorněn silovy diagram pro zvoleny
válcovy vzorek vody. Vzorekje v rovnováze,protožetíhová
síla G na něj prisobící je p esně vyvážena rozdílem síly
mííící vzhriru o velikostl F2 _ p2. ptisobící na základnu
a síly o velikosti F1 : p|. mí ící dolri, která prisobí na
vrchní plochu váIce. Tedy

F2- \*G.

p
Pa

F2

st ed slunce
st ed Země
nejvyšší tlak dosaženy v laborato i
tlak v největší hloubce oceánu
tlak jehlového podpatku na taneční parket
tlak v pneumaticea
atmosférick tlak u hladiny mo e

normální krevní tla}Í,b
nejvyšší vakuum dosažené v laborato i

2.I016
4.I0II
1,5.1010

1, 1.108

1.106

2.I05
1,0.105

1,6. 104

I0-)2

" Jedná se o p etlak,tj. zvyšení tlaku proti tlaku atmosférickému.
1' Systolicky tlak 120 torr, tj. 120 mm rtuťového sloupce, změíeny na
iéka ském manometru.

Jeho tíha G je

G : m8 : (42,J kg)(9,81m.s-2; :
:4I9N=420N. (Odpověd)

(b) Jakou silou prisobí atmosféra na podlahu místnosti?

ŘBŠBNÍ: Sílaie rovna

1,01.105 N.m
1atm

(3,5m)(4,2m):

(Odpověd)

Tato síla, která je p ibližně rovna síle, kterou jekZemip ita-
hováno 150 tun, je tíhou sloupce vzduchu o základně rovné
ploše podlahy a vyšce rovné vyšce atmosféry. Je rovna sí-
le. kterou by na podlahu prisobila rtuť nalitá do místnosti
do v šky p ibližně J m. Proč tato obrovská síla nerozbo í
podlahu?

15.4 TEKUTINy v KLIDU _ STATIKA neboli

Na obr. 15.2 je otev ená nádoba s vodou (nebo jinou kapa-
linou). Jak ví každy, kdo se někdy potápěl pod vodu, tlak
stoupd, když se potápíme hlouběji pod hladinu, tj. pod roz-
hraní vzduch - voda. Potápěčriv mě ič hloubky je tlakoměr
podobn tomu, kterl je znázorněn na obr. 15.1b. Obdobně
každy horolezec ví,žetlakklesd,když stoupámedo v šin.
Tlak, se kter; m se setkává potápěč i horolezec, se nazyvá
hydrostatick tlak, protože je to tlak, kter m prisobí tekuti-
ny, jsou-li v klidu, d. p i static ch podmínkách.Tlakplynu
někdy nazyváme aerostatick tlak. (Řec. hydór _ voda;
ec. i lat. aér _ vzduch.)

Objem V váIce je S(yr - y). Hmotnost vody m v něm
obsažené je tedy qS(yr - yz), kde 4l je stálá hustota vody.
Tíha G vzorku vody je potom m8 : asS(yr - yz). Po
dosazení za G, F1 a F2 dostane rov. (15.3) tvar

pzS _ pr,S+qss(yr -y2)

p2: pt * as(yl - y). (I5.4)

Tuto rovnici mrižeme použít k určení tlaku jak v ka-
palině, tak i v atmosfé e, pokud mrižeme mezi v škami y1

až yz p edpokládat neproměnnou hustotu El vzduchu.
V kapalině obvykle vyjad ujeme tlak v závislosti na

hloubce h (obr.15.3). Rov. (15.4) pro toto vyjád ení upra-
víme tak,že hladinu 1 položíme do povrchu kapaliny a tlak
v ni označíme pg. Potom bude

}1 :0, pl -p0 a !z--h.

F : pS: (1,0",") (
: 1,5.106 N.

-2

(15.3)
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Označíme-li ještě pz jako p , mfužeme p epsat rov. ( 15.4) na

tvar, ktery se pro kapaliny běžně užívá:

p - po -| esh (tlak v hloubce á), (15,5)

Všimněte si, že tlak v dané hloubce závisí pouze na této

hloubce a nezávisí na libovolném vodorovném posunutí.

Rov. (15.5) platí v nádobě libovolného tvaru. Když dno

nádoby je v hloubce h, pakrov. (15.5) pro něj udátlak p.

TIak p v rov. (15.5) se označuje jako absolutní tlak
v hladině 2. Abychom pochopili proč, všimněme si na

obr. 15.3, žetlakp se skládáze dvou p íspěvkri (I) z atmo-

sférického tlaku pg,ktery prisobí jIž na vrchní hladinu 1,

a (2) z tlaku ggh,ktery vzníká prisobením kapaliny mezi
hladinami I a2. Obecně se rozdíl mezi absolutním a atmo-

sférickym tlakem označuje jako p etlak. V našem p ípadě,

znázorněnóm na obr. 15.3, je tedy p etlakem vyraz ggh.

Rov, (15.4)Izeužíttéžpro vyjád ení tlaku v plynu nad hla-

dinou kapaliny pro vzďáIenosti, ve kterl ch mrižeme p ed-

pokládat, že se hustota plynu podstatně nezmění. Nap . pro

vyjád ení tlaku plynu ve vzdáIenosti d nad vrchní hladi-
nou 1 (obr. 15.3) mrižeme po dosazení

}1 :0, pI-po a y2--d, p2:p
psát

P - P0 - Qvzd 8d,

když hustotu vzduchu označíme qrr6.

Obr.15.3 TIak p roste s hloubkou h, jak odpovídá rov. (15.5).

*Xrn*LA 1: Na obrázku jsou čty i nádoby s o1ivovym
olejem. Se aďte je podle velikosti tlaku v hloubce h.

pŘ pip,a*:s-:
(a) Podnikav potápěč-kutil p edpokládá,žekdyž sací trubice

dlouhá 20cm dob e funguje, bude dob e fungovat i trubice

dlouhá 6 m. Ja je rozďíI A,p mezi tlakem, kterym na něj

prisobí okolní voda (obr. 15.4), a tlakem v jeho plících, když
trubici nerozvážné užije pro potápění do hloubky h : 6m?
Co mu htozí?

obr.15.4 P íklad 15.2, ToTo NEZKOUŠEJTE s delší trubicí,

než je standardní krátká sací trubice uživanápíi sportovním potápě-

ní. Takov pokus by vás mohl stát život. Ve větší hloubce mriže b t

tlak vody prisobící na hrudník tak velky, že jej nedokážeterozev it,
abyste skrz sací trubici nad chli vzduch, jehož tlak je podstatně

menší.

ŘEŠBNÍ: Nejprve sip edstavtepotápěčev hloubce h : 6m
bez sací trubice, Tlak vody, ktery na něj pťrsobí, je podle

rov. (15.5) roven

p : po -| qsh.

Tě1o potápěče se pod prisobením tohoto vnějšího tlaku mírně

smrští tak, aby vnit ní tlaky v těle vyrovnávaly vnější tlak.

Jmenovitě jeho krevní tlak a prriměrn tlak v plicích se zl ší
tak, aby vyrovnaly zv šeny vnější tlak p.

Jestliže však potápěč nerozvážně použije sací trubici k d; -

chání v hloubce 6 m, stlačen vzduch bude z jeho plic vytla-

čen a tlak v nich rychle klesne na hodnotu atmosférického

tlaku p6. P edpokládáme-li, že se potápí ve sladkó vodě hus-

toty 1000kg.m-3, rozdíI tlaku Ap mezi vyšším tlakem pri-

sobícím na jeho hrudník a nižším tlakem v jeho plicích bude

Lp:p-po-a7h-
: (1 000tg.m-3;11,8 m.s-2;16,0 m) -
_ 5 q.104pa. (Odpověd)
- 

J./ -

Tento tlakov rozdíl, p ibližně 0,6 atm, stačí vyvolat selhání

plic zp sobené tím, že do nich vnikne krev, jejíž tlak má stále

ještě hodnotu okolního vyššího tlaku. Jev se nazyvá stlačení
plic (lung squeeze).

(b) Nováček ve sportovním potápění se plně nad chl ze svóho

zásobníku, než zásobník odpojil v hloubce h apIaval k po-

vrchu. Nedbal pokynri, že píi vystupu z hloubky se má vy-
dechovat. P i vyno ení na povrchu rozdíl tlaku mezi tlakem

]lo

Il,:,
ll
',I

lL

l---
h



v jeho plicích a okolím činil70 torru. V jaké hloubce h začal
vystup? Jakému smrtelnému nebezpečí se vystavoval?

ŘEŠEnrÍ: Když plnil plíce v hloubce h, p sobil na něj dle
rov. (15.5) opět vnější tlak

P:pO*Q7h,

kterl se ustavil i v jeho plících. Jak stoupal, vnější tlak na něj
sIábI, až na povrchu dosáhl hodnoty atmosférického tlaku p6.
Jeho krevní tlak takó poklesl až na normální hodnotu. Ale
protože nevydechoval, tlak v jeho plících zristal na hodnotě,
kterou měl v hloubce h.RozdíI tlakri mezi vyšší hodnotou
v jeho plících a nlžší hodnotou prisobící na jeho hrudník
dosáhl po jeho vyno ení hodnoty

Lp:p-po:Q7h,

odkud dostaneme

Ln
l^- I 

-
Q8

(70 torr)

(1 000 kg.m-:; (9, 8 m.s-2)
: 0,95 m.

15.5 MĚŘENí rI-eru 389

také pr, protože obě místa jsou spojena pouze vodou. Uva-
žované rozhraní v pravém rameni Ieží ve vzdálenosti / pod
povrchem (volnou hladinou) vody a dle rov. (15.5) máme

Pr : Po l QuTl (pravé rameno).

V levém rameni je rozhraní v hloubce l l d pod volnou
hladinou oleje a dle rov. (15.5) máme nyní

Pr : PO -l e*sQ * d) (levó rameno).

Porovnáním těchto dvou rovnic a ešením pro neznámou Q*
dostaneme

(135 mm)

l
l+d

: (1000kg.--')

-- 9l6kg.rn-'.
(135 mm) + (12,3 mm)

Tlakov rozdíI70 torr (p ibližně 9 Vo atmosférického tlaku)
mriže stačit k poškození potápěčov ch plic. Těmi se vzduch
dostane do krve, a krví do srdce, kde mťrže zprisobit smrt
potápěče. Když potápěč poslechne pokyn, že máp i vl stupu
z hloubky postupně vydechovat, umožní tlaku v plicích vy-
rovnávat se s okolním tlakem a zdravotní nebezpečí pomine.

E}Ř{ŘKLA* É .3
V U-trubic t znázorněné na obr. 1 5. 5 se nacházejídvě kapaliny
ve statické rovnováze: voda s hustotou gu se nacházív pra-
vém rameni, olej s neznámou hustotou p^ v levém rameni.
Mě ením zjistíme, že l : 135mm a d : I2,3mm, Jaká je
hustota oleje?

Obr. 15.5 P íklad 15.3. Olej v levém
rameni U-trubice stojí vyše než voda
l pravém rameni, protože olej
má menší hustotu než voda. obě
kapaliny vytváíí stejnl tlak p, na
svém rozhraní.

ŘBŠBNÍ: Jestliže v levé trubici je na rczhraní olej - voda 
I

tlak pr, pak tlak v pravé trubici ve stejné vyšce musí b t 
I

Všimněte si, že vysledek nezávísí an1

tlaku p6, ani na tíhovém zrychlení g.

(Odpověd)

na atmosférickém

15.5 vtĚŘENÍ rrlru
Rtuťovy barometr

Na obr. I5.6aje obyčejny rtuťov. barometr, p ístroj k mě-
ení atmosférického (barometrického) tlaku. Je to dlouhá

skleněná z jedné strany uzavíená trubice, kterou po napl-
nění rtutí obrátíme otev enym koncem do nádobky s rtutí.
Tím se mezi hladinou rtuti a zav enym koncem trubice
vytvo í vakuovany prostor, ve kterém se nacházejí pouze
páry rtuti. Jejich tlak je pííběžnych teplotách tak maly, že
jej mrižeme zanedbat.

(a) (b)

Obr.15.6 (a) Rtuťov barometr. (b) Rtuťov barometr v jiném
provedení. Vzdálenost h je pro oba barometry stejná.

/ I.0I.105 Pa \
( 

^-. /:
(Odpověd)

olej
-r
d
_i

1

l

l
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Podle rov. (15.4) nalezneme atmosférick tlak p0 ze
změ ené v šky h rtutového sloupce. Zahladinu I z obr.15.2

zvolíme rozhraní vzduch-rtuť, tj. volnou hladinu rtuti v ná-

dobce, a za hlaďinu 2 vršek rtuťového sloupce, jak je na-

značeno v obr. 15.6a. Dosadíme tedy do rov. (15.4)

}| : 0, p1 - p0 a y2: h, pz:O
a pro hledan atmosférick tlak dostaneme vyjád ení

po: QTh,

kde q je hustota rtuti.
Pro dany tlak nezávisí vyška /z na prťr ezu trubice se

rtutí.Bizarní rtuťovy barometr z obr.15.6b mě í stejně jako
jednoduchy barometr z obr.15.6a; záIeží pouze na svislé
vzdálenosti h mezi hladinami rtuti.

Dle rov. (15.6) závisí pro dany tlak vyška sloupce rtuti
na hodnotě tíhového zrychlení g v místě, kde se nachází
barometr, a na hustotě pl rtuti, která závísí na teplotě. V ška

sloupce v milimetrech je číselně rovna tlaku v torcechpouze

tehdy, když je barometr v místě, kde má tíhové zrych-
lení g svou standardní hodnotu 9,806 65 m,s*2ateplotartuti
je 0 "C. Jestliže tyto podmínky nejsou splněny (což je témě

vždy), musíme provést malé korekce, kterymi p evedeme

vl šku rtuťového sloupce na ťrdaj o místním tlaku,

hladina 1

P etlak pp je p ímo írměrny vyšce h.

P etlak mriže b t kladny, resp. záporny dle toho, zda
p > p0, resp. p < po. V nahuŠtěnych pneumatikách nebo

v lidském krevním oběhu je celkovl tlak vyšší než atmo-

sférick tlak, proto má p etlak kladnou hodnotu. Sajete-li
šťávu stéblem, máte celkov tlak ve svych plicích ntžšínež
atmosférick}; p etlak ve vašich plicích je záporny.V češtině

užíváme pro záporny p etlak Iépe znéjící termín podtlak,

PRíKLAD }.5"4

V barometru jsme namě ili v šku h : J40,35 mm sloupce
rtuti. Teplota byla -5 "C; hustota rtuti p i této teplotě je

1,3608.10akg.m-3. Tíhovó zrychlení v místě mě ení je
9,'783 5 m.s-2. Jak byl v místě mě ení atmosférick tlak?

Vyjád etejej v pascalech i torrech.

ŘnŠPNÍ: Z rov.(15.6) plyne

po:Q?h:
: (1,360 8.10a kg.m-3)(9,1835 m.s-2;10,74035 m) :
: 9,8566.10a pa. (Odpověd)

Úaaje na barometru se někdy uvádějí v jednotkách torr.

Tlak ltorr je tlak, kterym p sobí 1 mm rtuťového sloupce
v místě, kde tíhové zrychlení 8 má svou mezinárodně
p ijatou standardní hodnotu 9,806 65 m.s-2 a kde teplota
je 0"C. P i této teplotě mártuťhustotu I,35g 55.104kg.*-'.
Zrov. (15.6) tak pro jeden torr dostáváme vyjád ení

1 tor : (1,359 55.104 tg.m-3;19,806 65 m.s-2) ,

, (1,10-3 m) : I33,326pa.

Použijeme-li tento p epočtovy faktor pro vyjád ení hodnoty
tlaku p ečtené na barometru, dostaneme

po : 9,856 6.10a Pa : J39,29 torr. (Odpověd)

Všimněte si, že tlak vyjád en v torrech (739,29 torr) je čí-
selně blízky, ale není totožny se změ enou vyškou á rtuťového

sloupce barometru udanou v milimetrech (740,35 mm).

15.6 PASCALUV ZAKON

Když stlačíte jeden konec tuby s pastou na ztlby, abyste na

druhóm konci vytlačili pastu na kartáček, používáte Pas-
calriv zákon v praxi. Podobně je na ném založena dobrá
rada, jak se zbavit kousku jídla, ktery vám zaskočil v krku:

dát herdu ďo zad. Tím se prudce zvyší tlak v plicích, kten

vyhodí zaskočeny kousek. Zákon poprvé vyslovil v roce
1652 Blalse Pascal (ie po něm nazvána jednotka tlaku) ve
tvaru:

do rov. (15.4) a dostaneme

Pp:p-po:Qgh. (15.7)

Obr.15.7 Otev eny
manometr, jehož levé
rameno je p ipojeno
k nádobě s plynem,
jehož p etlak p - po

mábyt mě en. Pravé
rameno U-trubice je
otev eno do atmosféry.

(15.6)

hladina 2

Otev en kapalinovy manometr
Otev eny kapalinov, manometr (tlakoměr) znázornény na

obr. 15.7 mě í p etlak plynu v nádobě. Je to trubice tvaru
písmene U (U-trubice) naplněná kapalinou, jejíž jeden ote-

v eny konec je spojen s nádobou,v níž chceme změ it p e-

tlak (rozdíl tlaku oproti tlaku v okolní atmosfé e), a druhy
otev eny konec je spojen s okolní atmosférol.Zrov. (15.4)

vyjád íme p etlak dle změ enó v šky h znázorněné na

obr. 15.7. Zvolíme hladiny I a 2 tak, jak je naznačeno na

obr. 15.7. Potom dosadíme

y1 :0, pt-p0 a !2--h, p2:p

Ipn

O
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odkud pro p evod velikosti sil dostáváme rovniciZměníme-li tlak v jednom místě tekutiny, objeví se táž
změna prakticky ihned v každé části této tekutiny i na
stěnách nádoby, ve které je tekutina uzavíena.

Demonstrace pascalova zákona
P edstavme si, že tekutinou je nestlačitelná kapalina ve vel-
kém válci, jak je nakresleno v obr. 15.8. Válec je uzavíen
pístem, na kterém spočívá nádoba se zátěžitvo enou olově-
n mi broky. Atmosféra, nádoba a zátěž (spolu s hmotností
pístu) vytvá ejí na píst atími na kapalinu tlak p"l.TIak p
v libovolném bodě P kapaliny je potom

P : Pext* qsh.

P idáme nyní trochu brokri do nádoby, čímž zvyšíme p"*1

o hodnotu Lpr*r.Hodnoty Q, 8 d h v rov. (15.8) zrista-
nou nezměněny, takže p idáním zátěže se v každém bodě
kapaliny P tlak zvyší o

LP - LP"*r.

Rov. (15.10) ukazuje, že vystupní síta F" je větší než vstupní
síla Fi, když ,So > ,Si, jak odpovídápíípadu znázorněnému
na obr. 15.9.

Obr. 15.9 Hydraulické za ízení,které se užívák p evodu síly F1

na vyšší hodnotu lo. Vykonaná práce se však zvětšit nedá a je
stejná pro obě síly, vstupní i vystupní.

JestliŽe posuneme vstupní píst o vzdálenost d1, posune
se vystupní píst o vzdálenost do. P itom se musí v okolí obou
pístri p esunout stejny objem V nestlačitelné kapaliny. Platí
tedy rovnice

V : Sidi: Sodo,

odkud dále plyne

*-"Ť

w : Fod.o: (n*) (-*)

(15.10)

(15.1 1)

(15.8)

(15.9)

Tato změna tlaku nezávisí na hloubce h. Je tedy stejná
v každém bodě kapaliny, jak odpovídá Pascalovu zákonu.

Obr. 15.8 Závaží položená
na píst vytvo í tlak p"*1 na
l rchní hladině uzavíené
kapaliny. Když tlak p."1

zr,l,šíme p idáním dalších
závaží, zvyší se tlak ve
l šech bodech kapaliny
o stejnou hodnotu p.*1.

Pascal v zákon a hydraulick p evod sil
\a obr. 15.9 je znázorněno, jak se Pascalriv zákon používá
k násobení silového írčinku, neboli jak na jeho principu
n-ruže byt zkonstruována jakási hydraulická páka - p e-
r odník sil. Nechť na levy (vstupní) píst o obsahu S, p sobí
.íla velikosti fi směrem dolri. Nestlačitelná kapalina po-
iom v zobrazeném p evodním zaíízení p sobí na pravy
r 1,stupní) píst o obsahu ,So silou o velikosti lo směrem

i zhriru. Aby systém byl v rovnováze, musí na pravy píst
pusobit odshora síla stejné velikosti Fo (ta není na obrázku
znázorněna). Síla fi p sobícínalevy píst a síla velikosti F;
pusobící odshora na pravy píst zvl ší v kapalině tlak o hod-
]1otu

Lp_

Poslední rovnice ukazuje, žekdyž So > Si, jako je tomu na
obr. l5.9, je posunutí vystupního pístu menší než posunutí
pístu vstupního.

Užitím rov.(15.10) a (15.11) mrižeme pro vystupní
práci psát

_ Fidi, G5.I2)

odkud plyne, že práce vykonaná vstupním pístem je stejně
velká jako práce vykonaná v stupním pístem.

Z toho vidíme, že hydraulick m p evodem mrižeme
p evést menší sílu pracuj ící na delší dráze na větší sílu pra-
cující na kratší dráze. P itom součiny síly a uražené dráhy,
a tedy i vykonané práce, jsou v obou p ípadech stejné. Mož-
nost znásobit sílu byváčasto velmi vyhodná. Nap . většina
znásnení schopna zvednout automobil, a proto lvításlužbu
hydraulického zvedóku. Píi pumpování koncem ramena
zvedáku ovšem urazí podstatně větší vzdálenost, než je ta,
o kterou se zvedne podložená část auta. Zvedákpracuje na

do :d, 
*

Fi Fo

S, So'

vl stup

lověná zátěž



392 KApIToLA 15 TEKuTINy

právě popsaném principu hydraulického p evodu. Celková
važená vzdálenost d1 pístu v užším válci je však pumpo-
váním rozdělena na sérii kratších posuvri. (P i pumpování
je p i kažďém dalším posuvu do zaíízenípííčerpávána ze
zásobníku další kapalina - zde olej - n 5t2y dosaženy p i
pí edcházejícím p o suvu j e zab ezp ečen ventilem. )

Na obr. 15.10 je v bazénl zobrazena studentka, která h be
velmi tenkym pytlíkem z plastické hmoty pln m vody. Zjiš-
tuje,že pytlík je ve stavu statické rovnováhy: ani nestoupá,

ani neklesá. Ovšem voda v pytlíku má jistou váhu, a proto

by měla klesat. Zíejmě tedy na pytlík musí prisobit směrem
vzhťrru síla, která váhu pytlíku vody vyváží.

na pytlík okolní voda. Yztlaková síIavzntkájako drisledek
toho, žetlakv kapalině roste s hloubkou, jakjsme si již uká-
zali. Tlak na spodní části pytlíku je větší než na jeho vrchní
části a 1 sledkem je vzhriru pťrsobící vztlaková síla. P ed-

stavme si, že nyní odstraníme pytlík s vodou. Na obr. 15. 1 1a

jsou znázorněny síly, které prisobí na dutinu, která vznikla
odstraněním pytlíku. Vzhriru prisobící vztlaková síla F1 je
vektorovym součtem všech na dutinu prisobících sil.

Vyplňme nyní dutinu kamenem, ktery bude mít p esně

stejné rozměry jako dutina (obr. 15.11b). Stejn vztlak,
kter p sobil na pytlík s vodou, bude nyní p sobit na
kámen. Je však p íliš maly na to, aby vyvážil váhu ka-

mene, takže kámen klesne ke dnu. P estože kámen klesá,
vztlak vody jej nadlehčuje a usnadní manipulaci s kame-
nem.

Obr.15.10 Tenkostěnn pytlík z'plastické hmoty plny vody,
kter; se vznášív bazénu,je ve statické rovnováze.Yáha pytlíku
jevyvážena vl slednicí sil, kterymi na pytlík prisobí okolní voda.

Tuto vzhriru prisobící sílu nazyváme vztlaková síla,
stručně vztlak, a označíme ji F1. Vztlakovou silou p sobí

_.-a 
l

'I
(a) (b) (c)

Obr.15.11 (a) Voda obklopující dutinu v kapalině na ni pťrsobí

vztlakovou silou, jejíž velikost ani směr nezávisí na tom, čím je
dutina vyplněna. (b) Je-li v dutině kámen, je velikost tíhové síly
větší, než je velikost vztlakové síly, (c) Je-li v dutině d evo, je
velikost tíhové síly menší, než je velikost vztlakové síly.

.,i.

a,
i kámen
t
ii
žmg
i
:

..j,,

'j-
\

Pozdě večer 21. srpna 1986 byla (pravděpodobně vulkanickl m prisobením) narušena rozpouštěcí rovnováha oxidu uhličitého, kterého
kamerunské horskó jezero Nyos obsahuje velké množství, Oxid vytvo il bubliny, které byly vytlačeny nad hladinu, protože byly
|ehčínež obklopující tekutina - v tomto p ípadě voda. Tam vytvo ily oblak oxidu uhličitého. Tento oblak, kterl byl tentokrát těžší
než obklopující tekutina - vzduch, začal téci po svazích hor jako eka, p ičemž zadusil 1 700 lidí a velkó množství zvííat, z nlchž
některá vidíme na pravém obrázku,

!5.7 ARCHIMEDŮV zÁroN



Když vyplníme dutinu z obr.15.1 1a kusem d eva stej-
nych rozměrri, jak je naznačeno v obr. 15.11c, bude nyní
pťrsobit na d evo stejná vztlaková síla jako d íve na ká-
men. Teď však bude vztlak větší, než je tíha d eva, takže
d evo vypluje na volnou hladinu. Shrneme naše pozorování
a vyslovíme Archimedriv zákon:

Těleso pono ené do tekutiny je nadlehčováno silou, která
je stejně velká jako váha tekutiny tělesem vytlačené.

Právě tento zákon vysvětluje plování těles. Jestliže
nap . kus d eva z obr.15.11c vypluje byťjen částečně nad
hladinu, vytlačí méně vody, nežkdyž je plně pono en. Podle
Archimedovazákona se riměrně zmenší vztlak,kter na něj
p sobí.

D evo se vyno í z kapaliny právě tolik, aby vztlak,
ktery na něj prisobí, p esně vyrovnal jeho tíhu. D evo je
pak ve statické rovnováze, plove.

P ipomeňme si, že tíhovou sílu tělesa umísťujeme do
těžiště. Podobně vyslednou vztlakovou sílu umístíme do
jejího prisobiště, které fiazyeme vztlakovy st ed. Yztla-
kov st ed se nacházív místě, kde bylo těžiště tekutiny, než
byla vytlačena. Jestliže homogenni těleso je plně pono e-
no, splyvá jeho těžiště se vztlakovym st edem. Je-li však
těleso pono eno jen částečně (když plove) anebo není-li
homogenní, budou oba body rtnné vztlak ve vztlakovém
st edu a tíhová síla v těžišti pak mohou vytvo it nenulovy
moment silové dvojice. Ten pak rozhoduje o tom, zda je
plavba lodi stabilní (moment p i náhodném pootočení na-
r,rací loď zpátky) nebo ne (v opačném p ípadě).

|(ONTnOLA 2: Tučták plave nejprve v kapalině hus-
toty q6, potom v kapalině hustoty 0,95El6 a nakonec
v kapalině hustoty 1,1qo. (a) Se adte hustoty kapa-
lin podle velikosti vztlaku, jakl m p sobí na tučňáka.
(b) Se adie je podle množství kapaliny vytlačené tuč-
ňákem.

pŘírrao rs.s
Yyraz,,špička ledovce" se v hovorové eči užívák označení
jevu, jehož malá část je zjevná a zbytek je skryt. Jaká je
vyno ená část skutečného ledovce?

ŘEŠBNÍ: Tíhová síla ledovce o celkovém objemu Vl je

Gl: QlVl?,

kde 4l1 : 9IJ kg.6-: je hustota ledovce.
Tíhová síla vytlačené vody, která je rovna velikosti vztla-

kové síly FI, j"

Gu: F1 : QvVvg,
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kde qu : I024kg.---' je hustota mo ské vody a K je ob-
jem vody vytlačené ledovcem, tedy i objem pono ené části
ledovce. Pro plovoucí ledovec jsou obě tíhové síly stejné:

QtVt8 : QvVv8.

Z poslední rovnice pro podíl d,ktery hledáme, plyne

Vl - V, V,, al)- ' '-l(í 
- 

-- 

- 
i -V1 V1 8u

. 917 kg.m-J l
- (1024kg,m-:;

: 0,1 neboli I07o, (Odpověd)

pŘÍxlen rs.r
Kulov balon plněnli heliem má poloměr R : I2m. Ba-
lon nese Iana a koš o hmotnosti m : I96kg. Jakou nej-
větší hmotnost M užitečného zatížení je balon schopny nést?
Hustota helia je Elp1. : 0.160kg.rn-: a hustota vzduchu

Qvzd, : 1 ,25 kg,m-3; objem vzduchu vytlačeny zátěžíbalonu
zanedbejte.

ŘPŠnXÍ: Tíhová síla vzduchu vytlačeného balonem, která
udává velikost vztlaku, a tíhová síla helia obsaženého v ba-
lonu jsou

Gvzd: QvzaV 8 a GH" : QH,V 8,

kde V 1: {nR3) je objem balonu. P i rovnov áze z Archime-
dova zákona plyne

Gvzd: GH. + mg l Mg

neboli

X4 : lrR3(Qrra - Que) - m:
: !nQ2,0m)3(1,25kg.m-3 - 0,160kg.--') -

- (I96kg) : 7 690kg. (odpověd)

Tíhová síla objektu s touto hmotností je asi 75 400 N.
L_

15.8 TEKUTINY v POHYBU -DYNAMIKA

Pohyb reólnych tekutinje velmi komplikovany, ada pro-
blémri je jen obtížně numericky ešitelnych a některé pro-
blémy dosud vy ešeny nejsou. Problém si podstatně zjedno-
dušíme. Zavedemepojem ideální kapalina pro modelovou
tekutinu, o které p edpokládáme, že je dokonale nestlači-
telná aneviskózní.P ípopisu jejího proudění se omezíme na
p ípady, kdy proudění je lamindrní, ustálené (stacionární)

ť,
}-



394 KApIToLA 15 TEKuTINy

a nevírové. Tak se nám poda í jednoduch; mi matematic-
k mi prost edky získatvelmi ažitečné v sledky, které nám

umožní pochopit záI<Ladní rysy chování proudící tekutiny.

Objasníme si blíže p edpoklady, které jsme učinili:

Ideální kapalina je

I. nestlačitelná:Píedpokladje stejn1 , 
jak jsme již učinili

pro tekutinu v klidu. Ideální tekutina má konstantní, všude

stejnou hustotu.

2. neviskózní: Yiskozita (vazkost) tekutiny je míra to-

ho, jak se tekutinabrání tečení. Nap . tlustá vrstva medu

se podstatně více brání roztékáni než stejně tlustá vrstva
vody. Proto íkáme, že med je viskóznějšínežvoda. Asfalt,
kter jsme zmínili na začátku kapitoly, má velmi vysokou
viskozitu. Viskozitatekutin je analogická smykovému t ení
mezi pevn mi tělesy; p i viskózním proudění se kinetická
energie p eměňuje na teplo podobně jako p i vzájemném
pohybu těles za prisobení t ení. Vymizí-li t ení, kvádr mťrže

po vodorovné rovině klouzat stálou rychlostí. Podobně na

těleso, které se pohybuje neviskózní tekutinou, nep sobí
žádná smykovó viskózní síla, tj. brzdici síla viskózního
charakteru. Britsk vědec lord Rayleigh poznamenal, že

v ideální tekutině lodní šroub nebude pracovat, na druhé

straně však 1oď jednou uvedená do pohybu nebude šroub

pot ebovat.

Omezujeme se na proudění

3. laminární: Píi laminárním proudění je rozumně defi-

nována rychlost proudění v každém bodě tekutiny; mriže

se od místa k místu měnit, ale ne p íliš prudce. Pomalé
proudění vody ve st edu klidného toku je blizké laminár-
nímu, v pe ejích je laminárnímu rozhodně vzdálené. Na
obr. 15. 12 je ukázán p echod zlaminárního na turbulentní
proudění pro stoupaj ící cigaretovy kou . Rychlost částeček
kou e roste, jak stoupají, a p i jisté kritické rychlosti p ejde

laminární proudění v turbulentní.

4, ustdlené (staciondrní): P i ustdleném proudění se
rychlostproudící tekutiny v kterémkoliv místě nemění s ča-

sem ani co do velikosti, ani co do směru. Laminární prou-

dění mriže, ale nemusí b t ustálené. Turbulentní proudění
ustálené b t nem že, je vždy nestacionární.

5. nevírová; Tuto vlastnost proudění si objasníme na cho-
vání malého zrnka prachu unášeného tekutinou. Zrnko se

m že p i nevírovém proudění pohybovat i po kruhové drá-

ze, ale nikdy nesmí rotovat okolo osy jím procházející.
P íklad: ruské kolo na pouti koná jako celek rotační pohyb,

ale jeho pasažéíi v zavěšen ch kabinkách konaji pouze
translační pohyb, okolo vodorovné osy se neotáčejí. I když
se problematikou nebudeme dále podrobněji zabyvat, vy-
mezíme si, že námi sledované proudění bude nevírové.DáIe

Obr. 15.12 V určitémbodě změní stoupající proudkou e a oh á-
tého vzduchu charakter proudění zlaminátního na turbulentní.

budeme ve vykladové části vždy p edpokládat, ževe všech
bodech daného prri ezu trubice je stejná rychlost. Takové
proudění je nevírové. V p íkladech se však setkáme i s p í-
pady, kdy proudění v sousedních vrstvách kapaliny se děje

s r znou rychlostí. Takové proudění je vírové.I ve vírovém
proudění však lze odvozené rovnice (rovnici kontinuity
a Bernoulliovu rovnici) vhodnl m zprisobem aplikovat.

15.9 PROUDNICE A ROVNICE
KONTINUITY

Na obr. 15.13 jsou zobrazeny proudnice vzniklé tím, že na

adě nesousedících míst je do proudící tekutiny vpraveno

rlt

Obr. 15.13 Laminární obtékání
něny barevn mi částicemi, které

válce. Proudnice jsou zviditel-
zanechávají stopu.



barvivo. Na obr. 15.I4jsou zachyceny proudnice podobně
vytvo ené kou em. Proudnice je trajektorie, po níž sepohy-
buje drobnl kousek tekutiny, kterl m žeme nazvat,,částicí
tekutiny". Když se částice tekutiny pohybuje, mriže se měnit
směr i velikostjejí rychlosti. Vektorrychlosti částice je vždy
tečn; k proudnici (obr. 15.15). Proudnice se nikdy nekšží,
protože jinak by částice, která dospěla do bodu k ížení,
měla současně dvě Ňzné rychlosti, a to je nemožné.*

Obr.15.14 Kou em zviditelněné proudnice, které obtékají au-
tomobil umístěn; v aerodynamickém tunelu.
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nachází v trubici, ji nemriže opustit skrz její stěny. Kdyby
částice unikla, měli bychom p ípad k íženíproudnic, kter
jsme již vyloučili. Naobr. 15.16 jsou znázorněny dva p íčné
pŇ ezy tenké proudové trubice o obsazích 51 a,S2. Budeme
sledovat tekutinu procházejicípŇíezem u bodu B. Tekutina
jím procházírychlostí u1, zaklátky časovy interval A^t wazí
vzdálenost ulA,t a pru ezem 51 projde objem tekutiny

A,V -.lUtAí.
P edpokládáme, že tekutina je nestlačitelná a že ne-

m že b t ani vytvo ena ani zničena. Proto zastejny časov1
interval musí projít stejn objem tekutiny i pru ezem 52
v okolí bodu C dáIe po proudu. Jestliže rychlost zde má
velikost u2, lltusí platit

LV _,SlulAr - S2u2Lt

neboli
Stut - Szuz.

Podél proudové trubice tedy platí rovnice

R-^u:konst., (1 5.1 3)

kde veličina R, jejížjednotka v SI je m3.s-1, se nazyvá ob-
jemov tok. Rov. (15.13) vyjad ující stálost objemového
toku tekutiny proudovou trubicí se nazyvá rovnice kon-
tinuity proudění. Z rovníce plyne, že tečení je rychlejší
v užších částech trubice, kde proudnice jsou btíže u sebe,
než v jejích širších částech (obr. 15.17).

Obr.15.15 Stopa po- %r
hybu částice tekutiny P 

.;9+;náě4'*ťĚ\Ťi+.*9Ý{ii!,".3-*"*__^^"

-"-:-":.:*::*:.j

P i tečeních, jakáj sou znázorněna na obr. 1 5. 1 3 a 15.I4,
m žeme vymezítproudové trubice, jejichž stěny jsou tvo-
eny proudnicemi. Proudová trubice se chová jako reálná

trubice v tom smyslu, že žádná částice tekutiny, která se

S v;jimkou míst, kde kapalina stojí. Tam je, - O a směr rychlosti
ení určen.

obr.15.17 V místě zížení trubice se proudnice dostanou blíže
k sobě a proud se zrychlí. Šipta nad obrázkem ukazuje směr
proudění.

Rov. (15.13) vyjad uj e zachování hmotnosti ve tvaru
vhodném pro mechaniku tekutin. Násobíme-li R hustotou
tekutiny, o které p edpokládáme, že je konstantní, dosta-
neme vyraz ,SuEl. Ten se nazyvá hmotnostní tok a jeho
jednotkou v SI je kg.5-t. Vyjád íme-li rovnici kontinuity
v hmotnostním a nikoliv v objemovémtoku, íkánámnap .

prop ípad znázorněn naobr. 15.I6,že hmotnost,kterápro-
teče každou sekundu pru ezem trubice v okolí bodu B, musí
b; t stejná jako hmotnost, která proteče každou sekundu
pru ezem trubice v okolí bodu C.

P íychlosti v částice má
"----iíě..

v každém bodě směr
tečny k proudnici.

a_.'''.u Obr.15.16 Proudová

./.A:,:/i }r. trubice je vytvo ena
.' 

"S, ..;s,, proudnicemi, které tvo í

,",. její hranici. Stejn obje-
movy tok musí procházet
všemi prri ezy proudovó
trubice.



ON.TR*LA 3: Na p ipojeném obrázku je znázornéno
rozvětvené potrubí. Šiptami je označen směr toku

v jednotlivych větvích a čísla udávajívelikost objemo-

vého toku (vcm3.s-1,) těmito větvemi. U jedné větve

rdaje chybí. Jak je směr a velikost toku touto větví?

ltl,

^@r-lt
pŘíxra* ts.r

Obsah ,S9 prri ezu aorty (hlavní cévy vycházejicí ze srdce)

normálního odpočívajícího člověka je3 cm2 a rychlost, jakou
jí prochází krev, je 30cm.s-1. Typická vlásečnice (nejtenčí

céva na periferii krevního oběhu) má prriměr p ibližně 6 prm

a obsah prri ezu je tedy asi S : 3.10-7cm2; rychlost prou-

dění krve v ní je u : 0,05 cm.s-l. Kolik p ibližně má člověk
vlásečnic?

396 KApIToLA 15 TEKuTINy

ŘnŠPNÍ, Veškerá krev, která za určitou dobu proteče vlá-

sečnicemi, musí za stejnou dobu protéci aortou. Tuto skuteč-
nost vystihuje rov. (15.13), takže

S6U6 - 2 Y,

kde n značíhledan; počet vlásečnic. Vypočteme jej z poslední

rovnice:

Souo (3 cm2)(30cm.s-1;

Rešením soustavy posledních dvou rovnic dostaneme pro u0

vyjád ení

: 0,286rn,s-1 : 28,6c*.s-1

Hledan objemovy tok R je tedy

R : 
^ ouo : (I,2c-2;128,6c-..

: 34 cm3.s-l .

:
(Odpověd)

.lL l ,;|,

4:|||j)j |.,]: ; :j.,,:,,, .

r -, ''

i

l^

Yc .,

Su

:6.109; (Odpověd)

Mrižete lehce ukázat,žeilhtnny prtňez všech vlásečnic je asi
600krát větší než priíez aorty.

kající laminárně z vodovodního kohoutku. Obsah prri ezu
,So - I,2cm2 a ,S : 0,35cm2. Prri ezy jsou vodorovně
vzdáIeny o h : 45 mm. Jak je objemov tok R proudu

vytékajícího z kohoutku?

ŘBŠPNÍ, Z rovnicekontinuity (15. 13) plyne

,S6u6 - 5p, ( 15.14)

Obr.15.18 P íklad 15.8. Když proud vody opustí kohoutek, roste
jeho rychlost. Protože množství vody proteklékaždym pru ezem

musí byt stejné, bude se proud po vytoku z kohoutku ztlžovat,

,,zaškrcuje se".

15.1"0 BERNOULLIOVA ROVNICE

Na obr. 15.19 je znázorněna proudová trubice (mriže to však
by t i r e áIná trubic e), kterou stac ionárně prou dí tekutína. Za
časov interval Ar vstoupí do trubice na levé (vstupní)

straně objem tekutiny AV, ktery je na obr. 15.19 vybarven
purpurově, a stejny objem, vybarveny zeleně na obr. 15.19,
na pravé (v stupní) straně trubici opustí. Vystupní objem
musí bl t stejn jako vstupní, protože p edpokládáme, že
tekutina je nestlačitelná, že tedy má konstantní hustotu El.

Nechť !1, ul a p1 jsou vl ška v tíhovém poli, rychlost
a tlak tekutiny v místě, kde vstupuje do trubice z !2, u2

a p2tytéž veličiny v místě, kde tekutina trubici opustí. Tyto
hodnoty jsou vázány vztahem

h * |err' * ggyt : p2 + }erzz * Qlyz, (15.16)

jak dále dokážeme na základě energetickych rivah, Rov-
nici (15. 16) mrižeme též zapsat jako

p + lgu2 * qgy - konst.,

(3.t0 l cm2;10,05 cm.s

tedy 6 miliard.

kde u6 a u jsou rychlosti v odpovídajících prti ezech. Protože
voda mezi oběma prri ezy se pohybuje volnym pádem se

zrychlením g, m žeme dle rov. (2.23) psát

u2 : r)o2 -lZgh. (15.15)
(15.17)

2gh52

S0'- sz

2(9,8m. s-2; 10, 045 m) (0, 35 cm2)2

(I,2cm2)2 - (0,35 ,^2')2
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Základní tvrzení Bernoulliovy rovnice se ukáže, když
položíme y rovno konstantě (nap . } : 0), tedy když p ed-
pokládáme, že tekutina teče vodorovně. Rov. (15.16) pak
p ejde na tvar

VStup

V1

-T- P

}t

l

pl*}err': p2+\erz2 (15.1 8)

jz

(b)

Obr. 15.19 Tekutina teče stacionárně trubicí mezi vstupním prri-
:ezem na levé straně a vystupním prťr ezem na pravé straně. Prri-
:,e zy jsou horizontálně vzdáIeny o délku a. V době mezi okamži-
<em r (šav znázorněn v části (a) obrázku) a okamžikem t + 

^t>í.av znázorněn v části (b) obrázku) množství tekutiny vybar-
,. ené purpurově projde vstupním prri ezem do trubice a stejné
:llnožství vybarvené zelené projde vystupním prri ezem.

:ímž rozumíme,ževyrazmá stejnou hodnotu pro libovolny
:ru ez trubice.

Rov. (15.16) a (15.17) jsou ekvivalentní formy Ber-
noulliovy rovnice nazvané po Danielu Bernoulliovi, kter
:tudoval proudění tekutin v 18. století.* Podobně jako rov-
:rice kontinuity (rov. (15.13)), ani Bernoulliova rovnice není
-.plně novym principem, ale je pouze p eformulováním
známych rovnic do tvaru vhodného pro mechaniku teku-
.rir. Abychom si rovnici ově ili, aplikujeme ji na tekutinu
. klidu. Položíme tedy v rov. (15.16) ul : u2: 0 a dosta-
_1eme

P2 - Pl -| as(yr - !z),
-,ož je ze statiky tekutin známá rov. (15.4).

' V nevírovém (potenciálovém) proudění má konstanta v rov. (15.17)
,:ejnou hodnotu ve všech bodech uvažovaného proudícího systému;
: ldy,, 1 a 2 srovnávané p i formulaci Bernoulliovy rovnice dané
:.l,r. (15.16) mohou b t kdekoliv v proudícím systému. P edpoklad,
:-, proudění je nevírové, je však velmi siln a často (nap . v adě
:ále ešenych p íkladri) nebyvá splněn. I ve vírovém proudění však
Bernoulliova rovnice platí, ale pouze podél proudnice.

ktery íká:

Kdyžp i proudění po vodorovné proudnici vzrtstárych-
lost částic tekutiny, pak klesá tlak tekutiny, a obráceně.

Jin mi slovy, když se p i proudění dostanou proudnice
blízko k sobě (známkatoho, že rychlost proudění vzrostla),
tlak poklesne, a naopak.

Yztahmezizměnou rychlosti a změnou tlaku se objas-
ní, sledujeme-li chování částice tekutiny. Když se částice
pííblíží t;zkému místu trubice, zrychlí ji větší tlak za ní,
takže má v tňině větší rychlost. Když se p iblíží širšímu
místu trubice, zbrzdíji vyšší tlak p ed ní a širším místem
pak prochází menší rychlostí.

Zatímjsme se zabyvali jen ideální tekutinou. Je-li te-
kutina viskózní, zahíívá se. S touto energetickou ztrátou p i
následujícím odvození rovnice nepočítáme.

Odvození Bernoulliovy rovnice
Za systém zvolíme cel objem (ideální) tekutiny barevně
vyznačeny na obr. í5.I9. Aplikujeme energetické rvahy na
p echod tohoto systému zv ,chozípolohy (obr. 15.19a) do
polohy koncové (obr. 15.19b). Stav tekutiny mezi dvěma
svisl mi rovinami vzdáIenymí o a, znázorněnymi na
obr. 15.19, se v pruběhu děje nemění. Proto se soust edíme
pouze na pruběh vstupu tekutiny do trubice a vystupu z ní.

Vlastní ďtlkazprovedeme tak, žena systém aplikujeme
obecnou větu

W - LEr, (15.19)

která ííká, že práce W vykonaná na systém se rovná p í-
rustku kinetické energie systému AEt, P írustek kinetické
energie našeho systému mezi dvěma stavy znázorněnymi
na obr. 15.19 je dánrozďíIem rychlosti tekutiny mezioběma
konci lv ažov ané trubice :

AE1 _ in*uz2-in-u12:
- )e LV (,uz2 - ,r'). ( 15.20)

V poslední rovnici A,m (: a^V) je hmotnost stejnych
objemri AV tekutiny, které zakrátky časovy interval Ar
vstoupí do trubice u jejího levého konce a vystoupí z ní
u pravého konce.

vl stup

Y2.+
Pz --T-
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Práce vykonaná na systému je dvojího druhu. Jednak
je to práce W, tihové síIy Lm g,která se musí vynaložit na
p emístění hmotnosti L,m ze vstupní hladiny na q stupní
hladinu, tedy práce

W8:-A^msjz-}t):
_ -ggLV(yz - y). (I5.2I)

Záporné znaménko p ed pravou stranou rovnice plyne ze
skutečno s ti, že tíhov é zry chlení miíí na opačnou stranu než
kladná orientace osy y.

Vedle ptáce W', se však koná i práce Wo na to, aby
se tekutina u levého konce zatlačíIado trubice a u pravého
konce vystoupila zúubice. Obecně je práce vykonaná silou
o velikosti F, kteráposune tekutinu v trubici o Ax ve směru
svého prisobení, dána vyrazem

FA,x: (pS)(Ax) _ p(. Ax) - pLV.

U vstupu do trubice smě uje síla ve směru pohybu a píí-
spěvek ptLV k práci Wo j" kladn1 . U q stupu z trubice je
posunutí Ax orientováno proti směru prisobící síly, a proto
p íspěvek k práci Wo vykonané na systém je záporny:

- pzLV. Sečtením obou p íspěvkri dostaneme pro práci,
vykonanou na našem systému okolním tlakem, vyjád ení

Wp: -pzLV -| prLV :
: -(pz - p)^V. (15.22)

Větu o rovnosti práce vykonané na systém a p írustku ki-
netické energie systému (rov.(15.19)) nyní zapíšeme jlž
s našímvyjád ením tétopráce

W:WstWp-AEt.

Když nyní do této rovnice dosadíme zroy. (15.20), (I5.2I)
a (I5.22), dostaneme

-qgA V (yz - !) - LV (pz - p) - }e LV (rz2 - ,r').
Tato rovnice po vykrácení vyrazem LV ajednoduchém
p eskupení členri dá jIž rov. (15.16).

pŘíxrnp ts.q
LÍh hustoty Q : 791kg.m-3 teče laminárně vodorovnou
trubicí, která se zužuje (podobně jako na obr. 15.17) zpr t ezu
obsahu St : 1 ,20.10-3 m2 napri ez o obsahu Sz : St/2.
Rozdíl Ap tlaku lihu mezi širokou a zkou částí trubice je
4I20 Pa. Jak je objemov tok lihu trubicí?
ŘBŠBNÍ, Když p eskupíme Bernoulliovu rovnici pro tok
vodorovnou trubicí (rov. (15.18)), dostaneme

pl - pz: lQrr' - }err' : !Q@z2 - utz). (15.23)

Index 1 se vztahuje k široké a index 2 k zké části trubice.
Podle rovnice kontinuity (rov. ( 1 5. 1 3)) tok v rizké části trubice
je rychlejší, tedy u2 > ul. Z rov.(15.23) potom plyne, že
pI > p2.

Z rov. (15.13) také plyne, že objemov tok R trubicí je
stejn v široké i ízké části;

: u2S2.

Tyto rovnice spolu s rovnicí Sz : 
^ t l2 dávají

Kďyž tyto poslední vyrazy dosadíme do rov. (15.23) a polo-
žíme p1 - p2 : Ap, dostaneme po drobnych algebraick}ch
ípravách

Zposlední rovnice pak vypočteme R,

: (I,20,10-3 m2)

: 2,24.10-3 m3.s

pŘíxran 15.10
Desperát z Divokého západu vpálil kulku do otev enó nádrže
s vodou a provrtal v ní otvor v hloubce h pod volnou hladi-
nou vody (obr.15.20). Jakou rychlostí u začne voda vytékat
z prost elenénádrže?

ŘBŠPXÍ: P ípad je v podstatě stejn; ,jako když voda nejprve
teče (dolri) rychlostí V širokou trubicí (celou nádrží) o ob-
sahu prri ezu ,S a potom teče (vodorovně) rychlostí u írzkou
trubicí (vyst elenym otvorem) o obsahu prri ezu s. Z rovnice
kontinuity ( 15. 1 3) yíme, že

R:su:SV.

a tedy

Protožes <(,S,vidíme, žeV 11u.
Yztah mezí u a V (a tedy i h) mižeme nalézt i použitím

Bernoulliovy rovnice (l5.16). Za nulovou hladinu pro počí-
tání v šky (atími potenciální energie v tíhovém poli) zvolíme
hladinu procházející prost elenym otvorem. Kďyž uvážíme,

R2R
,z ,Sr

l2^p

V39

sV:-u.
s

R:,St

(Odpověd)
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použijeme pro její zjednodušení skutečnost, že V ( u. Bu-
deme p edpoklád at, že V2 a tedy i člen iev' z rov. (15.24) je
zanedbateln proti ostatním členrim rovnice a vypustíme jej.
Řešením zbyvající části rovnice pak pro hledanou rychlost
dostaneme vyraz

u:,/Ei. (Odpověd)

Je to stejná rychlost, jakou by získalo těleso padající
z v šky h,kdyby bylo vypuštěno nulovou počáteční rychlostí.

{*ruraGLA 4: Voda teče laminárně trubic íznázornénou
na p ipoj eném obrázku. V pruběhu tečení klesá. Se adte
sestupně čty i očíslované riseky trubice: (a) podle ob-
jemového toku R, kter jimi prochází, (b) podle rych-
losti u, jakou jimi voda teče, (c) podle tlaku p, jak,
v nich je.

Obr.15.20 P íklad 15.10. Voda vytéká dírou v nádrži, která je
v hloubce h pod povrchem (volnou hladinou) vody. Tlak vody na
povrchu a v dí e je roven atmosférickému tlaku p6.

že jaktlak na volné hladině nádrže, tak i tlak v místě prost e-

leného otvoru jsou rovny atmosfórickému tlaku p6 (obě místa
jsou tomuto tlaku volně vystavena), dostaneme zíoy. (15.16)

po + }eV2 + alh : po * }au' + q8 . 0. (15.24)

(Podmínkám na volné hladině nádrže je věnována levá strana
rovnice, podmínkám v otvoru pravá strana. Nula na konci
pravé strany odpovídá toml,že otvor leží na námi zvolené nu-
lové hladině.) Než budeme ešit rov. (I5.24) pro neznámou u,

PŘPHLED & SHRNUTÍ

Hustota
Hustota g látky je definována jako její hmotnost v jednotce
objemu:

L^m
Q: 

^v-. 
(15.1)

Je-li těleso tvo eno látkou homogenní, mrižeme rov. (15.1) p e-
psatnatvarq : m/v,kde m jehmotnosttělesaa v jehoobjem.

TIak tekutiny
Tekutina jelátka,která m že téci: kapalina, plyn, event. iplazma.
Její tvarje dán tvarem nádoby, ve které senachází, protože ne-
p enáší smykové napětí (p esně to platí jen pro ideální tekutinu).
Napětí tedy mriže prisobit jen silou kolmou k povrchu kapaliny.
Tlak p v tekutině zavádíme takto:

je S. Tlak tekutiny v danóm bodě vytvá í stejné silové priso-
bení na všechny roviny procházející tímto bodem bez ohledu
na jejich orientaci. P etlak (resp. podtlak) je rozdíI skutečnóho
tlaku (absolutního tlaku) v daném bodě a tlaku v okolí, nejčastěji
atmosférického tlaku.

Změny tlaku s v,škou a hloubkou
Tlak tekutiny, která je v klidu, se mění podél svislé sou adnice y,
Když je sou adnice orientována směrem vzh ru, platí pro nestla-
Čitelné tekutiny (8 : konst.)

p2: p1-| egj1, - !). (15.4)

Tlak je stejn pro všechny body ve stejné hloubce. Rov. (15.4)
p ejde na tvar

p:pO*Q?h, (15.5)

kde AF je element síly, ktery prisobí na element plochy o ob-
sahu A,S. Když velikost síly prisobící na rovinnou plochu roste
ítměrně s velikostí plochy, mrižeme rov. (15.2) upravit na tvar
p : F lS, kde F je síla prisobící na celou plochu, jejíž obsah

když h označíme hloubku v tekutině mě enou od jisté referenční
hladiny, v nížmá tlak hodnotll po.

pascalťtv zákon
Pascal v zákon stanoví, že změna tlaku prisobící v jedné části
tekutiny se p enese do všech míst vyplněn ch touto tekutinou
a to i na stěny nádoby, která tekutinu vymezuje.

^Fť As' (I5.2)

----*'
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Archimed .v zákon
Na těleso pono ené do tekutiny prisobí síly vyvolané tlakem te-

kutiny. Vektorovy součet těchto si1 - íká se mu vztlakovó sílct

nebo stručné vztlak - prisobí svisle vzhriru. Prisobištěm vztla-
kové síly je těžiště vytlačené tekutiny, které se nazyvávztlakov,
st ed. Archimedriv zákon stanoví, že vztlaková síla prisobící na

těleso je stejně velká jako tíhová síla tekutiny tělesem vytlačenó.

Kďyž těleso plove na volnó hiadině, je jeho tíhová síla co do

velikosti rovna vztlakové síle, která na něj prisobí.

Proudění ideální tekutiny
I de ální kap alina je nestlačiteln á a není viskózní. P edpokládáme

navíc, že její proudění je stacionární a nevírové. Proudnice je

dráha částice tekutiny. Proudová trubice obaluje svazek proud-

ntc. Z principu zachování hmotnosti plyne, že pro proudění

v proudové trubici je hmotnostní tok,Suq konstantní. Je-]i na-

víc kapalina nestlačitelná, tedy je-li hustota q konstantní, platí

rovnice kontinuity:

R:Su-konst., (15.1 3)

kde R je objemovy tok,,S obsah p íčného prri ezu trubice v libo-

volném bodě a u rychlost tekutiny v tomto bodě. P edpokládáme,

že tato rychlost má stejnou hodnotu v každém bodě plochy S.

Bernoulliova rovnice
Použijeme-li zákon zachování mechanické energie na proudění

ideální kapaliny, získáme Bernoulliovu rovnici,.

ptieuz*qgy-konst,,

která platí podél kažďé proudnice.

(15.17)

orÁzKy
1. Na obr. 1 5.2 1 je zobrazena nádrž zvláštního tv arl zcela zapl-

něná vodou. Je označeno pět vodorovnych spodních nebo vrch-

ních ploch. Obsah všech je stejn a jsou umístěny v hloubkách /z,

2h a3h pod hladinou. Se adte plochy podle veiikosti síly, která

na ně prisobí.

3. Nádoby z obr,15.23 mají stejn; obsah zák|adny,jsou vy-

robeny ze stejnóho materiálu a v ška vody v nich je stejná.

(a) Se adte nádoby s vodou podle jejich váh, nádobu s největší

váhou zaíaďtejako první. (b) Se adte nádoby podle tiaku,jak m

voda prisobí na jejich dna. (c) Plyne zrov. (I5,2), že odpovědi na

otázky (a) a (b) jsou v rozporu? Tento zďánlivy rozpor se často

nazy v á hydrostaticky paradox.

(1) (2)

Obr.15.23 Otázka3

4. Kus materiálu o hmotnosti 3 kg zcela pono íme do kapali-
ny. Kapalina stejného objemu, jako má vno eny kus, má hmot-

nost 2 kg. (a) Co udělá uvažovany kus materiálu, když ho v kapa-

lině volně vypustíme: bude klesat, stoupat, nebo ztistane v klidu?
(b) Co udělá stejn; kus materiálu, když jej pono íme do kapaliny
o menší hustotě?

5. Obr. 15.24 zobrazqe čty i pevnó bloky plovoucí na melase.

Se adte bloky podle velikosti jejich hustoty.

a ,-\

1r_-/

ML'_a,

_d
/

/

LP

Obr.15.21 Otázka 1

(3)

ll

2. Na obr. 15.22 1sou znázorněny čty i p ípady, jak červená a še-

divá kapalina vyplňují U-trubici. V jednom p ípadě nemriže jít
o staticky rovnovážny stav. (a) Kter to je? (b) O t ech ostatních

(2) (3)

Obr.15.22 Otázkal

p ípadech p edpokládejte, že kapaliny jsou ve statické rovnová-

ze. Je v nich vždy hustota některé z kapalin větší než té druhé?

Obr.15.24 Otázka1

6. Na obr. 15.25 jsou znázorněny t i stejné otev ené nádoby po

(2) (3) (.l)(1)

(4)(1)



okraj naplněné vodou. Ve dvou z nich plovou kačenky. Nádoby
i s kačenkami zvážíme. Se adle je podle váhy.

(b)

Obr. 15.25 Otázka 6

7. Člun s kotvou na palubě pluje v bazénu, kter je.jen trochu
širší než člun. Zvedne se hladina vody v bazénu, když ie kotva
(a) vhozena do vody, (b) hozena ven zbazénu? (c) Hladina vody
v bazénu se zvedne, klesne, nebo z stane stejná, když místo
kotvy vhodíme do vody kus korku, kterl jsme měli ve člunu?

8. T i balonky stejné velikosti jsou zcela pono eny do vody.
Balonek 1 je naplněn vodíkem, balonek 2 heliem a balonek 3
oxidem uhličiq m. Se adte balonky podle velikosti vztlaku, ktery
na ně p sobí.

9. Kus d eva pluje ve vědru vody umístěném ve vytahu. Bude
plout více, méně, nebo stejně pono en, když se vytah pohy-

ODST. 15.3 Hustota a tlak

lC. Kolik činí hustota 1g.cm-3, vyjád íme-li ji v jednot-
kách kg.m-3?

2C. T ikapaliny, které se nemísí, byly nality do válcové nádoby.
Objemy a hustoty těchto kapalin jsou: 0,50 l, 2,6 g.cm-3; 0,25l,
1.0 g.cm-3 a0,40l, 0,80 g.cm-3. Jakou silou kapaliny prisobí na
dno nádoby? (Jeden litr: 1l : 1000cm3,)

3c. určete tlak v injekční st íkačce, když sestra zatlačína kru-
hov; píst o poloměru 1,1 cm silou 42 N.

Jc. Angličan ekne, že nafoukl p ední pneumatiky svého auta
na tlak 28 psi. Léka ekn e,ževáškrevní tlak je I20 /8}milimetrri
rtuťového sloupce. Udejte v kilopascalech (kPa): (a) tlak, na ktery
byly nafouknuty pneumatiky, (b) svrij systolickl a diastolick;
tlak.

5C. okno márczměry 3,4mna2,Im. P i závanllvětru poklesl
l-nější tlak na 0,96 atm, zatímco tlak uvnit místnosti zristal na
hodnotě 7 atm. Jakábyla síla, která zpťrsobila, že okno se rozle-
tělo směrem ven?

6c. Ryba reguluje hloubku plavání nastavením své prriměrné
hustoty na hodnotu stejnou, jakou má voda. provádí to změ-
nou objemu vzduchu v porézníchkostech nebo ve vzduchovém
měch; i. P edpokládejte, že s vyfouknut m měch em má ryba
hustotu 1g,cm-3. o jakou část svého koncového (nafouknu-
tého) objemu musí ryba zvětšit objem vzduchového měchy e,
aby vyrovnala svou hustotu na hustotu vodv?

cvIčENí&úLoHy 40I

buje (a) rovnoměrně vzh ru, (b) rovnoměrně dolťl; (c) zrychleně
vzhijru, (d) zrychleně dol . se zrychlením menším , než je tíhové
zrychlení 9,8 m.s-2.

10. Nádoba s vodou je umístěna na pérovl ch vahách. Bude
írdaj vah větší, menší, nebo stejny, když do vody (a) pono íme
zavěšeny kovovy p edmět, (b) vložíme korkovy p edmět, kter1
na ní bude plovat? (Z nádoby nep eteče žádná voda ven.)

11. Na obr.15.26 jsou dva pravorihlé bloky, které jsme rukou
vych; lili z rovnovážné polohy a potom pustili. Pro každ blok
stanovte, zda (a) vztlaková síla vyvolá jeho otáčení z naznačené
polohy ve směru, či proti směru hodinovych ručiček, (b) blok se
prisobením této síly ještě více vychylí, nebo se narovná.

Obr. 15.26 Otázka I1

7Ú. Yzduchotěsná nádoba má uzávěr o obsahu 100cm]. Ná-
dobaje částečně vyčerpána. Jak je v ní tlak, je-li najejí otev ení
pot eba síla nejmóně 500 N? Okolní atmosféra má tlak 1. 105 Pa.

8Ú. Magdeburské polokoule. Yynálezce vyvěvy Otto von
Guericke provedl v roce 1654 p ed císa em pokus, p i kterém
se dvě koňská osmisp eží marně snažila od sebe oddělit dvě
mosaznó polokoule, z jejichž vnit ního prostoru byl vyčerpán
vzduch. (a) Ukažte, že síIa F pot ebná k odtržení polokoulí je
rovna F : xR2 Lp, kde Lp jerozdílmezi vnějším tlakem a tla-
kem uvnit polokoulí. p edpokládejte, že tlouštka mosazi je tak
malá, že za poloměr R mrižeme pokládat poloměr vyznačeny
na obr. 15.21 . (b) Vypočtěte sílu, jakou by koně museli táhnout,
aby polokoule odtrhli,*kdyby R bylo 30 cm a vnit ní tlak by byl
0,1 atm. (c) Proč byly užity dvě skupiny koní? Stačilo by použít
jenjednu skupinu a druhou polokouli píivázatk pevné stěně?

..,---- --il-r.=,'-',
,,',' jj \ii

_F F{.d*.',J: 
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-**}

\R
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l\,''" _:: fi.ii,li,]'"

Obr.l5.27 Útoha 8

* To se také stalo, ale až tehdy, kdyžzap áhti dvě koňskádvanácti-
sp eží.

1

1

2
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ODST. l5.4 Tekutiny v klidu - statika

9C. Vypočtěte rozdíl hydrostatického tlaku mezi mozkem a cho-
didlem osoby vysoké 1,83 m. Hustota krve je 1,06.103 kg.6-:.

10C. Najděte absolutní tlak v pascalech v hloubce 150m pod

mo skou hladinou. Hustota mo ské vody je 1,03 g,cm-3 a atmo-

sférick tlak na hladině 1,01.105 Pa.

11C. V pusť splaškri domu stojícího na svahu je 8,2m pod

írrovní ulice. Stoka je 2,I m pod írrovní ulice. Vypočtěte mini-
máIní tlakovl rozdíI, ktery musí vyvinout kalové čerpadlo, aby

odpad o prriměrné hustotě 900 kg,m-3 p ečerpalo do stoky.

12C. Obr. 15.28 p edstavuje část fázového diagramu uhlíku
s Kivkou fázové rovnováhy mezi diamantem a grafitem. V jaké

minimální hloubce pod povrchemZemě se mohou tvo it dia-

manty, je-li teplota v této hloubce 1 000 "C a hustota skalního

nadložíje 3,1g.cm-3? P edpokládejte, že i v tomto p ípadě je

tlak dán tíhou hornin, které Ieží nad danym místem, podobně
jako v tekutině.

diamant

grafit

2 ,lr
i

0 iooo 
'00ó 

jooo
teplota (T l"C)

Obr.15.28 Cvičení 12

13C. Lidské plíce vyvinou p etlak nanejvyš dvacetinu atmosfé-
ry.Když potápěč lžívá sací trubky, jak nejhlouběji pod hladinou
mriže plavat?

14C, Bazénmározměry 40 m x 15 mx 4 m. (a) Jakou silou pri-

sobí voda vyplňující bazénnajeho dno, na kratší boční stěny a na

delší boční stěny? (b) Musí se uvažovat také atmosférick tlak
prisobící na hladinu,když posuzujeme vliv tlaku na soudržnost
betonu tvo ícího dno a stěny bazénu? Proč?

15C. (a) Najděte celkovou sílu, kterou voda prisobí na vrchní
část atomové ponorky v hloubce 200 m, když p edpokládáme,že
celková plocha vrchní části trupu ponorky je 3 000 m2. 1U; latY
tlak vody by prisobil na potápěče v této hloubce? V sledek vy-
jád ete v atmosférách. Myslíte si, že posádka havarované po-

norky z ní m:iaže v této hloubce uniknout bez speciálního vyba-
vení? Hustotu mo ské vody pokládejte zarovnu 1,03 g,cm-3.

16C. Členovó posádky ponorky, která havarovala 100 m pod

vodní hladinou, se z ní pokoušejí uniknout. Jakou silou musí

tlačit na vystupní poklop, aby ho otev eli, když jeho rozměry
jsou 1,2 m x 0,60m? Hustotu mo ské vody pokládejte nyní za
rovnu 1 025 kg.m-3.

17C. V otev eném kapalinovém manometru (v U-trubici) je rtuť.

Jak vysoko vystoupí rtuť v levé trubici, když do pravé trubice je

nalito II,2cmvody?

18C. Válcovy kovov sud zobrazeny na obr. 15,29 má ke své

vrchní zák\adné p itavenu tenkou trubku. Rozměry sudu a trubky
jsou uvedeny na obrázku. Vzniklá nádoba je až po vršek trubky
naplněna vodou. Vypočtěte poměr síly, kterou voda prisobí na

dno sudu, k tíze vody obsaženó v sudu. Proč vypočten poměr

není roven jedné?

4,6cm2 -ď

i_ ,.2m 

-Obr.1,5.29 Cvičení 18

rqÚ. OvO stejné válcové nádoby jsou vedle sebe postaveny tak,

že jejich dna jsou ve stejné v ši. Obě obsahují stejnou kapalinu,
jejíž hustota je q. Obě dna mají obsah S, vyšky kapalin jsou však
Ňzné: v jedné nádobě hl,v druhéh2.Iakollpráci vykonátíhová
síla, když po propojení obou nádob se v nich v šky kapalin
vyrovnají?

20Ú. @) Kapalina v nádobě se pohybuje se zrychlením a mí í-
cim svisle vzh ru.Ukažte, že v tomto p ípadě tlak s hloubkou h

v nádobě stoupá dle zákona

p:Qh(7la),

kde g je hustota kapaliny. (b) Ukažte též, že když se nádoba
pohybuje se zrychleníma mííícim svisle dol , je závislost tlaku
nahloubce dánavyrazem

p:gh(g-a).

(c) Jak je tlak, když voda s nádobou padají voln; m pádem?

2Ia. Phgeologickém rozboru Zemé ječasto írčelné p edpoklá-

dat,že tlak v určité vodorovné hladině kompenzace, která se na-

cházíhluboko pod zemskym povrchem, je ve velké oblasti stál

a rovná se tlaku vyvolanému tíhou nadložních vrstev. To zname-
ná, že tlak v této hladině se vypočítá podle hydrostatické rov-
nice platné pro tekutiny. Pro splnění takového modelu musíme

nap . p edpokládat, žehory mají své ko eny (obr. 15,30). Uva-
žujme horu vysokou 6km. Kontinentální horniny mají husto-

b1,2,9 g.cm-3 a pod nimi je zems( plášť s hustotou 3,3 g,cm-3,

l
1,8m

-J- l
I

1,8m

I

l
=
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Vypočtěte hloubku ň ko ene hory. (Tip: Požadujte, aby tlak
v bodech A a B vyznačenych na obrázku byl stejn ; neznámá
hloubka y hladiny kompenzace vám vypadne.)

22Ú. Na obr. 15.3 I jenaznačeno, jak se oceán nasouvá na konti-
nent. Užijte metodu hladiny kompenzace vysvětlenolv íIoze2l
k v počtu hloubky h oceánu.
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3,2 g,cm-3 a má rozméry ukázané na obrázku. (a) Síla, kterou
voda tlačí na p ehradníhráz, se snaží hráz posunout vodorov-
nym směrem. Proti posunutí p sobí síla statického smykového
tíení mezi hrází a podložím. Statick činitel t ení je 0,47 , Yy-
počtěte bezpečnostní činitel, jaky má p ehrada proti posunutí.
B ezpečno s tní činitel j e poměr lv ažov aného havarij n ího zatížení
k nejvyššímu reálně odhadnutémuzatíženi; v našem p ípadě je to
poměr maximální statické t ecí síly (tíhy hráze x statick; činitel
t ení) k velikosti síly, kterou nahrázprisobí voda. (b) Voda setéž
snaží otočit p ehradní hráz okolo osy, která prochází bodem A
a postupuje podél základny hráze (srovnej s rilohou 23). Proti
tomu p sobí moment tíhy p ehrady okolo uvažované osy. Vy-
počtěte bezpečnostní činitel proti otočení p ehrady, tedy poměr
velikosti momentu tíhy p ehrady k velikosti momentu síly, kte-
rl m vriči uvažované ose prisobí celková síla na p elradní hráz
vyvolaná vodou, umístěná ve svém prisobišti.

ODST. 15.5 Mě ení tlaku

26C. Vypočtěte v šku sloupce vody, na jehož základně bude
tlak 1 atm. Tíhové zrychleni 8 : 9,80 m.s-2.

27C. Jaky minimální podtlak musíte vytvo it v plicích, abyste
brčkem nasáli limonádu o hustotě 1 000kg.m-3 do v šky 4cm?

ZaÚ. UUáby byla v ška atmosféry, kdybychom p edpokládali:
(a) že hustota atmosféry se s vyškou nemění, (b) že hustota klesá
s v škou lineárně, dokud nedosáhne nulové hodnoty. Hustota
atmosféry u hladiny mo e q : I,3kg.*-3.

ODST. 15.6 Pascalriv zákon

29C. Y hydraulickém lisu (obr. 15.35) se pístem o malé ploše
s obsahem ,S1 prisobí na kapalinu silou F1. Spojovací trubka

more

;

Obr.15.31 Útot uzz

XÚ. Prenradou je zaďrženamasa vody, která v místě p ehradní
hráze má hloubkl h a ší ku d, jak je znázornéno na obr. 15.32.
(a) Vypočtěte vyslednou sílu, kterou voda prisobí na hráz píe-
hrady. (b) Vypočtěte vysledny moment sil vriči ose proložené
rovnoběžně se ší kou d bodem O,ktery Ieží v patě p ehrady.
(c) Najděte prisobiště v sledné síly p sobící na p ehradníhráz,
a tím i rameno této síly vriči ose procházející bodem O.

obr.15.32 Útonazz

24Ú. Naho e otev ená nádržtvaru písmene L je naplněna vodou
(obr. 15.33). Jaká je (a) síla na stěnu A a (b) síla na stěnu B, když
d :5m?
2SÚ. Na obr. 15.34 je znázorněna p ehra dní hráz a část zachy-
cené vody, která na ni tlačí. P ehradní hráz je z betonu hustoty

kontinent

Obr.15.34 Uloha 25

Obr.15.33 Uloha24
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vede kapalinu k pístu o podstatně větším obsahu 52. (a) Jak

velká síIa F2 p sobí na větší píst? (b) Jak velká síla F1 prisobící

na mal píst vyváží na velkém pístu tíhu p edmětu o hmotnosti

2tuny,kdyžmaly pístmápr nrěr 4cmavelk 56cm?

|'
|1
i:|' i:
||

Obr.15.35 Cvičení 29 a 30

30C. Jak velkou dráhu musí urazit velk píst hydraulického lisu

ze cvlč. 29, aby se jeho maly píst posunul o 1 m?

ODST. 15.7 Archimedriv zákon

31C. Plechovka má celkovy objem 1 200 cm3 a hmotnost 130 g,

Kolik gramri olověnych brokri mriže plechovka nést, aniž se ve

vodě potopí? Hustota olova 1e II,4g,cm-3.

32C. Člun plující ve sladké vodě vytlačí 4 000 kg vody. (a) Jaká

bude hmotnost vytlačené vody, když člun popluje ve slané

vodě hustoty 1,03 g.cm-3? (b)Zméni se objem vytlačené vody?

Jestliže ano, tak o kolik?

33C. P ibližně jedna t etina těla fyzika,kter plave v Mrtvém

mo i, je nad hladinou. Fyzik z tohoto írdaje vypočte hustotu vody

v Mrtvém mo i, když p edpoklád á,že primérná hustota lidského

těla je 0,98g.cm-3. K;akému vysledku došel? (Proč je hustota

o tolik větší než l .0 g.cm-3?)

34C. Že|eznákotva se jeví ve vodě lehčí o 200N nežve vzdu-

chu. (a) Jak je její objem? (b) Kolik kotva váži na vzduchu?

Hustota železa je 7,87 Og,cm-3.

35C. P edmět visí na pérovych vahách. Na vzduchu ukazují

váhy 30 N. Když p edmět plně pono íme do vody, írdaj klesne

na2ON. Když jej plně pono íme do kapaliny neznámé hustoty,

váhy ukazují 24 N. Jaká je hustota této kapaliny?

36C. P edmět tvaru krychle o hraně 60 cm prisobí ve vakuu

na závěs silou G : 5000N (tíha tělesa). P edmět zavěsíme

do otev ené nádrže s kapalinou hustoty 0,8g,cm-3 zprisobem

naznačenym na obr. 15.36. (a) Vypočtěte celkovou sílu, kterou

kapalina a atmosféra p sobí na vrchní stěnu krychle. (b) Najděte

celkovou sílu prisobící směrem vzh ru na spodní stěnu krychle.

(c) Najděte sílu p enášenou závěsem. (d) Vypočtěte z Archime-

dova zákona vztlakovou sílu p sobící na p edmět. Jaké vztahy

plati mezi vypočtenymi hodnotami?

37C. D evěny p edmět plove na vodě, p ičemž dvě t etiny jeho

objemu jsou pono eny. V oleji plove p edmět tak,že907o 1eho

objemu je pono eno. Stanovte: (a) hustotu d eva, (b) hustotu

oleje.

38C. Bylo navrženo, aby byl zemniplyn zeSeverního mo e p e-

pravován ve velkych vzducholodích, p ičemžplyn sám by slou-

žil jako nosné medium. Vypočtěte sílu nutnou na stažení takové

vzducholodi k zemi, aby ji bylo možno vyložit - ziskatpíevá-
ženy zemní plyn. Plně naložená vzducholoďobsahuje 1 ,0, l06 m3

zemního plynu hustoty 0,80kg.m-3. Váhu konstrukčních částí

v zducholod t lze zanedb at.

39C. Heliem naplněny balon pluje pomalu v nízké vyšce. Jeho

maximální užitečné zatižení, tj. zatížení po s ádkou a nákl adem, j e

1 280 kg. O kolik by se mohlo zvyšit toto užitečné zatížení,kdyby

se místo helia pro plnění balonu užil vodík? Objem helia v ba-

lonu je 5 000 m3. Hustota helia je 0,16 kg,*-', hustota vodíku

0,081kg,*-3. (Proč se p esto uživámnohem dražši helium?)

40C. Heliovy balon se užívá k vyzdvlžení užitečného zatížení

o hmotnosti 40 kg do v šky 2J km, kde hustota vzduchu je

0,035 kg.*-', Konstrukce balonu má hmotnost 15 kg a helium

v něm hustotu 0,005 1kg,m-3. Jak je objem balonu? Objem

nákladu zanedbejte.

41Ú. Putá koule o vnit ním poloměru 8,0 cm a vnějším polomě-

ru 9,0 cm plove napril pono ena v kapalině hustoty 800 kg,m-3,

(a) Jaká je hmotnost koule? (b) Vypočtěte hustotu materiálu,

z kterého je koule zhotovena.

42Ú. lutákulová železná sko epina plove témě riplně pono-

ena ve vodě. Vnější prriměr koule je 60,0 cm a hustotaže\eza je

7 ,87 g.cm-3. Jaky je vnit ní prriměr koule?

$Ú. Železnl odlitek, ktery obsahuje mnoho dutinek, váží

6000N na vzduchu a 4000N ve vodě. Jak je celkovy objem

dutinek v odlitku? Hustota homogenn ího železa je J ,8J g,cm--r .

qqÚ. @) Jaká je nejmenší plocha ledové desky tlusté 30cm
plující na sladké vodě, která na sobě udrží automobil hmotnosti

1 100 kg? (b) ZáIeží na tom, kde na desce automobil stojí?

45Ú. T i děti - každé o hmotnosti 40 kg - si udělaly vor

svázany z klád. Každá kláda měla prriměr 30 cm a délku 6 m.

Kolik klád musely děti použít, aby se s nimi vor nepotopil?

Hustotu d eva pokládejte za rovnu 940 kg,m-3.

qeÚ. Preapokládejte, že hustota mosaznych závaží je8,0 g/cm3

a hustota vzduchu 0,001 2 glcm3 . Jaké se dopustíme chyby za-

nedbáním vztlaku vzduchu, když na rovnoramennych vahách

vážíme p edmět, ktery má hmotnost ru a hustotu q? Chybu vy-

jád ete v procentech.

47Ú. Automobil má celkovou hmotnost 1 800kg. Objem vzdl-
chu v prostoru pro cestující je 5,00 m3. Objem motoru a p edních

kol je 0,750 m3 a objem zadních kol, palivové nádrže a kufru je

0,800 m3; p edpokládejme, že do těchto prostorri voda nepronik-

ne. Automobil parkoval na svahu, lanko ruční brzdy se p etrhlo

avíz sjel ze svahu do rybníka (obr. 15.37). (a) Nejprve žádná

voda nevnikla do prostoru pro cestující.Iaky je objem potopené

části vozu v této fázidéje,která je zachycenana obrázku? (b) JakObr.15.36 Cvičení 36



se voda postupně dostává do prostoru pro cestující, automobil
klesá. Kolik do něho vnikne vody do okamžiku, kdy automo-
b1I zmizí pod hladinou? (Automobil plove vodorovně, protože
v kufru mátěžky náklad.)

Obr. 15.37 Útot,,a +l

48Ú. Kus d eva má hmotnost 3,67 kg a hustotu 600kg...r-3.
P idáme k němu tolik olova, aby 90 7o objemu d eva bylo po-
topeno. Jaké množství olova je zapot ebí (a) když olovo je
p idáno na vrchní část d eva (není potopeno), (b) když olovo
je p idáno na spodní část d eva (je potopeno)? Hustota olova je
1,13.104 kg...r-3.

19Ú. Kádinku částečně naplněnou vodou postavíme na dno
d ezu (obr. 15.38). Vlastní hmotnost kádinky je 390 g a její
vnit ní objem 500cm3. Když plníme d ez vodou a kádinka je
naplněna méně než z poloviny, začne plovat. Kdyžje kádinka
naplněna více, z stane stát na dně d ezu, akdyž p ipouštěná voda
dosáhne jejího okraje, nateče do ní. Jaká je hustota materiálu,
z kterého je kádinka vyrobena?

Obr.15.38

SOÚ. rate je zrychlení stoupajícího balonu na horky vzduch,
když poměr hustoty vzduchu vně balonu k hustotě vzduchu
uvnit balonu je I,39? Hmotnosti konstrukce balonu a obsa-
zeného koše zanedbej te.

SrÚ. Vátcová kovová tyč délky 80cm a hmotnosti 1,6kg má
prri ez o obsahu 6,0 cm2 . Těžiště tyče Ieží 20 cm od jednoho
jejího konce, protože hustota tyče není konstantní. Tyč je zavě-
šena vodorovně na dvou vláknech a pono ena do vody, jak je
ukázáno na obr. 15.39. (a) Jaká napěťová síla je p enášena vlák-
nem, které jeblíže k těžišti? (b) Jaká napěťová síla je p enášena
vzdálenějším vláknem?

cvlčENíaúlogy 405

52Ú*. Napětí ve vlákně, které držípevny p edmět pod povrchem
kapaliny (kapalina má větší hustotu než p edmět) je Tg, když
je nádoba s kapalinou v klidu (obr. 15.40). Ukažte, že když se
nádoba začne pohybovat se zrychlením o velikosti a mííícím
svisle vzh ru, napětí T ve vlákně stoupne na hodnotu 70(1 +
+ als),

54C. Voda píitékátrubkou, jejížvnit níprriměrje 2,I cm,adále
teče t emi trubkami o prriměru l,4cm. (a) Jak je objemov
tok širší trubkou, když objemové toky užšími trubkami jsou
postupně 0,035 m3.s-l, 0,025 m3.s-i a 0,015 m3.s-1? (b) Jak
je poměr rychlosti proudění v širší trubici k rychlosti proudění
v trubici s objemovym tokem 0,035 m3,s-1?

55C. Zahradní hadice t ičtvrtěcoulka (tj. hadice s vnit ním pru-
měrem 0,75 palce) je p ipojena k post ikovači trávníku, ktery se

skládá z 24 dér o pr měru 0,05 palce. Jakou rychlostí je voda
vyst ikována z otvor post ikovače, jestliže v p ívodní hadici je
její rychlost 1 m.s-1?

56Ú. Zezatopeného sklepa je vyčerpávána voda rychlostí 5 m/s
hadicí o vnit ním poloměru 1 cm. Hadice je vyvedena okénkem,
které se nachází 3m nad hladinou čerpané vody. Jak je v kon
čerpadla?

5.00m3
0.750m3

Obr.15.40 Uloha 52

Útol,,a +9

Obr.15.41 Cvičení 53

obr.15.39 Úloha 5t

0,800m3

ODST. 15.9 Proudnice a rovnice kontinuity

53C. Na obr. 15.41 je znázorněn soutok dvou potokri, které vy-
tvo í eku. Jeden potok má ší ku 8,2m, hloubku 3,4m a rychlost
jeho proudu je2,3 m.s-l. Druh potok je 6,8 m širok1 , 3,2 m hlu-
bok a rychlost jeho proudu je 2,6m.s-1. Širta eky je 10,5 m,
rychlost jejího proudu je2,9m.s-1 . Jaká je hloubka eky?
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57Ú. Řeka široká 20m a hluboká 4 m odvodňuje írzemí o roz-
|oze 3000km2. Prriměrné roční srážky na tomto ízemí čini
505mm/m2. Čtvrtina srážek se vypa í a zbytekje odvodněn
ekou. Jaká je prťrměrná rychlost proudu vody?

ODST. 15.10 Bernoulliova rovnice

58C. Voda tečerychlostí 5 m.s-l trubicí, kterámáp íčn prri ez

o obsahu 4cm2. Voda postupně klesne o 10m a obsah pr ezu

trubice se rozší í na 8 cm2. (a) Jaká je rychlost vody po poklesu?
(b) Jak je tlak po poklesu,kdyžp edtím byl 1,5,105 Pa?

59C. Modely torpéd byvají zkoušeny ve vodorovné trubici
s proudící vodou, podobně jako modely letadel v aerodynamic-

kém tunelu. Uvažujme , že do takové trubice o vnit ním prťrměru

25 cm umístíme souose model torpéda, ktery má prriměr 5 cm. P i
zkoušce proudí voda kolem torpéda rychlostí 2,5 m,s-1. (a) Ja-

kou rychlostí musí voda proudit v místech, kde její proud není

z(lžen modelem? (b) Jak je rozdíl tlaku vody v trubici mezi
místem, kde se nachází model, a ostatními částmi trubice?

60C. Vstup do potrubí spojujícího nádrž p ečerpávací elek-

trárny s elektrárnou (obr. 15.42) má obsah O,J5m2. Voda do

něj vstupuje rychlostí 0,4m.s-1. V budově elektrárny, která je

o 200 mníže, je vystup z trubice lžšíavodazněj vytéká rychlos-
tí 9,5 m.s-1. JakY je rozdíI tlaku mezi vstupem a vystupem?

nádrž

pev

61C. Potrubí o vnit ním prriměru 2,5 cmčerpávodu do píízemi
domu rychlostí 1 m.s-1 pod tlakem 1,7.105 Pa. Má-li potrubí ve

druhém podlaží ve vyšce 8m prriměr 7,25 cm, jaká je v něm
(a) rychlost proudu a (b) jak tlak vody?

62C. Jakou práci vykoná okolní tlak na protlačení 1,4 m3 vody
trubicí o vnit ním pniměru 13 mm, když mezt konci trubice je

tlakov rozdíl1 atm?

63C. Vodorovnou trubkou konstantního prri ezu teče oiej. Po-
kles tlaku mezi dvěma místy vzďáIenymi 300m je 35,103Pa.

Jakou energii ztratí I cm3 oleje, když proteče vzdáIenost 1 m?

64C. Nádrž s velkou plochou hladiny je naplněna vodou do

vyše 0,3 m. Otvor o obsahu 6 cm2 ve dnu nádrže zprisobí rinik
vody. (a) Jak je objemov; tok vytékající kapaliny? (b) V jaké

hloubce pod dnem nádrže se plocha vytékajicího paprsku zírží
na polovinu plochy otvoru?

65C. Máme dvě nádrže (1 a 2) s velkou plochou vrchní hladiny,
ve kterych jsou dvě r&zné kapaliny. Ve stejné hloubce h pod
vrchní hladinou jsou v obou nádržích udělány otvory, p ičemž
otvor v nádrži 1 má poloviční plochu ve srovnání s otvorem v ná-

drži2. (a) Jak je poměr hustot kapalin Qt lQz, když hmotnostní

toky oběma otvory jsou stejné? (b) Jak je poměr objemovych

tokri z obou nádrží? (c) Jak se musí zménit v ška kapaliny nad

otvorem v náďrží 2, aby se vyrovnaly objemovó toky z obou
nádrží?

66C. Vzduch obtéká vršek k ídla letadla rychlostí u1 a jeho

spodek rychlostí u2. Plocha k ídla je S. Ukažte, že v tomto

zjednodušeném modelu Bernoulliova rovnice p edpovídá pro

velikost Fu, sily, která nadnáší Kídlo ( íkáme jí též vztlaková
síla), hodnotu

Frr: leS@l2 - uzz),

kde q je hustota vzduchu.

67 C. I e-Iirychlost ob tékáníspodní strany Kídla 1 1 0 m, s - 1, j aká

rychlost obtékání vrchní strany k ídla povede k tlakovému roz,
dílu 900 Pa mezi oběma stranami? Hustotu vzduchu pokládejte

za rovnu 1,3.10-3 g.cm-3 a použijte v sledek cvič. 66.

68C. Letadlo máplochu každého Kídla rovnu 10,0m2. P ijisté
rychlosti letadla vzduch obtóká vrchní plochu k ídla rychlostí
48,0 m.s-1 a spodní plochu rychlostí 40,0 m.s-1 . Jakáje hmot-

nost letadla? P edpokládejte, že letadlo letí stálou rychlostí, hus-

tota vzduchu je 1,20kg.m-3 a vliv obtékání trupu a ocasních
ploch na vztlak je zanedbateln . Diskutujte velikost vztlaku,
když letadlo p i stejné rychlosti (a) letí vodorovně, (b) stoupá

pod ťrhlem 15", (c) klesá pod hlem 15'. (Vyjděte z vysledku
cvič.66.)

69Ú. Voda teče vodorovnou trubicí a do okolního prostoru
(do atmosféry) vytéká rychlostí 15m.s-1, jak je naznačeno

na obr. 15.43, Prriměr levé části trubice je 5,0cm a pravé

části 3,0 cm. (a) Kolik vody vyteče do okolního prostorl za

10min? (b) Jaká je rychlost proudění v levé části trubice?
(c) Jak je p etlak nebo podtlak (rozdíl tlaku proti tlaku v okol-
ním prostoru) v levé části trubice?

ut: l5m,s 1

Obr.15.43 Útotra 69

70Ú. V uzav eném soudku je 50cm pod povrchem nápoje pí-
pa, ze které, když je otev ena, vytéká nápoj pru ezem o ob-
sahu 0,25 cm2. Hustota nápoje je 1 g.cm-3. Jakou rychlostí bude
nápoj vytékat otev enou pípou, když p etlak v soudku v prostoru

nad nápojem je (a) nulovy, (b) 0,4 atm?

ltÚ. Vitr p i vich ici obtéká st echu domu rychlostí 110km/h.
Hustota vzduchuje I,2kg.m-3. (a) Jak je rozdíl tlakri v prostoru

nad st echou a pod st echou, ktery se snaží st echu nadzvednout
a odnést? (b) Jaká bude síla nadnášející st echu o obsahu 90m2?

72Ú. Okna budovy ri adu mqírozměry 4m x 5 m. Ve větrném
dnu se prohnal okolo oken v nejvyšším pat e budovy závanvétru
rychlostí 30,0m.s-1. Vypočtěte celkovou sílu, která píi závanu
větru p sobila na okno. Hustota vzduchu byla 1 ,23kg.m-3.
73Ú. Ost elovač prost elil kulkou z pušky vzduchotěsné uza-
v enou benzinovou nádrž 50m pod povrchem benzinu. Nad
benzinem je absolutní tlak 3 atm, jak je naznačeno na obr. 15.44.

Obr.15.42 Cvičení 60
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hustota benzinu =
:660kg.m-3

Skladovany benzin má hustotu 660kg.m-3. Jakou rychlostí u

začalbenzin st íkat prost elenym místem?
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Obr.15.44 Útonan

l+Ú. NaarZna pitnou vodu je zapíehradníhrází 15 m hluboká.
Vodorovná trubka o pruměru 4,0cm prochází hrází v hloubce
6,0m pod vodní hladinou, jak je ukázáno na obr. 15.45. Trubka
je uzav ena zátkou. (a) Najděte nejmenší nutnou velikost síly
t ení mezi trubkou a zátkou. (b) Zátku odstraníme. Jak objem
vody vyteče trubkou za t i hodiny?

obr.15.45 Úbnal+

ZSÚ. Nádrž je naplněna vodou do v šky H. Y nádrži byl
provrtán otvor v hloubce h poď vodní hladinou (obr. 15.46).
(a) Ukažte, že vzdáIenost x od stěny nádrže do místa, kde vodní
proud vytékající z nádoby dopadne na zem, je dána vyrazem
x : )1ff(g - 6. @) Je možné navrtat nádrž v jiné hloubce,
zekteré by vytékající proud dopadl na zem ve stejné vzdáIe-
nosti x? Pokud ano, v jaké? (c) V jaké hloubce musí b t otvor
umístěn, aby vzďálenost x byla maximální?

v---*

I
15m

I

l

l-,;
Obr.15.46 Úto|ralS

ZOÚ. Násoska je za ízení, které mriže sloužit k vyčerpání
kapaliny z nádrže. Jak pracuje, je znázorněno na obr. 15.41.
Trubka ABC musí nejprve b t naplněna kapalinou. Jakmile je
naplněna, odčerpává kapalinu z náďrže tak dlouho, dokud hla-
ďina nádrže neklesne k írstí trubky A. Kapalina má hustotu g

]vIčENí a úI-oHy 407

a zanedbatelnou viskozitu. (a) Jakou rychlostí vytéká kapalina
z trubky v místě C? (b) Jak tlak je v kapalině v nejvyšším bodě
trubky B? (c) Jaká je největší teoretická v ška h1,p es kterou
sifon m že čerpat vodu?

C

obr.15.47 Úlonala

77Ú. Yentuririv prritokoměr (obr. 15.48) je p ístroj, ktery
slouží k mě ení rychlosti proudění trubicí, a tím i množství
kapaliny, které trubicíprotéká.ÚOa;e se vypočtou ze změ eného
rozdílu tlakri mezi místem, kde trubice má sv j běžny pr měr
(prriměr p ed vstupem a po vystupu z p ístroje) , amezíz ženym
místem, tzv. krčkem. V místech, kde trubice má sv j běžny
prriměr (obsah pr ezu 

^ ), tedy i v místě 1, kde je p ipojen jeden
konec manometrické trubice, mákapalina rychlost u. V krčku,
kde obsah prri ezu je s, je v místě na obrázku označeném 2

odtok

Obr.15.48 Útoty 7] a78

p ipojen druh konec manometrické trubice. Kapalina zde má
vyšší rychlost V. ZtozďíIurychlostí plyne rozdíltlaku Ap, ktery
se v U-manometru projeví rozdílem v šek fr kapaliny v jeho ra-
menech. (a) Užitím Bernoulliovy rovnice a rovnice kontinuity
pro srovnání pr tokovl ch poměr v místech 1 a2 (obr, 15.48)
lkažte,žepro stanovení hledané rychlosti u platírovnice

'

2s2 Lp
----........:.8(,S' - s2)

Venturi v pr tokoměr

manometr

h

],
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kde q je hustota kapaliny. (b) P edpokládejte, že trubicí teče

voda, že plochy p íčn; ch prri ezri mají hodnoty S : 60 cm2,

s : 30cm2, tlak v širší části trubice je 8,104Pa a v krčku
6.104 Pa. Jak je objemov tok vody trubicí?

78|J. lJvažuite Ventuririv prritokoměr z píedcházející írlohy na

obr. 15.48 bez p ipojeného manometru. Nechť S : 5s a tlak
v místě 1, kde senacházíprťr ez S, je2atm. (a) Vypočtěte rych-

losti u v místě prri ezu , (místo I) aV v místě prri ezu s (místo 2),

které zprisobí, že tlak p2 v místě 2 vymizí. (b) Vypočtěte, jak:

v tom p ípadě bude objemovy tok trubicí, když pr ez S má

prťrměr 5,0cm, Jev, ktery nastane v místě 2,kde tlak klesne na

nulovou hodnotu, se nazyvá kavitace; voda ztratí kontinuitu,

vytvo í se v ní drobné bublinky.

lgÚ. Pitotova trubiceznázornéná na obr. 15.49 seužíváke sta-

novení rychlosti letadla. Sestává z vnější trubice, na jejímž boku
je větší počet mall ch otvor B (na obrázku jsou vidět čty i), která
je spojena s jedním koncem manometru (na obrázku je manome-

trem U-trubice). Druh konec manometru je spojen s vnit ní tru-

bicí p ístroje, do kteró vzduch vstupuje jejím čelním otvorem A.
P ístroj se umísťuje na p ední část letadla tak, aby vzduch vstu-

poval kolmo do vnit ní trubice, takže se v nízastaví. Rychlost ua

je rovna nule. Otvory B jsou obtékány rychlostí u velmi blízkou
rychlosti letadla. (a) Užitím Bernoulliovy rovnice lkažte, že

kde g je hustota kapaliny užité v U-trubici, ň q šková odlehlost

hladin v ramenech U-trubice & Qvzd hustota vzduchu, kterym le-

tadlo letí. (b) V U-trubici je líh a ukazuj erozďíIv šek h : 26 cm.

Jaká je rychlost letadla vriči okolnímu vzduchu? Hustota vzdu-

chu v dané vyšce je 1,03 kg.rn-: a hustota iihu 810kg,*-'.

ilT-|1
ll ň llijlil
| |-J,j n

', d/
Obr.15.49 Útotry 79 a 80

80Ú. Pitotova trubice (viz írlohu 79) umístěná na letadle Ietícím
ve velkó vyšce ukazuje tlakovy rozdí| 180Pa. Jaká je rychlost
letadla, jestliže hustota vzduchu v této vyšce je 0,031 kg,m-3r

./ '. Ď_ 1.:_,-/ l l

2qsh

Qvzd

['
iilrl

k
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Stalo se to O roce 1989,a době,kdy se a okolí SanFranciskap ipraaoaalo
zahójení t etí části Saětoaych her. Oblast byla zasažena seizmiclcymi ulnami
ze 100km azdóleného ohniska zemět esení poblíž Loma Prieta. Zemět esení

o síle 7,1 stupň zp sobilo rozsdhlé škody a zabilo 67 tidí. Na fotografii
aidíme Čdst 7,4km dlouhého seku Nimitzoay dátnice, kde došlo k desítkím

smrtelnYch zraněnÍ, kdyŽ se horní betonoaó deska z ítita na spodní a zastihla
motoristy. P íčinou z ícení byly nepochybně prudké ot esy, ayuolané

seizmickymi alnami. Aašak proč byl práaě tento sek tak aážně poškozen,
jestliŽe ostatní seky ddlnice s témě totožnou konstrukcí z ícení unikty!

'<
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16.1 KMITÁNÍ

P íklady kmitání, opakujícího se pohybu, nás obklopují ze
všech stran. Pozorujeme kyvání lustr , houpání zakotve-
n ch člunri, pulzujícípísty automobilovych motoru. Známe
chvění kytarovych strun, bubnri, zvonti, membrán v tele-

fonních sluchátkách a v reproduktorech, Kemenn ch krys-
talri v náramkov ch hodinkách. Méně evidentní je kmitání
molekul vzduchu, které p enáší zvukové rozruchy, kmitání
atom v pevné látce,zodpovědnézavjem teploty, a kmitání
elektron v rádiovych anténách atelevizních vysílačích.

Kmitání není omezeno na hmotné objekty, jako jsou

houslové struny a elektrony. Periodick pohyb pozorujeme
také u jevri spojenych s ší ením světla, rádiov ch vln, rent-

genového záíení a y-záíení. Tento druh oscilací budeme

studovat v následujících kapitolách. Budou nám tam velmi
užitečné analogie s kmitáním mechanickych systémti, na

které se zamě íme v této kapitole.
V reálném světě je kmitání obvykle tlumené: t ecí síly

postupně p eměňují mechanickou energii na teplo a pohyb
ustává. Takové ztráty mechanické energie nemrižeme nikdy
zcela vyloučit, energii však mrižeme doplňovat z vhod-
ného zdroje. Nap íklad děti na obr. 16.1 dovedou p i hou-

pání ,,pumpovat", tj. švihnout nohama nebo se skrčit podle
okamžitého pohybu houpačky, atím kmitání tldržují nebo

i zvětšují. P eměňují tak vlastně biochemickou energii na

mechanickou energii kmitajícího systému.

Obr.16.1 Dítě se brzy naučí dodávat houpačce energii audržo-
vat tím její pohyb.

Obr.16.2p edvádí sérii ,,snímkri" kmitajícího systému: čás-

tice se opakovaně pohybuje tam a zpět kolem počátku osy ,r.

t: -T l4

t:T /4

t:T 12

(16.1 )

(16.2)

-_-]#

I

-----t----
I

I vI
____________}.- | -_1Ťtl|,

+_---]-
l,+t-
l

-_trm

Obr.16.2 Série ,,snímk " (vytvo en ch po uplynutí stejnl ch

časovych intervalri) ukazuje polohu částice, která se pohybuje

tam a zpět kolem počátku osy .r, Krajními polohami jsou body

-xm d *x*. Délky šipek na obrázkujsou jednotně škálovány
a ukazují rychlost částice v danych bodech. V počátku má částice

největší rychlost. V polohách *x- je její rychlost nulová. Jestliže
zvolíme počátek odečítání času v poloze tx-, částice se do ní
vrátí poprvé v čase t : T, kde T je perioda pohybu. Pohyb, ke

kterému došlo v pruběhu právě uplynulé periody, se pak opakuje.

V tomto odstavci pohyb částice pouze popíšeme. Později
budeme studovat, jaklze dané kmitání vyvolat.

Začneme zavedením driležitého parametru kmitání,
jeho frekvence neboli kmitočtu. Frekvence udává počet
kmitri, které jsou dokončeny v pr běhu každé sekundy.
Frekvenci označujeme symbolem f ,její jednotkou v sou-

stavě SI je hertz (zkatkaHz). Platí tedy

Ilv|
Il<:,.rr|

*x-

Lhertz - IHz: 1 kmit za sekundu _
,1

- 
l^

- 
lĎ

S frekvencí souvisí perioda pohybu T.Taudává dobu, za
kterou se uskuteční jeden rpln kmit (ieden cyklus). To

znamená
1

T - -.f
Jak koliv pohyb, kter se v pravidelnych intervalech opa-
kuje,nazyváme pohyb periodicky.My zde budeme studo-
vat zvláštní p ípad periodického pohybu: opakující se írsek

1,6.2 HARMONICKÝ POHYB

t:0

t:T



bude vždy odpovídat situaci na obr. 16.2.Pro tento píipaď
je časová závislost vl chylky částice určena funkcí

x(t) : x-cos(at l cp) (v chylka), (16.3)

kde x-, o a Q jsou dané konstanty. Tento pohyb budeme
nazyvat jednoduchy harmonicky pohyb nebo prostě har-
monick; pohyb.

Veličina xm y rov. (16.3) je kladná konstanta, jejiž
hodnota závisí na počátečních podmínkách. Nazyv áme ji
amplituda; spodní index m znamen á maximulz. Ampli-
tuda v chylky totiž udává velikost největší možné vy-
chylky částice v obou směrech od počátku. Funkce kosinus
v rov. (16.3) se mění mezi krajními hodnotami t l, takže
v chylka "r(r) se mění mezi krajními hodnotami tx-. Vi-
díme to i na obr.16.2.

Časově závisly vyraz (at * 9) v rov.(l6.3) se nazyvá
fáze pohybu, konstanta rp je počáteční fáze. Její hodnota
závisí na vl chylce a rychlosti částice v čase / _ 0. Pro
oba prriběhy x(t) na obr. I6.3a je fázová konstanta nulová
(srovnejme tyto pruběhy a hodnoty získané z íov,(16.3)
pro / - 0).

Zbyvá vysvětlit konstantu a-r. Po uplynutí jedné pe-
riody 7 se musí částice navrátitdo svého vychoziho stavu.
Z toho plyne, že pro libovolné / se musí také x(r) rovnat
x(t * Z). Položme pro jednoduchost v rov. (16.3) 9 : O.

Zuvedené podmínky potom dostaneme

x^cos(at) : x* cos (c,.,(r + Z)).

Funkce kosinus má period l 2n rad. Píedchozí rovnice tedy
dává

(Dt+2n:a(t+T)

a odtud

alT :2n.

Uvážime-li ještě rov. (16.2), máme celkově

:2.rtÍ. (16.4)

Veličina ol se nazyvá hlová frekvence (také kruhová
frekvence či rihtov kmitočet) pohybu;její jednotka v sou-
stavě SI je radián za sekundu. (Máme-li b t tedy drislední,
musíme vyjad ovat fázi tp v radiánech.) Na obr. 16.3 jsou
porovnány dva harmonické pohyby, které se liší buď jen
svou amplitudou, nebo jen svou periodou (a tedy frek-
vencí a rihlovou frekvencí), anebo jen fázovou konstan-
tou.

(c)

Obr. 16.3 Modrá k ivka je ve všech t ech p ípadech zakreslena
podle rov. (16.3) s Q :0. (a) Červená k ivka se liší od modré
pouze tím, že pro ni je amplituda xi větší. @) Červená Kivka
se li,ší od modré pouze tím, že pro ni je perioda T' : T /2.
(c) Červená Kivka se liší od modré pouze tím, že pro ni je
9 : -r/4rad a nikoliv nula.

ONTROLA 1: Částice vykonává harmonickl pohyb
s periodou Z (podobně jako na obr. 16.2).V čase t : 0
se nacházela na sou adnici -irm. Rozhodněte, zd,a ji
v čase (a) t :2,00T, (b) r - 3,50T, (c) r : 5,25T
nalezneme v bodě
o sou adnici -x*,
o sou adnici x-,
v počátku sou adnic,
mezi -x^ a0,
mezi 0 A xm.

Rychlost harmonického pohybu
Rychlost částice dostaneme jako obvykle - derivací vy-
íazu pro sou adnici. V p ípadě harmonického pohybu jde

X'^

Jm

16.2 HARMoxIcrÝ poHyB 4I1

čas r*0
O'h -x-

^tn

Jm

=0
O

-xm

d*0

2n

T
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tedy o derivaci rov. (16.3):

neboli

u(t) _ -axmsin(at * tp) (rychlost). (16.5)

Na obr. 16.4aje graf funkce odpovídající rov. (16.3) s Q :
- 0. Obr. 16.4b ukazuje rov. (16.5), rovnéž pro Q - 0.

Podobně jako jsme nazvalt ím v rov. (16.3) amplitudou,

nazyeme nyní kladnou veličifiIl oxm v fov. (16.5) ampli-
tudou rychlosti u,,",. Na obr. 16.4b vidíme, jak se rychlost

kmitající částice mění mezi hodnotami tu- (tj. *ax^).
Na tomto obrázku si také všimněme, že Kivka odpoví-

ďající u(r) je posunuta o čtvrtinu periody doleva vzhle-

dem ke Kivce x(r): jestlíže je velikost v chylky největší
(tj. x(r) : xm),jevelikostrychlosti nejmenší (tj. u(r) - 0).

A v okamžiku, kdy je velikost v chylky nejmenší (ť. nu-

lová), je velikost rychlosti největší (e rovna um: axm).

*xm

*ax^

0

-a)Xm

*a2x^

(c)

Obr. 16.4 (a) V chylkačástice.r(r) pro harmonick pohyb s fá-

zovou konstantou p rovnou nule. Perioda T ohraničuje jeden

írpln kmit. (b) Rychlost částice u(t) a (c) zrychleníčástice a(t)
pro tento pohyb.

Zry chlení harmonického pohybu
Derivací rychlosti dostaneme zrychlení částice. V p ípadě

harmonického pohybu tedy derivujeme rov. (16.5) a dosta-

neme

neboli

a(t) - -c,lzx^cos(at * cp) (zrychlení). (16.6)

Na obr. I6.4cje graf funkce odpovídající rov. (16.6), opět

pro píípad q _ 0. Kladná veličina a2x^ v rov. (16.6)

se nazyvá amplituda zrychlení a^. Zrychlení částice se

tedy mění v rozmezí *a* (tj. *c,l2x-); vidíme to také na

obr. 16.4c. Navíc si všimněme, že k ivka a(t) je posunuta

vzhledem ke k ivce u(r) o čtvrtinu periody doleva.

V této chvíli m žeme propojit rov. (16.3) a (16.6); do-

spějeme ke vztahu

a(t) _ -c,}xQ),

ďr
u(1) _

dr fr t". 
cos(cr.r/ + d)

(16.7)

*0
'- -"]rm

.,

O
!

90

Ň-@lm

Tato rovnice je jak msi ,,puílc í l" harmonického pohybu:

zrych\eníčástice je riměrné vychylce a má opačné znamén,

ko, p itom konstantou írměrnosti je druhá mocnina rihlové

frekvence. Největší kladná hodnota v chylky tedy odpo-

vídá záporrnému zrychlení s největší velikostí a naopak.

Je-li v chylka částice nulová, je její zrycí elí také nulové.

Tato tvrzení ilustruje obr. 16.4.

RADY e xÁnrĚry
Bod,I6.Lz Fáze

Všimněte si, jakou roli hraje p i kreslení x(t) konstanta rp.

Jestliže je q :0, graf funkce x (r) bude vždy podobny k ivce
na obr. I6.4a, d. typické Kivce pro funkci kosinus. Zápornó
hodnota p posune Kivku podél časové osy doprava (iako na

obr, 16.3c), zatímco kladná hodnota rp ji posune doleva.

Uvažme dva harmonické pohyby, lišící se pouze v této

konstantě. Říkáme o nich, žemajifózovy rozdíl, že jedna v či
druhé má fózov posuv, že jsou navzájem fázově posunuty

neboli že jsou navzálem rozfázovány. Nap íklad Kivky na

obr. 16.3c mají fázovy rozdíl rl4rad.
Harmonick pohyb se opakuje po uplynutí každé perio-

dy T a funkce kosinus se opakuje po každ ch 2nrad. To

znamená, že perioda Z odpovídá fázovému rozdílu 2nrad.
Na obr. 16.4 je Kivka x(r) posunuta vzhledem ke Kivce u(r)

o čtvrtinu periody doprava neboli je vzhledem k ní fázové
posunuta o -tt/2rad. Současně je tato Kivka posunuta vzhle-
dem k a(t) o polovinu periody doprava neboli je vzhledem

k a(t) posunuta o -n rad. Fázovy posuv 2ttrud zpisobí, že

se dany harmonick pohyb ztotožní sám se sebou - 
jin mi

slovy, vribec se nezmění.

16.3 PoHYBovÁ ROVNICE PRo
HARMONICKÝ POHYB

Nyní již víme, jak se zrychlení částice mění s časem. Druh
Newton v zákon nám odpoví na otázku,jaká síla musí na

du d.
a(t) _* _ 

}(-rr^sin(rlr + d)

l

I



částici prisobit, aby jí bylo udělováno právě toto očekávané
zrychlení. Z Newtonova zákona a z rov. (16.6) dostaneme
pro harmonic pohyb

F:ma--(ma})x.

16.3 poHyBovÁ novxlcE pRo HARMoNICrÝ ponyp 4l3

tJ jakéhokoliv kmitajícího systému tohoto typu, at už
je to harmonick oscilátor na obr. 16.5, skokanské prkno
nebo houslová struna, najdeme vždy jednakjistou,,tendenci
k návratu", jednak ,,setrvačnost". V p ípadě oscilátoru na
obr. 16.5 jsou obě tyto tendence spojeny s odlišn; mi slož-
kami kmitajícího systému: ,,tendence k návratu" je repre-
zentována v hradně nehmotnou pružinou a ,,setrvačnost"
je vázána v hradně na hmotné těleso. V p ípadě houslové
struny, jak uvidíme v kap. 17, jsou obě zmíněné tendence
vázány na samotnou strunu. Jsou ovšem i jiné mechanismy
kmitri. Nap . p i relaxačních kmitech se pro pohybující
se p edmět vždy v okolí krajní polohy změní,,pravidla
hry", podobně u t ecích tón se pravidelně odtrhují víry od
p ekážky v proudění vzduchu. Zde je nebudeme podrobněji
rozebírat.

|{OXTnOLA 2: Ktery z následuj ících vztahri mezi si-
lou F, prisobící na částici, a polohou částice x, popisuje
harmonick pohyb: (a) F - _5x, (b) F _ -40Ox2,(c)F-l0x,(d)F -3x2?

pŘíxren rc.l
Těleso o hmotnosti m :680 g je p ipojeno k pružině tuhosti
k : 65N.m-l. Těleso, pohybující se na hladké podložce,
vychylíme o x :11cm zrovnovážné polohy x : 0. V nové
poloze je těleso v klidu. Poté jej v čase / - 0 uvolníme.

(a) Jakou silou prisobí v okamžiku uvolnění pružinana těleso?

ŘrŠPNÍ, Podle Hookova zákonaplatí

F : -kx : -(65N.m-1;10,11 m) :
: -7,2N. (Odpověd)

Znaménko minus nám p ipomíná, že síIa a v chylka mají
opačnou orientaci. Skutečně, pružina prisobí na těleso silou,
která smě uje k rovnovážné poloze, zatímco v chylka smě-
uje od rovnovážnó polohy.

(b) Jaká je rihlová frekvence, frekvence a perioda vzniklého
kmitání?

ŘnŠENÍ: Podle rov, (16.11) máme

tt /t65 N.-1
l-:/--*-V 
^- (0.68kg)

: 9,J8rad.s-l = 9,8rad.s-l. (Odpověd)

Frekvenci nyní dostaneme z rov. (16.4):

(16.8)

Síla je tedy p ímo riměrná vl chylce a opačně orientovaná:

F : ma - -kx. (16.9)

To odpovídá Hookovu zákonu pro pružinu, jejíž tuhost je
v daném p ípadě

k: mr,l2 (16.10)

Rov. (16.9) tak vlastně p edstavuje alternativní definici har-
monického pohybu. Ta zní:

Částice o hmotno sti m vykonává harmonick; pohyb,
jestliže na ni pťrsobí síla p ímo írměrná vychylce částice
z rovnovážné polohy a orientovaná proti vychylce.

Soustava pružina * těleso na obr. 16.5 se nazyváhar-
monick; , někdy též lineární oscilátor. Slovo ,,Iineární"
poukazuje na skutečnost, že síla F je riměrná první (a niko-
liv nějaké jiné) mocnině v chylky x. Jeho írhlová frekvence
a.l souvisí yztahem (16.10) s tuhostí pružiny k a s hmotností
tělesa ru. Dostaneme tedy

(írhlová frekvence). (16.1 1)

Kombinací rov. (16.4) a(16.11) pak ihned získáme periodu
harmonického oscilátoru na obr. 16.5:

r - znlT (perioda). (16.12)

Rov. (16.1I) íkátotéž, co rov. (16.12): velkou hodnotu ťrh-

lové frekvence (a tedy malou periodu) dostaneme v p ípadě
tuhé pružiny (velké k) a lehkého tělesa (malé m).

Obr.16.5 Harmonick oscilátor. Jakmile poněkud vych líme
těleso na stranu a poté je uvolníme, vznikne podobně jako u čás-
tice na obr.l6.2 harmonickl pohyb. V chylka tělesa je určena
rov. (16.3).

. (D 19.78 rad.s-l ;+-" 21 2rr,

: 1,56 Hz ž I,6Hz. (Odpověd)
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Periodaje p evrácenou hodnotou frekvence:

11
í (I,56Hz)

:0,64s:640ms. (Odpověd)

(c) Určete amplitudu vl chylky,

ŘEŠPXÍ: V či. 8.4 jsme zkoumali mechanickou energii sou-

stavy pružina i těleso, podobné lineárnímu oscilátoru na

obr. 16.5. Pokud neuvažujeme t ení, mechanická energie se

během pohybu zachovává. V našem p ípadě je těleso uvol-
něno s nulovou počáteční rychlostí v okamžiku, kdy je vzdá-
]eno 11 cm od rovnovážné polohy. Má tedy v tomto okamžiku
nulovou kinetickou energii a má ji také nulovou, kdykoliv
se později opět nachází II cm od rovnovážné polohy. Jeho
největší možná vzdálenost od rovnovážné po|ohy je tedy
11 cm, tj,

ím : 1i cm. (Odpověd)

(d) Určete maximální rychlost kmitajícího tělesa.

ŘBŠPXÍ: Amplituda rychlosti je určena rov. (16.5). V na-

šem p ípadě

,l)m : (Dxm : (9,]8rad.s-1 )(0, 1 1 m) :
: 1,1 m.s-i. (Odpověd)

Těleso má tuto největší možnou rychlost v okamžiku, kdy
právě míjí počátek osy x. Ukazuje to také srovnání obr.16.4a
a I6,4b; největší rychlost odpovídá x : 0.

(e) Určete maximální zrychLení tělesa.

ŘBŠPXÍ, Amplituda zrychleníje určena rov. (16,6). V na-

šem p ípadě

an1 : 02 x^ : (9,]}rad.s-1)2(0, 1 1 m) -
: 11 m.s-2. (Odpověd)

Těleso má toto (co do velikosti) největší možné zrychlení,
kdykoliv senachází v bodech obratu. V těchto bodech je také

největší síla, kterou na těleso prisobí pružina. Ukazuje to také

srovnání obr. 16.4a a I6.4c; v chylka a zrychlení nabyvají
svych největších i nejmenších hodnot současně.

(0 Jaká je fázová konstanta pohybu rp?

ŘBŠPXÍ: V čase t : 0, tj. v okamžiku uvolnění tělesa,

nabyvala jeho q chylka x své maximální hodnoty x-. Rych-
lost u tělesa byla nulová. Tyto dvě relace se nazyvají počá-
teční podmínky. Jestliže je uplatníme postupně v rov. (16.3)

a (16.5), dostaneme

1:coS a 0-sinrp.

Nejmenší írhel, ktery splňuje obě tyto podmínky, je

Q :0. (Odpověd)

(Podmínky jsou splněny také pro libovoln cel násobek rhlu
2r,rad.)

pŘÍxra* ro"e
Uvažujme harmonicky oscilátor na obr. 16.5. V čase r : 0 je
v chylkax(0) rovna -8,5 cm,rychlost u(0) je -0,920m.s-1
a zrych|enía (0) je +4],0m,s-2.
(a) Určete írhlovou frekvenci a frekvenci kmitání.

ŘBŠENÍ: V rov. (16.3) položme t :0. Dostaneme

x(0) : .rm cos 9.

Podobně po dosazení t :0 do rov. (16.5) a (16.6) máme

u(0) : _t.lx^sing

a(O) : -al2x^cos 9.

(1 6.13)

(16.I4)

(16.15)

Poslední t i rovnice obsahují t i neznámé, jmenovité x^, tp

a co. Postupně je nalezneme všechny, v této části ťrkolu hle-
dáme pouze írhlovou frekvenci ctl.

Sestavíme podíl rov. (16.15) a (16.I3). Ze vzniklóho v -

razu vypočteme

:23,5rad.s-1 (Odpověd)

Frekvence / je určena vztahem (16.4), V našem p ípadě

o 123.5 rad.s-l ) :3,J4Hz. (Odpověd)2rt 2r

(b) Určete fázovou konstantu p.

ŘBŠrNÍ: Nejprve sestavíme podíl rov. (16,14) a (16.13):

U(0)

J(0)
-ax^sinq - -atEq.ím cos (p

Z tohoto v ztahu nyní vypočteme tg rp :

U(0)
tgtD:

a.,x (0)

: -0,46I.

-(-0,920 *.r- 1)

(23, 5 rad,s- t 
; 1-0, 085 0 m)

Máme takzatím dvě možná ešení

-25" 9 : I55"

V následující části írlohy rozhodneme,kteráz obou fázovych
konstantje správná.

(c) Určete amplitudu kmitání x-.

_a(0)
-T(0)

_ (47,0m,s*2)
(-0,085 0m)



ŘBŠPXÍ: Vyjdeme z íoy.(16.13) a prozatímně dosadíme

Q : I55",.

.. _ -T(0) _ (-0,0850m) _nm - a*,p - a", l55, -
: 0,094 m : 9,4 cm. (Odpověd)

Podobně hodnota 9 : -25o by vedla k ,T* : -9,4cm,
Avšak amplituda v chylky musí byt vž dy kladnákonstanta -hel9 : -25" musíme vyloučit. Správn vysledek části (b)
je tedy

Q : I55". (Odpověd)

pŘÉxrep r*,-*

Vliv konstantní síly na harmonicb oscilátor. Pružinu z ob-
rázkl 16.5 zavésíme svisle dolri podle obr. 16.6. Osu y orien-
tujme podól ní s počátkem v poloze, kde by byl konec neza-
tížené pružiny. Poté pružinu zatížíme tělesem hmotnosti n.

y

Obr.16.ó P íklad 16.3. Konec nezatižené pružiny je v počátku
osy ). Rovnovážná poloha zatížené pružiny je y.. Vl chylka z této
rovnovážné polohy je y'.

(a) Jakéje protažení y, zatíženépružiny v rovnovážnépoloze?

ŘEŠP|qÍ: V rovnovážnépolozeje vl slednice sil p sobících
na těleso, tj. síly pružnosti F a síly tíhové G, rovna nule. Jediné
nenulové složky jsou y-ové aplatí pro ně

Fy+Gy--kyrlmg:g.

Odtud určíme hledanou rovnovážnou polohu

16.3 POHYBOVÁ ROVNICE PRo HARMONICKÝ POHYB 4l5

(b) Těleso svisle vychylíme a uvolníme. S jakou perio-
dou bude kmitat? Porovnejte tuto situaci s obr. 16.5, kdy
pružina není namáhána tíhou tělesa, a s obecnym ešením
vp.16.1a,b,
ŘPŠBXÍ, P i vl chylce y' z rovnovážné polohy y. prisobí
pružina na těleso silou

F,- : -k(y'+ }.). (16.17)

m8
JLk (16.16)

Na těleso prisobí kromě této síly ještě konstantní tíhová
síla G, takže vysledná síla F" prisobící na těleso je

Fr:Flmg. (16.1 8)

Po dosazení rov. (16.16) a(16.17) do rov, (16,18) dostáváme

Fu,y : -n(r' -T) l m8 - -ky' . (16.19)

Odtud však plyne, že vysledná síla je opět p ímo írměrná
v; chylce z rovnovážné polohy, je opačně orientovaná a má
stejn koeficient írměrnosti - tuhost k, jaky měla nezatí-

| ženápružina. Proto naše soustava kmitá se stejnou frekvencí,|,
I s jakou kmitá soustava na obr. 16.5 ešená v p . 16.1.
I

RADY n xÁuĚry
Bod 16.2: Určení typu kmitdní

V p ípadě libovolného harmonického pohybu jsou zrych-
Iení a a q chylka x vázány vztahem tvaru

a : -(kladná konstanta) . x,

ktery ííká: zrychlení je riměrné v chylce z rovnovážné
polohy, ale je opačně orientované, Jakmile jlž nalezneme
v dané Ioze takovl vztah, mrižeme jej okamžitě srovnat
s rov. (16.]), d. uvedenou kladnou konstantu mrižeme iden-
tifikovat jako a2. Tím jlž vlastně máme írhlovou frekvenci
pohybu. Poté nalezneme pomocí rov. (16.4) periodu Z a frek-
venci f.

V p . 16.8 uvidíme, že tentyž postup lze použít k určení
harmonickych torzních kmitri. V tomto p ípadě jsou hlové
zrychlení e a hlovávychylka0 svázány re7acítvaru

6 : -(kladná konstanta) .0,

která íká: írhlové zrychlení je ílměrné írhlové vychylce zíov-
novážné polohy, je však orientované proti této vychylce. Po-
dobně jako v p edchozím p ípadě mrižeme ztotožnit kladnou
konstantu s ,2, a tím najít postupně veličiny a.l, T a J .

V některych rikolech dospějete nejprve k závislosti síly
F na vychylce x. V p ípadě harmonického pohybu má tato
závislost tvar

P; : -(kladná konstanta) .x.
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To znamená, že síIaje riměrná q chylce, mí í však proti ní.

Jakmile již nalezneme takovou závislost, mťržeme ji okamžitě
srovnat s rov. (16.9), tj. kladnou konstantu mrižeme identifi-
kovat jako k. Jestliže navíc známe hmotnost kmitajícího těle-

sa, uplatníme postupně rov. (16.II), (|6.12) a (16.0 k určení
írhlové frekvence a.l, periody 7 a frekvence /.

Podobně postupujeme pro torzní harmonic pohyb.

V tomto p ípadě je vratny moment síIy M vázán s rihlovou

v chylkou 0 vztahem typu

7y1 : -(kladná konstanta)

kter íká: moment síly je měrn rihlovó v chylce z rovno-

vážné polohy, má však opačny směr.

1,6.4 ENERGIE HARMONICKÉHo
OSCILÁTORU

V kap.8 jsme si již povšimli, jak se energie harmonic-
kého oscilátoru píelrévá sem a tammezí energií kinetickou
a energií potenciálni, zatímcojejich souČet - celková me-

chanická energie oscilátoru E 
-zistávákonstantní. 

Podí-
vejme se nyní na tuto situaci zkvantitativního hlediska.

Potenciální energie harmonického oscilátoru na ob-

rázku 16.5 je spojena v hradně s pružinou. Její velikostzá-
visí na tom, o kolik je pružina stlačena nebo protažena,tedy
na v chylce x(t). Jestliže použijeme postupně rov. (8.11)

a (16.3), dostaneme

Ep(t) _ |kxz _ }t<x!"orzlrt + q). (16.20)

Všimněme si zde pozorně vyranl cos2 Á: jeho v znam je
(cos Á)2 a nelze jej zaměňovat s vyrazem cos A2,ktery znamená
cos(Á2).

Kinetická energie systému je vázánav hradně na kmi-
tající hmotné těleso. Její velikost závisí na tom, jak rychle
se těleso pohybuje, tedy na rychlosti u(t). Z rov. (16.5)

dostaneme

EuQ) _ }*r2 _ }mrzxlsinzlat + q). (16.2I)

Podle rov.(16.11) mrižeme za a2 dosadit k/m, takže
rov. (16.2l) lze p epsat do tvaru

ErG) _ |*r2 _ ltcx2^sin2(at + q). (16.22)

Celková mechanická energie E je součtem p íspěvk zís-
kan ch v rov. (16.20) a (16.22):

E: Epl Eu:
_ |tcx2^"or27rt + q) + it *'^sínz(a:t * 9) -
- )tcx2^(cor2lrt * p) * sinz (at + d).

Pro libovolnl hel cv však platí

"or2o*sin2a:I.
Yyraz ve velk ch závorkáchv rovnici pro energii E je tedy

roven jedné a q sledek zní

E : Ep -l Eu - jt<xz^. (16.23)

Mechanická energie harmonického oscilátoru je tedy sku-

tečně na čase nezávislá,je konstantní. PotenciáIní energie

a kinetická energie lineárního oscilátoru jako funkce času
jsols znázorněny na obr. I6.7a a jako funkce v chylky na

obr. 16.7b.

v chylka;r

(b)

Obr.16.7 (a) Potenciální energie Ep(t),kinetická energie Eu(t)
a celková mechanická energie ,E harmonického oscilátoru jako
funkce času. Všimněte si, že všechny energie jsou nezáporné
a že během jedné periody dojde dvakrát k dosažení maxima jak
u kinetické, tak u potenciální energie. (b) Potenciální energie
Er(t), kinetická energie E*.(t) a celková mechanická energie E
harmonického oscilátoru s amplitudou v chylky x- jako funkce
v chylky x. Pro x : 0 je veškerá mechanická energie tvo ena

energií kinetickou, pro J - *xn", naopak energií potenciální.

Nyní je již patrně pochopitelné, proč obvykle zahrnuje
kmitající systém jednak jist element spojen; s tendencí
návratu do rovnovážné polohy, jednak jist element se-

trvačnosti: první z nich na sebe váže potenciální energii
a druh energii kinetickou.

C)

90
o
C)

Ev(t) + Ep(t)

Eo@)



OXTROLA 3: Těleso na obr. 16.5 má v jistém oka-
mŽiku v chylku x _ +2,0cm. V tomto okamžiku
je jeho kinetická energie 3 J a pružina má potenciální
energii pružnosti o velikosti 2J. (a) Jak je velká ki-
netická energie tělesa p i x : 0? Jaké jsou hodnoty
potenciální energie pružnosti p i (b) x _ -2,0 cm,
api(c)x:-xm?

pŘíxran re.+

(a) Jaká je mechanická energie oscilátoru z p íkladu 16.1?

ŘnŠBNÍ: Dosadíme ridaje z p .16.1 do rov, (16.23):

it r'^ : j {os N..n-') (0, 1 I m)2 -
: 0,393 J = 0,39 J. (Odpověd)

Tato hodnota zistává během pohybu konstantní.

(b) Jaká je potenciální energie tohoto oscilátoru v okamži-
ku, kdy se těleso nachází na polovině cesty k bodu obratu,
tj. jestliže x: X.x^/2?

ŘPŠPXÍ: Pro libovolnou vychylku je potenciální energie
určena vztahem Eo : }kx2. V našem p ípadě

}k*2 : it, (ir^)' : i (it *r^) :
: iE: }{0,39lJ) : 0,098J. (odpověd)

(c) Jaká je kinetická energie oscilátoru p i x : x^/2?
ŘEŠBN{Í: Kinetickou energii nalezneme pros| m odčítá-
ním:

Eu: E - Ep:
:0,393J - 0,098J = 0,30J. (Odpověd)

Jestliže se tedy kdykoliv během kmitání těleso nacházív bodě
x : xn f 2, má25 7o jeho mechanické energie formu energie
potenciální a75 Vo formu kinetickó energie.

16.5 TORZNÍ xurry
Na obr. 16.8 vidíme jinou variantu harmonického osciláto-
ru. Na rozďíl od p edchozích p íkladri, kde hybnou silou
bylo protažení či stlačení pružiny, zde prisobíkrolcení zá-
věsného vlákna. Uvedené za ízení se nazyvátorzníkyva-
dlo, slovo torze znamenákroucení.

Jestliže pootočíme disk na obr. 16.8 vzhledem k jeho
rovnovážné poloze (v ní ukazuje ryska na značku 0) a pak
uvolníme, začne ryska kmitat kolem rovnovážné polohy;

16.5 ToRzNí rlrny 417

j , jupevněnÝ konec-_,_;:,,,'.
,l

!
i:

||,

izávěsné vlákno

í,

|],

referenční ryska

Obr.16.8 Torzní kyvadlo je otáčivávarianta lineárního harmo-
nického oscilátoru z obr.l6,5. Disk kmitá ve vodorovné rovině;
referenční ryska se vychyluje s írhlovou amplitudou g-. V prri-
běhu kroucení na sebe závěsnó vlákno vážepotenciálníenergii,
podobně jako ji dííve vázala pružina. Kroucením se současně
vytváíívratnl točiv moment.

dojde k torzním kmitrim. P i hlové v chylce rysky 0
v libovolném z obou směrri vznlká yratny silov moment,
určenl vztahem

M - -x0. (I6.24)

Konstanta N (íecké písmeno kappa) se jmenuje torzní tu-
host neboli tuhost ve zkrutu. Její velikost závisí na délce
závěsného vlákna, na jeho pruměru a na materiáIu,zněhož
je vlákno vyrobeno.

P i srovnání rov. (16.24) a (16.9) začináte tušit, že
rov. (16.24) je vlastně torzni varianta Hookova zákona. Po-
kusíme se tedy transformovat rov. (16.12), udávající pe-
riodu linerárního oscilátoru, na rovnici pro periodu torz-
ního oscilátoru. V rov. (16.12) p edně nahradíme tuhost
pružiny k veličinou, která nyní mě í velikost vratné tenden-
ce; tou je podle rov. (76.24) torznítuhost x.DáIenahradíme
v rov. (16.12) hmotnost m veLlčinou,kterájí nyní od,povídd,

d. která nyní vyjad uje setrvačnou tendenci p i otáčení dis-
ku; tou je moment setrvačnosti 1 kmitajícího disku. Tyto
dvě substituce nás jIžpfivádějí ke vztahu

(torzní kyvadlo) (16.25)

pro periodu torzního oscilátoru neboli torzniho kyvadla.

pŘíxrnn re.s
Na obr. 16.9a vidíme tenkou tyč délky L : l2,4cm o hmot-
nosti lqt : 135 g, zavěšenou uprost ed na dlouhém vlákně.
Pro tento torzní oscilátor jsme změ ili periodu Ta:2,53s.
Na obr. 16.9b je znázorněno nepravidelné těleso X, zavěšené

lT
T _2n -

*0^
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na stejném vlákně. Pro tento torzní oscilátor jsme namě ili
periodu Tt : 4,J6 s,

:|.!] . " ,1.|.

těleso X
(b)

].

Zavesne ,

vlákno i

a

ť 
*t^,

J

tvC
J

l-'---- -'-----*|

.4/ 'q,.

'-," ""-*'

(a)

Obr.16.9 P íklad 16.5. T i zobrazenátorzní kyvadla jsou tvo ena

závěsnym vláknem a (a) tyčí, (b) nepravidelnym tělesem a (c) tyčí
pevně spojenou s nepravidelnym tělesem.

(a) Jak je moment setrvačnosti tělesa X vzhledem k ose,

určené závěsnym vláknem?

ŘPŠPNÍ, Podle tab, 11 .2e je moment setrvačnosti tenkó

tyče vzhledem k ose, procházející st edem tyče kolmo na

její osu, roven i*L', Máme tedy

l . l ___
I^ : -:=mL' : _(0,135 kg)(O. l24m)2 :

12 12

: I,J3.10-a kg.m2.

Napišme nyní dvakrát rov. (I6,25);jednou pro tyč a podruhé

pro těleso X:

r^: Zn,P a\x rb :2nE.

Spodní indexy zde odpovídají po adě obr. I6,9a a 16.9b.

Torzní konstanta z vyjad uje vlastnosti vlákna a to je na

obou obrázcích stejnó. Liší se pouze momenty setrvačnosti

a periody.
Nyní obě uvedené rovnice umocníme a druhou z nich

vydělíme rovnicí první. V sledn vztah p edstavuje rovnici

pro 16. Jejím ešením dostaneme

T,2 n 1(4.]6s\2L -I'b -(1.73.10-akg.m2)' -lb-ra4- \rt/J rv !\6",,(2.53s)2

:6,I2.10-a kg.m2 (Odpověd)

(b) Jaká by byla perioda kmit torzního oscilátoru na

obr. 16.9c, vzniklého spojením obou uvažovan; ch těles a je-

jich zavěšením na uvažované vlákno?

ŘnŠPNÍ, Opět napíšeme dvakrát rov. (16.25), avšak tento-

krátjako

Z T":)n

Sestavíme opět podíl druhého a prvního vyrazu a dosadíme

Ic: Iu i 1t. Dostaneme tak

: (2,53 s)
(6,I2.10-a kg.m2)

(I,]3,10-a kg.m2)

16.6 KYVADLA

Nyní se zamě íme na jistou t ídu harmonick}ch oscilátor ,

u nichž je vratny element spojen s gravitační silou, a ni-

koliv s elastickymi vlastnostmi vlákna p i jeho kroucení,

pop ípadě se stlačením aprotažením pružiny.

Matematické kyvadlo
Upevněme dlouhé vlákno na nosník a zavésme na jeho

spodní konec jablko. Kdyžjablko slabě vych líme a pak

uvolníme, bude jeho další pohyb periodick . Avšak je toto

kyváníharmonick pohyb? V idealizované situaci budeme

uvažovatmatematické kyvadlo, abstraktní objekt, tvo eny

bodovou částicí o hmotnosti m (zóvaží kyvadla) a ne-

hmotnym pevn m vláknem délky t. Vše je znázorněno

na obr. 16.10a: závaží se volně houpe tam a zpét v rovině

stránky, tj. doleva a doprava od svislé p ímky vedené bodem

závěsu.

(a) (b)

Obr.16.10 (a) Matematické kyvadlo. (b) Nazávaží prisobí dvě

síly: tíhová síIa mg a síla vlákna Fn. Tečná složka tíhové

síIy mg sin 0 p edstavuje vratnou sílu: snaží se vrátit závaži do

rovnovážné polohy.

Setrvačny element tohoto kyvadla je spojen s částicí

hmotnosti m. Yratny element spočívá v p itažlivém pťl-

sobení mezi částicí a Zemí. Změna potenciální energie jeTu:2r b
N

I:
X

Tc: Ta E-,
V', -,"



určena změnou v šky částice nad povrchemZemě; na ver-

tikální pohyb závažirnrižeme pohlížetjako na změnu délky

,,gravitačnípružiny".
Na závaží p sobí dvě síly, obě jsou zobtazeny na

obr. 16.10b: tíhová síla mg a síla vlákna Fn. Tíhovou sílu
rozložíme na radiální složku m8 cos? ana složku mg sin?
tečnou k ďráze částice, ataprávě p edstavuje vratnou sílu.

P sobí tottž vždy proti vychylce částic e a snažíse ji vrátit do

rovnovážné polohy (9 - 0), kde by byla, kdyby nekmitala.
Napišme tedy vratnou sílu ve tvaru

] 1!)

částice. P íčina je však patrnázrov. (16.28): r,ratná tenden-

ce, mě ená tuhostí ,,efektivní gravitační pružiny" nt g l L. je

sama o sobě írměrná hmotnosti částice. obě hmotnosti se

tedy v rov. (16.28) nakonec zk<tátí.

I zde se během každého cyklu mění kinetická energie

kyvadla v potenciální a naopak (obr.8.7).

Fyzické kyvadlo
Skutečná kyvadla se většinol vyrazně odlišují od kyvadla
matematického. Na obr. 16.11 vidíme obecné fyzické ky,
vadlo; tak budeme nazyvat skutečná kyvadla, kde hmota

není soust eděna do jediného bodu. Tíhová síIa mg prisobí
v těžišti 7.

lt

F : -m8 siná,

ve kterém záp orné znamení upo z orňuj e, že síIa pri s obí proti

vychylce.
P edpokládejme nyní, že íhel 0 na obr.16.10 je ma-

Iy. Yyraz sin 0 je tedy pňbližně roven írhlu 0, vyjád-
enému v radiánech. (Nap íklad pro 0 _ 5,00o, tj. pro

0 - 0,08J 3rad,dostaneme sin0 _ 0,087 2 - odchylka
činí pouze něco kolem 0,1 7a.) Dále, v chylku částice s
budeme mě it podél její obloukové trajektorie; je tedy

rovna Z0. Celkově nabyvárov. (16.26) pro malá 0 tvar

(16.26)

(16.21)

/

-x
/l/,qcosH\ r

\,,

mg sin9

F x -m80.

Obr.16.11 Fyzické ky-
vadlo. Vratny silov
moment je (.ms siná)(ň).
Piá:OsetěžištěZ
nachází p ímo pod
bodem závěsu o,

Letmy pohled zpátky na rov. (16.9) nám ukazuje, že

zďe máme opět tvar podobn Hookovu zákonu. Roli v -

chylky x hraje nyní írhlová v chylka 0. Jestliže je tedy

rihlová v chylka matematického kyvadla malá,mrižeme jej

pokládat za harmonicky oscilátor, podobny soustavě pru-

žtna l těleso na obr. 16.5. Jinymi slovy, kyvání závaží je
harmonick pohyb. Amplitudou rihlové v chylky 0 je nyní
rihlová arnplitudz 0^, tj. největší ťrhel p i k vání. Roli
tuhosti pružiny k hrale veličina mg lL, tuhost ,,efektivní
gr av itační pružiny " kyvadla.

Periodu kmit matematického kyvadla získáme z roy-
nice (16.I2), jestlIže v ní za k dosadíme mg l L:

T -2n (16.28)

tedy celkově

T _2n (matematické kyvadlo). (16.29)

Rov. (16.29) platí pouze v p ípadě, že rhlová amplituda
kmitání 0m Je malá (pokud nebude ečeno jinak, považu-
jeme tuto podmínku v írkolech této kapitoly za splněnou).

Mriže se zdát, že v rov. (16.29) chybí eiement setrvač-

nosti, protože perioda nám vyšla nezávislá na hmotnosti

Když vych líme kyvadlo na obr. 16.1r z rovnovážné
polohy v libovolném směru o írhel 0, vzníkne vratny si-

lovy moment M. Tento moment pťrsobí vzhledem k ose

procházející bodem závěsu O aplatí

M - -(mg sin0)(á). (16.30)

Zde mgsinO je tečná složka tíhové síIy mg a h (déIka
írsečky Or) je rameno síly pro tuto tečnou složku. Zna-
ménko minus vyznačuje, že dany silovy moment prisobí
proti v chylce. Jin mi slovy, silovy moment se vždy snaží
zmenšit rihel 9 na nulu.

Nyní opět omezíme naše ťrvahy na p ípad mal ch vy-
chylek, vezmeme tedy sin 0 x 0. Rov. (16.30) tak nabyvá
tVar

M x -(mgh)O.

.e

mg

( 16.3 1)

Srovnání s rov. (16.24) ukazuje, že jde o analogick p ípad.

V p ípadě malé írhlové amplitudy 0- vykonává fyztcké
kyvadlo harmonick pohyb. Yyrazmghv rov. (16.31) hraje

nyní roli torzní konstanty x z rov.(16.24). Jestliže tedy
provedeme tuto substituci v rov. (16.25), dostaneme pro

m

T
m

*8lL'

L
oó
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periodu fyzického kyvadla vztah (stále za podmínky malé
rihlové amplitudy á.)

lI
T _ 2n.l . (fyzícké kyvadlo). (16.32)

\ *8n

Zde I je moment setrvačnosti kyvadla vzhledem k ose,

která procházíbodem závěsu kolmo k rovině kyvání, a h 1e

vzdálenost bodu závěsu od těžiště.

Intuitivně je jasné, žesefyzické kyvadlo nebude kyvat,
jestliže jej zavěsíme v těžišti; bude se ovšem otáčet. Náš

vzorec pro dobu kmitu tottžplatíjen pro malou vl chylku,
tj. mal írhel0. V p ípadě h --> 0 však i sebemenší podnět

zprisobí, že tato podmínka nebude splněna a že místo (ma-

1 ch) kyvri dojde prostě k otáčení kolem osy - podobně
jako kdybychom do kyvadla s větším h velmi prudce vra-

zlli.Ifrekvenci těchto otáček lze ovšem spočítat, ale nikoli
podle vzotce (16.32) platného pro malé rihlové amplitu-
dy.

Každému fyzickému kyvadlu, které kmitá kolem bodu
závěsu O s periodou Z, odpovídá matematické kyvadlo
jisté délky Zg kmitající se stejnou periodou 7. Tuto tzv. re-
dukovanou délku Lg lze zjistit z roy. (16.29). Pro dany

bod závěsu O fyzíckého kyvadla m žeme tak vždy určit
tzv. st ed kyvu - bod O1,Iežící na spojnici bodu závěsu

O a těžlšté ve vzdálenosti L6 od bodu závěsu ve směru

k těžišti. Necháme-li poté toto kyvadlo kl vat kolem st edu

kyvu O' (ako tzv. reverzní kyvadlo), zjistíme, že se kyvá
se stejnou periodou 7, jako když bylo zavěšeno v bodě O.
Naopak, experimentálním nalezením bod O, O' s touto

vlastností \ze určit Lg azněj azperiody 7 vypočítat velmi
p esně hodnotu tíhového zrychlení g.

Poznamenejme ještě, že matematické kyvadlo lze po-

kládat za spectáIní p ípad fyzického kyvadla na obr. 16.1 1.

Skutečně, v p ípadě matematického kyvadla je vzdáIe-

nost h na obr. 16.11 jednoduše jeho dólka L a moment

setrvačnosti 1je mLZ. Když tyto dvě veličiny dosadíme do

rov.(16.32), vyjde nám

T _2tt

což je p esně rov. (16.7|9), tj. vztah pro periodu matematic-

kého kyvadla.

Mě ení tíhového zrychlení
Fyzick}m kyvadlem lze mě it tíhové zrychlení g - tisíce
takov ch mě ení bylo provedeno během geologick ch pru-

zkum .

Uvažme pro jednoduchost kyvadlo tvo ené homogenní
tyčí délky L, zavéšenou na jednom konci. Pro takové kyva-
dlo je veličina á v rov. (16.32), tj. vzdálenost mezi bodem
závěsu a těžištěm, rovna !t. Oarc po ebujeme znát mo-
ment setrvačnosti tyče vzhledem k ose otáčeni. Ta je kolmá
k ose tyče a procházíjejím koncem; z tab.I1.2f zjistíme
7 _ lmL2. Nakonec dosadíme h _ Lt u I _ lmLZ do

rov. (16.32) a ešíme tuto rovnici vzhledem ke g. Vl sledek
je

8x2 L
" 3T2'

Jestliže tedy změ íme délku tyče L a periodu kmit 7, mri-

žemevypočítat hodnotu g. (Pro zvyšeníp esnosti mě ení se

provádí celá ada vylepšení, nap íklad kyvadlo se pohybuje

ve vakuové komo e).

OI*{TROLA 4: T i fyzíckákyvadla hmotností mg,2mg,
a3mg (zŇznychmateriál ),mají stejn tvar, velikost
a bod závěsu. Se adte je sestupně podle jejich period
kmit .

rŘÍrran to.e
Metrová tyč na obr.I6.I2a, zavěšená na jednom konci, tvo í
fyzické kyvadlo.

(a) Jaká je jeho perioda kmitání?

ŘBŠPNÍ: Z :rrb.I|.Zf zjistíme moment setrvačnosti tyče

vzhledem k ose otáčení, která je kolmá k ose tyče aprochází
jejím koncem: I - !mL2. YzďáIenost h bodu závěsu od

těžiště, které je v bodě T na obr. 1,6.!2a, j" Lt. Po dosazení

těchto dvou veličin do rov. 06.32) dostaneme

(16.33)

(b) Uvažme opět metrovou tyč na obr.l6.12a. Jakáje redu-

kovaná délka Lg mezibodem závěsu O a st edem kyvu?

ŘBŠnNÍ: K určení st edu kyvu tyče pot ebujeme znátdélku
l,6 matematického kyvadla (obr.16.12b), jehož perioda se

shoduje s periodou kmit tyče. Musí se tedy shodovat pravé

strany rov. (16.29) a (16.34):

7r" EIr :2r|; :r"l *.
Tato podminka již dávápožadovanou délku

r I T*L'l3T_1*l__1-1' -'"V m7h '''! *8(Ll2) -
EI l 2(l J0 *)_1* l 1* I , 

--'"V 39 -'"! 3{9,8m,s-2) -
: 1,64 s. (Odpověď) (16.34)

22Lo: ,t : 
, ttOOcm) - 66,7 cm. (OdpověÓ

l r lmL2l - _1Ť l -)nl _ Lll_ l _ 2lu

\ ^sn \ *sL



Vypočtená délka je rovna vzdálenosti bodu P na obr. I6.12a
od bodu závěsu O. Bod P je tedy st edem kyvu daného
fyzického kyvadla vzhledem k danému bodu závěsu.

(a)

Obr. 16.12 P íklad 16.6. (a) Metrová tyč, zavěšená na jednom kon-
ci, tvoff fyzické kyvadlo. (b) Matematické kyvadlo, jehož délka L6
je zvolena z podmínky rovnosti period obou kyvadel. Vzdálenost
bodu P privodního kyvadla (a) a bodu závěsu je Zg. Bod P je tedy
st ed kyvu privodního kyvadla vzhledem k danému bodu závěsu.

pŘírlan ro.z
Kotouč o poloměru R : I2,5cm se otáčí kolem bodu O,
umístěného ve vzdálenosti ň od jeho st edu T (obr. 16.13). P i
h : R/2 má vzniklé fyztcké kyvadlo periodu Z : 0,871 s.

Jaké gravitační zrychlení g je v místě, ve kterém se kyvadlo
nachází?

Obr.16.13 P íktad 16.7.Fyzické kyvadlo je tvo eno homogenním
diskem, volně pohybliv m kolem bodu závěsu O .Y zdálenost bodu
závěsu O od těžiště 7 je rovna polovině poloměru disku.

ŘBŠENÍ: Moment setrvačnosti kotouče vzhledem k ose,
procházející jeho těžištěm ve směru kolmém k rovině disku,
má hodnotu 17 : i-R'. Podle Steinerovy věty je moment
setrvačnosti vriči ose, procházející bodem O a rovnoběžné
s popsanou těžišťovou osou

I: Ir lmh2: jmR2 +*(+R)': 1.Rr.

16.6 KYVADLA 42l

V rov. (16.32) tedy uplatníme I : }mR2 a h :

Nakonec tuto rovnici vy ešíme vzhledem ke g:

6n2 R 6x210,I25 m):_
T2 (0.87 l s)2

:9,76m.s-2, (Odpověd)

pŘírran to.a
Tučňák na obr. 16.14 se určitě vyzná ve vodních sportech.
Právě se chystá ke skoku z homogenního skokanského prk-
na, které se vlevo volně otáčí kolem čepu a vpravo je pevně
spojeno s pružinou. Délka prkna je L : 2,)m,jeho hmor
nost m : '1,2kg, tuhost pružiny k činí 1300N.m-1 a její
hmotnostje zanedbatelná. Skok tučňáka vyvolá kmitání prkna
a prlžiny s malou amplitudou. P edpokládejme, že prkno je
dostatečně pevné, takže se p i kmitání neproh bá. Nalezněte
periodu kmitání T.

ŘPŠBXÍ: Pružina prisobí na prkno proměnnym momentem
síly M (vzhledem k ose otáčení prkna). Prkno se proto v čepu
otáčí s proměnnym írhlov m zrychlením e. Součástí rilohy
je pružina a napadne nás, že vzniklé kmitání by mohl b t

harmonick pohyb. Ponechme však prozatím tuto otázku
otev enou. Místo toho použijeme nejprve rov. (11.30) spolu
s rov. (11.35):

M : LF sin90o : Ie. (16.35)

Zde I je moment setrvačnosti skokanského prkna p i jeho
otáčení kolem čepu, F je síla, kterou prisobí pružina na prav
konec prkna, a 90' je írhel, kter svírá podélná osa prkna se
směrem síly F.

Prkno p edstavuje v podstatě tenkou tyč upevněnou na
jednom konci, takže podle tab. 11.2f máme I : mLz /3.Pru-
žinavytváíi sílu F : -kx, kde "r je svislá lineární v chylka
pravého konce prkna.

Tytovyrazv pro F a 1 dosadíme do druhého a t etího členu
v rov. (16.35). Máme tedy

mL2e
a
J

(l6.36)

Poslední rovnice p edstavuje kombinaci lineární svislé v1 -

chylky x a írhlového zrychlení e p i rotaci prkna kolem čepu.
Mrižeme ji však p epsat do tvaru, kterl obsahuje pouze írhlové
veličiny. Podle rov. (1I.í5) totižplatí

TrT:2r l- -2TT
\ ,sl,

(b)

2x
3R
)o
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Zďe 0 je írhlová vychylka prkna p i jeho rotaci kolem če-

pu, / : t je poloměr této rotace a s značí délku oblou-

ku, po kterém se pohybuje pravy konec prkna. Pro malé

írhlovó v chylky 6 m žeme délku oblouku s aproximovat

svislou vychylkou x. Napíšeme tedy x : 0 L a dosadíme do

rov. (16.36):
mL2e_LkOL: 

3 .

Po jednoduché írpravě nakonec máme

bychom asi ekli, že pohyb každého měsíce se jevil jako har-

monicky pohyb kolem disku Jupitera coby rovnovážné po-

Iohy . Záznamy těchto poz orov ání, p s ané Galileov ou vlastní

rukou, jsou dodnes poučné. A. P. French, pracovník MIT,
sestrojil na zák\adě Galileovych záznamri časovou závis-

lost zdánlivé polohy měsíce Callisto vzhledem k Jupiteru.

Vyslednou Kivku vidíme na obr. 16.15: malé kroužky zná-

zorňují p ímo Galileovy hodnoty a samotná Kivka p edsta-

\po9et nocí

\oo

\-
-10

{vllichod

-l515.I. 20 25 30 5.[. 10 15 20 25 1.ilI.

Obr.16.15 Úhel mezi Jupiterem a jeho měsícem Callisto, mě-

en p i pozorování ze Zemé. Malé kroužky odpovídají Galile-

ově pozorování z roku 1610. Proložená Kivka silně p ipomíná

časovou závislost vychylky pro harmonick pohyb. Ze známé

st ední vzdálenosti Jupitera od Zemé spočteme, že 10 írhlo-

vych minut odpovídá oblouku dólky zhruba 2,rc6 km. (P evzato

z knihy A. P. French, Newtonian Mechanics, W. W. Norton &
Comp., New York, 1971, p. 288.)

vuje nejlepší aproximaci těchto hodnot, získanou vhodnymi

numerickymi metodami. K ivka silně p ipomíná vychylku
pro harmonick pohyb, určenou rov. (16.3). Perioda pohy-

bu, odečtená p ímo z grafu, činí p ibližně 16,8 dn .

Ve skutečnosri však krouží Callisto kolem Jupitera

s prakticky konstantní rychlostí po prakticky kruhovó drá-

ze. Jeho skutečny pohyb tedy není ani zdaleka harmonicky;
je to rovnoměrny kruhov pohyb. A to, co Gaiileo viděl,

byla projekce rovnoměrného kruhového pohybu na p ím-

ku,ležící v rovině pohybu. Pozoruhodná Galileova mě ení

nás tak p ivádějí k závěru, že rovnoměrny kruhovy pohyb,

pozorovan y ze sttany, dáváharmonick pohyb. Řečeno for-

málněji:

3kc---A
m

S p ekvapením zjišťuj eme, že vysledná perioda

délce prkna L. Kdybychom uvažovali prisobení

prkna, dostali bychom stejny vysledek, avšak

poloha by byla niž (viz p íklad 16.3).

Obr.1
a skok

l

(16.31)

20

o

E
\()

c
o
o

E

(.)

15

1rápu,a
:10:
]

5.

ll" l0

-5

Tato rovnice je ťrhlová varianta základní rov. (16.7). Ríká
nám, že prkno skutečně vykonává harmonické kmity s írh-

lovym zrychlením 9 a s írhlovou vychylkou 0. Srovnání

rov. (16.37) a (16.1) navíc poskytuje írhlovou frekvenci pro

tento oscilátor:

to znamená a : J1ETn. Nakonec uplatníme rov. (16.4),

podle kteÉ a :2rlT, atedy

Iin.T. 
-.)- 

l 
-')-l_L)|,l--L)|

V3k
: 0,35 s.

,, 3k
a

m

(Odpověd)

nezávisí na

tíhové síly
rovnovážná

6.14 Píiklad 16.8. Skok tučňáka vyvolá kmitání pružiny

.anského prkna. Na levém konci se prkno otáčí kolem čepu.

1,6.7 KMITÁNÍ n RovNovrĚnNÝ
KRUHOVÝ POHYB

V roce 1610 objevil Galileo s použitím svého nově se-

strojeného dalekohledu čty i hlavní měsíce planety Jupiter.

P i pozorování, prováděném v pruběhu několika tydnri, se

každy z měsíc pohyboval tam azpétv okolí planety. Dnes

Proiekcí rovnoměrného kruhového pohybu na prťrměr

kružnice, po níž kruhov pohyb probíhá, vznlká harmo-

nick pohyb.

Na obr. t6.I6a vidíme p íklad takové projekce. Refe-

renční čóstice P/ vykonává rovnoměrn kruhovy pohyb;

pohybuje se (konstantní) íihlovou rychlostí a,l po referenční

(12 kg)

3(1300N.m



kružnici. Poloměr kružnice x^udávásoučasně velikost po-
lohového vektoru částice. Úhel, kter svírá prrivodič částice
s osou x v čase /, je roven oí * rp,kde p je velikost tohoto
ťrhluvčase/-0.
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To je p esně rov. (16.3). Náš závěr je tedy správn1 : jestliže
referenční částice P' vykonává rovnoměrny kruhov po-
hyb, vykonává projektovaná částice P harmonickl pohyb.

Tento vztah vrhá nové světlo na rihlovou frekvenci rr,r

harmonického pohybu, Ukazuje nám, odkud se vzalo ad-
jektivum ,,tihlová". Veličina a,r je jednoduše konstantní rih-
lová rychlost pohybu referenční částice P' po referenční
kružnici; fázová konstanta rp je určena polohou referenční
částice P' nareferenční kružnici v čase t : 0,

Na obr. 16,16b vidíme rychlost referenční částíce Pl.
Velikost vektoru rychlosti je ax*,jeho projekcí na osu í
dostaneme

u(t)--(Dxmsin(aX*Q),

což je p esně rov. (16.5). Rychlost částice P na obr. 16.16b
mí í doleva, ve směru klesající q chylky x. Tomu odpovídá
záporné znaménko v uvedeném vzorci pro rychlost.

Obr. 16.16c ukazuje zrychlení referenční částice P/,
Velikost vektoru zrychlení rrs2x^ a jeho projekce na osu -r

mátvar

a(t) _ -a,,2 x^cos(ctl/ l Q),

tedy p esně tvar rov. (16.6). Atuž tedy zkoumáme vychy1-
ku, rychlost nebo zry chlení, proj ekcí rovnomětného kruho -

vého pohybu dostaneme vskutku harmonicky pohyb.

16.8 TLUMENÝ oscILÁToR
Kyvadlo pono ené do vody se patrně vribec kyvat nebude;
bude se t ít o vodu natolik, že se jeho pohyb rychle utlumí.
Lepší je to u kyvadla ve vzduchu, ale t zde se pohyb po
čase zastaví,protože vzduch opět p sobí na kyvadlo t ecí
silou, atím mu odebírá mechanickou energii. T ení prisobí
také v bodě závěsu kyvadla.

Jestliže vnější síla tlumí pohyb oscilátoru, hovo íme
o tlumeném oscilátoru, pop ípadě o tlumeném kmitá-
ní. Iďealizovany p íklad tlumeného oscilátoru vidíme na
obr. 16,17: těleso o hmotnostt m kmttána pružině tuhosti k.
Těleso je spojeno tyčí s pístem, pono enym v kapalině
(hmotu tyče i pístu zanedbáme). P i pohybu pístu nahoru
a dolri p sobí na něj (a tedy na cely kmitající systém) ka-
palina brzdnou t ecí silou. V prťrběhu času se mechanická
energie soustavy pružina -l těleso zmenšuje, její část se
spot ebuje na zahíátí kapaliny a pístu.

P edpokládejme, žebrzdná síla F6, kterou prisobí ka-
palina na píst, je riměrná rychlosti v pístu a tělesa (tento
p edpoklad spiněn, pokud se píst pohybuje pomalu). Je
tedy

Fl6 - -bu,

m

aí *Q

',---A...!'
)r' ] 'i

š]*-*""*|j-"
uG) Pl

/
,/"o.rrooo,.-,*

_v

(c)

Obr.16.16 (a) Referenční částice P' se rovnoměrně pohybuje
po referenční kružnici o poloměru x-. Polohu částice P získáme
projekcí polohy Pt na osu .rr. Částice P vykonává harmonick
pohyb. (b) Projekcí vektoru rychlosti y reí'erenční částice do-
staneme rychlost harmonického pohybu. (c) Projekcí vektoru
zrychlení o referenční částice dostaneme zrychlení harmonic-
kého pohybu.

Projekcí polohy částice Pl na osu J dostaneme novou
polohu, Řekněme, že se v nínacházíjiná částice, částice P.
Jinymi slovy, projekcí polohy částice P' na osu,r dosta-
neme polohu x(r) částice P. Snadno vidíme, že platí

x(t) : xnr cos(rtll + q). (16.38)

b\
*'"'

{
at *9

a(t) P

a.\

at *9
a
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Obr.16.17 Idealizovan p íklad tlumeného harmonického os-

cilátoru. Píst pono en do kapaliny prisobí na kmitající těleso

tlumící silou.

kde bje součinitel ritlumu. Tato konstanta závisí na vlast-
nostech pístu a kapaliny. Její jednotka v soustavě SI je
kg.r-l . Záporné znaménko ukazuje, že tíecí síla pťrsobí

vždy proti rychlosti. Na hmotné těleso tak prisobí v sledná

síla
Fv--kx-bu

neboli, jestliže položíme u _ dx lďt,

rov. (16.3) pro q chylku netlumeného oscilátoru. Jestliže
je tlumení slabé, p esněji jestliže b < {km, platí c,o' ! co.

Jestliže je naopak tlumení silné, bude p i jisté kritické hod-
notě součinitelu írtlumu bc : zJkm vyraz pod odmocni-
nou v rov. (16.41) nulov ap iještě většímtlumení dokonce
záporny. Řešení diferenciální rovnice se pak kvalitativně
mění. Rozborem tohoto aperiodického pohybu se nebu-
deme dáIe zabyvat.

Funkce v rov. (16.40) se chová jako oscilující funkce
s postupně klesající amplitudov xme-bt lQ*) . Tento závér
je také naznačenna obr. 16.18. Jak jsme viděli d íve, v p í-
padě netlumeného oscilátoru je mechanická energie kon-
stantní a je dána rov.(I6.23): E - it *'^. U tlumeného

oscilátoru mechanická energie s časem klesá. Pro slabé

tlumení m žeme amplitudu .Tm v rov. (16.23) nahradit vy-
razem xme-bt lQ') . Získáme tak závislost

E(t) x !k*'*"-o'l,", (16.42)

kter á nám ííká, že mechanická energie tlumeného o s cil átoru

klesá exponenciálně s časem.

Obr.16.18 Časová závislost v chylky tlumeného oscilátoru na

obr. 16.17. Polžité parametry odpovídají hodnotám v p .16.9.
Amplituda kmitání, určená vytazem x^g-btl(2m), klesá expo-
nenciálně s časem.

pŘíxran re.q
Tlumeny oscilátor na obr. 16.17 je popsán paíametíy m :
: 250 E, k :85 N.m-l a b :70 g.s-l .

(a) Určete periodu kmitání.

rioda je p ibližně určena vyrazem pro netlumen oscilátor.
Z rov. (16.12) dostaneme

m ^ l(0r5kg),l- 
-1- 

I 
-1_ 

l'--"V k-''' (85N,m l)-
: 0,34 s. (Odpověd)

(b) Zajak dlouho se zmenší amplituda kmitání na polovinu
své počáteční velikosti?

dxFv--kx-b* (16.39)

Tuto celkovou sílu dosadíme do druhého Newtonovazáko-
na. Vysledkem je diferenciální rovnice

d,2x dxmďtr*b*-lkx:0,

jejímž ešením je funkce

x(t) - xme-bt/(2') cos(al't * Q), (16.40)

kde rihlová frekvence ro'tlumeného oscilátoru je ďánavy-
razem

(16.4I)

Jestliže tlumení riplně chybí, tj. jestliže b : 0, redukuje

se rov.(16.41) na rov.(16.11) a dostáváme známy vyraz
a _ JETn pro rihlovou frekvenci netlumeného osciláto-
ru. Podobně se v tomto p ípadě rov. (16.40) redukuje na

k52
;- ha



ŘBŠBXÍ: Závislost amplitudy na čase r je určena rov-
nicí (16.40). Amplituda klesá podle vztahl x^e-btl(2m). leji
počáteční velikost v čase t : )je x*. Hledáme tedy takov1
čas r, kter; splňuje rovnici

xme-btl(2m' : l,*^.

Obě strany rovnice dělíme -Tm a srovnáme p irozen; logarit-
mus obou stran nové rovnice:
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1,6.9 NUCENB rurrY A REZONANCE
Kďyž se někdo pasivně houpá na houpačce, je to p íklad
volného kmitání. Jestliže nějaká další osoba houpačku na-
víc periodicky tahá nebo tlačí, jako na obr. 16.I9, probíhá
nucené kmitdní. V tomto p ípadě se musíme zabyvatdvěmct
rhlovl mi frekvencemi. (1) Vlastní ťrhlová frekvence rr,r je
rihlová frekvence systému náhle vyvedeného z rovnováhy
a pak ponechaného volně kmitat. Q) Úhtová frekvence a4
vnější budicí síly.

Obr.16.19 ZfyzIkáIního hlediska jsou na obrazeNikolase Lan-
cretanaznačeny dvě frekvence: (1) vlastní frekvence, tj. frekven-
ce, s jakou by se slečna houpala, kdyby byla ponechána sama
o sobě, a (2) frekvence, s jakou tahá její píítel za proyaz. Rezo-
nance nastane, jsou-li tyto frekvence shodné.

K p edstavě nuceného kmitání harmonického oscilá-
toru použijeme opět obr. 16.17. Musíme ovšem p edpoklá-
ďat, že se ,,pevny nosník" nyní pohybuje harmonicky na-
horu a dolri s námi určenou ťrhlovou frekvencí ab.IJ tako-
vého oscilátoru se nakonec ustaví nucené kmity s ťrhlovou
frekvencí a,r6 budicí síly a s vychylkou

x(t) - x-cos(a,r6t *Q), (16.43)

kde x- je amplituda nucenych kmitri.
Velikost amplitudy v chylky x- je dána poměrně kom-

plikovanou funkcí proměnnych ol a a_6. Jednodušší je po-
psat amplitudu rychlosti nucenych kmitri u*: amplituda
rychlosti je největší, jestltže splníme podmínku

(Db: a) (rezonance). (16.44)

Tato podmínka rezonance je současněp ibližnou podmín-
kou pro největší amplitudu nucenych kmitri x.. Jestliže
strkáme houpačku s frekvencí rovnou její vlastní frekven-
ci, dosáhneme velké amplitudy vl chylky i amplitudy rych-
losti. Děti k tomu dospějí velmi rychle metodou zkoušek

h j: lnlg-btlQ*r):_!
2m

neboli

-2m In(I 12)+-

b
: 5,0 s.

-mIn(I l2st-a 
--- b

- ? 5q

-2(0,25kg)(|n(I l2))
(0,070 kg.s-l;

-(0,25 kg)(ln(1/2))
(0,070 kg.s- t;

(Odpověd)

Na základě v sledku části (a) m žeme takéííci, že zavypoč-
tenou dobu proběhne p ibližně 15 kmitri.

(c) Zajak dlouho se zmenší mechanická energie oscilátoru
na polovinu své počáteční velikosti?

ŘPŠPNÍ: Vyjdeme zrov. (16.42): mechanická energie v ča-
se r je rovna !k*'^"-o't*, její velikost v čase r : 0 byla

itrr'^ Hledáme tedy takovy čas r, ktery splňuje rovnici

}tr*'^"-" 
t - : i Gtrr'^) .

Obě strany rovnice dělíme lt x! a novou rovnici ešíme
vzhledem k neznámé r, podobně jako v části (b). Nakonec
dostaneme

(Odpověd)

V sledkemje tedy p esně polovina doby, vypočtené v části (b)
írlohy, q. p ibližně 7,5 period, Nakonec poznamenejme, že
číseiné hodnoty parametrri ztéto vzorové rilohy byly použity
na obr. 16.18,

(ONTROLA 5: TJvažme t i tlumené oscilátory podle
obr. 16.17. Jejich parametry jsou zadány v následující
tabulce. Ve druhém sloupci tabulky je tuhostpružiny,ve
t etím konstanta írtlumu a ve čtvrtém hmotnost tělesa.

oscilátor l 2kg bg m0
oscilátor 2 kg 6bo 4mo
oscilátor 3 3kg 3bo m0

Uspo ádejte oscilátory sestupně podle doby, za kterou
klesne jejich mechanická energie na jednu čtvrtinu své
počáteční hodnoty.
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a omylťr. Jestliže strkáme s jinou frekvencí, buďvyšší, nebo

nižší, amplitudy vychylky a rychlosti nucenych kmitri bu-

dou malé.
Na obr. 16.20 je zobrazena závislost amplitudy vy-

chylky nucenych kmitťl na írhlové frekvenci budicí síly pro

t i hodnoty konstanty ritlumu b. Všimněte si, že ve všech

t ech p ípadech je amplituda nucenych kmitri největší p i-

bližně pro a6f a - 1, to znamená p ibližně p i splnění

rezonanční podmínky rcv.(16.44). Zkítvek na obr. 16,20

je patrna i následující závislost: čím je tlumení slabší, tím

je rezonanční vrchol vyšší a užší.

0.6 0,8 1,0 I,z I,4
aala

Obr.16.20 Amplituda v chylky nucenych kmitri x. se mění

v závislosti na rihlové frekvenci c.6 budicí síly. Amplituda je

největší p lbližně pi a6/ro - l,tj.p ibližně p i splněnírezo-

nanční podmínky. K ivky na obrázku odpovídají t em rriznl m

hodnotám konstanty írtlumu á.

Všechny mechanické soustavy vykazují jednu nebo

více vlastních frekvencí. Když na né p sobí velká vnější

budicí síla s frekv encí,kteráje v blízkosti jedné z vlastních

frekvencí soustavy, mohou vznIkající nucené kmity zpri-

sobit mechanické porušení. Nap íklad letečtí konstrukté i
musí zajistit, aby se vlastní frekvence k ídel lišila od frek-

vence píst p i letovych otáčkách motoru. Bylo by pocho-

pitelně nebezpečné, kdyby se p i určitych otáčkách motoru

začalo Kídlo divoce t epat.

P íkladem destruktivního pťrsobení rezonance je í zíí-
cení 1,4km dlouhého riseku Nimitzovy dálnice, které jsme

viděli na írvodní fotografii této kapitoly. P i prrichodu

seizmickych vln danou oblastí došlo ke kmitání podloží

s největší amplitudou rychlosti na ťrhlové frekvenci okolo

9 rad.s-1. Tato frekvence odpovídá témě p esně vlastní

rihlové frekvenci horizontálních konstrukčních dílťr dálni-

ce. P íčina toho, žeke zíícení došlo právě jen v uvedeném

ítseku, je patrna na obr. 16.2I: dálnice zde byla postavena

na volně členěném jílovitém podloží, které během ot es

vykazovaIo p inejmenším pětkrát větší amplitudu rychlos-

ti, než tomu bylo u skalnatého podloží v ostatních risecích

dálnice.

obr.16.21 Geologická struktura části oaklandu v okolí zálivu

San Francisco S Vyznačením zííceného írseku Nimitzovy dálni_

ce. (P evzato z článku ,,Sediment_Induced Amplification and the

Collapse of the Nimitz Freeway" autorri S. E. Hougha a ostat_

ních, uve ejněného v časopise Nature 26. dubna 1990),

parametrická rezonance

Slečna z obr.I6.Ig,ale houpající se sama bez pomoci p íte-

le, stejně jako samostatně se houpající děti na obr. 16.1 jsou

p íkladem novéhojevu - není to vyše popsanárezonance

p i prisobení vnější budící síly, ale tzv. parametrická re-

zonance. P i ní se soustava udržuje v kmitání tím, že se
pravidelně mění její vhodny vnit ní parametr. V tomto p í-

padě se kyváním nohama vsedě anebo pokrčováním nohou

vestoje mění moment setrvačnosti houpačky s pasažérem

vriči ose rotace. Oproti obyčejné rezonanci jsou zde některé

pozoruhodné rozďíIy. Jeden írpln kmit houpačky je, ek-

něme, od levé krajní polohy p es nejnižší polohu, pravou

krajní polohu, opět nejnižší polohu azpét do vychozí levé

krajní polohy. Během něj se ale dítě skrčí dvakrát - 
jde

do kolen vždy,kdyžjde houpačka dolri do nejnižší polohy!

Rezonanční frekvence op tohoto mechanismu houpání je

tedy z ejmě dvojnásobná oproti vlastní frekvenci co houpač-

ky; platí op : 2co. DaIší zvláštni odchylkou od nucenych

kmitri je to, žeparametrickou rezonancí lze sice zesílitlž
existující kmity, ale ne|ze se s ní rozhoupat z naprostého

klidu. Matematické vyšet ování takov ch kmit je však

i v nejjednodušším p ípadě mnohem náročnější.

Ď : 50 g,s- 1 (nejmenší tlumení)

S : I4Og.s-l

b : 70 g.s-1

i | .l
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Frekvence
Libovoln periodick pohyb (libovolné kmitání) másvoufrek-
venci f , určující počet kmit za jednu sekundu. V systému SI je
jednotkou frekvence hertz:

Ihertz : IHz: 1 kmit za sekundu : 1 s-l. (16.1)

Perioda
Perioda 7 je čas pot ebn k provedení jednoho írplného kmitu
(jednoho plného cyklu pohybu). Perioda souvisí s frekvencí
vztahem

Energie
Částice, která vykonává barmonick pohyb, má v libovolném
čase kinetickou energii d1 : l-r' a poiohovou energii
Eo : }kx2. Jestliže neuvažujeme tiení, ztlstávácelková mecha-
nická energie E : E* * Eo během pohybu konstantní, zatímco
Ey a Ep se mění.

Kyvadla
Harmonick pohyb vykazují nap íklad toruní kyvadlo na ob-
rázku 16.8, matematické kyvadlo na obr. 16.10 afyzickékyvadlo
na obr. 16.11. V p ípadě mallch vychylek je pro tyto systémy
perioda určena po adě vztahy

T :2r

T :2n

(torzní kyvadlo), (16.25)

(matematické kyvadlo) (16.29)

-r _1_ r,
' : ."| *rn (fyzické kyvadlo). t16.32l

Ve všech p ípadech se ve vyrazu pro periodu objevuje podíl
,,setrvačného" členu a ,,vratného" členu. Vratny člen vyjad uje
velikost tendence k návratu do rovnovážné polohy.

kmitání a rovnoměrn, kruhov l pohyb
Harmonick pohyb vznIká také projekcí rovnoměrného kruho-
vého pohybu na prriměrkružnice,po nížkruhovl pohyb probíhá.
Obr. 16,16 ukazuje, jak všechny parametry rovnoměrného kru-
hového pohybu (poloha, rychlost a zrychlení) p echázejí uvede-
nou projekcí na odpovídající hodnoty pro harmonicky pohyb.

Tlumen oscilótor
U reálnl ch kmitajících systémri se mechanická energie E během
pohybu postupně zmenšuje, protože prisobí brzdné t ecí síly,
které p evádějí mechanickou energii na teplo. Říkáme, že pohyb
reálného oscilátoru je tlumen1. V p ípadě, kcly je brzdná síta
urČena vztahem Fa : -bu, kde u je rychlost oscilátoru a b je
konstanta tlumu, má časová závislost v chylky oscilátoru tvar

x(t): x^g-btl2m cos(a't |-9), Q6.40)

kde co' je írhlová frekvence tlumeného oscilátoru, určená vztahem

(16,4I)

Pro malou hodnotu konstanty ritlumu (b < ",/km) tedy máme
a)' ) 0), kde o je írhlová frekvence netlumeného oscilátoru. Pro

1T--
í (16.2)

(16.3)

(16.4)

(16.I2)

Harmonick, pohyb
V p ípadě harmonického pohybu je vychylka částice z rovno-
vážné polohy popsána vztahem

x(t) : x^cos(al | 9) (v chylka),

ve kterém x. je amplituda vl chylky, veličina @lt -| q) je fáze
pohybu a 9 je fázová konstanta. Úhlová frekvence ro souvisí
s periodou a s frekvencí pohybu vztahy

První a druhá derivace rov. (16.3) určují časovou závislost rych-
losti a zrychlení částice během harmonického pohybu:

u(t) : -oxmsin(a l p) (rychlost), (16.5)

a(t) : -.2x,,cos(at l g) (zrychlení). (16.6)

Kladná veličina axm y rov. (16.5) se nazyvá amplituda rylch-
losti pohybu um. Kladná veličina @2x^ v rov. (16.6) se nazyvá
amplituda zry-chlení pohybu a-.

Harmonick oscildtor
Jestliže částici o hmotnosti m vrací do rovnovážné polohy síla
írměrná vychylce, tj. F : -kx, dojde k harmonickému kmitání
s parametry a a Z, kde

( hlováfrekvence) (16.11)

2r.,: T -2ní (rihlováfrekvence).

u 
,:zn^f? (perioda).

v/{

Takoq systém se nazyvá harmonick; oscilátor.

a): L
m.

kb2
*- 4,ď
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malá b ub vá mechanická energie oscilátoru podle vztahu

E(t) x |t r'^"-''t*

frekvencí rr;6. Amplituda rychlosti nucenych kmitri je p itom

největší p i splnění podmínky rezonance

0)b: a. (16.44)

P i malém tlumení je za téže podmínky největší amplituda vy-

chylky x-.

(16.42)

Nucené kmity a rezonance
Jestliže na systém s vlastní írhlovou frekvencí a,l prisobí vnější

budicí síla s írhlovou frekvenci a6, systém se rozkmitá s rhlovou

oT^ZKY

1. Kter z následujících vztahri mezt zrychlením a a polohou

částice x implikuje harmonick} pohyb: (a) a -_ 0,5x, (b) a :
: 40Ox2, (c) a : _ZOx a (d) a : -3x2?
2. Na obr.16.22 je vynesena časová závislost zrychlení a(t) pro

částici, která vykonává harmonick} pohyb. (a) Kterému z čís-

lovanych bod odpovídá poloha -x^? (b) Je rychlost částice

v bodě 4 kladná, zápotná, nebo nulová? (c) Odpovídá bodu 5

poloha částice -xg1, *xn',0, mezi -xm d0, nebo mezi 0 a *x.?

Obr.I6.22 Otázka2

3. V chylka kmitající částice je popsána vztahem

x:xmcos(alí+d.

Určete, zda se částice v čase t : 0 nachází v -ím, v -lím,
v počátku, mezt - x^ a 0, nebo mezi 0 1 *xm,jestliže je (p rovno

(a) r,l2, (b) -trl3, (c) -3r.l4 a (d) 3trl4.

4. Která z následujících relací popisuje fázovou konstantu rp

pro harmonicky pohyb na obr. I6.23a: (a) -n < Q < -í\l2,
(b) n < q < 3rl2,nebo (c) -3rl2 < q < -íl?

(a) @)

Obr. 16.23 Otázky 4 a 5

5. Na obr.16.23b vidíme rychlost částice, která vykonáváhar-
monick pohyb. Určete, zda částtce s rychlostí odpovídající

(a) bodu Á na grafu a (b) bodu B na grafuje v klidu, pohybuje

se směrem k bodu -xn-,, nebo se pohybuje směrem k bodu x..
Dále určete, zďa se částice s rychlostí odpovídající (c) bodu Á
na grafu a (d) bodu B na grafu nachází v bodě -J[m, v bodě x,r,,

v bodě 0, mezi -xm r-0, nebo mezi 0 a x,n. Nakonec rozhodněte,

zda se rychlost odpovídající (e) bodu A na grafu a (f) bodu B
zvětšuje, nebo zmenšuje.

6. Na obr.16.24 vidíme čty i oscilátory s vesměs stejně tuh mi

pružinami a stejně hmotnymi tělesy. Jak je fázovy rozdíl dvou

oscilátorri (a) na obr.I6.24a a (b) na obt.l6.24b? (c) Jak je

fázovy rozdíl červeného oscilátoru na obr. I6.24a a zeleného

oscilátoru na obr. 16.24b?

l r--l ' '- 
''

l*[-l I I**\ \

lll
_t : -Jm x: i1- X:0

(a) (b)

Obr.16.24 Otázka6

7. Prlžina a těleso tvo í harmonick} oscilátor umístěny (1) na

vodorovné hladkó podložce jako na obr. 16.5, (2) na nakloněné

hladké podložce, svírající 45o s vodorovnou rovinou (těleso je

p ipevněno ke spodnímu konci pružiny), a (3) svisle s pružinou
upevněnou na stropě a tělesem zavěšenym na pružině. Uspo á-

dejte oscilátory v sestupném smyslu podle (a) protažení pružiny

v rovnovážné poloze oscilátoru, (b) frekvence kmitání.

8. T i pružiny jsou upevněny na stropě a na jejich spodní konce
jsou zavěšena t i tělesa. Hmotnosti těles jsou m1 > m2 > ftt3-

V klidovém stavu jsou protaženi pružin vesměs stejná. U každé

soustavy vyvoláme harmonick} pohyb ve svislém směru. Uspo-
ádejte soustavy v sestupnóm smyslu podle periody kmit .

9. Na obr. 16.25 vidíme t izaíízenísložená z tělesa a identickych
pružin. Centrální poloha tělesa odpovídánezatížené délce pružin.

Se adte zaíízeni sestupně podle frekvence kmit .

10. Těleso hmotnosti m je zavéšeno na pružině tuhosti k, U sou-

stavy vyvoláme harmonic pohyb ve svislém směru. Poté pru-

žinu rozprilíme a na jednu její polovinu zavěsíme totéž těleso.



(1) (2) (3)

Obr.16.25 Otázka9

Opět vyvoláme kmitání. Vykazuje vyšší frekvenci oscilátor s p -

vodní, nebo se zkrácenou pružinou?
1l. Jestliže zatížíme svisle visící pružinu A tělesem hmot-
nosti ln1 a svisle visící pružinu B tělesem menší hmotnosti ru2,
bude protažení obou pružin stejné. Nyní vyvoláme u obou sou-
stav (pružina -i- těleso) harmonick pohyb se stejnou amplitudou
v chylky. Kter; z obou oscilátorri má větší mechanickou energii?
12. Amplituda 1 chylky jistého harmonického oscilátoru byla
zdvojnásobena. Určete , zda se následující veličiny zvětší, zmen-
ší, nebo z stanou stejné: (a) perioda, (b) tuhost pružiny, (c) cel-
ková mechanická energie, (d) maximální rychlost a (e) maxi-
mální zrychlení.

13. Na obr.16.26 vidíme t i fyzická kyvadla tvo ená identic-
kl mi homogenními koulemi vesměs tóže hmotnosti, pevně spo-
jen mi stejně dlouh mi tyčemi zanedbatelné hmotnosti. Každé
kyvadlo se otáčí kolem vyznačeného bodu závěsu O. Se adle
kyvadla v sestupném smyslu podle period jejich kmitri.

lO

.o .o

(a) (b) (c)

Obr.l6.26 Otázka13

14. Na stropě kabiny stojícího v; tahu je zavěšeno kyvadlo. Pe-
rioda jeho kmitri je T. Určete, zdaseperioda zvětší, zmenší, nebo
zristane stejná, jestliže se kabina vytahu pohybuje (a) konstantní
rychlostí směrem nahoru, (b) konstantní rychlostí směrem dolri,
(c) dolri s konstantním zrychlením ve směru nahoru, (d) nahoru
s konstantním zrychlením ve směru nahoru, (e) nahoru se zrych-
lením a : 8 ve směru dolri a (f) dolri se zrychlením a - g ve
směru dolri.

15. Ve vozíku, stojícím na vodorovné ploše, je upevněno ky-
vadlo. Perioda jeho kmitri je Z, Určete, zda se perioda zvétší,
zmenší, nebo z stane stejná, jestliže vozík umístíme na naklo-
něné rovině, skloněné o rihel á vzhledem k rovině vodorovné

ODST. 16.3 Pohybová rovnice pro harmonick pohyb

lC. Uvažujme harmonicky kmitající těleso. Doba mezi dvěma
po sobě následujícími okamžiky, ve kterych je rychlost tělesa
nulová, činí 0,25 s. Prostorová vzdálenost poloh tělesa v těchto
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(obr.16.27) a jestliže se vozík (a) nepohybuje, (b) pohybuje
s konstantní rychlostí po nakloněné rovině směrem dolri, (c) po-
hybuje s konstantní rychlostí po nakloněné rovině směrem naho-
ru, (d) pohybuje po nakioněné rovině směrem nahoru s konstant-
ním zrychlením, orientovan m podél nakloněné roviny smě-
rem nahoru, (e) pohybuje po nakloněné rovině směrem dolri
s konstantním zrychlením, orientovanym podél rrakloněné ro-
viny směrem nahoru, (l) pohybuje po nakloněné rovině směrem
dolri s konstantním zrychlením a : 8 sin 0, orientovanym podél
nakloněné roviny směrem dol , a (g) pohybuje po nakloněné
rovině směrem nahoru s konstantním zrychlením a : g sin0,
orientovanl m podélnakloněné roviny směrem dol .

16. Máme sestrojit p ístroj pro p enos kmitání na obr. 16.28.
P ístroj je složen ze dvou soustav pružina * těleso. Obě pru-
žiny jsou upevněny napružné tyči. Jestliže protáhneme pružinu
první soustavy a pak ji uvolníme, vznikne harmonick pohyb
s frekvencí fi. Kmitání se p enáší na tyč a ta prisobí budicí
silou na druhou soustavu. Vynucující síla tedy osciluje s frek-
vencí fi. Píi konstrukci p ístroje si máme vybrat ze čty pru-
žin a čtyí hmotnych těles: tuhosti pružin fr jsou 1600N.m-l,
1500N.m-1, 1400N.m-1 a I200N.m-1, hmotnosti téles m
jsou 800 kg, 500 kg, 400 kg a2O0kg. Naším cílem je dosáhnout
maximální amplitudy kmit u druhó soustavy. Kterou pružinu
a kteró těleso vyberete pro jednotlivé soustavy? Řešte bez pro-
vádění detailního vypočtu.

soustava 2

Obr. 16.28 Oíázka 16

dvou okamžicich je 36 cm. Vypočtěte (a) periodu, (b) frekvenci,
a (c) amplitudu pohybu.

2C. Pohyb závažíkmitajícího na pružině se od jistého časového
okamžiku začíná po 0,75 s opakovat. Nalezněte (a) periodu po-

-l

l'ffi|*ln
soustava 1

2pružnátVč

I
l

I

Obr.l6.27 Otázka 15
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hybu, (b) frekven civ hertzích a (c) írhlovou frekvenci v radiánech
za sekundu.

3C. Závaží o hmotnosti 4,00 kg je zavěšeno na pružinu. Pružina
se tím prodlouží o 16,0cm vzhledem ke své nezatížené délce.
(a) Jaká je tuhost pružiny? (b) Dané závaží odstraníme a na

tutéžpružinu zavěsíme závaži o hmotnosti 0,500kg. Poté pru-

žinu ještě poněkud protáhneme a uvolníme. Jaká bude perioda

vzniklych kmit ?

4C. Oscilátor je tvo en závažím o hmotnosti 0,500kg zavěše-

nym na pružině. Jestliže ho rozkmitáme s amplitudou 35,0cm,
pohyb se po každ ch 0,500 s opakuje. Nalezněte (a) periodu

kmitání, (b) jeho frekvenci, (c) rihlovou frekvenci, (d) tuhost

pružiny, (e) největší rychlost závaží a (f) největší sílu p sobící
na závaží,

5C. Atomy v pevnych látkách kmitají za pokojové teploty

s frekvencemi ádu 1013 Hz. Vyjděme z p edstavy atomrj propo-
jen ch pružinami. P edpokládejme, že v tělese ze st íbra kmitá
jeden atom st íbra s uvedenou frekvencí a ostatní atomy se ne-

pohybují. Vypočtěte efektivní tuhost pružiny. Jeden mol st íbra
(6,02.1023 atomri) má hmotnost 108 g.

6C. Jaké je největší zrychlení plošiny, která kmitá s amplitudou
2,20 cm a s frekvencí 6,60 Hz?

7C. V reproduktoru se vytvá í zvuk pomocí kmitající membrá-
ny. P edpokládejme, že u danóho reproduktoru činí maximální
možná amplituda kmitri 1,0.10-3mm. Určete obor frekvencí,
p i kter ch p evyšuje zrychlení membrány hodnotu g (tíhovó

zrychlení).

8C. Pružinová váha je na mě ítku délky 4,00 in cejchována od 0

do 32,0lb. Balík, kter je zavěšen na váze, kmitá ve svislém
směru s frekvencí 2,00Hz. (a) Určete tuhost pružiny. (b) Jaká je
váha balíku?

9C. Závaží 20N zavěsíme na konec svislé pružiny; pružina se
tím prodlouží o 20cm. (a) Jaká je tuhost pružiny? (b) Pružinu
nyní umístíme vodorovně na hladkou podložku. Jeden její ko-
nec upevníme ke stěně, druh konec spojíme se závažím 5,0 N.
Poté závaží poněkud posuneme (pružina se natáhne) a uvolníme
s nulovou počáteční rychlostí. Jaká je perioda vznikl ch kmitťr?

IDC. Závaží o hmotnosti 50,0 g zavěsíme na konec svislé pru-
žiny a rozkmitáme. Největší rychlost závaží činí 15,0cm,s-1,
perioda kmitání je 0,500 s. Určete (a) tuhost pružiny, (b) ampli-
tudu kmitání a (c) frekvenci kmit .

1lC. Částice hmotnosti 1,00.10-20 kg harmonicky kmitá s pe-

riodou 1,00.10-5 s a s maximální rychlostí 1,00.103 m.s-1. Vy-
počtěte (a) írhlovou frekvenci kmitání a (b) největší v chylku
částice.

12C. Malé těleso o hmotnosti0,I2kg harmonicky kmitá s am-
plitudou 8,5 cm a s periodou 0,20 s. (a) Jaká největší síla prisobí
na částici? (b) P edpokládejme, žekmítání je vyvoláno pružinou.
Jaká je tuhost pružiny?

13C. B it elektrického holícího strojku se p esouvá sem a tam
na vzdálenosti 2,00mm. Jeho pohyb lze považovat za harmo-

nické kmitání s frekvencí 720Hz. Určete (a) amplitudu kmitri,
(b) největší rychlost b itu a (c) největší zrychlení b itu.

14C. Membrána reproduktoru harmonicky kmitá s frekvencí
440Hz a amplitudou 0,75 mm. Určete (a) hlovou frekvenci
kmit , (b) největší rychlost membrány a (c) největší zrychlení
membrány.

15C. Uvažme kmitání automobilu ve svislém směru. Lze uva,
žovat,jako by vozidlo bylo umístěno na čty ech stejn ch pruži-
nách. U jistého vozidla nastavíme tuhost těchto pružin tak, aby
frekvence kmitání činila 3,00 Hz. (a) Jaká je tuhost pružin, p ed-

pokládáme-li hmotnost vozidla 1 450 kg a rovnoměrnérczložení
váhy? (b) Ve vozidle jede pět osob. Jejich prťrměrná hmotnost
je 7 3 kg a v áhaje opět rozložena rovnoměrně. Jaká j e frekvence

kmitání každé pružiny?

16C. Poloha harmonicky kmitajícího tělesa je popsána vztahem

x * (6,0m) cos [(3nraa.s-l)r + {"raa] .

V čase t :2,0 s stanovte (a) v chylku tělesa, (b) rychlost tělesa,

(c) zrychlení tělesa a (d) fázi pohybu. Dále určete (e) frekvenci
a (f) periodu kmitri.

I7C. Daná částice harmonicky kmitá s frekvencí0,25 Hz ko-
lem rovnovážné polohy x :0. V čase t :0 měla vychylku
x : 0,3] cm a nulovou rychlost. Určete pro její kmitání (a) pe-

riodu, (b) rihlovou frekvenci, (c) amplitudu, (d) v chylku jako

funkci času, (e) rychlost jako funkci času, (f) maximální rych-
lost, (g) maximální zrychlení, (h) v chylku v čase / : 3,0s,
a (i) rychlost v čase / : 3,0 s.

lSC. Píst ve válcové hlavě parní lokomotivy má záběr (dvoj-

násobek amplitudy) 0,76 m. Pohyb pístu lze pokládat zaharmo-
nické kmitání s rihlovou frekvencí 180 ot.min-I . Jakáje maxi-
mální rychlost pístu?

rgÚ. OUr. 16.29 ukazuje astronauta sedícího na p ístroji k mě-
ení tělesné hmotnosti v beztížném stavu. P ístroj byl vyvinut

pro použití na vesmírn ch stanicích, udržovanl ch na oběžné
dráze kolem Zemé. Je tvo en pohyblivou sedačkou spojenou
pružinami s rámem: astronaut se usadí na sedačku a mě í pe-

riodu vyvolanych kmitťl. Jeho hmotnost se poté určuje zevztahu
pro periodu kmitající soustavy pružinaf hmotny blok. (a) P ed-

pokládejme, že hmotnost astronauta je M a efektivní hmotnost
kmitající sedačky čtní m. Ukažte, že platí

k"
M : uT- -nt.4íT'

kde T je perioda kmit a k tuhost pružiny. (b) P ístroj, ktery
byl umístěn na vesmírné stanici SKYLAB TWO, měl tuhost

pružiny k : 605,6N.m-1 a perioda kmit prázdné sedačky
byla 0,90149s. Vypočtěte efektivní hmotnost sedačky. (c) Pe-
rioda kmitri sedačky s astronautem činila 2,088 32 s. Vypočtěte
hmotnost astronauta.
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20Ú. Na pružině visí záv ažío hmotnosti 2, 0 kg. Píív ažekhmot-
nosti 300g zprisobí dodatečné protažení pružiny o 2,00cm.
(a) Jak velká je tuhost pružiny? (b) Rychlé uvolnění p ívažku
vyvolá harmonické kmity závaží. Určete periodu pohybu.

21Ú. Na pružině harmonicky kmitá závaží o hmotnosti m.
Perioda pohybu číní 2,0 s. Jestliže zvyšíme hmotnost závaží
o 2,0 kg, perioda se zvl ší na 3,0 s. Určete hmotnost ru.

22IJ. Koncovy bod jednoho ze dvou ramen ladičky harmonicky
kmitá s frekvencí 1000Hz a amplitudou 0,40mm. Určete pro
tento bod (a) maximální zrychlení a (b) maximální rychlost.
Dále nalezněte (c) zrychlení a (d) rychlost uvažovaného bodu
v okamžiku, kdy jeho v chylka činí 0,20mm.

ZSÚ. rOteso o hmotnosti 0,10kg osciluje tam a zpětv p ímém
směru. Jeho v chylka, mě ená od počátku sou adnic, je popsána
vztahem

í : (10cm) cos [(10raO.s-l)r + j"raa] .

(a) Jaká je frekvence kmit ? (b) Jakou maximální rychlostí se
těleso pohybuje? P i jaké hodnotě v chylky má těleso tuto ma-
ximální rychlost? (c) Jaké je největší zrychlení tělesa? P i jaké
hodnotě v chylky je zrychlení největší? (d) Určete časovou zá-
vislost síly, která prisobí na těleso a vyvolává uvedené kmitání.

ZqÚ. Priltv a odliv vyvolává v p ístavu změny v šky hladiny
mo e, Maximální rozdíI q šek hladiny je d. Pohyb hladiny je
p itom možno považovat za harmonick s periodou I2,5h. Za
jak dlouho dojde k poklesu hladiny o vzdálenost d14 od její
nejvyšší írrovně?

ZSÚ. Ově tělesa s hmotnostmi m :1,0kg, M : I}kg a pru-
žina jsou uspo ádány podle obr.16.30 na vodorovné hladké
podložce. Statick činitel smykového t ení mezi oběma tělesy
činí 0,40. Jaká mriže b t největší amplituda harmonick ch kmit
soustavy, má-li se zabránit sm kání mezi oběma tělesy?

26Ú. Hmotn blok je umístěn na vodorovny povrch (povrch
vibračního stolu). Povrch harmonicky kmitá ve vodorovném
směru s frekvencí 2,)Hz, Statickl činitel smykového tíenímezi
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hladká podložka

Obr.16.30 Uloha 25

blokem a povrchem stolu má velikost 0,50. Jak velká mriže ještě
b t amplituda kmitri, má-li se vyloučit možnost klouzáníbloku?

2ZÚ. Na píst, kter harmonicky kmitá ve svislém směru, polo-
žímezávaží. (a) Je-li perioda kmitri pístu 1,0 s, p i jakó amplitudě
se závaží oddělí od pístu? (b) Je-li amplituda kmit pístu 5,0 cm,
jakámiže bl t největší frekvence, pro kterou zistávázávažíne-
p etržitě v kontaktu s pístem?

28Ú. Oscilátor je tvo en hmotnl m blokem, spojenym s pru-
žinou (k : 400N.m-1). V jistém čase r byly zaznamenány
následující hodnoty polohy (mě ené od rovnovážné polohy sou-
stavy), rychlosti a zrychlení hmotného bloku: "r : 0,100m,
1) : -13,6m.s-l a a : -I23m.s-2. Vypočtěte (a) frekvenci
kmitri, (b) hmotnost bloku a (c) amplitudu pohybu.

29Ú. Harmonickl oscilátor je tvo en kvádrem o hmotnosti
2,00kg spojenym s pružinou tuhosti 100N,m-1. V čase / :
: 1,00 s se kvádr nachází v poloze -T : 0, I29 m a jeho rychlost
činí u :3,4l5m.s-l . (a) Jakáje amplituda oscilací? Jaká byla
(b) poloha kvádru a (c) rychlost kvádru v čase t :0?
30Ú. Nehmotná pružina je zavěšena na stropě místnosti a na její
spodní konec p ipevníme malé závaží.Závažínejprve udržujeme
v klidu v poloze o sou adnici yo; u této poloze má pružina svoji
nezatíženou délku. Poté závaží uvolníme s nulovou počáteční
rychlostí. V prriběhu vzniklého kmitání klesá závaží nejníže
10 cm pod sou adnici yo. (a) Jaká je frekvence kmitri? (b) Jaká je
rychlost závaží v okamžiku, kdy se právě nachází 8 cm pod po-
čáteční polohou )p? (c) Kzávažíp ipevníme píívažekhmotnosti
300 g. Frekvence takto upraveného oscilátoruje rovna polovině
privodní frekvence. Jaká je hmotnost prvního závaží? (d) Určete
rovnovážnou polohu nového oscilátoru vzhledem k vychozí sou-
adnici yo.

SrÚ. Pvě částice harmonicky kmitají podél p ímého segmentu
délky a (pohybují se na opačn ch stranách p ímé a tenké lišty
a jejich dráha pokrl vá na liště ťrsečku délky a). Oba harmo-
nické pohyby mají tlíéž periodou 1,5 s, avšak jsou navzájem
fázové posunuty o rl6rad. (a) Jaká je vzdálenost obou částic
v okamžiku, kdy se opožděná částice právě nachází v bodě ob-
ratu? Vl sledek vyjád ete pomocí délky a. (b) Uvažme maly
časovy interval bezprost edně následující po okamžiku, popsa-
ném v části (a). Pohybují se obě částice během tohoto intervalu
ve stejném směru, v opačném směru od sebe, nebo v opačném
směru k sobě?

3ZÚ. OvCčástice harmonicky kmitají kolem stejné rovnovážné
polohy se stejnou amplitudou a stejnou frekvencí. Oba pohyby
probíhají podél téhož směru. Částice se míjejí vždy tehdy,když
se vl chylka každé z nich rovná polovině amplitudy. Jak je
fázovy rozdíl mezi oběma harmonick mi pohyby?
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33Ú. PvO stejné pružiny jsou jedněmi konci p ipevněny ke
dvěma protilehl; m stěnám kvádru hmotnosti m adruhymi konci
vetknuty do protilehl ch stěn. Kvádr je umístěn na hladkó pod-
Iožce. Soustava je znázorněna na obr. 16.3I. Ukažte, že kvádr
harmonicky kmitá s frekvencí

í:

Obr.16.31 Útotry 33 a34

S+Ú. Vy;aeme ze znéní írlohy 33, avšak nyní p edpokládejme,
že dvě pružiny na obr. 16.31 mají obecně rizné tuhosti k1 a k2,

Ukažte, že frekvence kmitající soustavy je nyní určena vztahem

37U. Homogenní pružina má délku l, a tuhost k. Pružinu íezem
rozdělíme na dvě části délek L1 a L2 aoznačíme n : LtlLz.
(a) Vyjád ete tuhosti k1 a k2 obou novych pružin pomocí k
a n, (b) Pokud byl určity kvádr spojen s privodní pružinou,
jako na obr. 16.5, kmital vznikll harmonicky oscilátor s frek-
vencí /. Jestliže nyní p ipevníme ke kvádru pružinu déIky L1,
pop. pružinu délky L2, bude mít novy oscilátor frekvenci fi,
pop . frekvenci f2. Vyjád ete frekvence fi a íz pomocí privodní
frekvence /.
3SÚ. T i navzájempropojené drilní vagony,každy o hmotnosti
10000kg, jsou umístěny na nakloněné dráze drilní železnice.
Dráha má sklon 30o. Vagony jsou udržovány v klidu závésnym
lanem, veden m rovnoběžně s nakloněnym směrem d lní dráhy
(obr. 16.34). Váhou vagonri je závésné lano prodlouženo o 15 cm
vzhledem ke své nezatížené délce, V jistém okamžiku se uvol-
nil spodní vagon; poté zbylé dva vagony harmonicky kmitají.
P edpokládejte, že závěsné lano splňuje Hookriv zákon a určete
(a) frekvenci, (b) amplitudu harmonického pohybu.

Iln
i,,l ;

kde /1, pop . /2. jsou frekvence oscilátoru, tvo enych kvádrem
a pouze pružinou 1, pop . kvádrem a pol]ze pružinou 2.

3-<Ú. Soustava dvou stejnych, sériově propojenych pružin tu-

hosti k je jedním svym koncem spojena s kvádrem hmotnosti ln
a druhym koncem p ipevněna ke stěně. Kvádr se pohybuje na

hladkó podložce. Soustava je znázorněna na obr.16.32. Ukažte,
že soustava harmonicky kmitá s frekvencí

f:

Obr.16.32 Útotra:S

lOÚ. rvaar o váze 14,0 N klouže beztíenípo nakloněné rovině
se sklonem 40,0o. Ke kvádru je p ipojena nehmotná pružina
nezatížené délky 0,450m a tuhosti I}ON.m-1. Druh konec
pružiny je upevněn na vrcholu klínu; celá soustava je znázorněna
na obr. 16.33. (a) Určete vzdálenost rovnovážné polohy kvádru
od vrcholu klínu. (b) Kvádr poněkud vysuneme z rovnovážné
polohy podél nakloněné roviny směrem dolri a poté jej uvolníme.
Jaká je perioda vzniklého harmonického pohybu?

Obr.16.33 Uloha 36

39U. Ke zmírnéní dopravních problémri p i cestování mezi
dvěma velk mi městy (nap íklad mezi Bostonem a Washing-
tonem) navrhují dopravní konstrukté i následující ešení. Obě
města budou propojena podól tětivy Zemé p ím m vlakovym
tunelem (obr. 16.35). Vlaková souprava, uvolněná ve vychozí
stanici, bude samovolně klesat první polovinou tunelu a stou-
pat druhou polovinou ažke stanici cílové. P edpokládejme, že
Zemé je homogenní koule. Odpor vzduchu a tíení zanedbáme,
(a) Ukažte, že cesta mezi městy p edstavuje polovinu írplného
harmonického kmitu. (b) Vypočtěte dobu jízdy mezi městy.

vlaková-
souprava 

\.

Obr.1,6.35 Útotra:9

ODST. 16.4 Energie harmonického pohybu

40C. Určete mechanickou energii soustavy pružina * těleso,

I l-{
ň',l ň'

7| + í},

Obr.16.34 Útotra:S

í:



jestliže pružina má tuhost 1,3N.cm-1 a amplituda kmitri
činí 2.4 cm.

41 c. kmitající soust av a prlžina* těleso má mechanickou ener-
gii 1,00J. Kmitání probíhá s amplitudou 10,0cm a maximální
rychlost tělesa je 1 , 20 m.s- 1 

. Určete (a) tuhost pružiny,(b) hmot-
nost tělesa a (c) frekvenci kmitání.

42C. Blok o hmotnosti 5,00 kg je umístěn na hladké vodorovné
podložce a je spojen s pružinou tuhosti 1 000 N.m 1, Blok vy-
ch líme vodorovně zrovnovážné polohy o 50,0cm a udělíme
mu počáteční rychlost o velikosti 10,0m.s-l ve směru zpět
k rovnovážné poloze. (a) Jaká je frekvence vzniklych kmit ?
(b) Jaká je počáteční hodnota potenciální energie pružnosti pro
soustavu pružina * hmotny blok? (c) Jaká je počáteční hodnota
kinetickó energie? (d) Jaká je amplituda kmitri?
43C. Jestllže zavésíme na danou svislou pružinu závažío hmot-
nosti 1 , 3 kg, pružina se protáhne o 9, 6 cm. (a) Vypočtěte tuhost
pružiny. Závažíp esuneme tahem o dalších 5,0 cm směrem dolri
a uvolníme s nulovou počáteční rychlostí. Určete (b) periodu,
(c) frekvenci a (d) amplitudu vzniklého kmitání. (e) Jaká je p i
kmitání maximální rychlost záv aží?
44C. Gigantick (a hypotetick1 ) prak má vyst elit kárnen
o hmotnosti 1309 tak, aby unikl ze sféry p itažlivosti Zemé
(kámen musí b; t tedy vyst elen druhou kosmickou rychlostí
11,2km.s-r), Pružn; mechanismus praku splňuje Hookriv zá-
kon. Je natažen o 1,5 m a uvolněn. Veškerá potenciální energie
pružnosti se poté transformuje na energii kinetickou. (a) určete
tuhost odpalovacího p ístroje. (b) Řekněme, že prriměrnl muž
vyvine sílu 220 N, kolik mužri musí spojit své síly k natažení
praku?

45C. V chylka harmonicky kmitající částice je v jistém oka-
mžiku rovna jedné polovině amplitudy. Jaká část celkové me-
chanické energie má v tomto okamžiku formu energie (a) kine-
tické a (b) potenci ální? (c) P i jaké q chylce má jedna polovina
celkové mechanické energie formu energie kinetickó? vyjád ete
hledanou q chylku pomocí amplitudy.

46C. Těleso o hmotnosti M je umístěno na vodorovné htadké
podložce a spojeno s pružinou,kteráje na druhém konci upev-
něna ke stěně. soustava je v rovnováze. y určitém okamžiku
vnikne do tělesa rychlostí u projektil o hmotnosti ,z. projektil
z stane zachycen v tělese. Situace ie znázotněna na obr. 16.36.
(a) Určete rychlost tělesa bezprost edně po zásahu. (b) Vypočtěte
amplitudu vzniklého harmonickóho pohybu.

Obr. 16.36 Cvičení 46

+lÚ. tlleso hmotnosti 3,0 kg harmonicky kmitá. Jeho v chylka
z rovnovážné polohy je popsána vztahem

x(t) : (5,0m) cos [{{nrad.s-l)r - jnrad] .

cvIčENí & úLoHy 433

(a) P i jaké v chylce je potenciální energie částice rovna po-
lovině celkové mechanické energie? (b) Jak dlouho trvá po-
hyb částice z rovnovážné polohy do polohy, kterou jste určili
v části (a)?

+SÚ. Častice o hmotnosti 10 g harmonicky kmitá s amplitudou
2,0. 10-3 m. Maximální zrychlení částice činí 8,0. 103 m.s-2, fá-
zová konstanta je -'-/3 rad. (a) Popište sílu, která na částici priso-
bí. Napište vztah, určující časovou závislost této síly. (b) Určete
periodu pohybu. (c) Stanovte největší rychlost částice. (d) Vy-
počtěte celkovou mechanickou energie kmitající částice.

49Ú. Nehmotná pružina tuhosti 19N.m-l .je.ledním koncem
zavěšena na nosník. Na její volny konec umístíme těleso o hmot-
nosti 0,20kg. Těleso uvolníme v okamžiku, kdy pružina ještě
nebyla protažena. (a) Ojakou největší vzdálenost vzhledem ke
své počáteční poloze těleso klesne? Určete (b) frekvenci a (c) am-
plitudu vysledného harmonického pohybu.

50Ú. Na pružině tuhosti 500N.m-1 visí těleso o hmotnos-
ti 4,0kg. P ímo zespodu je do tělesa vst elena kulka hmot-
nosti 50g. Kulka vnikne do tělesa rychlostí 150m.s-1 auvízne
v něm. (a) Určete amplitudu takto vyvolaného harmonického
pohybu. (b) Jakou část mechanické energie kmitajícího systému
p edstavuje privodní kinetická energie kulky?
51Ú*. Pevny válec, otáčiq kolem vodorovné osy, je umístěn
na vodorovné ploše. k ose válce je p ipevněna pružina tuhosti
k :3,)N.m*l. Válec uvolníme s nulovou počáteční rychlostí
v poloze, ve které je pružina protažena o 0,25 m vzhledem k její
rovnovážné délce. poté se váIec valí po ploše bez prokluzování
(obr. 16.37). Určete kinetickou energii (a) translačního a (b) ro-

M

obr. 16.37 Útot a s t

tačního pohybu válce v okamžiku, kdy válec právě procházírov-
novážnou polohou. (c) Ukažte, že p i splnění uvedenych p ed-
pokladri uskutečňuje těžiště válce harmonickl pohyb s periodou

- _"- l1fu. - -''1,1 2k .

kde M je hmotnost válce. (Tip: Yypočtěte časovou derivaci cel-
kové mechanické energie.)

ODST. 16.5 Torzní kmity
52C. Ploch homogenní kruhov disk má hmotnost 3,00kg
a poloměr 70,0cm, Disk je ve svém st edu zavěšen na svisly
drát, takže spočívá ve vodorovné rovině. chceme-li disk vytočit
o 2,50rad vzhledem k jeho rovnovážné poloze a poté jej v této
nové poloze udržet, musíme na něj prisobit silovym momentem
0,060 0 N.m. (a) Vypočtěte moment setrvačnosti disku p i jeho
otáčení kolem osy určené drátem. (b) určete torzní konstantu.
(c) Jaká je rihlová frekvence popsaného torzního oscilátoru?
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53Ú. Homogenní masivní koule hmotnosti 95 kg má polo-

měr 15 cm. Koule visí na drátě, kter je p ipevněn ke stropu míst-

nosti. Silov moment velikosti 0,20N,m uděluje kouli írhlovou

v chylku 0,85rad. Po uvolnění z uvedené polohy pozorujeme

torzní kmity. Jaká je jejich perioda?

54Ú. Technik zkoumá nepravidelné těleso hmotnosti 10 kg. Má
za írkol zjistit moment setrvačnosti tělesa vzhledem k jisté
ose procházející těžištěm. Technik zavési těleso na drát tako-

q m zpťrsobem, aby byla p edepsaná osa totožná se směrem

drátu. Vznikló torzní kyvadlo vykoná 20 írpln ch kmitri za

dobu 50 s. Navíc je známo, že polžity drátmátorzní konstantu

z : 0,50N,m. Jakl je moment setrvačnosti tělesa vzhledem

k p edepsané ose?

55Ú. Nepokoj hodinek torzně kmitá s írhlovou amplitudou n rad

a s periodou 0,500s, Určete (a) maximální írhlovou rychlost

nepokoje, (b) jeho írhlovou rychlost p i rhlové v; chylce jn rad

a (c) hlové ztychleninepokoje p i írhlovó vychylce jnrad.

ODST. 16.6 Kyvadla

56C. Matematické kyvadlo se nacházív místě, kde tíhové zry ch-

lení g čtní32,Zft.s-2. Perioda jeho kmit je 1,00s. Jaká je jeho

délka?

57C. Demoliční koule o hmotnosti 2 500 kg k vá na závěsném

laně vedeném p es rameno je ábu (obr. 16.38). Délka lana od

vrcholu ramena ke kouli je 17 m. (a) Určete periodu pohybu za

p edpokladu, že soustavu \ze pokládat zamatematické kyvadlo.

(b) Závisi perioda na hmotnosti koule?

Obr.16.38 Cvičení 57

58C. Matematické kyvadlo odpočítává sekundy: uskuteční

každé dvě sekundy írptn kmit z jednó krajní polohy do druhé

a zpět. Jaká jejeho délka?

59C. Matematické kyvadlo délky 1,50m uskutečni1o 72,0iryI-
n ch kmitri za dobu 180 s. Jak velké je tíhové zrychlení v místě,

kde byly uvedené hodnoty namě eny?

60C. V této kapitole jsme studovali dvě kmitající soustavy:

závaží zavěšené na pružině a matematické kyvadlo. Mezi nimi

existuje zajímavy vztah. P edpokládejme, že na konec pružiny

zavěsíme závaží a pokud je závaží v klidu, jako na obr. 16.39,

pružina se prodlouží o délku h vzhledemke své nezatížené délce.

Na druhé straně uvažme matematické kyvadlo délky h,Dokažte,

že obě soustavy kmitají se stejnou frekvencí.

Obr.16.39 Cvičení 60

61C. Artista sedí na visuté hrazdě a houpá se tam azpét s perio-

dou 8,85 s. Pokud jehrazdav rovnovážné poloze a artista se na ní

postaví, zvyší se těžiště soustavy o 35,0cm. Považujte soustavu

artista * visutá htazda zamatematické kyvadlo. Vypočtěte jeho

periodu, jestliže artista p i houpání na hrazdě stojí.

62C. Matematické kyvadlo délky L volně kmitá s malou írhlo-

vou amplitudou. V okamžiku, kdy právě prochází rovnovážnou

polohou, znehybníme vlákno kyvadla v polovině délky. Vyjád-

ete periodu kratšího kyvadla pomocí privodní periody T.

63C. Fyzické kyvadlo je tvo eno tyčovym metrem. Ye vzdále,

nosti x od rysky, která označuje 50 cm, je vyvrtán maly otvor.

Tímto otvorem prochází osa rotace. Kyvadlo má periodu 2,5 s.

určete vzdálenost x.

64C. Tenká tyč détky L máhmotnost m.'Iyčje zavěšena nad

st edem tyče: vzdálenost bodu závěsu od st edu tyče je d.

(a) U tohoto fyzickóho kyvadla vyvoláme kmitání s malou rihlo-

vou amplitudou. Vyjád ete periodu pohybu pomocí velričin d, L,
m a 8 (tíhové zrychlení). Jak se zméniperioda, jestliže (b) zmen-

šíme vzdálenost d, (c) zvětšíme délku tyče L a (d) zvětšíme

hmotnost tyče?

65C. Fyzické kyvadlo je tvo eno pevnym homogenním diskem

(poloměru R a hmotnosti M), otáčivl m ve svislé rovině kolem

bodu závěsu, ktery je umístěn ve vzdálenosti d od st edu disku
(obr. 16.40). Disk vychylíme o mal tlhel z rovnovážné polohy

a uvolníme. Určete periodu v sledného harmonického pohybu.

bod závěsu/v/
'% .ď-%u 

-_ _.-,,P/"

Obr.16.40 Cvičení 65

66C. Homogenní kruhov diskpoloměru R : I2,5 cm je zavé-

šen v bodě, ktery se nachází na okraji disku. (a) Určete periodu

tohoto fyzického kyvadla. (b) Disk nyní zavěsíme v jiném bodě,

-W -{ -v
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jehož vzdálenost od st edu disku činí r < R .Y znlkáopět fyzické
kyvadlo. Jaká musí byt vzdáIenost r, má-li se perioda nového
kyvadla rovnat periodě v části (a)?

67C. Kyvadlo je tvo eno homogenním diskem o poloměru
10,0cm a hmotnosti 500g, spojenym s homogenní tyčí délky
500 mm a hmotností 210 g (obr. 16,4I). (a) Vypočtěte moment
setrvačnosti kyvadla vzhledem k vodorovné ose proch ázejícíbo-
dem závěsu, (b) Jaká je vzdálenost mezi bodem závěsu a těžištěm
kyvadla? (c) Vypočtěte periodu kmit .

Obn 16.41 Cvičení 67

68C. (a) Fyzické kyvadlo v p . 16,6 obrátíme a zavěsíme
v bodě P. Jaká bude nyní perioda pohybu? (b) Je tato nová
perioda v porovnání s periodou privodního kyvadla v p . 16.6
větší, menší, nebo stejná?

69C. V p .16.6 jsme ukázali, že fyzické kyvadlo má st ed
kyvu P v e v zďáIenostl 2 L / 3 od bodu závěsu O . Dokažte tvrzení:
Projakékoliv fyzické kyvadloje vzdálenost st edu kyvu od bodu
závěsurovna I l@h),kdeveličiny I ahmajístejn vyznamjako
v rov. (16.32) a m je hmotnost kyvadla.

70C. Tyčovl metr se otáčí kolem osy umístěné na jeho jednom
konci. Jak se zméní frekvence tohoto fyzickóho kyvadla, jestliže
tyčov metr zl<rátíme na polovinu? Vyjád ete novou frekvenci
pomocí privodní frekvence /6.
71Ú. Fyzické kyvadlo na obr. I6.42je tvo eno tyčí délky L, za-
věšenou v bodě O.(a) Vyjád ete periodu kyvadla pomocí délky
íyče L a vzdálenosti x těžiště od bodu závěsu. (b) Pro kterou
hodnotu podílu x lL je perioda pohybu nejkratší? (c)IJkažte,že
pro L: 1,00ma 8: 9,80m.s-2 je nejkratší perioda v části
(b) rovna 1,53 s.

ZZÚ. St ea kyvu fyzického kyvadla má následující zajímavou
vlastnost. Uvažme fyzické kyvadlo, které k vá v jisté svislé ro-
vině kolem určitého bodu závěsu O. P edpokládejme, že právě
v okamžiku prrichodu kyvadla rovnovážnou polohou na néj za-
prisobí krátky impulz síly, Vektorová p ímka síly je vodorovná
a Ieží v rovině kyvri. Jestliže síla navíc prisobí v ťrrovni st edu
kyvu P, nevyvolá její impulz v bodě závégl O žádnou reak-
ci. O této vlastnosti dob e vědí hráči baseballu (a rovněž hráči
mnoha jin ch sportri). Skutečně, když pálka navede pálku tak,
že ke styku s míčkem dojde mimo st ed kyvu P ,ucítív drisledku
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nárazu bolestivé ,,škubnutí" v rukou. Proto také nazyvají spor-
tovci st ed kyvu ,jemny bod" pálky. P i studiu popsané situace
budeme p edpokládat, že tyč na obr. 16.12a p edstavuje base-
ballovou pálku. Nechťna tyč prisobí v bodě P vodorovné zprava
síla F, p edstavující írder míčku. Pálka drží pálku v bodě, ktery
odpovídá bodu závěsu O naobt.I6.I2a. (a) Jak velké zrychlení
uděluje bodu O síla F? (b) Jak velké írhlové zrychlení vytvá í
síla F, jestližeuvažujeme rotaci kolem osy, procházejícítěžištěm
tyče? (c) Jak velké lineární zrychlení získá bod O v d sledku
írhlového zrychlení, uvažovaného v části (b)? (d) Na základě
vyhodnocení velikostí a směr zrychlení, uvažovanych v čás-
tech (a) a (c), se p esvědčte, že st ed kyvu P je skutečně ,jemny
bod".

73Ú. P esně vzato,na rriznl ch místech povrchu Zeměmá tíhové
zrychlení g poněkud odlišnou hodnotu, Tato skutečnost byla ob-
jevena Jeanem Richerem, kterl v roce 7672 na svych cestách
píevezl kyvadlové hodiny zPaííže do města Cayenne ve fran-
couzské Guyaně a zjistil, že hodiny se za den zpožďljí o 2,5 mi-
nuty. Jestliže tíhové zrychlení v Pa íži činí g : 9,81 m.s-2,3aká
je jeho velikost v Cayenne?

lnÚ. Véacr prováděli p esná mě ení tíhového zrychlenív urči-
tém místě v Indickóm oceánu. Místo bylo zvoleno na rovníku,
P i mě ení se zjišťovala perioda kmitri precizně konstruovaného
fyzického kyvadla. K zajištění p esně definovanl ch podmínek
se mě ení uskutečnilo na palubě pono ené ponorky. Označme go
p esnou hodnotu tíhového zrychlení v daném místě. Po vyhod-
nocení q sledk bylo zjištěno, že zmé ená hodnota g^ závtsí na
tom, zda se ponorka v pruběhu mě ení pohybovala vychodním,
nebo západním směrem. Velikost její rychlosti p itom v obou
p ípadech činila 16km.h-l. Objasněte pozorovanou diferenci
a vypočtěte relativní chybu (8. - s /8p pro oba směry plavby
ponorky.

75Ú. Dlouhá homogenní tyč délky L a hmotn osti m se otáčí
ve vodorovné rovině kolern svislé osy vedené geometrickym
st edem tyče. Na jednom konci tyče je k ní upevněna vodo-
rovná pružina, druh konec pružinyje p ipevněn k pevné stěně.
Celá soustava je znázorněna na obr. 16.43 z nadhledu. V rovno-
vážné poloze je tyč rovnoběžná se stěnou. Po malém vychl lení
z rovnovážnó polohy tyč uvolníme. Jaká je perioda vzniklého
harmonického pohybu?

Obr.16.42 Uloha 71
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76U. Určete frekvenci matematického kyvadla délky 2,0m
(a) zavěšeného na stropě místnosti, (b) zavěšeného na stropě vy-
tahu, kterl se pohybuje vzhriru se zrychlen im2,0 ffi.s-2, a (c) za-

věšeného na stropě vytahu, ktery padá volnym pádem.

77Ú. Matematické kyvadlo délky L a hmotno sti m je zavěšeno
v automobilu, kter se pohybuje rychlostí stálé velikosti u po

kruhové dráze poloměru R. Kyvadlo se pohybuje v radiálním
směru (kmitá ve svislé rovině, procházející bodem závěsu a st e-

dem kruhové dráhy). Určete frekvenci jeho pohybu.

78Ú. Nalezněte rhlovou amplitudu matematického kyvadla á-,
pro kterou činí odchylka skutečné velikosti vratného silového
momentu a silového momentu, kter je p edpokládán p i har-

monickém pohybu kyvadla, I,07o. (P i ešení mrižete použít

,,Rozvoje goniometrick ch funkcí" v dodatku E.)

79Ú. Hmotn bod matematického kyvadla se pohybuje po ob-
louku kružnice o poloměru R. (a) V okamžiku, kdy hmotn
bod právě prochází rovnovážnou polohou, udílí mu vlákno do-

st edivé zrychlení 1mu2lR\, kde u je okamžitá rychlost hmot-
ného bodu. Ukažte, že v tomto okamžiku činí napětí ve vlákně
mg(I -|afr;, tae 0* je rihlová amplituda pohybu. (Viz ,,Rozvoje
goniometrick ch funkcí" v dodatku E.) (b) Je p i jin ch íthlo-
v ch vl chylkách matematického kyvadla napětí ve vlákně větší,
menší. nebo stejné jako v části (a)?

80ť-. rolo bicyklu se otáčí kolem pevné osy. K jednomu z jeho

drátri je p ipevněna ve vzdálenosti r od osy kola pružina tu-

hosti k. Druh konec pružiny je uchycen v pevné stěně; uspo á-

dání je znázorněno na obr. 16.44. (a) P edpokládejte, žekololze
považovat za tenkou obruč poloměru R a hmotnosti m. Vyjád ete

írhlovou frekvenci malych kmitri soustavy pomocí veličin ffi, R,
r a tuhosti fr. Jak se změní rihlová frekvence, jestliže (b) r : R
a(c)r:0?

StÚ. rrurrov disk hmotnosti 2,5kga prriměru 42 cmjepevně
spojen s nehmotnou tyčí délky 16cm. Jak je znázornéno na

obr. 16.45, soustava je zavěšena na konci tyče. (a) Nehmotná
totzní pružina na obrázku je nejprve odpojena. Jaká je perioda
kmitri kyvadla? (b) Nyní p ipojíme ke kyvadlu torzní pružinu.

V rovnovážné poloze nové soustavy
musí byt torzní konstanta pružiny, aby

o 0,50 s kratší než perioda p vodní?

..,,1::,,.,::.,,,,

je tyč opět svislá. Jaká
nová perioda kmitri byla

obr. 16.45 Úloha8l

82Ú. risté fyzickékyvadlo mádvamožnébody závěsll: A a B.
Bod A je umístěn pevně, poloha bodu B podél délky kyvadla
je nastavitelná. Kyvadlo je znázorněno na obr. 16.46. Nejprve
zavěsíme kyvadlo v bodě A; perioda pohybu číníT . Poté kyvadlo
obrátíme a zavěsíme jej v bodě B. Jeho poloha je však nastavena
tak, aby kyvadlo mělo nyní opět periodu T. Yzdálenost takto

definované polohy bodu B od bodu A činí L.Dokažte, že pomocí
veličin L a T lze vyjádíit tíhové zrychlení jako

4x2 L
E- ť.

(Všimněte si, že tímto zprisobem mrižeme mě it tíhové zrych-
lení g i v p ípadě, že neznáme moment setrvačnosti kyvadla ani
jeho rozměry, kromě vzdálenosti l.)

Á{tr

i\\
l \L
i .\\t Vll BU,.
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83Ú*. Homogenní tyč dólky L je v jistém bodě zavěš ena, takže
vytvá ífyzické kyvadlo. Projakou vzdálenost bodu závěsu od
těžiště je perioda kyvadia nejmenší? Vyjád ete hledanou vzdá-
lenost pomocí délky l.

ODST. 16.8 Tlumeny oscilátor

84C. Běhemkaždého pohybového cyklu klesla amplituda slabě

tlumeného oscilátoru o 3 7o. kolikrát se zmenší celková mecha-
nická energie tohoto oscilátoru během každého írplného kmitu?

Obr.16.44 Uloha 80
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85C. Vyjdéíe ze zadání p .16.9 a určete, kolikrát se zmenší
amplituda tlumenych kmitri po provedení20 iplnych kmitri?

86C. V uspo ádání na obr. 16.17 mějme těleso o hmotnosti
1,50 kg a pružinu tuhosti 8,00 N.m- l . T ecí síla je určena vyra-
zem -b(dxldt),kde b :230g.s-l.P edpokládejme, že těleso
je nejprve vysunuto ze své rovnovážné polohy směrem dolri
o I2,0 cm a poté uvolněno. (a) Vypočtěte, za jakou dobu se am-
plituda kmitání zmenší na jednu t etinu své počáteční hodnoty.
(b) Kolik pln ch pohybov ch cykiri uskuteční kmitající těleso
během této doby?

SZÚ. těteso o hmotnosti m :2,00kg kmitá na pružině tuhosti
k : 10,0N.m-l. Těleso je navíc vystaveno prisobení t ecí síly
F : -bu, Počáteční amplituda kmitri byla25,}cm; v drisledku
tlumení se však po provedení čty írplnych kmitri zmenšila na
t i čtvrtiny své privodní hodnoty. (a) Určete součinitel írtlumu á.
(b) Jak velká mechanickáenergie se ,,ztratlla" během uvedenych
čty kmit ?

SSÚ. (a) V rov.(16.39) vystupuje t ecí síla -b(dxldt) a síla
pružnosti -kx.Yyjděte z rdajri, uvedenych v zadání p .16.9,
a určete v prťrběhu prvního írplného kmitu poměr největší hod-
noty t ecí síly k největší hodnotě síly pružnosti, (b) Dochází
k citelné zméné uvedeného poměru, jestliže jej vypočteme pro
někter z následujících kmitri?

SgÚ. PreOstavte si,žeprovádíte zkoušku tlumičri u automobilu.
Automobil má hmotnost 2 000 kg. P i současném zatižení tltl-
mičri všech čty kol celkovou tíhou automobilu se každy z nich
zk;rátí o 10cm vzhledem ke své nezatížené délce. Jestliže vy-
voláte kmitání karosérie, zmenší se po vykonání jednoho kmitu
amplituda o 50 Vo svó privodní hodnoty. Odhadněte hodnoty kon-
stant fr a b protlumící soustavu jednoho kola. P itomp edpoklá-
dejte rovnoměrné rozložení tíhy automobilu na jednotlivá kola.

ODST. 16.9 Nucené kmity a rezonance

90C. Amplituda nucenych kmitrj x,o v rovnici (16.43)je určena
vztahem

F^
,^m 

-

kde l. je (konstantní) amplituda oscilující vnější síly, kterou pri-
sobí pevny nosník na obr. 16.I] napružinu. Iaká je (a) amplituda
v chylky a (b) amplituda rychlosti v p ípadě rezonance?
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91Ú. Ve vozidle o hmotnosti22O0lb se nacházejíčty iosoby,
každáo hmotnosti 180lb. Píi jízdé po nerovné silnici p ekonává
vozidlo p ibližně rovnoměrně rozmístěnó nerovnosti; vzďáIe-
nost sousedních nerovností je 13 ft. Vlivem nerovností dochází
ke kmitání karosérie vozidla vzhledem k podvozku. P i rych-
losti vozidla 10 mi/h má houpání největší amplitudu. O kolik se
zvedne karosérie auta, jestliže znéj po zastavení všechny osoby
vystoupí?

PRo PoČÍraČ
92Ú. lJvažme kmitající soustavu dvou vozíkri spojen; ch pruži-
nou. Vozíky se pohybujíbez t ení na vodorovné koleji. Tuhost
pružiny známe: k : 50,0 N.m-l . Použijte druh Newtonriv zá-
kon a dokažte, že perioda kmitání je pro oba vozíky stejná.
Závislost periody na hmotnosti vozík je určena vztahem

Detektorem polohy byly určeny závislosti poloh vozík na
Čase, Lze je vyjád it yztahy xIG) : 2,10(I - cos(18,0r))
a xz(t) : 10,70 + I,29 cos(18,0r), kde sou adnice jsou vy-
jád eny v centimetrech a čas v sekundách. (a) Použrjte zákon
zachování hybnosti analezněte hmotnosti jednotliv ch vozíkrj.
(b) Vytvo te tabulku hodnot xl a x2 v závislosti na čase. Čas
zvětšujte od / : 0 do r : 35s s krokem 0,01 s. Prokaždy
časovy okamžik tabelujte takó polohu těžiště, celkovou hybnost
soustavy dvou vozík a sílu, kterou prisobí prlžinana jednotlivé
vozíky. Ově te, že těžlště soustavy se nepohybu.je, že celková
hybnost se zachovává a že obě síly, prisobící na jednotlivé vo-
zíky, jsou stejně velké a opačně orientované, (c) Použrjte ťrdaje
v tabulce analeznéte klidovou (rovnovážnou) délku pružiny.

93Ú. Na těleso o hmotnosti},}kg,p ipevněné na konec pružiny
tuhosti 350 N.m-1, p sobí vnější budicí síla F : (15 N) sin(alr),
kde a : 35 rad.s-1. Konstanta tlumení Ď má velikost 15 kg.s-l .

v čase t :)je těleso v klidu apružina má svou klidovou dél-
ku. (a) Použijte numerické integrace a nakreslete graf závislosti
v chylky tělesa na čase během první sekundy pohybu. Použijte
získany prriběh v chylky ke konci tohoto intervalu a odhadněte
amplitudu, periodu a hlovou frekvenci. V počet opakujte pro
(b) al : $m a @) a: 20 rad.s-l.
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