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Rovnovdba a pruznost

Horolezectvi miiZe byt vasi — doslova — posledni praktickou zkouskou
z fyziky. Pdd miiZe znamenat smrt a i mirné zavdhani miiZe zpiisobit vizné
zranéni. Napf. lezete-li dlouhym ,kominem”, mite ramena zapiena o jednu
sténu Siroké svislé pukliny a chodidla o jeji druhou sténu. Obcas viak musite
odpocivat, jinak spadnete vycerpanim. Otdzka zni: Jak se miiZete uvolnit,
abyste si odpocinuli? Budete-li odpocivat bez wvdzent fyzikdlnich zdkoni,
stény vds neudrzi. Tedy — jakd je odpovéd na tuto otdzku Zivota a smrti?
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13.1 ROVNOVAHA

Uvazujme nékolik téles: (1) kniha leZici na stole, (2) hoke-
jovy puk klouzajici se zanedbatelnym tfenim po led€ stdlou
rychlosti, (3) lopatky stropniho vétrdku otacejici se stilou
rychlosti a (4) kolo automobilu, jedouciho po rovné cesté
stalou rychlosti. Pro kazdy z téchto piipadi plati (pozoro-
véno ze Zemé, kterou v celé kapitole bereme za inercidlni
systém):

1. Celkovd hybnost P télesa je konstantni.

2. Celkovy moment hybnosti L t€lesa je konstantni.

Rikdme, 7e takova télesa jsou v rovnovaze. Podminky

rovnovahy tedy jsou

P =konst. a L = konst. (13.1)

V této kapitole se zamé&F{me na piipady, kdy v nasi inercidlni
soustavé jsou konstanty v rov. (13.1) nulové. To znamend,
7e sledovand télesa se vii¢i Zemi Zddnym zplisobem nepo-
hybuji — neposouvaji ani neotd¢eji. Jsou tedy v klidu viici
zvolené inercialni soustavé, ve které je popisujeme; rovno-
mérny posuv lze vZdy vhodnou volbou inercidlni soustavy
odstranit, ota¢eni nikoliv. Takova t&lesa jsou ve statické
rovnovaze. Ze Ctyf t€les uvedenych na zacdtku tohoto od-
stavce je ve statické rovnovaze pouze jedno — kniha leZici
na stole.

Nebezpetné vyhliZejici kdmen — viklan — z obr. 13.1
je téz pifkladem télesa, které je ve statické rovnovaze —

Obr.13.1 Viklan u ndrodniho parku Zkamenély les v Arizoné.
I kdyZ jeho podlozka vypadd podezfele, je kdmen ve statické
rovnovaze.

alespoii prozatim. Sdili tuto vlastnost s nesc¢etnymi dal$imi
objekty, jakymi jsou katedrdly, domy, Cerpaci stanice nebo
budky v poli, které zstdvaji na misté v priibéhu Casu.
Jestlize se téleso vrati do své rovnovdZné polohy po-
té, co z ni bylo vychyleno, fikdme (viz ¢l.8.5), Ze je ve
stdlé neboli stabilni rovnovaze. Pfikladem je kulicka na
dné dailku. Naopak, jestliZe mald sila nevratné vychyli té-
leso ze statické rovnovazné polohy, ozna¢ujeme rovnovdhu
za vratkou neboli labilni. Mirou stability polohy je prace,
kterou je nutno vynaloZit, aby t€leso nevratné zménilo svou
polohu za jinou, zpravidla stabiln&jsi. (A pro Gplnost pfipo-
metime z ¢l. 8.5 i rovnovahu volnou neboli indiferentni.)
Predpoklddejme napf., Ze vychylime dominovou kost-
ku tak, jak je naznaceno v obr. 13.2a. T€Zisté kostky lezi
pfimo nad hranou, kolem které se kostka miZe otdcet
a o kterou se opird. Moment M jeji tihové sily G vici
této hrang je zfejmé& nulovy, protoZe piimka, podél které
sila G pisobi, prochézi podpdrnou hranou. Nenuti tedy do-
minovou kostku konat rota¢ni pohyb a kostka je ve statické
rovnovize. Ovem sebemensi ndhodnd sila rovnovédhu po-
rusi, protoZe posune tézZnici (pfimku, podél které sila G
plsobi) mimo podpirnou hranu (obr. 13.2b) a jeji moment
pak bude otacet dominovou kostku vic a vic. Statickd rov-
noviha kostky zndzorn&na na obr. 13.2a je labilni (vratkd).
Dominové kostka na obr. 13.2¢ jiZ neni tak nestabil-
ni. Aby se kostka pievrdtila, musi na ni zaplisobit sila,
kterd ji prevali pfes rovnovaznou polohu znizornénou na
obr. 13.2a, kdy t&7i3t€ kostky leZi pfesné nad hranou otdce-
ni. Slab4 sila kostku neprevrati, ale silnéj$i cvrnknuti prs-
tem jiZ ano. (Sestavime-1i z takto postavenych dominovych
kostek fetézec, cvrnknuti na prvni kostku muze zpusobit
postupny pdd celého fetézce — ,,dominovy efekt.)

(a) (b) (c) (d)
Obr. 13.2 (a) Dominov4 kostka vyvédZend na hrané, t€ziste lezi
presné nad hranou. TéZnice (pfimka, ve které tihovd sila G na
kostku plisobi) prochdzi hranou otdceni. (b) Kdyz je dominovd
kostka vychylena i nepatrné za rovnovaznou polohu, vytvoii
sila G moment, ktery zrychlené otd¢i kostku ddl. (¢) Dominova
kostka stojici na Gzké sténé je o néco stabiln&jsi neZ kostka
v poloze (a). (d) Krychlovd kostka je jesté stabiln&jsi.



Obr.13.3 Délnik balancujici nad New Yorkem je ve statické
rovnovaze, jeho rovnovédha ve sméru nosniku je viak stabiln&jii
neZ ve sméru kolmém na nosnik.

Détskd kostka z obr. 13.2d je je$té stabilngjsi, protoZe
jeji t€Zist€ je nutno jeSte€ vice zdvihnout, aby pfeslo pies
hranu otd¢eni. Cvrnknuti prstem kostku nepievrati. Délnik
z obr. 13.3 ma vlastnosti jak dominové kostky, tak kostky
Ctvercového prifezu: podél nosniku je Siroce rozkrocen
a jeho postaveni je stabilni, pfi¢né na nosniku spo¢iva tz-
kou Casti chodidel, takZe jeho postaveni je v tomto sméru
podstatné méné stabilni (je vyddn na milost ndhodnému
zavanu vétru).

Analyza statické rovnovahy je velmi diileZitd v inZe-
nyrské praxi. Konstruktér musi nalézt a urcit v§echny vngjsi
sily a momenty sil, které mohou piisobit na navrhované
dilo a zaru¢it vhodnym konstrukénim ndvrhem a volbou
materidlli, Ze jim vytvorené dilo odold. Takova analyza je
nezbytnd, aby se napf. zajistilo, Ze se most nezfit{ vlivem
dopravniho ruchu ¢i poryvem vétru nebo Ze podvozek le-
tadla vydrZi prudké ndrazy pfi tvrdych pfistdnich.

13.2 PODMINKY ROVNOVAHY

Posuvny (translacni) pohyb télesa se ¥idi vétou o hybnosti
neboli prvni impulzovou vétou, kterd vyjadiuje pro t&leso
totéZ, co druhy Newtondv zdkon pro hmotny bod. Podle

13.2 PODMINKY ROVNOVAHY 331

rov. (9.28) plati

Y Py = P (13.2)
dr

Kdy? je téleso v rovnoviaze pro posuvny pohyb, tj. kdyZ je

P konstantni, pak je dP/dr = 0 a plati

Z Fext = 0 (rovnovéha sil). (13.3)

Otécivy (rotacni) pohyb télesa se fidi vétou o momentu
hybnosti neboli druhou impulzovou vétou, kterd vyjadiuje
pro otdceni to, co predchozi rovnice pro posuvny pohyb.
Podle rov. (12.37) plati

ZMext = %

Kdy?7 je t€leso v rovnoviaze pro otd¢ivy pohyb, tj. kdyZ je L
konstantni, pak dL/ds = 0 a plati

(13.4)

Z M = 0 (rovnovdha momentt sil). (13.5)

Z uvedeného plynou dvé podminky rovnovahy télesa, kla-
dené na vnéjsi sily:

V rovnovéaze musi byt roven nule

1. vektorovy soucet vSech vnéjsich sil pisobicich na
t€leso,

2. vektorovy soucet vSech momentQ vnéjsich sil pliso-
bicich na téleso.

Tyto podminky plati jak pro statickou rovnovéhu, tak
i pro obecné;jsi pfipad rovnovahy, kdy P a L jsou konstantni,
ale ne nulové. (Je dobré pfipomenout, Ze kazdy moment M;
kazdé sily F; obecné zdvisi na poloze bodu B, vi¢i nému?
moment pocitdme. Je-li viak )~ F; = 0,pak Y M; na volbé
B nezavisi.)

Rov. (13.3) a (13.5) jakoZto vektorové rovnice odpo-
vidaji kazd4 tfem nezdvislym rovnicim pro jednotlivé sou-
fadnice:

Rovnovdha Rovnovaha
sil momentd sil

> M. =0
> My=0
> M. =0

Pro jednoduchost jsme v poslednich rovnicich vypustili
index ex, ktery v predchézejicich rovnicich zdirazioval,

(13.6)
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7e se jedna o vn&jsi (externi) sily a vn&j$i momenty sil
pusobici na téleso.

Problém si zjednodusime tim, Ze budeme uvaZovat
pouze piipady, kdy sily ptisobici na téleso leZi v rovin€ xy.
To znamena, Ze momenty sil mohou vyvolavat pouze otd-
eni kolem osy rovnobéZzné s osou z. Timto pfedpokladem
vylou¢ime jednu rovnici pro slozky sil a dvé rovnice pro
slozky momentl sil ze soustavy rovnic (13.6). Zbyvaji rov-
nice

Z F, =0 (rovnovaha sil), (13.7)
Y F,=0 (rovnovdhasil), (13.8)
Y M. =0 (rovnovéha momenti sil). (13.9)

Zde Fy a F jsou x-ové, resp. y-ové slozky vnéjsich sil pu-
sobicich na t&leso a M, je moment vnéjsich sil zptisobujici
otd¢eni t&lesa kolem osy z nebo kolem libovolné osy s ni
rovnobézné.

Hokejovy puk klouzajici stdlou rychlosti po led€ spl-
Huje rov. (13.7) az (13.9), a je tedy v rovnovaze (dokonce
ikdyZ rotuje), ale nikoli ve statické. Pro dosaZeni podminek
statické rovnovdhy musi byt hybnost puku P dokonce nu-
lovd; puk musi na ledé klidné leZet. Tak miZeme vyjadfit
dal§{ podminky statické rovnovahy kladené na okamZity
stav télesa:

Ve statické rovnovaze musi byt také rovny nule

Ghrnnd hybnost P télesa,

Ghrnny moment hybnosti L télesa.

OLA 1: Na obrdzku je pohled shora na Sest ho-
mogennich ty¢i, na které kolmo ptisobi rizné soustavy
dvou a vice sil. V kterych piipadech 1ze pii spravné vo-
lenych nenulovych velikostech sil dosahnout statické
rovnovahy?

(a) (®) (©)

(d)

13.3 TEZISTE; STRED HMOTNOS]1

Nyni rozebereme dva velmi blizké pojmy stied hmot-
nosti a t&éZist€. UkdZeme si, v Cem se 1iSi 1 pro¢ v praxi
&esting, zatimco ,,stfed hmotnosti je vyhradné odborny ter-
min. V angli¢ting je v8ak ,.center of mass“ obvykly i v ho-
vorovém stylu.)

Stred hmotnosti

Stfed hmotnosti (SH) soustavy neboli hmotny stied je
jednoznac¢né uréen rozloZenim hmotnosti v soustave a fak-
ticky jsme hojiZ studovali v ¢l. 9.2. SH jediné Cdstice splyvé
s jeji polohou: rsy = ry. SH soustavy dvou stejnych Castic
leZi uprostied mezi nimi: rsy = %(rl + ry). Analogicky je
tomu u soustavy N stejnych &dstic: rsgy = Y, ri/N, coZ
miiZzeme zapsat i jako rsg = »_; r;/ y_; 1. Jednicky, které
s¢itdme ve jmenovateli, ndm ukazuji, Ze vSechny Cdstice
bereme se stejnou vahou.

! 7 ’
mi ny ny my | M3

K odvozeni stfedu hmotnosti

A co kdyZ maji ¢astice riizné hmotnosti? Pfedstavme
si nejprve soustavu dvou €dstic, kde druhd je dvakrat €781
neZ prvni: mp = 2m;. S takovou soustavou je zfejmé ekvi-
valentni soustava tif stejnych &dstic, kde m| = m), = m}y =
=mjary =ry,ry=r's =r podle obrizku. Snadno
tedy najdeme jeji stfed hmotnosti:

iri
>l

To miZeme zapsat sugestivnéji:

ri+r,+r;
1+1+1

rsg =

I’}’l/1 r; + 2r§ m/lr{ + 2m’1r§ miry +mar
rSH = — = = .
my 142 m' +2m)

my) + mp

Tento vzorec lze snadno zobecnit na N riiznych ¢éstic:

ron= 2 _ Ly
SH= —~—— = — iri
Zimi m i 7

kde m = )", m; znaci celkovou hmotnost soustavy. Dostali
jsme tyZ vzorec, ktery jsme pouzivali v rov. (9.8) pro teézis-
t€. NepouZili jsme pfitom zddné jiné veli¢iny neZ vnitini
parametry N, m;, m, r; soustavy.

(13.10)



(a) (b)
Obr.13.4 (a) Na element t€lesa o hmotnosti m; psobi tihovd
sila m;g; a vytvari vaci pocdtku O soustavy soufadnic moment
s ramenem rovnym soufadnici x;. (b) Vyslednd tihovd sila G

plisobi v t&Zisti T télesa. Jeji rameno vzhledem k polétku O je
rovno xr.

Tézisté
Uvazujme nyni tuhé téleso (tj. soustavu éstic, které maji
navzdjem neproménné vzdélenosti) nachdzejici se ve vnéj-
§im silovém poli F(r). Na jeho i-tou Cdstici plisobi tedy sila
F(r;) = F;. Prikladem mtzZe byt nepravidelny kdmen v ti-
hovém poli Zemé. Chceme nyni nahradit silové ptisobeni

na jednotlivé ¢astice télesa jedinou silou G pisobici v jis-

Vwew

mohli vypnout piisobeni tthového pole na jednotlivé &as-
tice t€lesa a misto néj zapnuli tihovou silu v téZisti, celkové
silové a momentové plisobeni na t€leso by se nezménilo.

Doposud jsme tvrdili, Ze tihova sila G pGsobi ve stiedu
hmotnosti télesa. UkaZeme nyni, Ze toto tvrzeni je spravné,
kdyZ tihové zrychleni g je v celém t&€lese konstantni.

Obr. 13.4a ukazuje té€leso hmotnosti m s vyznaCenou
i-tou ¢astici hmotnosti m;. Na kazdou takovou ¢dstici pi-
sobi tihovd sila m;g;, kde g; je tihové zrychleni v mist&,
kde se Castice nachdzi. Kazdd tthovd sila m; g; vytvaii vici
ose, kterd prochdzi pocdtkem O soustavy soufadnic kolmo
k obrdzku, moment sily M;, ktery dle rov. (11.32) ma veli-
kost

M; = xim;g;,

kde x; je rameno r, sily m;g;. Velikost vysledného mo-
mentu My od vSech Cdstic je pak

M, = ZMi = inmigi-

Obr. 13.4b ukazuje tihovou silu G pusobici v t&Zisti T
télesa. Dle rov. (11.32) velikost momentu sily vyvolaného
silou G vU¢i ose prochdzejici poédtkem je

(13.11)

M = x7G, (13.12)
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y y Y
4 S O 15 =
» T

(@) () (c)

Obr.13.5 Téleso volné otoéné kolem podpérného bodu S se

Yy

kde x7 je rameno sily G. Sila G je rovna souétu tiho-
vych sil m;g; ptsobicich na jeho elementy. KdyZ nyni do
rov. (13.12) dosadime ) m;g; za G, miZeme psat

M = xr Zmz'gi-

Tezisté jsme zavedli jako bod, vici némuZ je moment M
vysledné tihové sily G stejny jako soufet M, vSech mo-
mentl M; sil G; pusobicich na Céstice t8lesa. Je tedy M
z rov. (13.13) stejné jako My z rov. (13.11) a mGZeme psat

Xy migi =y ximigi.

Je-li tedy g konstantni, jsou vSechna g; stejnd, mi-
Zeme je ze souctl na obou strandch rov. (13.14) vytknout
a pak zkratit. Dosadime-li jesté na levé strané rov. (13.14)
za ) m; thrnnou hmotnost t&lesa m a touto hmotnosti
vydélime pravou stranu rovnice, dostaneme

1
X7 = — inmi.
m

Porovnanim s rov. (13.10) vidime, Ze pravé strana (13.15)
ddva souradnici xsy stfedu hmotnosti. MiZeme tedy napsat

(13.13)

(13.14)

(13.15)

XSH = XT. (13.16)

Stfed hmotnosti télesa a jeho t€Zisté maji stejnou soutad-
nici x.

Tento vysledek miZeme rozsifit na viechny tfi soufad-
nice pouZitim vektorového vyjddfeni momenti sil. Vysle-
dek zni: T&Zi8t& splyva se stfedem hmotnosti t€lesa, jestlize
tihové zrychleni je stejné ve vSech bodech t&lesa.

Jednoslovné a strucné oznaceni ,,t€ZiSté“, umoZiujici
pohodIné odvozeniny typu ,téZisfovy vztazny systém*, se
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proto b&zné pouZziva téZ jako synonymum pro delsi a dvoj-
slovny termin ,,stfed hmotnosti“. (V této knize tak Cinime
vSude.)

Z rov. (13.12) plyne, Ze moment sily vyvolany tthovou
silou télesa je nulovy pouze tehdy, kdyzZ rameno sily xp
je nulové. Je-1i téleso podepfeno v n&jakém bodu S, ko-
lem kterého se miZe otacet, otd¢i se (vlivem momentu sily
M = x7G vzhledem k S) tak dlouho, dokud rameno sily
x7 neni nulové. TEZisté télesa pak lezi svisle pod bodem
podepfeni, jak je naznaceno na obr. 13.5a, b, a téleso je ve
stdlé rovnovaze. Kdy?7 je t€leso podepieno v téZisti jako na
obr. 13.5¢, potom pro jakékoliv natoceni télesa je x nulové
a téleso je v rovnovdze volné.

VWvew

» 1 €ZiSté° v nehomogennim poli

Co se zméni, kdyZ silové pole F(r) neni homogenni? I v ta-
kovém pfipadé bychom mohli — pfi kazdé konkrétni po-
aby tato tihov4 sila byla souctem dil¢ich sil a celkovy mo-
ment dil¢ich sil by byl roven nule. Pfesnéji feceno, nasli
bychom takto té€Znici, tj. pfimku (se smérem danym vy-
slednou silou), na niZ by leZelo t€Zisté. Problém je v tom,
Ze pro rizné polohy télesa se téZnice v nehomogennim poli
nemuseji protinat, a v télese tedy neexistuje téziste jakozto
univerzdlni bod, do néhoz bychom mohli pro zjednoduSeni
,.stdhnout* veSkerou hmotu télesa. Pro kaZzdou konkrétni
polohu télesa je vzdy nutno uréit znovu jak vyslednou ti-

Neni pravdépodobné, Ze bychom kdy vysetfovali v ti-
hovém poli zemském téleso tak rozlehlé, abychom museli
zapocist nehomogenitu tihového pole. Nebudeme také asi
nikdy méfit natolik pfesn€, abychom museli zahrnout ne-
homogennost tthového pole v rdmci béZnych predméta.

Je tfeba si uvédomit, Ze napf. odstredivd sila, kterou
uplatnime pfi zkoumadni v otdcejicim se systému, roste se
vzddlenosti od osy otdCeni: F = mw?r, a pole odstfedivé
sily je tedy vyrazn€ nehomogenni.

V nehomogennim poli, a tedy i pfi studiu kyvani ¢i ota-
ceni nemiizeme tuhé téleso nahradit hmotnym bodem
v jeho stfedu hmotnosti.

13.4 PRIKLADY STATICKE
ROVNOVAHY

V tomto odstavci budeme feSit Sest prikladi na static-
kou rovnovadhu. V kazdém vybereme systém o jednom
¢i vice objektech, na které aplikujeme rovnice rovnovahy

Michel Menin kraci po lané napjatém ve vysi 3 150 m nad fran-
couzskou zemédélskou krajinou. Svou polohu stabilizuje t€Zkou

ohnutou ty¢i, kterd sniZi t€Zist€ systému Menin+ty¢ do blizkosti
lana, a umozni mu tak Celit zdvanim vétru.

(rov.(13.7) aZ (13.9)). Ve vsSech pfikladech budeme uva-
Zovat jen sily pasobici v roviné xy, které vaci pocatku
soustavy souradnic vytvéreji moment sily mifici ve sméru
osy z. Ve smyslu rov. (13.9) vyjadfujici rovnovdhu mo-
mentl vybereme osu rovnobéZnou s osou z, vici které
budeme pocitat momenty sil. I kdyZ je rov. (13.9) splnéna
pro jakoukoliv volbu takové osy, ukdZeme si, Ze vhodnou
volbou osy miiZzeme vylouéit jednu ¢i vice neznamych sil,
¢imZ se pouziti rov. (13.9) zjednodusi.

PRIKLAD 13.1
Homogenni nosnik délky d a hmotnosti m, = 1,8 kg spo¢ivd
svymi konci na dvou digitdlnich silomérech, jak je naznaeno
v obr. 13.6a. Homogenni kvadr hmotnosti my = 2,7kg leZi
na nosniku, pficemZ jeho stfed lezi ve vzdélenosti 3—1d od
levého konce nosniku. Jakeé sily ukdzi siloméry?

N4s systém bude tvofit nosnik a kvadr. Obr. 13.6b je dia-
gram systému, ktery uvaZujeme jako volny, s vyznacenim
vSech sil na néj pusobicich. Siloméry podpiraji levy a pravy |
konec nosniku silami F; a F,. Velikosti téchto sil odecteme
na silomérech. Na nosnik puisobi tihova sila m,g svisle doli
v jeho stfedu. Podobné na kvadr pisobi tihova sila my g svisle
doll v jeho stfedu. V diagramu na obr. 13.6b je kvadr repre-
zentovan pouze teckou uvnitf schématu nosniku a vektor myg
je znazornén jako vychdzejici z této tecky. (P¥i prekreslovani
obr. 13.6a do obr. 13.6b je vektor mg posunut podél piimky,
ve které plsobi. Takové posunuti nezméni ani velikost sily
myg, ani velikost momentu sil, ktery tato sila vytvaii vici
| kterékoliv ose.)
| N43 systém je ve statické rovnovize, takZe musf byt spl-

nény jak rovnice rovnovéhy sil rov. (13.7) a (13.8), tak i rov-




nice rovnovahy momentii sil (13.9). Zadany priklad budeme |

fesit dvojim zplsobem.

PRVNI RESENI: Sily nemaji 74dné x-ové slozky, takse
rov.(13.7) 3" Fy = 0 je splnéna automaticky, aniZ poskytne
n&jaké informace. Rov. (13.8) d4 pro velikosti y-ovych slozek
sil podminku

Z Fy=FR+F,—myg—mg=0. (13.17)

V rovnici vystupuji dvé neznamé sily (£} a F}), ale nemu-
Zeme je obé urcit z této jediné rovnice. Mdme viak po ruce
Jest€ jednu rovnici, totiZ rov. (13.9), kterd vyjadiuje rovno-
vahu moment sil.

Momenty sil v rov. (13.9) mtizeme vyjadfit vii&i libovolné
ose kolmé k roviné obr. 13.6. Zvolime osu prochdzejici levym
koncem nosniku. Za kladné budeme pokladat ty momenty sil,
které — pilisobi-li samostatn& — vyvolaji kolem zvolené osy
otdCeni proti sméru hodinovych ruéicek. Z rov. (13.9) potom
plyne

Y M. = (F)(0) — (mg)(Ld) —
— (mng)(3d) + (Fp)(d) =0,
odkud
Fy = (38)@my +my) =
=709.8ms2)(2-1,8kg +2,7kg) =
ISN. (Odpovéd) (13.18)

Vsimnéte si: tim, Ze jsme zvolili osu prochdzejici psobis-
tm jedné z nezndmych sil (F), jsme tuto silu vyloudili
z 1ov. (13.9), a tim umoznili pfimo z ni vypoditat druhou
znezndmych sil. Vhodnd volba osy zjednodusi resent problé-
mu.

Nezndmou silu Fj pak uréime z rov. ( 13.17), kdyZ do ni

dosadime jiz zndmé hodnoty:

Fi=(mx +mp)g — F, =
= (2,7kg+ 1,8kg)(9,8m:s™2) — (I5N) =
=29N. (Odpovéd)

| DRUHE RESENTI: Pro kontrolu vyfesime piiklad je3t& pro

jinou volbu osy. KdyZ jsme zvolili osu prochézejici levym |
| koncem nosniku, dostali jsme rov. (13.18) a velikost sily Fp = |

| =15N.
‘ Pro osu prochézejici pravym koncem nosniku rov. (13.9)
dava
D M. =—(F)@) + (mg)(3d) +
+ (mng)(3d) + (Fp)(0) = 0.

\
| KdyZ tuto rovnici fesime pro F, dostaneme

Fi = (38)(2mp + 3my) =
=309.8ms (2 1,8kg +3-2,7kg) =
=29N, (Odpovéd)

13.4 PRIKLADY STATICKE ROVNOVAHY 335

coZ je ve shodé s na§im predchdzejicim vysledkem. V3im-
néte si jeSté, Ze délka nosniku nevystupuje v posledni rovnici |
piimo, ale jen prostfednictvim toho, jak ovliviiuje hmotnost
nosniku. VSimnéte si také, Ze podminku rovnovahy sil nepo-
tfebujeme, kdyZ podminku rovnovahy momenti sil uZijeme
pro dvé riizné osy.

hranice systému ~_

nosnik
Ny

1

P

silomér |

(b)
Obr.13.6 Priklad 13.1. (a) Nosnik hmotnosti my, nese kvadr |
0 hmotnosti my. Hranice systému je vyznacena. (b) Diagram sys- |
tému, ktery uvazujeme jako volny, ukazuje sily pisobici na systém
" nosnik +kvédr. ‘

K()NTROLA 2: Na obrédzku je pohled shora na homo-

genni ty¢, kterd je ve statické rovnovize. (a) MiZete
najit velikosti nezndmych sil F; a F, pouze z podminky
rovnovdhy sil? (b) Cheete-li uréit velikost sily F> po-
uZitim jediné rovnice, kam musite umistit osu otd¢eni?
(c) UkdzZe se, Ze velikost sily F, je 65 N. Jak4 je pak
velikost sily F;?

20N % 4d f




336 KAPITOLA 13 ROVNOVAHA A PRUZNOST

PRIKLAD 13.2
Kuzelkdr drzi v ruce kouli o hmotnosti my = 7,2kg. Jak

ukazuje obr. 13.7a, vrchni ¢dst jeho ruky (paZe) je ve svis- |
1€, spodni ¢ast (predlokti) ve vodorovné poloze. Jakou silou |

v tomto pfipadé musi pusobit biceps a jeho Gpony na pred-
lokti? Predlokti mda hmotnost m = 1,8kg; predpoklddané
rozméry jsou vyznaceny na obr. 13.7a.

RESENI: Na$im systémem je predlokti spolu s kouli. Na
obr. 13.7b je znazornén silovy diagram systému. (Koule je
zndzornéna teCkou uvnitf hranic schématu predlokti; tthovd
sila myg ma své pisobist€ umisténo do této tecky. Pri prekres-
lovéni obr. 13.7a do diagramu na obr. 13.7b byl vektor myg
posunut podél pfimky, ve které pusobi. Takové posunuti ne-

zméni ani velikost sily myg, ani velikost momentu sil, ktery |

tato sila vytvari vici kterékoliv ose.) Nezndmé sily jsousila T,

kterou puisobi biceps, a sila F, kterou pusobi kost paze v lo-

ketnim kloubu na kost predlokti. VSechny sily plsobi svisle.
Z rov. (13.8), kterd fikd ) F) = 0, dostdvdme

ZF},zT—F—mg-—mkg:O (13.19)

UZijeme momentovou rovnici (13.9). ProloZime osu otaceni
loketnim kloubem (bod O) kolmo k rovin€ obrazku, momenty
sil vyvoldvajici rotaci proti sméru otd¢eni hodinovych ru¢icek
budeme poklddat za kladné a dostaneme

3 M. = (F)(0) + (T)(d)—

—(mg)(D) — (myg)(a) =0. (13.20)

Volbou osy prochdzejici bodem O jsme vyloucili neznd- |

mou F z rov. (13.20). Z rovnice vypocitdme T':

T =MD tma _
d
2
— (9,8m-s_2) (1,8kg)(15cm) + (7,2kg)(33 cm) _
(4,0cm)
= 648N = 650 N. (Odpovéd)

Biceps musi drZet pfedlokti silou, kterd je pfibliZzné€ devétkrat
vEt§i neZ tiha koule; drZet t€Zkou kouli zpGsobem znazorné-
nym na obr. 13.7a je obtizné.

Z rov. (13.19) po dosazeni jiz zndamych hodnot dostaneme
pro F vyjadfeni

F=T-—g(mx+m)=
= (648N) — (9.8 m-s~2)(7,2kg + 1.8kg) =
= 560N. (Odpovéd)

Sila F je pfiblizn€ osmkrat vétsi nez tiha koule.

loketni
Kloub ¥

4,0cm—= |~ tezisté
15 em — predlokti
33cm
(@)
y
AT
d 1z,
predlokti koule
EE X
0 Ymg l
~D *" ‘ mxg
@ \
F
v
(b)

Obr. 13.7 Piiklad 13.2 (a) Ruka drzi kuzelkovou kouli. Hranice
systému je vyznacena. (b) Diagram systému piedlokti+koule uka-
zuje plsobici sily, kdyZ pokldddme systém za volny. Vektory nejsou
zndzornény ve stejném méfitku; sila T prfenaSend bicepsem a sila F
plsobici na loketni kloub jsou mnohondsobné vétsi nez ostatni sily.

PRIKLAD 13.3

Zebiik o délce d = 12m a hmotnosti m = 45kg je opfen
o sténu ve vySce h = 9,3 m, jak je naznaceno na obr. 13.8a.
Tézisté Zebfiku je v jedné tfetiné jeho vysky. Hasi¢ o hmot-
nosti my = 72 kg vySplha po Zebiiku tak vysoko, Ze jeho té-
7i8té leZi v poloviné vysky Zebiiku. Pfedpokladejte, Ze tfeni
mezi Zebiikem a sténou je zanedbatelné a opfeni Zebiiku
o podlahu je pevné. Jaké sily plsobi na Zebiik od stény a od
podlahy?

RESENI: Na obr.13.8b je zndzornén diagram systému |
hasic¢+ Zebrik, kdyz jej pokladdme za volny. (Hasic je zndzor- |

nén te¢kou uvnitf hranic schématu Zebiiku; vektor tthové sily

mpg ma pocatek v misté tecky. Pri piekreslovani obr. 13.8a |
do obr. 13.8b byl vektor myg posunut podél primky, ve které |
plsobi. Posunuti nezméni ani velikost sily myg, ani velikost |
momentu sil, ktery tato sila vytvafi vaci kterékoliv ose.) |
| Sténa piisobi na Zebiik vodorovnou silou Fs. Sila nemiiZze |

mit Zddnou svislou slozku, protoZe predpokladdme, Ze mezi
sténou a Zebiikem nevznikd tfeni. Podlaha plsobi na Zeb-




bez tfeni

hranice
systému

<a/2~

(@) (k)

Obr. 13.8 Piiklady 13.3 a 13.4. (a) Hasi¢ vy3plhd do poloviny
vySky Zebiiku, ktery je opfen o hladkou sténu (mezi Zebiikem
a sténou neplisobi tfen{). Tfeni mezi podlahou a Zebiikem zabrani
podklouznuti Zebiiku. (b) Silovy diagram systému, ktery pokld-
ddme za volny, ukazuje sily pisobici na systém hasi¢ + Zebrik.
Pocitek O soustavy soufadnic je volen v misté, kde piisobi ne-
zndmd sila F, (jeji slozky F,, a F,, jsou v diagramu vyznaceny).
Takovd volba usnadni nalezeni dal$i neznamé sily F;.

fik silou F,, kterd md vodorovnou slozku Fgyx (vzhledem
k pevnému opfeni — dostatecné velké tieni mezi podlahou

| a Zebfikem nebo zapichnuti Zeb¥iku do zem&) a svislou sloz-

ku Fgy (obvykld normélovd sila). Jak je ukdzdno v diagramu,
zvolime soustavu soufadnic s pocitkem O v mist&, kde je
Zebiik opfen o podlahu. Vzddlenost a od stény k patd Zebiiku
vypocteme jako odvésnu v pravodhlém trojahelniku:

a=+vd>—h?>=+/(12m)? — (9,3m)? = 7,58 m.

Z rovnic rovnovahy sloZek sil (13.7) a (13.8) dostaneme
pro nas systém rovnice

Y Fe=F—Fpu=0 (13.21)

ZFy = Fyy —mpg —mg = 0.
Rov. (13.22) dav4

(13.22)

Fgy = g(mp +m) = (9,8 m-s2)(72kg + 45kg) =
= 1146,6 N = 1100 N. (Odpovéd)

Pro vypocet rovnovdhy momentt sil zvolime osu prochdzejici
pocatkem O kolmo na rovinu obrdzku. Ramena sil F;, myg,
mg, Fg, aF,y vici zvolené ose jsou postupné /4, %a, %a, 0a0.

Nulovd ramena sil F, a Fyy, zpisobi, Ze tyto sily maji nulovy |
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| moment viigi zvolené ose. Z rovnice rovnovahy moment sil
(13.9) potom plyne

Y M= —(Fh + (mng)(1a) + (mg)(ta) = 0. (13.23)
| .
ReSenim rov. (13.23) dostaneme pro F; vyjadreni
|

_ ga(zmy + 3m)

1 Fs L

‘ _ (9,8 m-s72)(7,58 m)(36 kg + 15 kg)

‘ B (9,3m) -

‘ =407N = 410N. (Odpovéd)
| Zrov. (13.21) potom je3t& dostaneme

| Fgr = F; =410N. (Odpovéd)

PRIKLAD 13.4
Necht v pt. 13.3 md staticky Cinitel tfeni f, mezi Zebitkem
a podlahou hodnotu 0,53. Na jakou &¢4st 0 < ¢ < 1 Zebiiku

| m0Ze hasi€ vylézt, neZ Zeb¥ik zagne podklouzdvat?

RESENI: Sily maji stejnd oznadeni jako na obr. 13.8. Necht
qd je délka, kam miiZe po Zebfiku hasi¢ vylézt, ne? 7ebiik za-
¢ne podklouzdvat (jeho vodorovnd vzddlenost od pocdtku O
Jje pak ga). V okamziku podklouznuti je spln&na rovnice

Fox = f5Fy,y, (13.24)

je normalovd sila (obvykle znacend N).
PouZijeme-li rov. (13.9) vyjadiujici rovhovahu momenti
| a volime-li osu prochdzejici pocitkem O, dostaneme v oka-
mziku podklouznuti rovnici

Y M. = —(F)(h) + (mng)(ga) + (mg)(La) = 0,

| odkud
‘ 8

Fo= 52 (m -+ mug). (13.25)

ve které je Fy, statickd sila tfeni (obvykle znatend Fy)aFg,

Rovnice ukazuje toto: jak hasi¢ stoupd po Zebiiku, tj. jak |

Zebrik, aby byla dosaZena rovnovéha. Abychom nasli hleda-
nou hodnotu ¢ v okamZiku podklouznuti, musime nejprve
nalézt, jakd bude v tomto okamzZiku sila Fj.

Rov. (13.7) pro rovnovéhu x-ovych sloZek sil ddva

D Fy=F,— Fp =0,

Porovndme-li tuto rovnici s rov. (13.24), dostaneme, 7e v oka-
| mZiku podklouznuti

Fy = Fo = fiFyy.

roste ¢, tak musi vzristat i sila F;, kterou pisobi sténa na |

(13.26) |
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Z rov. (13.8) pro rovnovdhu y-ovych sloZek sil dostdvdme

ZFv:Fg'\,—mhg—mg:O,

odkud
Fgy = (mp +m)g. (13.27)
Porovndme-li rovnice (13.26) a (13.27), dostaneme ;
|
Fy = fug(my +m). (13.28) |

| JestliZe nakonec porovndme rov. (13.25) a (13.28) a feSime |

je pro g, dostaneme

fsh (my +m) m
g=1-rr =

= (13.29)
a mp 3my |
B (0,53)(9,3m) (72kg + 45kg) (45kg)
- (7,6 m) (72kg) a 3(72kg) - ‘
=0,85. (Odpovéd) |

Hasi¢ miZze vylézt do 85 % délky Zebiiku, neZ zacne Zebiik
podklouzdvat.

Z rov. (13.29) miZete ddle vycist, Ze hasi¢ muze vylézt
a7 na konec Zebiiku (tomu odpovidd g = 1), aniZ Zebiik
podklouzne, pokud Einitel tfeni f; > 0,61. Na druhé strané
Zebtik podklouzne uZ vlastni vahou (¢ = 0), kdyZ Cinitel
tieni fy < 0,11.

Pfiklad lze vyfesit jednoduseji, zvolime-li za poCdtek sou-
fadnic misto dotyku Zebfiku o sténu. 1

KiI}N TROLA 3: Ty¢ AC o hmotnosti 5 kg, zndzornénd na

piipojeném obrdzku, je drzena v klidu jednak silou T
piendsenou pres provaz AD, jednak silou tfeni mezi
st€énou a ty¢i. Homogenni ty¢ je dlouhd 1m a dhel,
ktery svird provaz s ty&i, ¢ini 6 = 30°. (a) Do kterého
z oznacenych bod musite umistit osu, vii¢i niZ budete
pod&itat momenty sil, mdte-1i jedinou rovnicinajitsilu T,
kterou na ty¢ pusobi provaz? S takto zvolenou osou
urcete, jakd znaménka budou mit (b) moment sily M,
zplsobeny tihou tyCe, a (c) moment sily M, kterym
na ty¢ pusobi provaz, kdyZ budete poklddat momenty
sil pisobici proti sméru otdceni hodinovych rucicek za
kladné. (d) Je M, vétsi, mensi, nebo stejné velké jako
M[?

PRIKLAD 13.5
Obr. 13.9a zobrazuje trezor o hmotnosti m; = 430kg, ktery
je provazem pfivdzén k nosniku s rozméry a = 1,9mab =
= 2,5m. Homogenni trdmek nosniku md hmotnost m =
| = 85kg, hmotnost vodorovného lana je zanedbatelnd.

| (a) Jak velkou silou T je napindno lano?

\
! ’
| ocelové lano

//d >
L

£ //vv-v ~
7 tezISte
> trdmku

provaz

| (a)

mg

(b)

Obr.13.9 Priklad 13.5. (a) Trezor je zavéSen na nosniku, ktery
sestdvd z homogenniho $ikmého tramku a vodorovného ocelového

Vsimnéte si, Ze vyslednice sil F, a Fy, nemiii pfesné ve sméru osy
tramku.

v

kldddme za nas systém. Na trdmek plsobi v jeho téZisti tthova |

sila mg, v bod& A sila T od lana a sila mg od provazu (tiha
trezoru), a kone¢né v kloubovém zdvésu O sila F od stény
s horizontélni slozkou Fy, a vertikdlni F;,.

PouZijme rov. (13.9) vyjadfujici rovnovdhu momentu sil,

(bod O) kolmo k roviné obrazku. KdyZ pokldddme za kladné
otafeni hodinovych rucicek, dostdvdme

Y M. = (T)(a) — (mg)(b) — (mg)(3b) = 0.

lana. (b) Silovy diagram tramku uvaZovaného jako volné téleso. |

RESENI: Na obr. 13.9b je silovy diagram trémku, ktery po- |

pii¢em?Z osu otd¢eni nechdme prochézet kloubovym zdvésem |

ty momenty sil, které vyvoldvaji rotaci pasobici proti sméru |



| (b) Najdéte slozky Fy, a F, sily, kterd na trdmek plisobi pies
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Chytrou volbou osy jsme z rovnice vyloudili nezndmé sily | Kdyby tiha trdmku byla tak mald, Ze by se dala zanedbat,
Fy a F, (nevytvaii toti7 *4dny moment sily vi&i zvolené | | Ghel o by se rovnal nule. Sila od kloubového zdv&su by pak
ose) a zbyla ndm jen jedind nezndmd sila T. Tu z rovnice | | plisobila pfesné ve sméru osy tramku.
| vypocteme: -
7 gbtmtgm) _ | | PRIKLAD 13.6
a Na obr. 13.10 je zobrazena horolezkyn& o hmotnosti m = |
_ (9.8m-s™%)(2,5m)(430kg + 42,5kg) _ = 55kg, kterd odpociva pfi lezeni ,.kominem*. M4 zapfena
(1,9m) ramena a nohy ve spfe, jejiz $fika w = 1,0m. Jeji t&Zists |

=6090N = 6100 N. (Odpovéd) je ve vzddlenosti d = 0,2m od stény, na které ma zaptena

= 1,1 amezi rameny a sténou f, = 0,70.
kloubovy zavés.

RESENI: PouZijeme rovnice rovnovéahy sil. Z rov. (13.7)
dostaneme

ZFX:Fh—Tzo,

a tedy o
Fo=T =6090N=6100N.  (Odpovéd) |
‘ -
Z rov. (13.8) dostaneme ‘ | ]
ZFy:Fv_mg*mtgzow | y
a tedy 1
I w | X
Fy = g(m +m) = (9,8m-s"2)(85 kg +430kg) = 1 Obr.13.10 Piiklad 13.6. Na obrdzku jsou zndzornény sily, které

plisobi na horolezkyni odpoéivajici pfi lezeni skalnim kominem.
Sila, kterou horolezkyné pisobi na stény kominu, vede ke zvyseni
normdlovych sil Nj, N> (ob€ jsou stejné velké), a tim i tfecich sil
(c) Jakou silou piisobi kloubovy z4vés na tramek? | | FiaF,.

RESENI: Z obrizku vidime, Ze

F=,/F2+F2=

=/(6090 N)2 + (5047N)2 = 7900N. (Odpovéd)

=5047N = 5000N. (Odpovéd)

(a) Jakou minimdlni silou musi horolezkyn& plisobit na stény,
aby nespadla?

RESENI: Horizont4ln sily plisobici na ramena (N) i boty

vyslednd horizontalni sila nulovd a rov. (13.7), tj. _ F, = 0,
VSimnéte si, Ze sila F je podstatn& v&tsi neZ spoleénd tiha je spInéna.

trezoru a tramku (5000 N) i neZ napéti ve vodorovném lanu | Tihov4 sila plisobi na horolezkyni svisle dold. Proti ni

(6 100N). | ' piisobi tfeci sily F; na chodidla a F> na ramena. Dokud jesfla
(d) Jaky je hel o mezi osou trdmku a smérem plisoben{ vy- i plsobici na stény dostate¢né velkd, ustavi se automaticky
sledné sily F, kterd piisobi od kloubového zdvésu na tramek? | rovnovaha a je splnéna rov. (13.8) (3_ F, = 0). ktera ddva
RESENI: Z obrazku vidime, Ze | Fi+ Fy = mg. (13.30)
_a_(19m =0,760, tedy§ = 37,2°, Predpoklddejme, Ze zpo&dtku horolezkyng tladf na stény
b (2,5m) ' velmi silné a potom tlak uvoliuje. Jak uvoliiuje tlak, klesa
fag = £ _ G04TN) 0,829, tedy ¢ = 39.6°, velikost normdlové sily N, a spolu s ni klesaji i hodnoty
F, (6090N) 1 souCinlt /1N a foN, které limituji velikosti automatického
i nastaveni rovnovahy tfecich sil piisobicich na ramena a cho-
a tedy ‘ didla horolezkyné a jeji tihy (viz rov. (6.1)).

| Kdyz velikost sily N klesne na hodnotu, kdy souéin fi N
o=¢—60=39,6°—-372°=24° (Odpovéd) | | je pravé roven tieci sile F plsobici na chodidla horolezkyng

ramena. Cinitel statického tfeni mezi botami a sténou f; =

(N) maji stejnou velikost N, ale opaénou orientaci. Proto je |
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asoudin f, N tieci sile F, pusobici na jeji ramena, je horolez-
kyné na pokraji podklouznuti na obou mistech. Kdyby jeSté
déle snizila tlak na stény, bude soucet zminénych soucint
mensSi nez jeji tiha mg a horolezkyné spadne. Nejmensi hod-
notu velikosti sily N, pfi které jesté nedojde k podklouznuti,
tak dostaneme z rovnice

fIN + foN =mg, (13.31)

kterd plyne z rov. (13.30). Jejim feSenim dostaneme hledanou
hodnotu

v _™Mme _ (5 kg)(9.8ms %)
At AT L1+070)
= 299N = 300N. (Odpoved)

Minimdln{ sila, kterou horolezkyné musi tlacit na stény, aby
nespadla, je priblizn¢ 300 N.

(b) Jakd musi byt pfi této sile vertikalni vzddlenost h mezi
horolez&inymi rameny a chodidly, aby byla ve stabilni rov-
novaze?

RESENI: Aby byla splnna momentovd rov.(13.9), .
> M. = 0, musi mit sily ptisobici na horolezkyni nulovy
vysledny moment viéi libovolné ose otd¢eni kolmé k roviné
obrazku. Zvolime-li takovou osu v misté, kde plsobi sila
mezi rameny a sténou, dostaneme rovnici

> M.=—Fw+Nh+mgd=0. (13.32)

Vyfesime-li tuto rovnici pro %, dosadime za F; hodnotu fi N,

polozime N = 299N a uZijeme ostatni zndmé hodnoty, do-
staneme postupné

; Fiw—mgd  fiNw —mgd mgd
1 = = = w — =
N N 1 N
55kg)(9,8 ms72)(0,20
— (L1)(1,0m) — (55kg)(9.8ms~7)(0,20m) _
(299N)
=0,739m = 0,74 m. (Odpovéd)

| Stejny vysledek dostaneme, kdyZ zvolime jakoukoliv jinou
osu kolmou k roving obrdzku, napf. osu prochdzejici mistem
pusobeni chodidel na sténu.

(c) Jaké jsou hodnoty tfecich sil drZicich horolezkyni?
RESENI: Ze znimé hodnoty sily N = 299 N dostaneme
Fi=fiN=(11D2%9N) =
=328,9N =330N (Odpoved)

a z rov. (13.30) déle plyne

F, =mg — F| = (55kg)(9,8 m-s™%) — (328,9N) =
=210,1N =210N. (Odpovéd)
(d) Je horolezkyné ve stabilni rovnovéze, kdyz pilsobi na

stény stejnou silou (299 N), ale jeji chodidla jsou vyse? Uva-
Zujte pripad, kdy 7 = 0,37 m.

RESENI: Zrov. (13.32) pro stejnou volbu osy, stejnou hod-
notu sily (299 N) a novou hodnotu vysky # dostdvdme pro
velikost sily F; vyjadreni

Nh+mgd
1= =
~ (299N)(0,37m) + (55kg)(9,8m:s*)(0,20m)
- (1,0m) -
=218N.

To je méné nez mezni hodnota fiN = 329N, a silu tedy lze
vyvinout.

Dile uZijeme rov. (13.30), abychom nalezli hodnotu F>,
kterd vyhovi rovnici rovnovéhy sil ) F, = 0:

F, =mg — F| = (55kg)(9,8 m:s~2) — (218 N) = 321 N.
Tato hodnota presahuje mezni hodnotu />N = 209N, a je

tedy nemoZné ji realizovat tlakem 299 N. Jediny zptsob, jak
zabrénit padu pti hodnoté 2 = 0,37 m (a téZ kazdé jiné hod-

noté mensinez 0,74 m), je tlacit na st€nu vétsi silounez299 N, |

a tak zvysit mezni hodnotu 2 N.
Podobné je nutno vyvozovat tlak na stény vétsi nezZ 299 N
i v piipadé, kdy h > 0,74 m. Zde je pravé vyhoda téch, kteii

| se seznami s fyzikou, neZ za¢nou 1€zt kominem. KdyZ potie-
bujete odpo&ivat, vyhnéte se chybé horolezeckych novacku, |

TR

ktef{ zapfou chodidla bud pfili§ vysoko nebo piili§ nizko.
Budete védét, Ze existuje optimdlni svisld vzdalenost mezi
rameny a chodidly, kterd vam dovoluje bezpecné odpocivat
s nejmensf silou, kterou se musite opirat o stény. Tak miZete
odpocdivat nejpohodInéji.

RADY A NAMETY
Bod 13.1: Ulohy na statickou rovhovdhu

Takové dlohy feste podle nésledujicich kroki:

1. Nakreslete si ndcrtek problému.
védhy. Hranice systému vyznacte na nacrtku uzavfenou
ktivkou, abyste si je dobfe zapamatovali. Nékdy zvolite za
systém pouze jeden objekt, ktery chcete mit v rovnovaze
(jako v pf.13.6 horolezkyni). Jindy je vyhodnéjsi zahr-
nout do systému vice objektt. Zjednodusi se tim vypocet.
Kdybyste napt. v pr. 13.3 a 13.4 zvolili za systém pouze
Zebrik, museli byste v silovém diagramu (obr. 13.8b) uva-
Zovat i sily, kterymi na Zebfik pusobi ruce a nohy hasice.
Tyto dalsi nezndmé sily by vam zkomplikovaly vypocet.
Systém byl na obr. 13.8 zvolen tak. aby zahrnoval i hasi-
Ce, a tim se zminéné nezn

v staly vairfnimi silami
soustavy, které neni nutné pro vvieleni pf.13.3 a 134
Znat.

3. Namalujte diagram. kde povazujete systém za volné téle-
$0, tj. nepodrobené vazbam. \ diagramu vyznacte vSechny

. Zvolte systém, na ktery budete aplikovat rovnice rovno- 3




1 sily plisobici na t€leso (nezapomeiite na sily nahrazujici

1 vazby, napi' na reakci podlozky), zfetelné je oznacte a ujis-
téte se, Ze jejich plisobisté a sméry pisobeni jsou spravné
vyznaceny.

4. Vyznacte v diagramu osy x a y soufadnicového systému.
Volte je tak, aby nejméné jedna osa byla rovnobéZnd s jed-
nou ¢i vice nezndmymi silami. Sily, které neleZi ve sméru
jedné z os rozloZte na slozky. Ve vSech naSich feSenych
prikladech bylo rozumné volit osu x vodorovné a osu y
svisle.

5. NapisSte pro slozky sil ve sméru obou os rovnice rovnovdhy
sil se spravnym vyznacenim symbold.

6. Vyberte jednu nebo vice os otdceni kolmych k roviné€ ob-

rdzku a napiste pro né rovnici rovnovdhy momenti sil.

Vyberete-li osu, kterd prochdzi pisobistém nékteré z ne-

zndmych sil, rovnice se zjednodusi, protoZe zminénd ne-

znam4 funkce v ni nebude vystupovat.

7. Reste rovnice algebraicky pro prislusné nezndmé. Néktei{
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vcetné jejich jednotek. ZkuSeni fesitelé vSak ddvaji pfed- |
nost algebraickému feseni, protoZe v ném 1épe vynikne
zdvislost feeni na jednotlivych proménnych.

8. Nakonec do algebraického feeni dosadte Ciselné hodnory |

s prisluSnymi jednotkami, abyste dostali &iselné hodnoty
neznamych veli¢in.
Zamyslete se nad vysledkem — md vibec smysl? Neni
vysledek na prvni pohled pfili§ velky nebo piili§ maly? Ma
spravné znaménko? Odpovidaji jednotky veli¢ing, kterou
urcujeme?

NEUPLNE URCENE SOUS

Pro feSeni tloh této kapitoly mdme k dispozici pouze tfi
nezdvislé rovnice. Zpravidla to jsou dvé rovnice rovnovahy
pro slozZky sil ve sméru soufadnicovych os a jedna rovnice
rovnovdhy momentt sil kolem osy kolmé k roviné dané
soufadnicovymi osami uZitymi v rovnicich rovnovahy sil.
Kdyz ma Gloha vice neZ tfi nezndmé, nestaci soustava tf
rovnic na jeji feSeni. Takové Glohy nemtiZzeme jednoznacné
resit.

Je jednoduché najit takové problémy. Napt. v pt. 13.3
a 13.4 stal{ predpoklddat, Ze tfeni psobi také mezi Zebfi-
kem a svislou sténou. Musime pak uvazovat také svislou
tfeci silu mezi vrchnim koncem Zebfiku a sténou, {imz po-
Cet neznamych stoupne na ¢tyfi. Tyto Ctyfi nezndmé nemd-
Zeme ze tif rovnic jednoznacné urcit a Glohu nelze dofesit.

Ddle miZzeme uvazovat nesymetricky zatiZené auto.
Jaké sily — obecné viechny riizné — plisobi na Ctyfi pneu-
matiky? Znovu nemiZeme tyto sily najit, protoZe mame
k dispozici pouze tfi nezdvislé rovnice.
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Podobné miliZzeme fesit problém statické rovnovahy
stolu o tfech nohdch, ale uz ne stolu o ¢tyfech nohdch. Ta-
kové tlohy, kde je vice nezndmych neZ rovnic, oznaCujeme
jako neuplné urcené.

V redlném svété vSak existuji feSeni i pro tyto netplné
uréené Glohy. Postavime-li kola aut na ¢tyfi siloméry, kazdy
ukdZe né&jakou hodnotu sily, pficemz soucet téchto hodnot
d4 tihu auta. Co ndm brani v feSeni problému nalézt hodnoty
Gdajt na jednotlivych silomérech pocetng?

Kazdy takovy rozpor naznacuje, Ze pivodné zvoleny
model neni dost dobry pro tlohu, kterou pravé fesime. Zde
jsme napf. pfedpoklddali — aniZ jsme to zvlasté zdaraz-
nili — Ze télesa, na kterd jsme aplikovali rovnice statické
rovnovdhy, jsou dokonale tuhd. To znamend, Ze se vibec
nedeformuji, kdyz na né plisobi sily. Skutecnd télesa vSak
tuhd nejsou. Napf. pneumatiky vozu se po jeho zatiZeni
snadno deformuji, dokud nenastane statickd rovnovdha.

Vsichni mdme zku$enosti s viklajicim se restaura¢nim
stolem, jehoZ jednu nohu podloZime nékolikrat pieloze-
nym kouskem papiru, abychom vikldni odstranili. MiZeme
si predstavit, Ze kdyby si dostate¢né tézké sliné sedlo na
takovy stiil a on se pod nim nerozpadl, zdeformuje se sttl
(i podlaha) tak, Ze se nakonec vSechny ¢tyfi nohy dotknou
podlahy. Sily podpirajici nohy dosdhnou zcela ur¢itych
hodnot (obecné pro kazdou nohu jinou hodnotu) a stil se
prestane viklat (obr. 13.11). Jak ale najdeme jejich veli-
kosti?

Abychom vyfeSili tuto zatim nedplné uréenou tlohu,
musime doplnit rovnice rovnovahy jistymi poznatky z teo-

Mg | F

H
| ]

Obr.13.11 Stil je nedplné uréend soustava. Ctyfi sily piisobici
na jeho nohy jsou rizné velké a nemohou byt uréeny pouze
z rovnic statické rovnovéhy.
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rie pruZnosti (elasticity), ¢asti fyziky a technickych véd,
kterd popisuje, jak se redlnd télesa deformuji, kdyZ na né
plsobi sily.

KONTR@?A 4: Homogenni vodorovnd ty¢ vazici 10N
je zav€Sena na strop dvéma drdty, které ji drZi dvéma
silami F a F,. Obrazek ukazuje ¢tyfi usporddani dratt.
Jsou mezi nimi uspofddani, kterd vedou na nedplné
urdenou soustavu (tj. takovou soustavu, Ze nemiZeme
ur¢it ¢iselné hodnoty sil F a F»)?

| I

F, «d»&—a’» F, Fy F,
ilON 10N
(©) ()

13.6 PRUZNOST

Kdyz se spoji velké mnoZstvi atomt, aby vytvorilo kus
kovu (napf. hiebik), uspotrddaji se zpravidla tak, Ze jejich
rovnovazné polohy vytvori trojrozmérnou m#izku, tedy pra-
videlné prostorové usporadani, ve kterém kazdy atom md
jisté vzdalenosti od svych nejblizsich sousedi*. Atomy jsou
drZzeny pohromadé meziatomovymi silami, které jsou na
obr. 13.12 reprezentovany pruzinkami. Miizka je neoby-
¢ejné pevnd, coZ jinak feCeno znamend, Ze meziatomové
pruzinky jsou velmi tuhé. Z toho dvodu pokladame mnohé
bézné predméty, jako napt. kovovy Zebrik, stil nebo lZici,
za dokonale tuhé. OvSem jiné bézné predméty, napt. za-
hradni hadice nebo gumové rukavice, se vibec jako tuhé
nejevi. Molekuly téchto pfedméti nervori pevné miizky
znazornéné na obr. 13.12, ale jsou uspofdddny do dlouhych
molekuldrnich fetézct, které jsou vzdjemné vdzany velmi
volng.

* Bézné kovové predméty, napt. hiebik, jsou tvofeny kovovymi zr-

ny, jejichZ vnitini struktura ma podobu vice méné pravidelné miizky,
jakd je zndzornéna na obr. 13.12. Sily plsobici mezi zrny jsou vSak

podstatné slabsi nez sily drzici pohromadé miizku. Proto deformace
nastévd preuspordddnim zrn a lom probihd po hranicich zrn, a to vy-

razné snadnéji nez ,,drceni zrn*.

Obr.13.12 Atomy pevnych kovovych materidlt jsou rozmis-
tény v trojrozmérné miiZce, kde motiv miiZky se opakuje aZ
k hranicim krystalovych zrn. PruZinky pfedstavuji meziatomové
sily.

V3sechny redlné ,,pevné* predméty jsou do urcité miry
pruzné. To znamend, Ze muzeme do urcité miry ménit je-
jich rozméry tahem, jednosmérnym tlakem, kroucenim ¢i
vSestrannym tlakem. Abychom odhadli fadovou velikost
t€chto zmén, pfedstavme si ocelovou ty¢ délky 1 m a pri-
méru 1cm, na kterou zavésime malé osobni auto. TyC se
protdhne, ale pouze o 0,5 mm neboli 0 0,05 %. Po odlehceni
se opét zkrati na svou pivodni délku.

Kdyz zavésime na ty¢ dvé auta, tyC se trvale deformuje,
po odlehleni se nevrdti presné do své ptvodni délky. Kdyz
na ty¢ zavésime tfi auta, ty¢ se pretrhne. Tésné pfed pre-
trzenim bude deformace mensi nez 0,2 %. I kdyZ uvedené
deformace vypadaji jako malé, hraji dtleZitou roli v inZe-
nyrské praxi. (Je zfejmé dalezité, zda kiidlo letadla preckd
ndhodné zvysené zatiZeni bez pohromy a neodtrhne se od
letadla.)

Na obr. 13.13 jsou zndzornény tii zplisoby zmény roz-
méru télesa pod vlivem vnéjSich sil. Na obr. 13.13a je valec
natahovan. Na obr. 13.13b je vélec namahan silou, kterd
pusobi kolmo k jeho ose. Je to podobny zplisob namahani,
jakym miZeme ménit tvar balicku karet nebo knihy. Na
obr. 13.13c je zndzornéno pevné téleso umisténé v kapali-
né, které je rovnomérné stlaovano vSestrannym vysokym
tlakem pfendsenym kapalinou. Co maji spole¢ného uve-
dené tfi typy namdhéni téles? Napéti, tj. sila pfepoctend
na jednotkovou plochu, v nich vyvoldvd deformaci, kterou
v nauce o pruznosti chdpeme jako relativni zménu tvaru.
Napéti zobrazené na obr. 13.13a oznaCujeme jako tah, na
obr. 13.13b jako smyk a napéti z obr. 13.13c oznacujeme
jako vSestranny tlak (nebo jen tlak, kdyZ nemize dojit
k zaméné s pfipadem probiranym v nasledujicim odstavci
,,Iah a tlak*).

Napéti i deformace jsou v pripadech zndzornénych
v obr. 13.13 rizné, ale je jim spolecné, Ze v prvnim pii-
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Obr. 13.13 (a) Vilec podrobeny tahu se protdhne o Ad. (b) Vilec podrobeny smyku se deformuje o Ax podobnym zpiisobem, jako
kdyZ se sesune balicek hracich karet. (c) Pevnd koule podrobend vsestrannému tlaku, ktery vytvori hydrostaticky tlak kapaliny, se
smrsti o objem AV. Velikost deformaci je v obrazku znacné zvétsena.

bliZeni, které vétSinou staci k feSeni praktickych tloh, jsou
vzdjemné Gmérné. Konstanta imérnosti se nazyva modul
pruzZnosti, tak7e miZeme psat

napéti = modul pruznosti - deformace (13.33)

Na obr. 13.14 je graf zdvislosti napéti na deformaci pro
ocelovy zkuSebni vélcovy vzorek, jehoZ tvar je zndzornén
na obr. 13.15. Pfi standardni zkousSce se tahové napéti pu-
sobici na vzorek pomalu zvysuje z nuly aZ na hodnotu, pfi
které se zkuSebni vzorek pretrhne. V celém pribéhu déje
peclivé méfime a zaznamendvdme deformaci a k ni pfi-
slusné napéti. Pro podstatny rozsah pouzitych napéti je mezi
napétim a deformaci pfima Gmérnost. ZruSime-li napéti,
vréti se vzorek do svych piivodnich rozméri; v tomto oboru
platirov. (13.33). JestliZe napéti zvySime nad mez kluzu oy
materidlu, zGstane vzorek trvale deformovan. Jestlize napéti
ddle zvySujeme, vzorek se nakonec pretrhne pfi napéti op,
které se nazyva mez pevnosti.

Op MeZ

] lom
pevnosti

oblast trvalé deformace

,/lineérni (elasticka) oblast

napéti (F/S)

0 deformace (Ad/d)
Obr. 13.14 Kfivka napéti-deformace pro ocelovy zkusebni vzo-
rek tvaru zndzornéného na obr. 13.15. Vzorek se zacne trvale
deformovat, jakmile napéti dosahne meze kluzu oceli a pietrhne
se, kdyZ napéti dosahne jeji meze pevnosti.

Obr.13.15 Vzorek, ktery se uzivd ke stanoveni kiivky na-
péti-deformace zobrazené na obr. 13.14. Odpovidajici hodnoty

Yy

napéti a deformace tvorici kiivku se méfi a zobrazuji.

Tah a tlak

Pro pripad naméhéni vzorku tahem (obr. 13.13a) ziskdme
napéti o na plose kolmé k ptisobici sile jednoduse vydéle-
nim velikosti F pusobici sily velikosti S plochy prufezu,
tedy o = F/S. Plsobi-li sily protahujici vzorek tak, jak je
vyznaceno na obrdzku, nazyvame napéti tahem. Jsou-li sily
opacné orientované, takZe vzorek zkracuji, mluvime o tlaku
a znaménko napéti o pokladdme za zdporné. (V tahové na-
mahané ty¢i je na ploSe fiznuté Sikmo ke sméru pusobici
sily napéti jiné neZ pravé uvedeny tlak. Tlak pravé zavedeny
nesmime zaménovat se vSestrannym tlakem v kapalinach
a plynech. Ten je stejny na vSech plochach prochédzejicich
danym bodem a setkime se s nim na str. 344.) Defor-
mace e je bezrozmérova velicina, kterou pro tahové nama-
héni vzorku vyjadiime jako podil prodlouzeni vzorku Ad
k jeho délce d, tedy e = Ad/d. Deformaci v tomto pripadé
nazyvame relativni prodlouZeni. Je ddna hodnotou zlomku
a Casto ji vyjadfujeme v procentech. Pisobi-li na ty¢ tlak,
ty¢ se zkrdti a relativni prodlouZeni pokladdme za zdporné.
JestliZe ty¢ je dostate¢né dlouhd a napéti v ni nepfesdhne
hodnotu meze kluzu, pak deformace, kterou spocitime pro
celou ty¢, plati také pro kazdou jeji ¢ast. ProtoZe deformace
je bezrozmérovd, md modul pruznosti z rov. (13.33) stejny
rozmér jako napéti, tj. silu na jednotku plochy.

Modul pruznosti pro tahové (a tlakové) namahéni
vzorku se nazyva Younguv modul neboli modul pruZznosti
v tahu a uZivdme pro néj symbol E. Obecnd rov. (13.33)
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tak pro pripad tahového namdhdani dostane tvar

F Ad
—=F—. (13.34)
N d

Deformace vzorku Ad/d miZe asto byt pomérné snadno
zméfena tenzometrem (obr. 13.16). Je to jednoduché zafi-
zeni: pldtek, ktery se specidlnim lepidlem pfilepi k mistu,
kde chceme relativni prodlouZeni méfit. Cinnost tenzome-
tru znazornéného na obrdzku je zaloZena na skutecnosti,
Ze elektricky odpor jeho vodivé cesty (znacena tmavéji) se
s protaZenim tenzometru zvetsi.

Obr. 13.16 Tenzometr vnéjSich rozméra 9,8 mmx 4,6 mm. Ten-
zometr se piilepi na misto pfedmétu, ve kterém potiebujeme
zméfit deformaci; tenzometr se deformuje spolu s pfedmétem
v mist&, kde je pfilepen. Elektricky odpor tenzometru se méni
s deformaci a umoZiiuje méfit deformace asi do velikosti 3 %.

I kdyZ Youngtv modul pro tah a tlak byvd téméf stejny,
mez pevnosti se Casto pro obé namdhdni velmi 1isi. Napf.
beton je velmi pevny v tlaku, ale md velmi malou mez pev-
nosti v tahu, a proto se jako materidl pfenasejici tah témeft
neuzivd. V tab. 13.1 jsou uvedeny hodnoty Youngovych
moduld a dalSich elastickych konstant ¢asto uzivanych ma-
teridld.

Smyk
Napéti je sila na jednotku plochy i v pfipadé smykového
naméhéani vzorku, ale sila zde pdsobi v roviné plochy

a ne kolmo na ni jako v pripadé tahu. Smykova defor-
mace je bezrozmérové ¢islo Ax /d — vyznam veli¢in plyne
zobr. 13.13b. Odpovidajici modul se oznacuje pismenem G
anazyva se modul pruznosti ve smyku. Pro smyk dostane
rov. (13.33) konkrétni tvar

(13.35)

Smykové napéti hraje rozhodujici Glohu pfi krouceni
tyli, a tedy téZ pfi lyZafim zndmych spirdlnich zlomeni-
néch, zavinénych zkroucenim koncetin.

VSestranny tlak

Napéti pusobici na kouli z obr. 13.13c je realizovdno vSe-
strannym tlakem pfenasSenym kapalinou (srovnej s kap. 15).
Deformace je ddna pomérem AV/V, kde V je plvodni
objem deformovaného télesa a AV je absolutni hodnota
zmény jeho objemu zpusobend tlakem. Odpovidajici mo-
dul se oznaduje symbolem K a nazyvd se modul ob-
jemové pruznosti. Rikdme, Ze takto namahané t&leso je
pod hydrostatickym tlakem. Tlak pfendSeny kapalinou,
kterd je v klidu, oznacujeme jako hydrostaticky tlak p.
Pro popsanou objemovou deformaci vzorku pfejde obecnd
rov. (13.33) na tvar

AV
p=K——.

v (13.36)

Modul objemové pruznosti vody je 2,2-10° Pa a oceli
16-10'° Pa. Hydrostaticky tlak v primérné hloubce Tichého
ocednu, kterd je 4000 m, je 4,0-107 Pa. Relativni smrsténi
AV/V objemu vody zpisobené timto tlakem je 1,8 %,
ocel se pod stejnym tlakem smrsti jen o 0,025 %. Obecné
jsou pevné litky diky svym tuhym atomovym miizkdm
podstatné méné stlacitelné nez kapaliny, jejichZ atomy ¢i
molekuly jsou ke svym sousedum vdzany mnohem méné
pevné.

Tabulka 13.1 Elastické vlastnosti ¢asto uzivanych materiala

MATERIAL _9 _E T Ok
kg-m—3 109 Pa 10° Pa 10° Pa

Ocel? 7860 200 400 250
Hlinik 2710 70 110 95
Sklo 2190 65 50° -
Beton® 2320 30 40° =
Drevo? 525 13 500 —
Kost 1900 9? 170b -
Polystyren 1050 3 48 —

4 konstrukéni ocel (ASTM-A36)  ? vitlaku ¢ vysokotlaky ¢ jedle douglaska




PRIKLAD 13.7
Ty¢ kruhového priifezu z konstrukéni oceli mé polomér R =
= 9,5mm a délku d = 81 cm. Sila F o velikosti 6,2-10* N
(pfiblizné 6 tun) ji protahuje ve sméru jeji délky.
(a) Jaké je napéti v tyci?
RESENI: Z definice plyne, Ze

5 F F (6,2-10* N)

npeti = — = —5 = —————— =

P = S T IR T 19,5107 m)?
=2,2-10%Pa (Odpovéd)

Mez kluzu pro konstrukéni ocel je 2,5-10% Pa, ty¢ je tedy
nebezpecné blizko ke své mezni hodnote, pfi které zacne
plasticky téci.

(b) Jaké je prodlouZzeni tyCe pii tomto zatiZzeni? Jaka je hod-
nota deformace?

RESENI: Z rov.(13.34), po dosazeni pravé ziskanych vy-
sledkti a hodnoty Youngova modulu pro ocel (tab. 13.1), plyne

_(F/S)d _ (2,2:10°Pa)(0,81m)

Ad
E (2,0-10'! Pa)
=8,9-107*m = 0,89 mm (Odpovéd)
a pro deformaci déle dostaneme
Ad (8,910 m)
d ~— (0.81m)
=1,1-107 = 0,11 %. (Odpovéd)

PRIKLAD 13.8
Femur, zdkladni kost stehna, md u dospélého ¢lovéka mi-
nimdlni primér asi 2,8cm, coZ odpovidd ploSe prifezu
S = 6-10~* m>. P¥i jakém tlaku kost praskne?
RESENI: Z tab.13.1 plyne, 7e mez pevnosti op pro kost
naméhanou tlakem je 170-10° Pa. Sila F, kterd vytvoii ve fe-
muru napéti oy, je tedy

F = 0,S = (170-10° Pa)(6-10* m?) =
=1,0-10°N. (Odpovéd)

To je pfiblizné 10 tun. I kdy?Z je to velkd sila, miZe byt dosa-
| Zena napf. pfi neSikovném pristdni paraSutisty. Vhodnym roz-
" loZenim nérazu do del3tho ¢asového intervalu je vSak mozno

silu zmensit hluboko pod nebezpe¢nou hodnotu.

PRIKLAD 13.9
Stal ma tfi nohy, které jsoud = 1,00 m dlouhé, a &tvrtou, kterd
je deldi o Ad = 0,50 mm, takZe se stil mirné vikld. T&Zky
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ocelovy vdlec o hmotnosti m = 290 kg je vzpiimené postaven
na stlil (hmotnost stolu, kterd je podstatné mensi neZ hmotnost
vdlce, pfi vypoctu zanedbdme), takZe viechny Ctyfi nohy se
zkrdti a stil se prestane viklat. Nohy jsou um&lohmotné vilce
s plochou priifezu S = 1,0 cm? a maji Youngiv modul £ =
= 1,3-10'0 Pa. Pfedpoklddejte, Ze na dokonale tuhé vrchnf
desce stolu je vdlec umistén tak, Ze deska ziistane vodorovnd,
Ze nohy stolu se neohnou a Ze podlaha je dokonale tuhd. Jakou
silou nese podlaha kazdou ze ¢tyf noh?

RESENI: Za systém zvolime stiil a ocelovy vdlec. Situace
je podobnd jako na obr. 13.11, pouze slona zastupuje ocelovy
valec. Aby zlstala deska stolu vodorovnd, musi byt viechny
tfi stejné dlouhé nohy stlaceny o stejny dsek, ktery oznacime
Ads. Sily, které zplsobi tato stlaceni také musi byt stejné,
jejich velikost oznacime F3. Del§i noha musi byt stlacena
o delsi asek Ady vEtsi silou Fy. Musi platit rovnice

Ady = Ads + Ad. (13.37)

Rovnici (13.34) mZeme prepsat na tvar Ad = Fd/(ES).
Tuto rovnici uZijeme, abychom dosadili za Ads a Ady do
rov. (13.37). Pfitom za d budeme poklddat pavodni délku
vSech noh, tj. 1 m. Nepatrny rozdil jejich délek zde mazeme
zanedbat. Z rov. (13.37) tak dostaneme

8)

(98]
0

Fsd = F3d + SEAd. (1

Z rov. (13.8), kterd uddvd rovnovahu y-ovych slozek sil, pro
nds systém plyne
Z Fy=3F+ F,—mg =0. (13.39)

Ze soustavy rov. (13.38) a rov. (13.39) vypocteme nezndamou
silu F3

mg SEAd
F3 — — — =
4 4d
~ (290kg)(9.8ms™?)
- 4
(1107 m?)(1,3-10"° Pa)(5.0-10* m)

4(1,00 m)

=T711N - 163N =548 N =550N.  (Odpovéd)

Z rov. (13.39) potom ziskdme

Fy=mg —3F; = (290kg)(9,8 m-s™%)—
—3(548N) = 1 200N. (Odpoveéd)
Ddle 1ze ukdzat, Ze kazdd ze tif kratSich noh byla stladena

0 0,42 mm a del3i noha o0 0,92 mm, tedy 7e rozdil délek noh
0,50 mm byl vyrovnan.

\ JLLA'5: Obrdzek ukazuje vodorovny homogenni
blok zavéSeny na dvou drdtech A a B, které byly ustfi-

v
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k dratu A. (a) Uvazujete-li momenty vzhledem k té-
Zisti, udejte, zda moment vytvdreny silou pfendSenou
dritem A je vétsi, mensi, nebo stejné velky jako mo-
ment sily vytvdfeny dritem B. (b) Kterym dratem je

prendSena vétsi sila? (c) Jestlize délky dratl jsou nyni
stejné, ktery z dratd byl pivodné delsi?

PREHLED & SHRNUTI]

Statickd rovnovdha
Rikdme, Ze tuhé t&leso, které je a ztstava v klidu, je ve statické
rovnovdze. Vektorovy soucet vSech vnéjSich sil pasobicich na
takové téleso musi byt nulovy:

Z Fext = 0 (rovnoviha sil). (13.3)
KdyzZ vSechny sily leZi v roviné xy, je pravé uvedend vektorova
rovnice ekvivalentni dvéma skaldrnim rovnicim pro slozky sil:

Z F, =0 (rovnovéha x-ovych sloZek sil) (13.7)

Z Fy, =0 (rovnovaha y-ovych slozek sil). (13.8)

Je-li téleso ve statické rovnovaze, musi byt také soucet vSech
vnéjSich momentu sil na néj pasobicich nulovy, a to nezdvisle
na tom, vici kterému bodu moment pocitame;

Z M. = 0 (rovnovdha momentl sil). (13.5)
KdyZ vSechny sily lezi v roviné xy, jsou vSechny vektory mo-
mentu sil rovnobézné s osou z. Rov. (13.5) je potom ekvivalentni
jedné skaldrni rovnici pro z-ové slozky momentt sil,

Z M. =0 (rovnovédha z-ovych slozek momenta sil). (13.9)

Teziste

Tihovd sila pisobi na jednotlivé Cdstice télesa. Vysledek tako-
vého plsobeni je stejny, jako kdyZ umistime vyslednici t&chto
individudlnich sil — tihovou silu mg — do vyzna¢ného bodu
télesa, ktery nazveme réZiste. TEZiSte splyvd se stfedem hmot-
nosti, kdyz je tthové zrychleni g konstantni v celém objemu

vvvvv

a ,,stfed hmotnosti* ve zbytku knihy nerozliSujeme.

Moduly pruzZnosti

Uvedli jsme tii moduly pruznosti, které se uzivaji k popisu pruz-
nostniho (elastického) chovéni téles, na kterd pasobi sily. De-
formace (relativni zména tvaru télesa) je pfimo Gmérnd napéti

(sile na jednotku plochy); jejich podil je prislusnym modulem.
Obecnd rovnice vztahu napéti a deformace je

napéti = modul pruznosti - deformace. (13.33)

Tah a tlak
Pro téleso, které je namdhdano tahem nebo tlakem (obr. 13.13a),
dostane obecna rov. (13.33) tvar

(13.34)

kde Ad/d je relativni prodlouZeni (deformace) vzorku (nama-
haného télesa), F je velikost sily F pisobici na vzorek, S je
plocha prifezu vzorku kolmého ke sméru pusobici sily F a E
je Youngitv modul latky, ze které je vzorek zhotoven. Napéti je
F/S.

Smyk
Pro objekt, ktery je namdhdn smykovym napétim (obr. 13.13b),
prejde rov. (13.33) na konkrétni tvar

Py 13.35

s d’ (15.33)
kde Ax/d je smykové deformace vzorku, Ax je posunuti vrch-
niho konce vzorku ve sméru sily F plsobici na vrchni konec
vzorku a G je modul pruzZnosti ve smyku latky, z niZ je vzorek
zhotoven. Napéti je F/S.

VSestranny tlak (hydrostaticky)

KdyZ je vzorek vystaven vsestrannému tlaku — nejsnadnéji jej
1ze realizovat hydrostatickym tlakem kapaliny obklopujici vzo-
rek (obr. 13.13c) — pfejde rov. (13.33) na tvar

AV
p=K—y,

v (13.36)

kde p je hydrostaticky tlak kapaliny obklopujici vzorek. De-
formace AV/V je absolutni hodnota relativni zmény objemu
vzorku vyvolané plsobicim tlakem a K je modul objemové
pruZnosti 1atky, z které je zhotoven vzorek.
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OTAZKY

1. Na obr. 13.17 je pohled shora na ty¢ namdhanou ¢tyfmi sila-
mi. Pfedpoklddejme, Ze jsme zvolili osu otd¢eni bodem O kolmo
kroviné obrdzku a zjistili, Ze momenty sil vi¢i této ose jsou v rov-
novdze (jejich soucet je nulovy). Bude rovnovdha momenta sil
zachovana, zvolime-1i misto osy prochdzejici bodem O osu s ni
rovnobéznou, prochdzejici body (a) A, (b) B, (¢) C? (d) Pied-
poklddejme, Ze oproti pfedchdzejicimu piipadu nyni zjistime, Ze
momenty sil vii¢i ose O nejsou v rovnovéze. Existuje v tomto
piipadé takovy bod, aby — kdyZ jim povedeme rovnobéznou
osu — byly momenty sil vi¢i této ose v rovnovaze?

Lo

< .

L3
9] A i B

Obr. 13.17 Otdzka 1

2. Obr. 13.18 ukazuje pohled shora na Ctyfi disky (puky), které
bez tfeni klouZou po podloZce. Tii sily o velikostech F, 2F
nebo 3 F pilisobi na kazdy z diskd, pfi¢emZ plsobisté sil je bud
ve stfedu disku, na jeho okraji, nebo na pil cesty mezi okrajem
a stfedem. Vektory sil se otdceji spolu s diskem a v momentce
zndzornéné na obr. 13.18 mifi pfesné doprava nebo doleva. Které
disky jsou v rovnovéze?

(d)
Obr.13.18 Otdzka 2

3. Na obr. 13.19 je pohled shora na dva pevné Gtvary, na které
plsobi tii sily. Sméry sil jsou na obrdzku vyznaleny. Které Gtvary
mohou bytuvedeny do stavu statické rovnovéhy vhodnym nasta-
venim velikosti plisobicich sil (uvaZzujme pouze nenulové sily)?

j«s‘f:e
.

Obr. 13.19 ¥
Otdzka 3 (@) (b)

4. Na obr. 13.20 je zobrazena hracka s visicimi tu¢tidky. Kazd4
vodorovnd tycka (hmotnost ty¢ek budeme v dalSich tGvahéch
zanedbavat) je zavésena tak, Ze jeji ¢dst vpravo od zdvésu je
tfikrat del§i, neZ ¢dst vlevo od zdvésu. Tuchdk 1 m4 hmotnost
my = 48kg. Jaké jsou hmotnosti ostatnich tu¢ndkt, aby mohli
viset tak, jak je zndzornéno na obrazku?

Obr. 13.20 Otazka 4

5. Na obr. 13.21 je pohled shora na kovovy ¢tverecek lezici na
dokonale hladké podlozZce (mezi ¢tvereCkem a podloZkou ne-
pfedpokldddme Zadné tfeni). Tii sily, jejichZ velikosti i sméry
jsou na obrdzku presné vyznaceny, plsobi na rohy &tverecku.
(a) Je spInéna prvni podminka rovnovdhy zrov. (13.1)? (b) Je spl-
néna také druhd podminka rovnovahy z této rovnice? (c) Jestlize
nékterd z odpovédi na otdzku (a) nebo (b) je zdpornd, miazeme
pfiddnim vhodné volené ¢tvrté sily dosdhnout splnéni obou pod-
minek rovnovahy?

Obr. 13.21
Otédzka 5

6. (a) Kolik riznych vézi, které budou bez dalsi podpory stat,
miiZete vytvorit ze tif malych kostek stavebnice Lego? Kostky
se Ctyfmi vycnélky Ize postavit pfimo nad sebe nebo je mozné
je spojit tak, Ze vrchni kostka je posunuta o pal své délky
vpravo nebo vlevo. (Usporddani a jeho zrcadlovy obraz pokla-
dejte za jedno usporadani.) Kolik takovych véZi je (b) v stabilni

Y v

rovnovdze a kolik (c¢) v labilni rovnovdze (t&7ist€ nad hranou

kostky)? (d) Které uspordddni je nejstabilngjsi (nejhtife se pe-
vrati) a pro¢?

7. Naobr. 13.22 jsou zndzornény Ctyfi zplisoby zavéseni obrazu
na sténu dvéma stejné dlouhymi vidkny. Vlidkna na obr. 13.22b, ¢
sviraji stejné thly s vodorovnou piimkou. Sefadte viechna tyfi
usporadani podle velikosti sil pfendSenych vldkny. Uspofadani,
kde jsou sily nejvétsi, zaradte jako prvni.

N

(a) (b) (0) (d)
Obr.13.22 Otdzka 7
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8. Zebfik je opfen o sténu, pficem? tfeni mezi sténou a Zebrikem
zanedbdme. Proti spadnuti je Zebiik zabezpecen tfenim mezi
nim a podlahou. Spodni konec Zebiiku pfisuneme smérem ke
sténé. Uvedte, které z ndsledujicich veliin se zvét§i, zmensi,
nebo zlstanou stejné: (a) sila, kterou pisobi podlaha na Zebiik,
(b) sila, kterou pusobi sténa na Zebfik, (c) sila statického tfeni
plsobici od podlahy na Zebiik a (d) maximalni hodnota F nax
statické tieci sily.

9. Jeden ucitel fyziky, kdyZ se dostal do raze, zkonstruoval
staticky systém kladek a lan, zndzornény na obr. 13.23. Jedno
dlouhé lano vychdzi od stropu, obtaci vsechny kladky a konci
opét na stropé. Na kratSich lanech jsou od stropu zavéSeny né-
které kladky a také vSechna zdvaZi upevnénd v ose kladek. Tihy
zavazi jsou aZ na jednu vyjimku na obrdzku vyznaceny (¢isla
udavaji tihu v newtonech). (a) Jakd je velikost zbyvajici tihy?
(Tip: Obtaci-li lano kladku z poloviny, jak je tomu na obrdzku,
je vyslednd sila plisobici od lana na kladku dvojnasobkem sily
pendSené lanem — neboli, jak se béZné ne zcela presné iikd,
dvojndsobkem napéti lana.) (b) Jakou silu 7 prendsi kratké lano?
P1i vypoctech pokladejte kladky a lana za nehmotné.

]

5

34
Obr. 13.23 Otdzka 9

10. Tii figurky visi na statickém systému kladek a lan zobra-
zeném na obr. 13.24. Jedno dlouhé lano jde z mista upevnéni
vpravo na stropé pres vSechny kladky az do osy kladky vlevo
dole. N¢kolik kratSich lan slouZzi k zavéseni kladek na strop nebo
figurek na kladky. Tiha dvou figurek (v newtonech) je vyzna-
Cena na obrdzku. (a) Jakd je tiha tfeti figurky? (7ip: Podobné

jako v predchdzejici otdzce vyuzijte skutenosti, Ze sila prend-
Send dlouhym lanem je polovi¢ni neZ sila, kterou lano pusobi
na kladku.) (b) Jaka je sila pfendSend v kratkém lan¢ oznace-
ném 77

Obr. 13.24
Otdzka 10

11. (a) PouZijete v dloze uvedené v kontrole 3 pfi vypoctu ve-
likosti momentu sily My, ktery na ty¢ plisobi od sily T, funkci
sin @ nebo cosO? (b) JestliZe zmensime tGhel 6 tak, Ze zkratime
provaz a ty¢ ponechime vodorovnou, bude nutno moment M,
sily pro zachovani rovnovahy zvétsit, zmensit, nebo ponechat
stejny? (c) Silu T vytvarejici moment musime v tom piipadé
zvetsit, zmensSit, nebo ponechat stejnou?

12. Tabulka uddva velikosti ploch tfi povrchi a velikosti vy-
slednych sil, které na tyto plochy plsobi. Sily pusobi kolmo
k povrchiim a jsou podél nich rovnomérné rozloZeny. Sefadte
povrchy podle velikosti napéti, kterd na né pisobi.

VELIKOST PLOCHY SiLA
Povrch A 0,55 2F
Povrch B 280 4F,
Povrch C 38, 6F)

13. Dlouha ty¢ byla rozfezana na tyCe A, B, C. Tyce se prilo-
Zenymi silami prodlouZily. Sefadte je sestupné podle velikosti
napéti v nich.

PUVODNI DELKA ZMENA DELKY

Tyé A 2(]() Ado
Ty¢ B 4dy 2Ady
Ty& C 10d, 4Ady

CVICENI

ODST. 13.4 Priklady statické rovnovihy

1C. Osmiclennd americkd rodinka, jejiz vahy v librach jsou
uvedeny na obr. 13.25, se houpe na prkné. Ktefi z ¢lent rodiny
(udejte ¢isla) vytvareji nejvétsi momenty sily viici ose houpacky

N

(a) mifici pred rovinu stranky, (b) mifici za rovinu stranky?

Obr.13.25 Cviceni 1

50 75 100 125 125 100 75
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2C. Na obr. 13.26 je zndzornén ofech, ktery chceme rozlousk-
nout louskdckem. Predpokladejme, Ze k rozlousknuti ofechu je
tieba na néj pusobit z obou stran silou o velikosti 40N. Jaké
velikosti F| musi mit sily, kterymi pGsobime kolmo na rukojeti
louskacku, abychom ofech rozlouskli? Dulezité rozméry jsou
udany na obrazku.

Obr. 13.26
Cviceni 2

3C. Sikmd v&7 v Pise (obr. 13.27) je 55 m vysokd a jeji primér
je 7m. Vrsek véZe je odchylen 4,5 m od svislice. Poklddejte véz

i
i S

|

Obr. 13.27 Cviceni 3. Sikmd v&7 v Pise (fotografie neni pootocena).

za homogenni kruhovy vilec. (a) Jak velka dalsi odchylka vrsku
véZe by vedla k jejimu padu prevracenim? (b) Jaky by pfitom
byl thel mezi svislici a osou véze? ‘

4C. Na castici pusobi sily Fi = 10i — 4j a F, = 17i + 2j.
(a) Jakd sila F3 vyrovna tyto sily? (Tip: Vektorovy soucet vSech
tif sil musi byt nulovy.) (b) Jaky thel svird sila F3 s osou x?
Pro ¢iselny vypocet predpokladejte, Ze ¢isla uddvaji velikosti sil
v newtonech.

5C. Lukostfelec napind luk. Jaky thel sviraji dvé ¢dsti tétivy,
zndme-li silu, jakou ji lukostfelec natahuje?

6C. Na obr. 13.28 je zndzornéno, jak fidi¢ znaly fyziky vy-
prostuje sviij viiz z hlubokého bldta na krajnici silnice. Jeden
konec lana uvédzal pevné kolem pfedniho ndrazniku a druhy
kolem patniku vzdédleného 20 m. Potom zatdhne za stfed lana
kolmo k jeho délce silou 600 N. Lano se protdhne, takZe jeho
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stied se vysune ve sméru sily o 30cm, kdyz se vuz nepatrné
pohne. Jakd sila plisobi na viiz v tomto okamZiku?

Obr. 13.28 Cviceni 6

7C. Provaz, jehoZ hmotnost budeme zanedbdvat, je nataZen
mezi dvéma Uchyty vzddlenymi 3,44 m. Provaz se prohne
0 35 cm, kdyZ se na néj uprostied zaveési predmét o tize 3 160 N.
Jakd je potom sila napinajici provaz?

8C. Na obr. 13.29 je zndzornén systém, ktery je v rovnovdze,
ale jehoZ blok spocivajici na vodorovné podloZce za¢ne klouzat,
kdyZ k pfedmétu o hmotnosti 5kg je pfiddno jakékoliv dalsi
zdvazi. Jaky je staticky Cinitel tfeni mezi desetikilogramovym
blokem a jeho podlozkou?

10kg

Obr. 13.29
Cviceni 8

9C. LeSeni o hmotnosti 60kg a délce Sm je drzeno ve vo-
dorovné poloze zdvésnymi lany na obou jeho koncich. Cistié
oken o hmotnosti 80 kg stoji v misté, které je vzdaleno 1,5 m od
jednoho konce. Jaka sila napinajici lano je prendsena (a) lanem,
které je blize k Cistici, (b) vzddlenéjsim lanem?

10C. Tfi muZi nesou trdm. Jeden muz je na konci trdmu a druzi
dva nesou trimek mezi sebou na pri¢ném tramku. Kde musi byt
umistén pfiény tramek, aby vSichni muZi nesli stejné? (Zane-
dbejte hmotnost pficného tramku.)

11C. Rovnomérné naloZend prepravka tvaru krychle o hrané
0,750 m a tize 500N spociva na podlaze a je zapfena o velmi
nizkou pevnou prekazku. V jaké vySce nad podlahou musi pa-

sobit sila 350 N, aby prepravku pravé nadzvedla?

12C. Homogenni koule tthy G a poloméru r visi na vldkné pfi-
pevnéném k dokonale hladké sténé ve vysi d nad stfedem koule
(obr. 13.30). Najdéte (a) napéfovou silu prendSenou vldknem,
(b) silu, kterou sténa ptisobi na kouli.

13C. Auto hmotnosti 1360kg md rozvor (vzddlenost mezi
napravou. UrCete zatiZeni (a) kol pfedni ndpravy, (b) kol zadni
ndpravy, za pfedpokladu, Ze auto stoji na roviné a obé kola téze
napravy jsou zatiZena stejné.
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Obr. 13.30
Cviceni 12

[~

14C. Muz o hmotnosti 75kg se na vodorovné ldvce zastavi,
kdy?Z urazil Stvrtinu vzddlenosti od jednoho jejiho konce. Lavka
je homogenni a jeji hmotnost je 300kg. Jakou svislou silou
pusobi ldvka a muz (a) na vzdélendjsi pilif, (b) na blizsi pilif?
Pilife jsou umistény na koncich lavky.

15C. Skokan vézici 580N stoji na konci 4,5 m dlouhého skd-
kaciho prkna. Prkno je pfipevnéno k dvéma podpérdm vzddle-
nym 1,5 m, jak je ukdzdno na obr. 13.31. Jakd je velikost a ori-
entace sily pasobici na prkno od (a) levé podpéry, (b) pravé
podpéry? (c) Kterd podpéra je natahovéna a kterd stlaovana?

—dSm—

’«1,5m+‘

Obr. 13.31
Cviceni 15

16C. Metrové pravitko je vyvdZeno na bfitu podloZeném v misté
se znaCkou 50,0 cm. Na znacku 12,0 cm poloZime na sebe dvé
mince a pravitko se ndm pak povede vyrovnat, kdyz brit podlo-
Zime pod znacku 45,5 cm. Jedna mince ma hmotnost 5,0 g. Jakd
je hmotnost pravitka?

17C. Cisti¢ oken hmotnosti 75 kg uziva Zebfik, ktery ma hmot-
nost 10kg a je dlouhy 5,0 m. Spodni konec Zebiiku postavi na
podlahu ve vzdalenosti 2,5 m od stény a vrchni konec opfe o na-
prasklé okno v této stén€. Kdyz vy$plhd po zebiiku 3,0 m, okno
se rozbije. Vypoctéte (a) silu, jakou Zebiik ptisobil na okno bez-
prostiedné pred jeho rozbitim, (b) velikost a smér sily, kterou
podlaha ptsobila na Zebiik v tomto okamziku. Zanedbejte tfeni
mezi Zebfikem a oknem a predpokladejte, Ze Zebrik po podlaze
neklouze.

18C. Obr. 13.32 ukazuje anatomickou stavbu spodni ¢4sti nohy,
kterd umoznuje stani na Spickdch. Pfi ném je pata vysoko zved-
nutd nad podlahu a chodidlo se dotykd podlahy jen v malém
okoli bodu P, které jsme na obrazku oznacili jako plsobisté
sily podpirajici nohu osoby stojici na Spickach. Vypoctéte sily,
kterymi paisobi na chodidlo (a) Iytkovy sval v bodé A, (b) holenni
a lytkova kost v bodé B, kdyZ osoba stoji na Spickach. PoloZte
a =5,0cmab = 15,0cm a hledané sily vyjadiete v ndsobcich
tihy G osoby.

—

Ey = lytkovy sval

= kosti dolni ¢asti nohy

S

B
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Obr. 13.32
Cviceni 18

19U. Stahovakem G zkrdtime ty& A B Gtvercového ramu A BCD
zndzornéného na obr. 13.33. Tim se ty¢ napne a na body A a B

pusobi sily T mifici ven z rdmu. UrCete sily plsobici na ostatni
tyCe ramu. Najdéte, které tye jsou podrobeny tahu a které tlaku.

Vv

Uhlopiitné tyée AC a BD se nedotykaji v misté E. UvaZeni

N

symetrie ramu zjednodusi feSeni této a podobnych tloh.

Obr.13.33
Uloha 19 D

C

200. Dv& stejné, homogenni koule jsou umistény v pravouhlé
pevné nddobé (obr. 13.34). Najdéte sily, které plsobi na koule
(a) od stén nddoby, (b) sily vzdjemného pisobeni kouli, jestlize

spojnice téZi8( kouli svird dhel 45° s vodorovnou rovinou. Vy-
sledky vyjadrete v nasobcich tihy jedné koule. NeuvaZzujte tfeni.

Obr.13.34
Uloha 20

21U. Okov o hmotnosti 900 kg je zavéSen na svislém lané A,
které je v misté O spojeno se dvéma dal$imi lany B a C, kterd
sviraji s vodorovnou rovinou thly 51° a 66° (obr. 13.35). Najdéte
napéfovou silu pfendSenou (a) lanem A, (b) lanem B, (c) la-
nem C. (Tip: Abyste nemuseli fesit systém dvou rovnic o dvou



neznamych, zvolte soustavu soutadnic tak, jak je naznaceno na
obrazku.)

Obr.13.35
Uloha 21

22U. Sila F udr7uje v systému zndzornéném na obr. 13.36 rov-
novdhu. Hmotnost bloku je 7kg. Vypoctéte silu T prenaSenou
lanem, na kterém visi systém. Hmotnost kladek a tfeni v systému
zanedbejte.

Obr.13.36
Uloha 22

230. Systém z obr. 13.37 je v rovnovéze, kdyZ prostfedni vldkno
je presné vodorovné. Najdéte (a) silu 71, (b) silu T3, (c) silu T3
a thel 6.

40N

Obr.13.37
Uloha 23

24U. Nerovnoramenné véhy jsou tvoreny pevnou ty¢i podepre-
nou bfitem mimo stfed tyCe a miskami zavéSenymi na koncich
tyCe. Hmotnost tyce a misek budeme v dalSich tivahdch zane-
dbdvat. Vdhy jsou vyrovnany, kdyZ zavazi hmotnosti m je na
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levé misce a zdvazi hmotnosti m; na pravé misce vah. Kdyz
umistime zdvazi hmotnosti m na pravou misku, musime d4t
k vyrovnani vah na levou misku zdvazi hmotnosti m,. UkazZte,
Zeplatim = \/mim;.

2500, ZdvaZi o hmotnosti 15 kg je pres dvé kladky taZeno rukou,
jak je ukdzdno na obr. 13.38. PaZe je svisld, zatimco predlokti
svird uhel 30° s vodorovnou rovinou. Jakou silou ptisobi na pred-
lokti (a) triceps, (b) pazni kost? Predlokti a ruka maji dohromady
smérem k ruce, misto upnuti tricepsu 2,5 cm na druhou stranu
(srovnej s obrazkem).

triceps

Obr. 13.38 Uloha 25

26U. Ctvercovy vyvésni §tit (hmotnost 50,0kg, délka strany
¢tverce 2,0m) je vysunut do ulice na ty¢i zanedbatelné hmot-
nosti a délky 3,00 m. Lano napnuté mezi vzddlen&jsim koncem
tyCe a mistem upevnéni na sténé, které je 4,00 m nad kloubo-
vym zdvésem nesoucim ty¢, udrZuje ty¢ ve vodorovné poloze
(obr. 13.39). (a) Jakd je napéfova sila pfendSend lanem? Jakd je
(b) vodorovna a (c) svisld slozka sily, kterou ptsobi sténa pres
kloubovy zaves na ty¢?

- ‘ﬁ“’g lano
4,00m N

| Kloubovy
1 zaveés

Obr.13.39
Uloha 26
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270. Na obr. 13.40 je schematicky zndzornén horolezec, ktery
leze ,.na sokolika“ podél §térbiny, pficemz rukama tdhne za jednu
stranu $térbiny a chodidly tla&f na jeji druhou stranu. Stérbina
ma Sitku w = 0,20 m. T€zisté horolezce je ve vodorovné vzda-
lenosti d = 0,40 m od bliZsi stény Stérbiny. Staticky ¢initel tfeni
mezi rukama horolezce a skdlou je f; = 0,40 a mezi botami
horolezce a skdlou f> = 1,2. (a) Jaky nejmensi tah rukama
a tlak nohama ve vodorovném sméru udrzi horolezce na skale?
(b) Jakd musi byt pfi tomto tahu svisld vzddlenost & mezi rukama
anohama, aby horolezec byl v rovnovdze? (c) Kdyz se horolezec
setkd s mokrou skdlou, takZe hodnoty f; a f> se zmensi, jak se
zméni odpovédi na otdzky (a) a (b)?

Obr.13.40 Uloha 27

28U. Sily Fi, Fy a F pusobi na systém zndzornény na obr. 13.41
pfi pohledu shora. Chceme dostat systém do rovnovdhy tim,
Ze do bodu P s vhodné zvolenou vzddlenosti d umistime silu
s vektorovymi slozkami Fy, a F,. Zadané jsou hodnotya = 2,0m,
b=30m,¢c=10m, F; =20N, F, = 10N a F; = 5,0N.
Najdéte hodnoty: (a) Fp, (b) Fy a(c) d.

~<cC b E, a

Obr. 13.41 Uloha 28

290. Jak velkd musi byt sila F pisobici vodorovn& na osu
kola, aby kolo prekonalo schod vysky % (obr. 13.42)? Kolo ma
polomér r a vazi G.

300. Ve stropé je Ctvercovy poklop o strané 0,91 m a hmot-
nosti 11kg. Na jedné strané jsou panty, na druhé drzadlo. Té&-
Zi8té poklopu je posunuto o 10cm smérem k pantim od jeho
geometrického stfedu. Jak velkou silu musi byt schopno prenést
(a) drzadlo, (b) panty?

Obr. 13.42 Uloha 29

310. CtyHi stejné cihly délky d jsou naskldddny na sebe tak,
Ze kazda vyssi o néco presahuje tu niZsi (obr. 13.43). Naleznéte
a vyjddfete v ndsobcich délky d maximalni délky presahd (a) aj,
(b) az, (¢) az, (d) a4 a (e) h, pii kterych jesté stavba zlstane

v rovnovdaze, tedy nespadne.

Obr. 13.43 Uloha 31

32U. Jeden konec tyCe hmotnosti 20 kg a délky 1 m je pfipevnén
ke sténé kloubovym zdvésem. Druhy konec je zavéSen na vldkné
zpusobem vyznacenym na obr. 13.44. (a) Najdéte napéfovou silu
prendsenou vldknem. Jaka je (b) vodorovnd a (c) svislad slozka
sily, kterou kloubovy zdvés ptisobi na ty¢?

kloubovy
Z4aves

Obr. 13.44 Uloha 32

33U. Systém na obr. 13.45 je v rovnovaze. Zdavazi o hmot-
nosti 225kg je zavéSeno na konci homogenni vzpéry, jejiz
hmotnost je 45kg. Stanovte: (a) silu pfendsenou vldknem T,
(b) vodorovnou a (c) svislou slozku sily, kterou vzpéra pisobi
na kloubovy zdvés.

34U. Dveie vysoké 2,1 m a Siroké 0,91 m maji hmotnost 27 kg.
Jeden pant je umistén 0,30 m od vrsku dvefi, druhy ve stejné
vzdalenosti od spodku dvefi. Kazdy z pantd nese polovinu tihy

Mvew v

dvefi. Pfedpoklddejte, Ze t&Zisté dveii leZi v jejich geometrickém




vzpéra

Obr. 13.45
Uloha 33

klbubovy zdvés

stfedu. Stanovte: (a) svislé a (b) vodorovné slozky sil, kterymi
panty ptisobi na dvefe.

350. Nehomogenni ty¢ tihy G je zav&Sena na dvou lanech tak,
Ze je v rovnovaze vodorovnd (obr. 13.46). Jedno lano svird se
svislici thel 6 = 36,9°, druhé thel ¢ = 53,1°. Délka tyée d

je 6,1 m. Vypoctéte vzddlenost x t&ZiSt& ty€e od jejiho levého
konce.

Obr. 13.46
Uloha 35

36U. Naobr. 13.47 je zndzornéna vodorovnd ty¢ A B piipojend
kloubovym zdvésem ke svislé st€né a na opaéném konci tenkym
drdtem BC, ktery se sténou svird dhel 6. Zavazi se miZe volné
pohybovat podél tyce; jeho polohu uréime uddnim vzdalenosti x
Send drdtem, (b) vodorovnd a (c) svisld slozka sily, kterou kloub
plisobi na ty¢. Hmotnost ty&e zanedbejte.

kloubovy
Zaveés

A

Obr. 13.47
Ulohy 36 a 37

370. v uspordddni stejném jako v Gloze 36 (obr. 13.47) predpo-
klddejte, Ze délka tyCe d je 3,0 m a jeji vaha 200 N. Vdha zdvai

je 300N a thel & = 30°. Drat vydr#{ maximdln{ zatiZeni S00N.

(a) Do jaké nejvétsi vzddlenosti x miZzeme vysunout zdvazi, ne?
drdt praskne? Jakd je pfitom velikost (b) vodorovné a (c) svislé
slozky sily, kterou kloub piisobi na ty&?

38U. Dva homogenn{ trdmy U a V jsou pfes kloub pfipojeny
ke stén€ a spolu volné spojeny svornikem (obr. 13.48). Najd&te
vodorovnou a svislou slozku sily piisobici (a) na trdém U od jeho
kloubového upevnéni, (b) na trém U od svorniku, (c) na trdm V
od jeho kloubového upevnéni a (d) na trim V od svorniku.
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Obr. 13.48
Uloha 38

zaveés

390. Ctyfi stejné cihly délky d jsou naskldddny na stiil dvéma
zplsoby, jak je ukdzdno na obr. 13.49 (srovnejte s Glohou 31).
SnaZte se v obou piipadech najit maximalni vzddlenost &, o kte-
rou miZe stavba presahnout stil, aniZz by spadla. Vypo&tste
(v ndsobcich d) pfislusné vzdalenosti & a naleznéte hodnoty
presahtl aj, ay, by a by, které k dosaZeni maximalnich hodnot %
musite pouZit. (Podivejte se do The Amateur Scientist, Scientific
American, June 1985, na podrobngjsi diskusi piikladu a je§ts
lepsi usporadani cihel typu (b).)

(b)
Obr.13.49 Uloha 39

400. Homogenni foSna délky d = 14 m a hmotnosti m = 50kg
spocivd na podlaze a kluzném vélecku (nulové tfeni) umisténém
na vrsku zdi vysoké 3 m (obr. 13.50). Fo3na je v rovnovéze, kdy#
6 2 70°,ale podklouzne, kdyZ 6 < 70°. Uréete &initel statického
tfeni mezi fo§nou a podlahou.

41U. Naobr. 13.51 jsou zobrazeny schiidky spojené osou v mis-
€ C s rameny AC a CE dlouhymi 2,8 m. Zabezpetovaci tyc
dlouhd 0,75m je umisténa v poloving vyiky schiidki. Muy
hmotnosti 85kg stoji na schiidku, ktery je vzdédlen 2,1 m od
paty schiidkt. Najdéte: (a) nap&fovou silu v zabezpe&ovaci tyci
a sily, kterymi podlaha plisob{ na schiidky v mist& (b) A a (c) E.




354 KAPITOLA 13 ROVNOVAHA A PRUZNOST

valecek

Obr.13.50
Uloha 40

Zanedbejte hmotnost schiidki a tfeni mezi schidky a podlahou.
(Tip: Poutijte rovnice rovnovahy na jednotlivé ¢dsti schiidkii.)

Obr. 13.51 Uloha 41

420. Homogenni krychle o strané a spo&ivé na vodorovné pod-
laze. Cinitel statického tfeni mezi krychli a podlahou je f. Vo-
dorovnou silou F tla¢ime na jednu stranu krychle v jeji svislé
ose symetrie ve vy$i i nad podlahou. KdyZ pomalu zvySujeme
velikost sily F, krychle zagne po podlaze bud (a) klouzat, nebo se
zacne (b) prevracet. Pro jakd f nastane pfipad (a) a pro jaka pfi-
pad (b)? (Tip: UvaZte, kde je umisténa normdlova sila v pfipadé
prevraceni krychle.)

430. Krychlova krabice naplnénd piskem vazi 890 N. Chceme
krabici uvést do valivého pohybu tim, Ze zacneme ve vodo-
rovném sméru tla¢it na jednu z jejich vrchnich hran. (a) Jakou
minimélni velikost sily k tomu potfebujeme? (b) Jaky minimalni
Cinitel statického tfeni mezi krabici a podlahou musi piisobit?
(c) Existuje efektivnéjsi zpusob, jak rozkutdlet krabici? Jestlize
ano, udejte minimdlni velikost sily, kterou to lze ucinit. (Tip:
Podivejte se na ndvod k tloze 42.)

44U0. Bedna tvaru krychle s délkou hrany 1,2 m obsahuje &dst
stroje, jehoZ tvar je takovy, Ze se t&Zi§té krychle nachdzi 0 0,3 m
vySe, neZ je jeji geometricky stied. Bedna stoji na rampé, kterd
svird s vodorovnou rovinou maly thel 6. KdyZ zvySujeme thel
6, dosdhneme hodnoty, pfi které bedna zacne po rampé klouzat,
nebo se zaCne prevracet. Jaky pfipad nastane: (a) kdyZ Cinitel
statického t¥eni mezi rampou a bednou je 0,60, (b) kdyZ jeho

hodnota je 0,70? Pro oba pfipady udejte thel, kdy zjist€ny pripad
nastane. (Tip: Podivejte se na ndvod k tloze 42.)

45U*. Auto jedouci po vodorovné silnici prudce zabrzdi, takze
vSechna Ctyfi kola se zablokuji a smykaji se po silnici. Dyna-
micky ¢initel tfeni mezi koly a silnici je 0,4. Rozvor, tj. vzda-
je umisténo 1,8 m za osou prednich kol ve vySce 0,75 m nad
vozovkou (obr. 13.52). Auto vazi 11 kN. Vypoctéte: (a) brzdné
zrychleni auta, (b) normdlovou silu ptsobici na kazdé kolo
a (c) brzdnou silu plisobici na kazdé kolo. (Tip: Auto pii brzdéni
nenf sice v rovnovéze pro posuvny pohyb, ale dokud se nezacne
otacet, je v rovnovdze pro rotaéni pohyb. Zachovani rovnovahy
pro rotaéni pohyb predpoklddejte.)

L
1
)—» I,SmJ
4,2m

Obr.13.52 Uloha 45

ODST. 13.6 Pruznost

46C. Naobr. 13.53 je graf zdvislosti napéti na deformaci (kfivka
napéti — deformace) pro kfemen. Jaky je (a) jeho Youngiiv modul
a jakd je (b) hodnota meze kluzu?

300

(3]
W
o

napéti (10°N-m~2)

0,002 0,003
deformace

Obr. 13.53 Cviceni 46

0 0,001 0,004

47C. Po padu zjistil horolezec hmotnosti 95 kg, Ze visi na konci
lana. Lano délky 15 m a praméru 9.6 mm se vratné prodlouZilo
0 2,8 cm. Vypoltéte: (a) relativni prodlouZeni (deformaci) lana,
(b) napéti lana a jeho (c) Youngiv modul.

48C. Duln{ vytah visi na jediném ocelovém lané o primé-
ru 2,5 cm. Celkovd hmotnost kabiny vytahu a pfepravovanych
osob je 670 kg. Jaké bude prodlouZeni lana, (a) kdy?Z je vytah na
povrchu 12 m pod t€Znim strojem (motorem vytahu) a (b) kdyz je



na dné Sachty hluboké 350 m? (Pfi vypoctu zanedbejte hmotnost
lana.)

49C. Pfedpoklddejte, Ze trdm na obr. 13.9a je z jedle douglasky
amd Ctvercovy prifez. Jak musi byt trdm tlusty, aby tlak v ném
nepiesdhl 1/6 jeho meze pevnosti v tlaku? (K feSeni pouZijte
vysledku pf. 13.5.)

50C. Vodorovna hlinikovd ty¢ priméru 4,8 cm vyéniva 5,3 cm
ze zdi. Zavazi hmotnosti 1 200 kg je zavé&3eno na samy konec ty-
¢e. Modul pruznosti ve smyku hlinku je 3,0-10'° Pa. Vypoctéte
(a) smykové napéti v ty¢i a (b) svislou odchylku konce tyce,
kdyZ zanedbdte tihu tyce.

51C. Jak velky viestranny tlak musi pisobit na m&dénou krychli
o hran€ 85,5 cm, aby se jeji hrany zkrétily na 85,0 cm? Objemovy
modul pruznosti mé&di je 1,4-10'! Pa.

520. Navrhujeme tunel s rovnou stfechou dlouhy 150m,
vysoky 7,2 m, Siroky 5,8m, ktery povede 60m pod zemi
(obr. 13.54). Stfecha bude drZena vyluéné ocelovymi sloupy,
jejichz tvercovy priifez md plochu 960 cm?. Zemina v nadloZi
(nad tunelem) m4 hustotu 2,8 g-cm™>. (a) Jakd je celkova sila,
kterou sloupy musi unést? (b) Kolik musi byt v tunelu sloupi,
aby tlak ve sloupech nepfesdhl hodnotu rovnou poloviné meze
pevnosti v tlaku?

{ 150m "

Obr. 13.54 Uloha 52

53U. Pravothld bfidlicovd deska spocivd na naklonéné skalni
podloZce se sklonem 26° (obr. 13.55). Deska je 43 m dlouhd,
2.5m tlustd a 12 m Sirokd. Hustota desky je 3,2 g-cm™>. Cinitel
statického tfenf mezi deskou a podloZni skdlou je 0,39. (a) Vy-
potitejte slozku tihy desky pasobici podél naklonéné podlozky.
(b) Vypoctéte celkovou silu statického t¥eni plisobici na desku.
Porovndnim vysledkil (a) a (b) zjistite, Ze desce hrozi sklouznuti
z podlozky a brdni ji v tom pouze ndhodné vyenélky vytvarejici
slabé piechodné zichyty. (c) Aby se deska upevnila, je kolmo
provrtdna i s podlozni skdlou a do otvorli jsou zasazeny svorni-
ky. JestliZze plocha prifezu kazdého svorniku je 6,4 cm? a mez
pevnosti ve smyku materidlu, z kterého je svornik vyroben, je
3.6-108 Pa, kolik svornikii musfme uzit k upevnéni desky? Pred-
pokladejte, Ze svorniky jsou pfitaZeny tak mirng, Ze neovlivni
velikost normdlové sily (tlak desky na podlozku).

54U. Olovénd deska spocivd vodorovné na vdlcich A a B, jak
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Obr.13.55
Uloha 53

Jje ukdzdno na obr. 13.56. Vdlec A md dvakrt vétsi Youngiiv
modul a dvakrdt vétsi prifez neZ vdlec B. NeZ byly vilce de-
formovany cihlou, mély stejnou délku. Jakd &&st tihy cihly je
podeprena (a) vdlcem A a (b) valcem B? Vodorovné vzdilenosti
mezi t€7iSt€m cihly a osami vélcd jsou da pro vdlec A a dp pro
valec B. (c) Jaky je pomér da /dg?

I da I dg |

fe——— >

Obr. 13.56
Uloha 54

550. Homogenni kldda hmotnosti 103 kg visi na dvou ocelo-
vych drdtech A a B, které maji polomé&r 1,2 mm. Piivodné byl
drat A 2,50 m dlouhy a byl o 2 mm krat3i neZ drat B. Po zavé&Sen{
zndzornéném na obr. 13.57 je kldda vodorovng. Jakou silou ji
dr7i (a) drdt A, (b) drdt B? Jaky je pomér délek d /dg?

Obr. 13.57
Uloha 55

56U. Naobr. 13.58 je pohled shora na pevnou ty¢, kterd se miize
otdcet kolem svislé osy, dokud ji nezastavi dvé stejné gumové
zardzky A a B umisténé na ty¢i ve vzddlenosti ro a rg od osy.
Nejprve zardzky po zastaveni tyGe ziistanou ve stavu, kdy nejsou
stlaeny. Potom za¢ne na ty¢ plsobit sila F ve vzddlenosti R od
osy otdceni. Najdéte sily, které stladuji (a) zardZku A, (b) za-
razku B.

zarazka B

zarazka A

Obr. 13.58 Uloha 56
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Nase Galaxie, kterou vidime na obloze jako Mlécnou drahu, md tvar

disku. Je slozena z miliard hvézd, jejich planet a z prachu. Sila, kterd
viZe dohromady vSechny slozky nasi Galaxie nebo kterékoliv jiné galaxie,
je tatdz jako sila, kterd drzi Mésic na jeho obéZné drdze a vds na Zemi —
gravitace. Ta je také odpovédnd za jeden z nejzuldstnéjsich objektii ve
vesmiru, Sernou diru — hvézdu, kterd se iiplné zhroutila (zkolabovala)
dovnit sebe samé. Gravitacni sila pobliz cerné diry je tak silnd, Ze ji
nepfekond ani svétlo. Ale je-li tomu tak, jak miizeme Cernou diru zjistit {




14.1 SVET A GRAVITACNI SiLA

Uvodni obrdzek ukazuje, jak vidime MIé¢nou drahu; my se
nachazime pobliz okraje galaktického disku, asi 26 000 své-
telnych let (2,5-10°° m) od jejiho stiedu, ktery na obrazku
leZi v souhvézdi Strelce. Nase Galaxie je ¢lenem skupiny
galaxii, kterd zahrnuje galaxii v souhvé&zdi Andromedy
(obr. 14.1) ve vzddlenosti 2,3-10° svételnych let a jiné trpas-
li¢i galaxie, jako Velké Magellanovo mracno na tGvodnim
obrazku.

Obr.14.1 Galaxie v Andromedg. Je od nds vzddlena 2,3-10°
svételnych let, je slab& viditelnd i prostym okem a je velmi
podobnd nasi rodné Galaxii — MI1é¢né drdze.

Mistni skupina galaxii je ¢dsti mistni kupy galaxii. Mé-
feni provedend v osmdesétych létech ukazuji, Ze mistni
kupa galaxii a kupy galaxii v souhv&zdich Hydry a Ken-
taura se vSechny fiti na vyjime¢n& hmotny objekt zvany
Velky atraktor nebo téZ Velky pouta. Ten je vzddlen od
nds piiblizn€ 150 miliond svételnych let, na opacnou stranu,
neZ kde vidime Mlé¢nou drdhu, mezi souhvézdimi Hydry
a Kentaura.

Sila, kterd vdZe dohromady tyto tak dalece rozs4hlé ob-
jekty, od hvézd pres galaxie ke skupinam, kupdm a nadku-
pam galaxii, a kterd je patrné viechny pritahuje k Velkému
poutaci, je gravitacni sila. Nejenom e vis pfidrZuje na
Zemi, ale vlddne i hlubindm mezigalaktického prostoru.
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14.2 NEWTONUV GRAVITACNI ZAKON

N e

Fyziky vidycky zajimd, zda by se pii podrobnéjsim zkou-
méni nenaSel mezi zddnlivé nesouvisejicimi jevy néjaky
vzdjemny vztah. Tato snaha po sjednocovéni fyzikdlnich
teorii panuje jiZ po staleti. V roce 1665 u&inil mlady, tfia-
dvacetilety Isaac Newton zdkladni piinos pro fyziku, kdyz
ukdzal, Ze sila drzici Mé&sic na jeho ob&né drize je taz
jako sila, kterd nuti padat jablko na Zem. My to nyni pokla-
dame za takovou samoziejmost, Ze si t&7ko pfedstavujeme
starovéké pojeti, podle kterého byly pohyby pozemskych
a nebeskych t€les zcela riiznych druhd a fidily se riznymi
zakony.

Newton dospél k ndzoru, e nejenom Zemé pfitahuje
jablko i Mésic, ale Ze kazdé t&leso ve vesmiru pfitahuje
kaZdé jiné téleso; tuto tendenci viech t&les pfitahovat se
navzajem nazyvame gravitace. Na tento z4aver nejsme pri-
1i§ zvykli, protoZe na povrchu zemském je ona davérné
zndmd pfitazlivost zemska tak velikd, e zdaleka prekryva
vzdjemnou pfitaZlivou silu ostatnich t&les mezi sebou. Tak
napiiklad Zemé pfitahuje jablko jistou silou (totiz jeho va-
hou). Také vy pfitahujete jablko (a ono pfitahuje vds), ale
tato pfitazlivd sila je mensi neZ vdha nejjemnéjsiho prasku.

Zdkon o sile, ktery nyni nazyvame Newtontv gravi-
ta¢ni zdakon, formuloval Newton kvantitativng: kazd4 éas-
tice pfitahuje kazdou jinou &dstici gravitaéni silou., jejiz
velikost je

mimy
=D

B (14.1)

(Newtonuv gravitacni zdkon).

Zde my, my zna¢i hmotnosti obou &stic, » vzdalenost mezi
nimi a G je* gravitatni konstanta, jejiZ hodnota &ini

G =6,67-10" "' N.-m?> kg2 =

=6,67-10""' m? kg~!.s72. (14.2)

Obr. 14.2 ilustruje ovéfenou skutecnost, Ze se &dstice
vZdy pfitahuji ,.k sob&*“ a nikdy se neodpuzuji ,,0d sebe;
Castice my pfitahuje dstici m gravitadni silou F, kterd
sméfuje k &dstici mo.

Obr. 14.2 Dvé &dstice

0 hmotnostech m; a m,
ve vzddlenosti r se na-
vzdjem pfitahuji podle
Newtonova gravita¢niho
zdkona, rov. (14.1). P¥i-
taZlivé sily F a —F jsou - T

stejné co do velikosti ,g} /

a maji opacné sméry. - \

* Symbol G je predepsdn normou a uZivd se v celém svéte. U nis se
nékdy uzivd symbol .




358 KAPITOLA 14 GRAVITACE

Podobné &dstice m pritahuje ¢dstici my gravitacni si-
lou, kterd je orientovana k ¢dstici m;. Sily F a —F jsou ve
vztahu akce a reakce; maji stejné velikosti a opacné sméry.
Zaviseji na vzdalenosti obou &dstic, ale nikoli na jejich
umisténi; Edstice by stejné dobfe mohly byt v néjaké dutiné
nebo pfemistény do hlubin vesmiru. Sily F a —F nejsou
ovlivnény pritomnosti jinych téles, dokonce ani kdyby tato
télesa leZela mezi uvaZzovanymi pritahujicimi se ¢dsticemi.

Velikost gravitadni sily, tj. to, jak siln€ se dvé Cds-
tice danych hmotnosti na danou vzddlenost pfitahuji, za-
visi na velikosti gravitadni konstanty G. Kdyby n&jakym
kouzlem vzrostlo G desetkrat, lezeli bychom na podlaze
rozdrceni zemskou pfitaZlivosti. A kdyby se naopak G de-
setkrat zmengilo, zesldbla by zemskd pfitazlivost natolik,
Ze bychom mohli skdkat pies domy. (Ale spi$ bychom za-
hynuli, protoZe by si Zemé neudrZela svou atmosféru.)

Ackoliv Newtoniv zdkon plati pfesné jen pro Cdstice
(tedy hmotné body), miizeme ho pouZit i na redlné pred-
méty, pokud jsou jejich vlastni rozméry zanedbatelné viici
jejich vzdalenosti. Mésic a Zemé jsou od sebe dostatecné
daleko na to, abychom je mohli v dobrém pfibliZeni pova-
7ovat za hmotné body. Ale co jablko na Zemi? Z hlediska
jablka se velikd a Sirokd Zemé, rozprostirajici se od obzoru
k obzoru, jisté nejevi jako hmotny bod.

Newton vyfesil problém jablko + Zemé tim, Ze formu-
loval tzv. ,,slupkovy teorém:

Homogenni hmotnd kulovd slupka pritahuje vné leZici
Cdstici stejné, jako kdyby veSkerd hmota slupky byla
soustiedéna v jejim stredu.

Zemi miZeme povazovat za slozenou z takovych ku-
lovych slupek asi jako cibuli — jedna slupka uvniti' dru-
hé. (Rikdme, 7e Zemé je po vrstvach homogenni neboli
ma hmotu rozloZenu sféricky symetricky.) Kazda z téchto
slupek pfitahuje vné lezici predmét tak, jako by jeji hmota
byla soustiedéna do jejiho stfedu — tedy do stfedu Zemé.
Z hlediska jablka se tedy (ptekvapivé) Zemé chova jako
hmotny bod — jako ¢dstice umisténa ve stfedu Zemé, v niz
je soustiedéna veskerd hmota Zemé.

Predpoklddejme tak jako na obr. 14.3, Ze Zemé pri-

E—F

Obr. 14.3 Jablko pritahuje nahoru
Zemi stejné silné jako Zemé dolt
jablko.

tahuje dold jablko silou 0,8 N. Potom jablko musi pfita-
hovat Zemi nahoru silou 0,8 N; tuto silu si umistime do
stfedu Zemé. Ackoliv obé sily maji stejnou velikost, udéli
pii uvolnéni jablka riznd zrychleni jablku a Zemi. Jablko
ziskd zrychleni kolem 9,8 m-s~2, dobfe zndmé zrychleni t&-
les padajicich nedaleko zemského povrchu. Zemé by vSak
(v t&Zisfovém systému soustavy jablko + Zem¢) ziskala
zrychleni pouze asi 1-1072° m-s 2.

gi}y\i’?’ﬁ{}iﬁ 1: Céstici postupné umistime vné &tyf ob-
~ jektdi, z nichZ kazdy ma hmotnost m; jsou to

(1) velkda homogenni plna koule;
(2) velkd homogenni kulovd slupka;
(3) mald homogenni plnd koule;
(4) mald homogenni kulovd slupka.
Ve viech piipadech m4 Eéstice stejnou vzddlenost d
od stiedu objektu. Usporddejte objekty podle velikosti
gravita¢ni sily, jakou plisobi na Castici, od nejvétsi sily
k nejmensi.

14.3 GRAVITACE A PRINCIP
SUPERPOZICE

Pro skupinu &dstic nalezneme vyslednou gravitacni silu
(vyslednici sil) plisobici na kteroukoliv z nich pomoci prin-
cipu superpozice, coZ je obecny princip, pfedpokladajici,
7e vysledny jev je souctem vSech dil¢ich jevd. V tomto pii-
padé princip fikd, Ze pro vypocet gravitacni sily plisobici na
konkrétni ¢dstici miZeme nejprve postupné vypocitat dil¢i
sily od kazdé z ostatnich ¢astic. Poté vypocteme vyslednou
silu jako vektorovy soucet vSech téchto sil — jako obvykle.

Pro n interagujicich ¢dstic miZeme zapsat princip su-
perpozice takto:

Fi=F,+F3+Fyu+Fs+..+F, (143)

Zde je F) vyslednd sila pisobici na ¢dstici 1 a napf. Fi3 je
sila, kterou piisobi ¢dstice 3 na Castici 1. Tento vektorovy
soulet miizeme zapsat kompaktné;ji:

F = 5’:"—1,'.
—2

(14.4)

Jak je tomu se silou, kterou na ¢astici plisobi redlné té-
leso, zaujimajici jisty prostor? Najdeme ji tak, Ze téleso roz-
loZime na kousicky tak malé, abychom je mohli pokladat za
hmotné body, a potom pouZijeme rov. (14.4) k nalezeni vek-
torového souctu vSech sil pisobicich na ¢astici ode viech
kousicka télesa. V limitnim piipadé mizeme téleso rozdé-
lit na infinitezimdlni kousicky o hmotnostech dm, z nichz



kazdy plisobi na uvaZovanou &astici jen infinitezimdlni si-
lou dF. V limité pfejde suma z rov. (14.4) na integral:

F; :/dF, (14.5)

kde integrujeme pres cely objem zaujimany télesem. Jde-li
v8ak o homogenni kouli nebo kulovou slupku, miiZzeme
namisto integrace v rov.(14.5) postupovat, tak jako by
celd hmota télesa byla soustfedéna v jeho stfedu, a pouZit
rov. (14.1).

PRIKLAD 14.1
Na obr. 14.4a je uspofdddno pét Cdstic s hmotnostmi m| =
= 8,0kg,m> = m3 = my = ms = 2,0kg,délkaa = 2,0cm,
thel © = 30°. Jakd je vyslednd gravitalni sila F;, plisobici na
Cdstici m od ostatnich Styf ¢dstic?

y ny

ms ms

my  (a) (b)

Obr. 14.4 Piiklad 14.1. Uspordddni péti ¢dstic. Sily, kterymi piisobi
ostatni Ctyfi Cdstice na Cdstici m .

RESENI: Z rov. (14.4) vime, 7e vyslednice F; je vektoro-
vym souctem sil Fy, Fi3, Fi4, Fis, coZ jsou gravitacni sily
pusobici na ¢dstici m od ostatnich dstic. ProtoZe hmotnosti
my amy jsou si rovny a protoZe obé dstice jsou ve stejnych
vzddlenostech r = 2a od prvni, plyne z rov. (14.1)

Gmmy

Fio=Fy = (2a)?

(14.6)

Podobné hmotnosti m3 a ms jsou si rovny a ob& &dstice jsou
ve stejnych vzddlenostech r = a od m, takZe plati

Gmims
a2

Fi3=Fi5= (14.7)

Na obr. 14.4b je silovy diagram pro m;. Odtud a z rov. (14.6)
je ziejmé, Ze F» a Fi4 maji stejné velikosti, ale opacné sméry;
tyto sily se proto vyrusi. Z obr. 14.4b a rov. (14.7) vidime, Ze
x-ov€ sloZky sil F3 a Fys se také zrusi, zatimco jejich y-ové
sloZky majf stejnou velikost, ale smér tentokrat stejny — ve
sméru osy y. Vyslednd sila F; tedy sméfuje podél osy y a jeji
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velikost je dvojndsobkem velikosti y-ové slozky Fis:

G \
Fy =2F3¢c080 =2 17112’713 cosf =
a
_ 5 (667107 m*kg™!-s7%)(8,0kg) (2.0ke) con 3
N (0,020 m)2 |
=4,6107°N. (Odpovéd)

Viimnéme si, Ze pfitomnost Cdstice ms mezi Easticemi m; |

| amy neméla vliv na jejich gravitacni psobeni: sila mezi m; |

amy zUstava taz.

E{“\H{OEX 2: Obrdzek ukazuje Ctyfi konfigurace t

Castic se stejnymi hmotnostmi. (a) Uspoiadejte kon-
figurace sestupné podle velikosti vysledné gravitadni
sily piisobici na ¢dstici m. (b) Je v konfiguraci (2) smér
vysledné sily blize k tsecce délky d, nebo k dsedce
délky D?

d D m p
m
d
(H ) 3) )

PRIKLAD 14.2
Na obr. 14.5 je Cdstice o hmotnosti m; = 0,67 kg vzdalena
d = 23 cm od konce homogenni ty¢e délky ¢ = 3 m a hmot- :
nosti M = 5kg. Jak velkou gravita¢ni silou F; pfitahuje ty& |
castici?
—r—

L 1 /dm M
n o fedr
[—d— a |

Obr. 14.5 Priklad 14.2. Cdstice o hmotnosti m; le#i na ose tycky
délky a ve vzddlenosti d od jejiho konce. Infinitezimélni kousek
tycky dm lezi ve vzddlenosti r od m.

RESENI: UvaZujme infinitezimdlng maly kousek tyce |
0 hmotnosti dm a délce dr, vzdéleny r od m;. Z rov. (14.1)
vyjadiime velikost gravita¢ni sily dF;, kterou dm piisobi
namsj: |

aF = 2 4, (14.8)
I
Na obr. 14.5 sméfuje tato sila doprava. ProtoZe m | leZ{ na ose 1

tyle, sméfuje doprava také kazdd z ¢dstecnych sil dF;, kte-
rymi plisobi kousek dm tyCe na m;. Velikost Ghrnné sily F)
plsobici na m; miZeme tedy najit prostym seétenim veli-
kosti dil¢ich sil. Provedeme to integraci rov. (14.8) podél tyce. |
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(Kdyby bod m neleZel na ose tyCe, sméfovaly by dilci sily
do riiznych smérl a bylo by nutno ziskat vyslednou silu jako |
vektorovy soucet dil¢ich sil.)

Pravd strana rov. (14.8) obsahuje dvé proménné, r a m,
resp. dm. Pred integraci musime z integrdlu odstranit vy-
raz dm. ProtoZe je ty¢ka homogenni (md konstantni hustotu),
muiZeme psat

dn M

—_— = 14.9
dr a ( )

To ndm umoZiiuje nahradit dm = (M/a)dr v rov.(14.8). |
Potom integrujeme rov. (14.5) a dostaneme

a+d Gm M GmM a+d dr
= [dF = 7 dr = - =
d r a a d r

GmM [11"  GmM (1 1\
a rly N a a+d d)

GmlM
Tdat+d
(6,67-10~ " m3.kg~'-s72)(0,67 kg)(5.0kg)

- (0,23m)(3,0m + 0,23 m) -

=3,0107""N.

(Odpovéd)

RADY A NAMETY
Bod 14.1: Zndzornéni vektorii gravitacni sily

Midme déno rozloZeni Céstic (napf. na obr. 14.4a) a chceme
najit celkovou gravitaéni silu pasobici na jednu z nich. Pak
doporu¢ujeme nakreslit silovy diagram, ktery obsahuje jen
zkoumanou &dstici (nikoli ostatni) a jen ty sily, které na ni
pusobi, jako je to v obr. 14.4b. Pokud byste se rozhodli skld-
dat vektory sil v pivodnim diagramu, umistujte je vzdy do
1é Cdstice, na kterou prislusnd sila piisobi (a to radéji ,,patic-
kou* vektoru ne7 jeho ,,8ipkou‘). Pokud nakreslite vektory sil
jinak, vnesete si do diagramu zmatek. A ten bude zaruceny,
pokud budete umistovat vektory sil do téch ¢dstic, které na
zkoumanou ¢4stici piisobi.

Bod 14.2: Zjednoduseni souctu sil vyuZitim symetrie

V pi. 14.1 jsme pouZili symetrii systému k Gspore Casu a zjed-
noduseni vypoctl vedoucich k feSeni. Uvédomime-li si, Ze
my a my jsou umistény symetricky vzhledem k m, a tedy
F> a Fy4 se vyrusi, nemusime tyto sily pocitat. A pokud si
uvédomime, Ze x-ové slozky sil Fi3 a Fys se vzdjemné vyrusi
ajejich y-ové slozky jsou shodné a sectou se, uSetiime si dalsi
ndmahu.

KONTR()LA 3: Urcete, jaky smér ma vyslednice gravi-
ta¢ni sily pusobici na ¢astici o hmotnosti m; od jinych
éstic o hmotnostech m, které jsou umistény na ose x
symetricky vici ose y podle obrazku.

m

m m m m

14.4 GRAVITACE V BLIZKOSTI
POVRCHU ZEME

Zanedbejme prozatim rotaci Zemé a predpoklddejme, Ze
Zemé je stojici homogenni koule o hmotnosti M a po-
loméru R = 6371 km, odpovidajicimu objemu skutecné
Zemé. Velikost gravitaéni sily psobici na ¢dstici o hmot-
nosti m stojici ve vzddlenosti r > R od stfedu Zemé je

podle rov. (14.1)
Mm

5 -
r2

F=G

(14.10)

Pokud na ¢dstici neptisobi jiné sily, bude pisobenim gravi-
ta¢ni sily F padatke stfedu Zemé. Sile F odpovidd zrychlen,
které nazyvame gravitacni zrychleni a,. Newtontv druhy
pohybovy zdkon nam fikd, Ze pro F a a, plati

F = masg. (14.11)
Dosadime-li nyni F z rov. (14.10) do rov. (14.11) a vyjdd-
fime-li ay, dostaneme

GM

a ,
72

¢ = (14.12)
Tab. 14.1 ukazuje hodnoty ag vypocitané pro riizné vysky
nad zemskym povrchem.

Tabulka 14.1 Zména gravitacniho zrychleni a,
s vyskou /1

gz 59 h ag

PRIKLAD VYSKY —
km m-s—2

motskd hladina 0 9,83
Mount Everest 8,8 9,80
nejvyssi vyska dosazend 36,6 9,71

balonem s lidskou posadkou
obéznd draha raketoplanu 400 8,70
komunikac¢ni satelit 35700 0,225

Gravitani zrychleni a, vyjadiené z rov. (14.12) neni
Gplné stejné jako tithové zrychleni g, které opravdu na-
méfime na volné padajicich télesech (a které je priblizné
9,81 m-s~2 u povrchu Zem&). Tato dvé zrychleni se lisi ze tif
davodi. Zemé totiz (1) neni homogenni, (2) neni dokonala




s

koule, (3) rotuje, tj. ota¢i se kolem vlastni osy. ProtoZe je g
rizné od ag, je také tihovd sila mg riiznd od gravitaéni sily
podle rov. (14.10), a to ze stejnych diavodt. Rozeberme si
nyni tyto davody.

I. Zemé neni homogenni. Hustota Zemé se méni radidlné
dosti vyrazné, jak ukazuje obr. 14.6. To by podle slupko-
vého teorému gravitaéni silu vné Zemé& neovlivnilo. Je-
nomZze hustota zemské kury (¢i vnéjsi ¢dsti) se méni v jed-
notlivych oblastech pod povrchem Zemé. Proto se také g

meéni od oblasti k oblasti.

14 ,
Vni[f‘rif"l ‘[
12 “jddro |
VRGET

jadro

hustota (10° kg-m~—3)
povrch

plast

o

0 1 2 3 4 5 6 7
vzddlenost od stiedu (10°m)
Obr. 14.6 Hustota Zemé jako funkce vzddlenosti od stiedu. Hra-
nice pevného vnitfniho jadra, pfevazné tekutého vnéjsiho jadra
a pevného pldste jsou v grafu vyneseny, ale zemskd kiira je prili§
tenkd, nez aby mohla byt v tomto grafu zachycena v odpovida-
jicim méfitku.

2. Zemé neni koule. Zemé je priblizng elipsoid, zplo$tély
na polech a vypukly na rovniku. Jeho rovnikovy polomér
je 6378 km, poldrni 6 357 km. Proto jsou body na pdlech
bliz hustému jadru Zemé nez body na rovniku. To je jeden
z duvodu, pro¢ tihové zrychleni g roste na Grovni motské
hladiny ve sméru od rovniku k pdlam.

3. Zemé rotuje kolem své osy. Osa rotace prochdzi se-
vernim a jiznim pélem Zemé. Kazdy pfedmét umistény na
povrchu Zemé kdekoli kromé téchto p6lt obihd po kruznici
kolem osy rotace, a proto musi mit dostfedivé zrychlent,
které mifi do stfedu této kruznice. Toto dostiedivé zrych-
leni Ize popsat dostfedivou silou, kterd také mifi do stiedu
reto kruZnice.

UkdZeme si, jak rotace Zemé& zplsobuje rozdil mezi
tthovym zrychlenim g a gravitacnim zrychlenim ag, a tim
i mezi tihovou a gravitaéni silou podle rov. (14.10). Ro-
zebereme za tim Gcelem jednoduchou situaci, v niZ bedna
0 hmotnosti m leZi na ¢islicové vaze na rovniku. Obr. 14.7a
ndzorné ukazuje tuto situaci z pohledu shora nad severnim
polem.
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Obr. 14.7b je silovy diagram pro bednu. Dostiedivé
zrychleni @ bedny mifi do stfedu kruznice, po niz se bedna
pohybuje, a tento stied je totozny se stiedem Zemé (pfedpo-
kldddme-1i kouli). Zemé pisobi na bednu gravitacni silou
o velikosti mag podle rov. (14.11). Cislicové véha pusobi
na bednu normdlovou silou Fy. UZijeme druhy Newtontv
zdkon na bednu, kladny smér osy orientujeme ke stfedu
Zemé a dostavame

ZF =mag — N = ma.

Velikost Fy sily ¢teme na stupnici véhy; bedna vazi mg.
Dosadime-li mg za Fy do rov. (14.13), dostaneme

(14.13)

mdag —mg = md,

(14.14)

coz ukazuje, Ze velikost tthové sily bedny (jeji vdha) mg
se 1iSi od velikosti gravitacni sily ma, plisobici na bednu.
Vydélime-li rov. (14.14) m, vidime, Ze také g se lisi od a,,
a to o dostfedivé zrychleni a.

>

im

o
vma,

(b)

severni
pol

(a)
Obr. 14.7 (a) Bedna leZici na vdze na zemském rovniku. Pohled
je podél osy zemské rotace, shora od severniho polu. (b) Silovy
diagram pro bednu. Bedna kond rovnomérny kruhovy pohyb,
a ma proto zrychleni orientované do stiedu Zemé. Gravitacni
sila na ni plsobici md velikost ma,. Normdlovd sila Fy plisobici
na vahu md velikost mg, kde g je tihové zrychleni.

Dostiedivé zrychleni @ md velikost R, kde w je Gh-
lovd rychlost rotujici Zemé a R je polomér kruhové drahy,
kterou opisuje bedna. (R je piiblizné polomér Zemé.) Za w
miiZzeme dosadit 2n/ T, kde 7' = 24 h je pfiblizné doba jed-
noho ob&hu Zemé. Po dosazeni do rov. (14.14) a vydé&leni

m dostaneme
21\
2
g —g=w"R={— =
£~ (T)

=0,034m-s 7. (14.15)
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Odtud plyne, 7e tihové zrychleni g = 9,8 m-s~2 méfené
na rovniku skute¢né, rotujici planety je o néco mensi nez
gravitacni zrychleni a, zpilisobené pouze gravitacni silou.

Umistime-li bednu kamkoli mezi rovnik a p6l, budou
mitag a g razné sméry, nebof dostedivd sila na rozdil od
sily gravitaéni nemifi do stfedu Zemé, nybrz kolmo k ose
otaleni. Rov. (14.15) by proto bylo nutno upravit. Pfesto
ale mtiZzeme odhadnout, Ze se rozdil mezi a; a g smérem
k p6élam zmenSuje, protoZe bedna opisuje mensi a mensi
kruZnice pfi stejné Ghlové rychlosti w. Na polu je pak tiha
bedny rovna gravitacni sile, nebof se bedna pouze otdci, ale
nepohybuje se po kruZnici.

Rozdil tihovych zrychleni na rovniku a na pélu neni
velky (na rovniku je g = 9,78m-s™2, na polu g =
= 9,83 m-s~2), a proto ho obvykle zanedbdvdme. Také ti-
hovou silu mg mizeme aproximovat gravitacni silou podle
rov. (14.10).

Uvazujme pulzar, extrémné hustou zkolabovanou hvézdu,
s hmotnosti Slunce M = 1,98.100kg, ale s polomérem
pouze R = 12km a s rotacni periodou T = 0,041s. Jak
se procentudlné lisi na jeho rovniku tihové zrychleni g od
gravitacniho ag?

RESENI: Hodnotu a, na povrchu pulzaru najdeme podle
rov. (14.12), kde R nahradi r a M bude hmotnost pulzaru.
Dosazenim danych hodnot dostaneme

_GM (667107 m*kg~'s72)(1,98:10°kg)
R (12000 m)? B

2

=92.10" ms72.

ag

Dosazenim danych hodnot do rov. (14.15) a vydélenim a,
dostaneme

ag—g (2n\"R [ 2n \ (12000m)
ag ~ \T) a, \0.041s/) (9,2:10"ms~2)

=3,1.107* = 0,031 %. (Odpovéd)

PfestoZe pulzar rotuje velmi rychle, ovlivni jeho rotace tithové
zrychleni jen mdlo, protoZe polomér pulzaru je velmi maly.

PRIKLAD 14.4
(a) Astronaut vysoky & = 1,70m se vzndsi nohama dolt
v raketopldnu na ob&7né drdze ve vzdalenosti r = 6,77-10° m
od stfedu Zemé. Jaky je rozdil v gravitacnim zrychleni jeho
chodidel a hlavy?

SENI: Rov.(14.12) ndm ¥ikd, e gravitacni zrychleni ve
vzdélenosti r od stfedu Zemé je
GM;y

2

ag — 7 (1416)

kde My je hmotnost Zemé. NemlZeme dost dobre pouZit
dvakrét rov. (14.16), jednou s r = 6,77-10°m pro chodi-
dla a potom s = 6,77-10°m -+ 1,70 m pro hlavu. Pokud
bychom to udélali, kalkulacka by ndm dala stejny vysledek

pro ob& hodnoty a rozdil by byl nulovy; A je totiZ p¥ili§ malé |
v porovndni s . Misto toho zderivujeme rov. (14.16) podle r

a ziskame
GMy

3

dag = =2

dr, (14.17)

kde dag je infinitezimalni zména gravitaéniho zrychleni zpd-
sobend infinitezimdlni zménou dr. Pro astronauta je dr = h
ar = 6,77-10° m. Nahradime-1i veli¢iny v rov. (14.17), do-
staneme

g (6 67-10~" m?-kg—!-s72)(5,98. 10241<g)
L (6,77-105 m)3
-(1,70m) = —4,37-10"° m-s 2.

Tento vysledek znamend, Ze gravitacni zrychleni, a tim i sila
pusobici smérem k Zemi na astronautova chodidla, je vétsi
neZ na jeho hlavu. Tento rozdil mezi silami, kterymi pu-
sobi nehomogenni pole na rizné ¢dsti t€hoz (dostatecné roz-
lehlého) télesa, se nazyvd slapova sila; zpusobuje, Ze se ast-
ronautovo télo protahuje. V tomto piipadé je ovsem tak mald,
Ze je prakticky neméfitelnd.

(b) Pokud by astronaut ve stejné poloze obihal na stejné
dréze o poloméru r = 6,77-10° m, ale tentokrat kolem ¢erné
diry o hmotnosti Mz = 1,99-10%' kg (coZ je desetindsobek
hmotnosti Slunce), jaky by byl rozdil gravita¢niho zrychleni
jeho chodidel a hlavy? Cernd dira m4 povrch (zvany horizont
¢erné diry) o poloméru Rz = 2,95-10* m. Nic, ani svétlo,
neunikne z této hranice, natoZ z vnitfniho prostoru cerné diry.
PovS§imnéme si, Ze astronaut je (moudie) dost daleko od této
hramce (; = 229R%).

NI: Opét pouZzijeme rov. (14.17), kde dosadime Mz =
= ] 99. 1031 kg za M. Dostaneme

(6 67-10~" m3-kg~"-s72)(1,99-10%! kg)
(6,77- 106 m)3
-(1,70m) = —14,5m-s™

day =
(Odpovéd)

Tentokrdt je gravitacni zrychleni astronautovych chodidel
smérem k Cerné dife znalné vEtsi neZ to, které pusobi na
jeho hlavu. Slapovd sila, natahujici jeho télo, by byla sice

' snesitelnd, ale dosti bolestiva. Pokud by se pfibliZil k &erné
dife jesté vice, natahovani by drasticky stouplo.

114 &

Newtontv slupkovy teorém muzeme pouzit také na situaci,
v nizZ je Castice umisténa uvnitir homogenni kulové slupky,
a to v tomto tvaru:

(Odpovéd) |



Homogenni kulovd hmotnd slupka nepiisobi Zddnou vy-
slednou gravitacni silou na ¢dstici umisténou uvnitt této
slupky.

Kdyby byla hustota Zemé konstantni (tj. kdyby byla
Zemé homogenni), pak by gravitaéni sila plisobici na &4stici
byla maximadlni na povrchu Zemé. S Klesajici vzdalenosti
od stfedu Zemé by linedrné klesala k nule; hmotnd slupka
leZici nad Cdstici totiZ neprispivd k celkové sile plisobici na
Castici. Hustota Zemé vSak konstantni nenf a jeji jadro je
podstatné hustsi nez jeji plast. Zacne-1i tedy Céstice klesat
pod povrch, pfevaZuje nejprve vliv hust$iho jadra a celkovd
gravitacni sila ptisobici na &éstici roste. V urcité hloubce
dosdhne maxima a teprve pfi dal§im pohybu smérem ke
stfedu Zemé se opét zacne zmenSovat, prakticky a7z k nu-
le.

|

PRIKLAD 14.5 |

Pfedstavme si tunel prochdzejici skrz Zemi od p6lu k pdlu

(obr. 14.8). Pfedpoklddejme, Ze Zemé je nerotujici homogenni

koule. Najdéte gravitacni silu plsobici na &éstici o hmot-

nosti m, kterd je pusténa do tunelu, kdyZ dosdhne vzdale-
nosti r od stiedu Zemég.

Obr. 14.8 Piiklad 14.5. Céstice je pusténa do tunelu vyvrtaného |
skrz zemékouli.

RESENI: Sila plsobici na &dstici je vyvoldna jen tou hmo- |
tou Zemé, kterd lezi uvnitf koule o poloméru . Cdst Zemeé,
ktera lezi vné této koule, neplisobi na &dstici Zadnou vysled-
nou silou. Hmotnost M’ vnitfni ¢4sti je ddna vztahem

4rp3
3

M=oV =0 (14.18) |

kde V' je objem (ktery je ohranicen preru$ovanou Earou
v obr. 14.8), M’ je hmotnost ¢dsti Zemé uvnitf tohoto objemu |
a o je predpokladand hustota homogenni Zemg.
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Sila plisobici na &astici je po uziti rov. (14.1) a (14.18)
uréena vzorcem

} GmM' Gmo dnr3 4nmGo
F = — = — 5 = — —_— . —
r2 3r= 3
=-K-r, (Odpovéd) (14.19)

kde K je konstanta rovnd 4mwmGo/3. Znaménko minus jsme |
ponechali proto, abychom zdiiraznili, Ze sila F a polohovy |
vektor r maji opany smér. Sila sméfuje do stiedu Ze- |
mé, zatimco polohovy vektor sméfuje od stfedu Zemé ven.
Rov. (14.19) nam tedy fik4, Ze sila plisobici na ¢dstici je piimo
| tmérnd vychylce ¢astice od stfedu Zemé, ale ma opa¢ny smér.
| Chovd se tedy podobné jako sila pruznosti v Hookové zdkonu. |

14.6 GRAVITACNI POTENCIAL]
ENERGIE

V €1.8.3 jsme probirali gravitatni potencidlni energii £,
soustavy Cdstice + Zemé. Zabyvali jsme se piipadem, kdy
Castice byla pomérné blizko zemského povrchu a gravi-
tacni silu jsme mohli pokladat za konstantni. Zvolili jsme
vhodnou referencni konfiguraci pro nulovou potencidlni
energii Cili konfiguraci, k niZ budeme potencidlni energii
vztahovat. Casto byvé takovou konfiguraci ¢éstice leZici na
povrchu Zemé. NeleZi-li ¢dstice na povrchu Zemé, pak E,
klesa, kdyZ se zmenSuje vzdalenost mezi ¢dstici a Zemi.

V této kapitole rozsifime dosavadni pojeti a budeme
uvazovat gravitacni potencidlni energii E, soustavy dvou
Castic o hmotnostech m a M, které jsou od sebe vzda-
leny r. Znovu si zvolime konfiguraci, pfi niz bude E, = 0.
Abychom si vSak zjednodusili rovnice, bude to tentokrat
ve vzdalenosti r natolik velké, abychom ji mohli nahradit
nekonecnou vzdalenosti. Stejné jako pfedtim se potencidlni
energie zmenSuje, kdyZ se zmenSuje vzddlenost ¢astic. Za-
vedeme-li tedy £, = 0 pror — 00, bude potencialni ener-
gie pro kaZzdou kone¢nou vzdélenost zéporna a bude mit
tim vét8i absolutni hodnotu |E,|, ¢im bliZe budou &stice
u sebe.

Jak ddle dokdZeme, bude gravitacni potencidlni ener-
gie systému dvou ¢4stic rovna

GMm

E,=—
P r

(14.20)

(gravitaCni potencidlni energie).
Vsiimnéme si, Ze se Ep(r) skutecné bliZi k nule, kdyzZ se r
bliZi k nekonecnu, a Ze pro kazdou kone¢nou hodnotu r je
Ep(r) zdporné.

Energie dand rov. (14.20) je vlastnosti soustavy dvou
Cdstic, nikoli jedné osamocené éstice. Tuto energii nelze
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rozdélit a fici, Ze tolik a tolik prislusi jedné Castici a zbytek
té druhé. Je-1i vSak M > m, jako tfeba pro Zemi a miCc,
hovofime ¢asto o ,,potencidlni energii mice*. MiZeme to
tak fici proto, Ze kdyZ se mi¢ pohybuje v blizkosti zemského
povrchu, projevuji se zmény v potencidlni energii soustavy
mi¢+Zemé jen jako zmény kinetické energie mice, zatimco
zmény kinetické energie Zemé jsou pfili§ malé na to, aby
byly méfitelné. (Naproti tomu zména hybnosti je stejné
velkd pro Zemi i pro maly micek; pro¢?) Podobné budeme
v ¢l. 14.8 mluvit o ,,potencidlni energii umélé druZice*,
kterd obiha kolem Zem¢, protoZe hmotnost druZice je také
mnohem mensi neZ hmotnost Zemé. Budeme-1i v§ak mluvit
o potencidlni energii téles se srovnatelnymi hmotnostmi,
musime s nimi zachdzet zase jako s celkem — se soustavou.

Pokud nas systém obsahuje vice neZ dvé céstice, uva-
Zujeme postupné kazdou dvojici ¢astic a pocitdme energii
kazdé dvojice podle rov. (14.20), jako by tam ostatni Cas-
tice nebyly. Nakonec vSechny tyto prispévky algebraicky
secteme. PouZijeme-li rov. (14.20) na kazdou ze tfi dvojic
z obr. 14.9, dostaneme potencidlni energii tohoto systému
jako

Gmimy
Ey=— +
2 r13 23

Gmimz  Gmoms

). (14.21)

m ri ma

Obr. 14.9 Tii ¢4stice plisobici na sebe vzajemnymi gravitaénimi
silami. Gravitacni potencidlni energie tohoto systému je souctem
dil¢ich energii kazdé ze tff moznych dvojic.

Kulova hvézdokupa (obr. 14.10) v souhvézdi Strelce
je dobrym piikladem systému Cdstic, ktery se vyskytuje
v pfirodé. Obsahuje kolem 70 000 hvézd, které 1ze sparo-
vat 2,5-10° riznymi zpiisoby. Zamyslime-li se nad touto
strukturou, uvédomime si, jak obrovské mnozstvi gravi-
tacni potencidlni energie je ve vesmiru nahromadéno.

Odvozeni rov. (14.20)

Necht micek, pohybujici se z klidu ve velké (nekone¢né)
vzdélenosti od Zemé¢, padd do bodu P, jak je zndzornéno
na obr. 14.11. Potencidlni energie soustavy micek + Zemé
Jje na pocdtku nulovd. Kdyz micek dosahne bodu P, bude
potencidlni energie rovna zaporné vzaté praci W vykonané

"L . ? : o e
Obr. 14.10 Kulovd hvézdokupa, jako napf. tato v souhvézdi
Strelce, obsahuje desitky tisic hvézd uspofadanych ve vysledném
kulovitém utvaru. V nasi Galaxii, kterou vidime jako Mlé¢nou
drdhu, je mnoho takovych hvézdokup a nékteré z nich jsou vi-

ditelné jiz malym dalekohledem.

dr
— e >— "

M P F m

[«—R—
Obr. 14.11 Micek o hmotnosti m padd k Zemi z nekonefna
podél radidlni pfimky a prochdzi bodem P, ktery je ve vzdéle-
nosti R od stiedu Zemé.

gravitacni silou plsobici na micek, kterd ho presunula do
bodu P z jeho vzddlené polohy. Z rov. (8.5) plyne

R
Ep:-W:—/ F(r)-dr. (14.22)

o0

Meze integrdlu jsou ddny pocdteCni vzdélenosti micku,
kterou bereme jako nekonecnou, a jeho koncovou vzda-
lenosti R.

Vektor F(r) v rov. (14.22) smérfuje radidlné do stfedu
Zemé v obr. 14.11 a vektor dr mifi radidln¢ od néj, takze
thel ¢ mezi t€mito vektory je 180°. Je tedy

F(r)-dr = F(r)(cos 180°)(dr) =

= —F(r)dr. (14.23)
Za F(r) vrov.(14.23) nyni dosadime z Newtonova gravi-
ta¢niho zdkona (rov. (14.1)) a dostavame

GMm

72

dr.

F(r)-dr=—




Dosadime-li jeste tento vyraz do rov. (14.22), ziskdme vy-
sledek

R/ GMm GMm 1k GMm
Sl N Gy A A e R
~

oo

coz odpovidd pfimo rov. (14.20).

Obr. 14.12 Prdce vykonand gravitacni silou pfi pfesunu micku
z A do E je nezdvisld na cest€, po niz se micek pohybuje.

V rov. (14.22) nezaleZi na trajektorii, po které se micek
k Zemi pohybuje. Uvazujme cestu vytvofenou z malych
krokd, jako na obr. 14.12. Podél krokd, jako je A Bnebo CD,
kdy se neméni vzddlenost od Zemé, se nekond Zadnd pra-
ce, protoZe gravitacni sila je pfi nich kolmd na posunuti.
Celkovd prdce vykonand pri radidlnich krocich, jako tfeba
BC, je tedy stejnd jako prace vykonand pfi pohybu podél
jedné radidlni pfimky, coz je vidét na obr. 14.12. Vyslednd
prace vykonand gravitacni silou pusobici na ¢astici pfi jejim
pohybu mezi libovolnymi dvéma body je tedy nezavisld na
cesté, po které se Cdstice pohybuje, ale zavisi pouze na po-
¢dtecni a koncové poloze dané ¢dstice. Tuto praci miZeme
jednoduse spocitat jako zdporné vzaty rozdil potencidlni
energie v téchto dvou bodech

W=—AE,=—(Ept— Epi),  (14.24)

kde Ej ¢ je potencidlni energie v koncovém a Ej ; v poCa-
te¢nim bod€. A pravé to jsme chtéli fici v kap. 8 slovy, Ze
gravitacni sila je konzervativni. A jak jsme uz vySe roze-
brali, pokud by prace na cesté zdvisela (jako napf. u tieci
sily), pak takovd sila neni potencidlovd a potencidlni energii
nelze zavést.

Potencialni energie a sila

V dikazu rov. (14.20) jsme odvodili potencidlni energii E;,

ze sily F. Méli bychom byt také schopni postupovat ob-

racené, tedy zacit od potencidlni energie a dojit k sile. Se

znalosti rov. (8.19) miiZeme zapsat jeji radidlni slozku
dE, d < GM m)

Fr=———7—"=—— |- =
dr dr r
GMm

——

To je prdvé Newtoniv gravitaéni zdkon (rov. (14.1)). Zna-

ménko minus uddv4, Ze sila psobici na hmotu m sméfuje

radialné dovnitf, smérem k hmoté M.

(14.25)
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Unikova rychlost

Kdyz vypdlime stfelu svisle vzhlru, za¢ne se zpomalovat,
aZ se obvykle v jisté vysce na okamzik zastavi a pak se
zase vraci k Zemi. Existuje vSak jista po¢ate¢ni rychlost, pii
které se ¢dstice bude pohybovat vzhiru navzdy a zastavi
se teoreticky aZ v nekonecnu. Tato pocdtecni rychlost se
nazyvd unikova rychlost.

Uvazujme stfelu o hmotnosti m, kterd opousti povrch
planety (nebo néjakého astronomického télesa ¢i systému)
s Gnikovou rychlosti v. Jeji kinetickd energie je rovna %m v?
a potencialni energie £}, je ddna podle rov. (14.20):

g, = GMm
R
kde M je hmotnost planety a R jeji polomér.

KdyZ stiela dosdhne nekonecna, zastavi se a nemad tedy
Z4adnou kinetickou energii. Nemd ani Zddnou potencidlni
energii, protoZe polohu v nekonecnu jsme zvolili za konfi-
guraci s nulovou potencidlni energii. Celkovd energie stiely
v nekonecnu je proto nulovd. Ze zdkona zachovdni energie
plyne, Ze jeji celkovd energie na povrchu planety musela
byt také nulova, takZe plati

9 GMm
Ex + Ep = smv” 4+ | —

R

Z toho plyne
2GM
V= ——. (14.26)
R

Unikovi rychlost nezdvisi na sméru, kterym je stiela vy-
pusténa. UvaZime-li vSak rotaci Zemé kolem vlastni osy, je
ziskéni této rychlosti snadnéjsi, pokud je stfela vypusténa
ve sméru pohybu Zemé. Napiiklad rakety startujici na vy-
chod od mysu Canaveral maji navic rychlost 1 500 km/h,
kterou se mys pohybuje na vychod diky rotaci Zemé.

Tabulka 14.2 Priklady dnikovych rychlosti

y M R v
TELESO — —

) kg m , km-s—!
Ceres® 1,17-10% 3,8 -10° 0,64
Mésic 7,36-10%2 1,74-10° 2,38
Zemé 5,98-10%* 6,37-10° 11,2
Tupiter 1,90-10%7 7.15-107 59,5
Slunce 1,99-10%0 6,96-108 618
Sirius B? 2-10%0 1.107 5200
neutronové hvézda® 2-10%° 1-10% 2-10°

¢ nejhmotngjsi asteroid (planetka)

b bily trpasiik (hvézda v koncovém stadiu vyvoje), ktery je souputni-
kem jasné hvézdy Siria

¢ zhroucené jadro hvézdy, které zbylo po jejim vybuchu v supernovu.
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Rov. (14.26) mizeme pouzit k urceni Gnikové rych-
losti stfely z jakéhokoli astronomického objektu, dosa-
dime-li za M hmotnost tohoto objektu a za R jeho polomér.

Tab. 14.2 uddva tnikové rychlosti z vybranych astronomic-
kych téles.

KONTROLA 4: Mi¢ o hmotnosti m vzdalujeme z po-
vrchu koule o hmotnosti M. (a) Roste, nebo klesd gra-
vitaéni potencidlni energie soustavy mi¢+koule? (b) Je
prace konand gravitacni silou mezi mic¢em a kouli klad-
nd, nebo zapornd?

PRIKLAD 14.6
Asteroid letici pfimo na Zem m4 ve vzddlenosti deseti po-
loméra Zemé od jejiho stfedu rychlost 12 km/s vici Zemi.
Pokud pomineme vliv zemské atmosféry na jeho pohyb, ur-
Cete, jakou rychlosti na Zemi dopadne.
é RESENI: Jeliko? je hmotnost asteroidu mnohem mensi neZ |
hmotnost Zemé, miZeme gravitacni potencidlni energii sys-
tému Zemé + asteroid pfipsat jen samotnému asteroidu. Ma-
Zeme také zanedbat zménu relativni rychlosti Zemé vzhledem
k asteroidu béhem jeho letu. ProtoZe zanedbdvdme vliv atmo-
sféry na asteroid, zachovava se mechanickd energie asteroidu
béhem letu, tedy

Exf+ Eps = Exi+ Epj,

kde Ex a E, jsou kinetickd a potencidlni energie asteroidu
| | aindexy f a i oznacCuji stav koncovy (ve vzddlenosti 1 polo-
méru Zemé) a poldtedni (ve vzdélenosti 10 polomérti Zeme).

Oznaéme m hmotnost asteroidu, M = 5,98-10% kg hmot-
nost Zemé a R = 6378km polomér Zemé. PouZijeme-li
rov. (14.20) pro potencidlni energii a %mv2 pro kinetickou
energii, dostaneme

1, GMm 1
—My; — ———— = —mv; —
2t R 2

GMm
10R

pravou rovnice a dosazenim zndmych hodnot ziskdme

2GM 1
=+ 2 (1-55) =

= (12100 ms™ )2 +

2(6,67-10~ " m3-kg!-s72)(5,98-10%* k
" ( m”-kg™ s 7)( g)o’9
(6,27-106 m)

=2,567-103 m?.s2

[

a odtud plyne
v = 1,60-10* m:s™! = 16km/s.  (Odpovéd) |
|

Pri této rychlosti by asteroid nemusel byt nijak zv14st ve-
liky k tomu, aby zptsobil na Zemi vazné Skody. I kdyby mél

| napriklad primér pouhych 5 m, uvolnil by jeho dopad tolik
energie jako vybuch jaderné bomby v HiroSimé&. Varovné je,
Ze v blizkosti ob&Zné drahy Zemé se nachdzi 500 miliont po-
dobnych asteroidd. V roce 1944 jeden z nich zfejmé pronikl
zemskou atmosférou a explodoval ve vysce 20 km nedaleko
osamélého ostrova v jiznim Pacifiku. Tim zpUsobil, Ze se na
Sesti vdle¢nych satelitech spustil varovny signdl pred jader-
nou explozi. Asteroid o praméru 500 m (a takovych mize
byt pobliz zemské ob€Zzné drahy milion) by mohl znicit ce-
lou moderni civilizaci a téméf vyhladit celé lidstvo. Vime-li
v8ak o ném vcas, umime ho uz (vybuchem) vhodné vychylit
z dréhy. (Jak je vidét, fyzika, astronomie i technika mohou |
lidstvu opravdu prospét.)

14.7 PLANETY A DRUZICE;:
KEPLEROVY ZAKONY

Pohyby planet, které po obloze putuji na pozadi hvézd,
byly hadankou jiz od ddvnych cast. Smyckovity pohyb
Marsu, zndzornény na obr. 14.13, byl obzvlasté matouci.
Johannes Kepler (1571-1630) formuloval po celoZivot-
nim studiu empirické zakony, kterymi se tyto pohyby fidi.
Tycho Brahe (1546-1601), ktery jako posledni z velkych
astronomtl provadél pozorovéani bez pomoci dalekohledu,
nashromdzdil rozsdhlé mnoZstvi poznatkd a udajt, které
umoznily Keplerovi odvodit tfi zdkony o pohybech pla-
net, nesouci dnes Keplerovo jméno. Pozdéji ukdzal Newton
(1642-1727), Ze z jeho gravitacniho zakona lze Keplerovy
empirické zakony odvodit i teoreticky.

Obr. 14.13 Draha planety Mars, po niZ se pohybovala na pozadi
souhvézdi Kozoroha béhem roku 1971. Na obrazku je znazor-
néna jeho poloha ve Ctyfech riznych dnech. Planety Mars i Zemé&
se obé pohybuji po obéZnych drahdch kolem Slunce; zde vidime
polohu Marsu vzhledem k Zemi. Diky tomu pozorujeme na dréze
Marsu zdénlivé smycky.

Probereme si postupné kazdy z Keplerovych zdkont.
Nejprve formulace pro skute¢né planety nasi sluneéni sou-
stavy:




1. Kepleruv zakon (zdkon obéznych drah): Planety se
pohybuji kolem Slunce po elipsach (jen mélo odlisnych
od kruznic), v jejichZ spole¢ném ohnisku je Slunce.

Ackoli jsou zde zakony formulovény pro planety, které
se pohybuji kolem Slunce, plati stejné dobfe pro druZice (sa-
telity), af uz ptirodni nebo umélé, které obihaji kolem Zemé
nebo jakéhokoli jiného objektu, v tomto trochu obecnéjsim
znéni:

Obecna formulace 1. Keplerova zakona: Cistice se pod
vlivem centrdlni sily pohybuje po kuzelosecce (kruZni-
ci, elipse, parabole nebo hyperbole), ktera md ohnisko
v centru sily.

Obr. 14.14 predstavuje planetu o hmotnosti 7 obihajici
po jedné z ob&Znych drah kolem Slunce, jehoZ hmotnost

je M. Predpokladdme, Ze M > m, a proto tézisté soustavy
planeta + Slunce leZi téméf ve stfedu Slunce (Gloha 88).

Rp; Ra

Obr. 14.14 Planeta o hmotnosti m pohybujici se po eliptické
obéZné drdze kolem Slunce. Slunce o hmotnosti M se nachazi
v jednom ohnisku F dané elipsy; druhé, ,,prazdné* ohnisko, je
oznaleno F’. Kazdé z ohnisek je vzddleno o f = |SF| = ea od
stfedu elipsy, kde e je excentricita elipsy a a je jeji hlavni polo-
osa. Perihelium (nejblizs$i misto ke Slunci) je ve vzdilenosti R),
a afelium (nejvzddlenéjsi misto od Slunce) je ve vzddlenosti R,.
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ObéZnd drdha na obr. 14.14 je popsdna vyznacenou
hlavni poloosou a a excentricitou e neboli vystiednosti,
definovanou tak, Ze f = ea je vzdalenost stfedu elipsy S od
ohniska F nebo F’. Nulovd excentricita odpovidd kruZnici,
v niZ obé ohniska splynou do jednoho bodu — do stfedu
kruZnice. Excentricity obéZnych drah planet jsou pomérné
malé, takZe tyto drahy — nacrtnuty na papiru — vypadaji
skoro jako kruZnice. Excentricita elipsy na obr. 14.14, kterd
je pro vétsi nazornost prehnané velka, ¢ini 0,74. Skute¢nd
excentricita obézné drahy Zemé je pouze 0,016 7. Jiné ob-
jekty neZ planety (napf. komety) mohou mit excentricitu
podstatné vétsi.

2. Kepleruv zakon (zakon ploch): Plochy opsané pri-
vodi¢em planety za jednotku Casu jsou stejné velké.

Z tohoto zdkona plyne, Ze se planeta bude pohybovat
nejpomaleji, kdyZ bude od Slunci nejdéle, a nejrychleji,
kdyZ bude k Slunci nejblize. Druhy Keplertiv zakon je
ekvivalentni zdkonu zachovani momentu hybnosti. Dokaz-
me to:

Obsah vystinovaného klinu na obr. 14.15a je priblizné
roven obsahu plochy opsané privodic¢em planety o délce r
za Cas At. Obsah tohoto klinu A S je pfiblizné roven obsahu
trojahelnika o zdkladné r AG a vySce r, tedy AS = %rZAQ.
Toto vyjddfeni pro AS bude tim pfesnéjsi, ¢im vice se
bude At (ataké Af) blizit nule. Okamzita rychlost, s jakou
pfibyva plocha, je tedy

ds r’dé r’w
e 2dr 2
kde w je thlova rychlost pravodice.

Obr. 14.15b zndzornuje hybnost planety a jeji jednot-
livé praméty. Z rov. (12.27) je velikost momentu hybnosti L
planety obihajici kolem Slunce ddna ramenem r a sloz-
kou p, hybnosti p kolmou k r:

, (14.27)

L=rp, =(r)mvy) = (r)(imwr) =
= mrio, (14.28)

(@)
Obr.14.15 (a) Za ¢as At opise privodi¢ r Ghel A9 a plochu o obsahu AS. (b) Hybnost p dané planety a jeji slozky.

M

(b)
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kde jsme za vy dosadili wr z rov.(11.16). Vylouc¢ime-li
spoledny vyraz r’w z rov. (14.27) a (14.28), dostdvdme
ds L
—=— (14.29)
dr 2m
Pokud bude dS/dr konstanta, a to tvrdi 2. Keplertv zdkon,
pak podle rov. (14.29) musi byt L také konstanta, coz zna-
mend, Ze se moment hybnosti L bude zachovavat. Druhy
Keplerv zékon je tedy skute¢né ekvivalentni zakonu za-
chovani momentu hybnosti.

o keplerﬁv zdkon (zdkon obéznych dob): Pomér dru-
hych mocnin ob&Znych dob dvou planet je roven poméru
tfetich mocnin hlavnich poloos jejich drah.

Pro ilustraci, uvazujme kruhovou obéZnou drdhu o po-
loméru r (polomér u kruznice je ekvivalentem hlavni polo-
osy u elipsy). Uzitim druhého Newtonova zdkona F' = ma
pro obihajici planetu na obr. 14.16 dostdvdme

GAgm = (m)(@?r). (14.30)
i

Za silu F jsme dosadili z rov.(14.1) a dale jsme pouZili
rov. (11.21), odkud jsme za velikost dostiedivého zrychleni
dosadili vyraz w?r. KdyZ podle rov. (11.18) dosadime w =
= 2n/T, kde T je ob&Znd doba, ziskdme tfeti Kepleriv
zékon:

4 2
T2 = (GLM> r3 (zdkon ob&Znych dob). (14.31)

Vyraz v zdvorkéch je konstanta, jejiz hodnota zavisi pouze
na hmotnosti centrdlniho télesa.

Obr. 14.16 Planeta o hmot- M
nosti m pohybujici se kolem

Slunce po kruhové obézné drdze

o poloméru r.

Rov. (14.31) plati také pro eliptické drahy, zaménime-li
v ni r za a, ¢ili hlavni poloosu elipsy. Tento zakon ptedpo-
vidd, 7e pomér T2 /a’ bude stejny pro ob&Zné drahy viech
planet obihajicich kolem daného hmotného télesa. Tab. 14.3

ukazuje, jak dalece zdkon plati pro obéZné drdhy planet nasi
Sluneéni soustavy.

Dne 7. Gnora 1984, ve vySce 102 km nad Havajskymi ostrovy
v rychlosti 29 000 km/h, vystoupil Bruce McCandless z raketo-
pldnu (s nimZ nebyl pevné spojen) do vesmiru. Tim se stal prvnim
lidskym satelitem.

1
|

Tabulka 14.3 Treti Keplerav zikon

pro Slunecni soustavu
PLANETA a r T2/03

1010 m y 1034 yl/m3

Merkur 5.79 0,241 2,99
Venuse 10,8 0,615 3,00
Zemé 15,0 1,00 2,96
Mars 22,8 1,88 2,98
Jupiter 77.8 11,9 3,01
Saturn 143 29,5 2,98
Uran 287 84,0 2,98
Neptun 450 165 2,99
Pluto 590 248 2,99

KGNTRGLA 5: Druzice 1 obihd planetu po jisté kruhové
drdze, druzice 2 ji obiha po vétsi kruhové draze. Kterd

v v

z druzic ma (a) del$i dobu ob&hu a (b) vétsi rychlost?

PRIKLAD 14.7
| DruZice, obihajici po kruhové drdze ve vySce h = 230km
nad Zemi, md dobu obéhu 7" = 89 min. Jakou hmotnost by |
' podle téchto ddaji méla mit Zemé? ‘

| RESENI: K vypottu pouzijeme 3. Keplertiv zdkon pro sou-
stavu druzice + Zemé. Vyjddiime-li z rov.(14.31) hmot-




| nost M, ziskame vztah

R
4r2p3

M s,
GT?

(14.32)
Polomér r drahy druZice je

r=R+h=(637-10m+230-10°m) =
= 6,60-10° m,

| kde R je polomér Zemé. Dosazenim této hodnoty poloméru
a doby ob¢hu do rov. (14.32) dostaneme

47%(6,60-10° m)?

M o f——
(6,67-10-11 m3.kg=1-5-2)(89 - 60 5)2
= 6,0-10** kg.

Stejnym zptisobem miZeme také uréit hmotnost Slunce ze
zndmych hodnot doby ob&hu Zemé a poloméru jeji ob&Zné
drdhy kolem Slunce (pfedpokldddme-li, Ze je kruhovd) nebo
tfeba hmotnost Jupitera pomoci doby ob&hu a poloméru
ob€&Zné drdhy nékterého z jeho mésich (jehoZ hmotnost zndt
nemusime).

PRIKLAD 14.8

(Odpovéd) |

Halleyova kometa obihd kolem Slunce s periodou 76 let. ‘

vy

V roce 1986 méla nejblizsi vzddlenost od Slunce, tj. vzdile-
nost v periheliu, rovou R, = 8,9-10'° m. Tab. 14.3 ukazuje,
Ze se nachdzela mezi ob&Znymi drahami Merkura a Venuge.
(a) Jakd je nejvetsi vzdalenost této komety od Slunce, &ili jeji
vzdalenost v aféliu* R,?

RESENI: Z rov. (14.31) mGZeme urcit velikost hlavni po-

loosy obézné drdhy Halleovy komety. Nahradime-li r za a
a vyjadiime-li a z této rovnice, dostaneme

GMT\"?
a = .
(5+)
Nyni sta¢i dosadit za hmotnost Slunce M = 1,99-10% kg
a dobu ob&hu komety 7' = 76let = 2,4-10° s; vypocteme,
Ze a = 2,7-10" m. Z obr. 14.14 vidime, 7e R, + R, = 2a
neboli

(14.33)

Ry=2a— R, =
=2(2,7-10”% m) — (8,910 m) =

=5,3-10"” m. (Odpovéd)

Z tab. 14.3 je vidét, Ze tato vzddlenost je jen o néco malo
men3i nez hlavni poloosa ob&Zné drahy planety Pluto.

(b) Jakou excentricitu md ob&Znd dréha Halleovy komety?

* Pii obéhu kolem Slunce se uZivaji tvary perihelium i perihel,
a afélium (staZené z apo-helium). P¥i ob&hu kolem Zemé jde o pe-

rigeum a apogeum.
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(- Na obr. 14.14 vidime, Ze ea = a — R, neboli

e T R, 11— Ry _
a a
(8,9:10" m) .
=1- 7107 m = 0.97.  (Odpovéd) ‘

Z toho vyplyvd, Ze obéznd drdha Halleovy komety, jejiZ ex- }
centricita je blizkd jedné, md tvar velmi protdhlé Gzké elipsy.

PRIKLAD 14.9 1
Pozorovdn{ svétla z jisté hvézdy ndm naznaluje, Ze tato
hvézda je souddsti dvojhvézdy. Viditelnd hvézda md ob&z-
nou rychlost v = 270km/s (coZ zjistime z Dopplerova
posuvu v jejim spektru, viz ¢l.18.9), dobu obéhu 7 =
= 1,70dni a hmotnost pfiblizné rovnu m; = 6Mg, kde

- Ms = 1,99-10°%kg je hmotnost Slunce. Pfedpoklddejme,

Ze se hvézda a jeji spolecnik, ktery je temny, a proto nevidi-
telny, pohybuji po kruhovych ob&Znych drahach (obr. 14.17).
Urcete pfibliznou hmotnost m; jejtho temného spole&nika.

Obr. 14.17 Piiklad 14.9. | \
Viditelng hvézda o hmot- 19 My
nosti m; a tmavy, nevi- ;
ditelny objekt o hmot-

nosti my obihaji ko- . o
lem hmotného stiedu . ol ‘
dvojhvézdy v bodé O. —— ‘

RESENI: Stejné jako u soustavy dvou &dstic v ¢1. 9.2 le t&-
ZiSt€ této dvojhvézdy na spojnici stfedii obou hvézd. A stejné

jako volné rotujici télesa a systémy v kap. 12 rotuje tato

vvvvvvvv

vyznaceno bodem O. Viditelnd hvézda a temnd hvézda obi- |
haji kolem bodu O po ob&Znych drahdch o polomérech r; ars,
¢ili maji navzdjem stdlou vzddlenost r = r| 4r,.Z rov. (14.1) |
miZeme urCit velikost gravitadni sily, jakou plisobi temny
objekt na viditelnou hvézdu,

Fo Gmim,

r2 }

Pouzitim Newtonova zdkona sily, F = ma, pro viditelnou |
hvézdu plati i

Gl’l’llm;) 2
=mia = (my)(wry),

5 (14.34) ‘

| kde o je tGhlova rychlost viditelné hvézdy a w?r; velikost ‘
| jejtho dostedivého zrychleni mificiho do bodu O. ‘
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| Pro tytéZ veli¢iny vSak miZeme ziskat jesté dalsi vztah,
totiZ vzorec pro polohu tézisté¢ O

| mor 1
| r=-— ‘

my+my

‘ Z toho plyne \

\
| mitm (14.35) |

=r]
m2

Kdy?# ted dosadime r z rov. (14.35) do rov. (14.34) a nahra- |
‘ dime @ vyrazem 2r/ T, pak po jednoduché Gpravé dostaneme |
\

3 9
\ my 4n” 4

—_— = ry. (14.36) |
\ (mi +my)?  GT?'! |

Stale ziistdvaji dv& nezndmé, m, a ri. Hodnotu r; vSak
miZeme urit z kruhového pohybu viditelné hvézdy: doba

obéhu T je rovna podilu obvodu ob&zné drihy (2rr1) a rych-
losti v hvézdy. Tedy |

_ 2TU”1 ‘
Y
neboli ‘

vT i
=— 14.37) |
o ( )

Dosadime-1i m|; = 6Ms a ry z rov. (14.37), pak rov. (14.36) }
nabude tvaru

"

mz V3T ‘

(6Ms + my)?  21G
(2,7-10°m-s7H3(1,70d) (86 400s/d) |
T 2n(6,67-10- T N-m2-kg2) -
= 6,90-10" kg ‘

neboli
3 ‘

ma
‘ Mt - 3.47M:s. (14.38) !
Mohli bychom feSit tuto kubickou rovnici pro 71,. Pokud ndm
viak sta&f jen odhad (stejné pocitdme jen s piibliznymi hod-
notami hmotnosti), sta¢i zkouset postupné dosazovat za m;
celo¢iselné nasobky Ms. Hodnota, kterd nejlépe vyhovuje
dané rovnici, je ‘

ms = 9Ms. (Odpovéd)

Tyto hodnoty piiblizné odpovidaji systému LMC X-3 ve
Velkém Magellanové mraénu (viz obrdzek na zaCitku této
kapitoly). Z dalsich ddaji zjistime, Ze temny objekt je ob-
zvl43te husty: mohla by to byt vlastni gravitaci zhroucend
hvézda, ze které se stala bud neutronovd hvézda, nebo cernd
| dira. Vzhledem k tomu, Ze neutronovéd hvézda nemtZe mit
hmotnost v&tsi nez 2Ms, utvrzuje nés vysledek my, = 9Msg
v presvéd&ent, Ze se jednd o Cernou diru.

O piitomnosti Serné diry se tedy muZeme presvédCit |
| napt. tehdy, pokud je souédsti bindrniho systému s viditelnou 1
| hv&zdou, jejiz hmotnost, ob&Znou rychlost a obéZnou dobu

muZeme méfit.

Zo7 148 DRUZICE: OBEZNE DRAHY
i) A ENERGIE

S pohybem druZice kolem Zemé se méni jak jeji rychlost,
ktera uréuje jeji kinetickou energii, tak vzdalenost od stfedu
Zemé, kterd uréuje jeji gravitaéni potencidlni energii, a to
ve stejnych Sasovych intervalech. Presto vsak jeji celkovd
mechanick4 energie E zUstdvd stejnd. Vzhledem k tomu,
7e hmotnost druZice je mnohem mensi neZ hmotnost Zemé, -
pfipisujeme tyto energie Ep a E soustavy druZice + Zemé
jen samotné druZici.
Potencidlni energie je dédna rov. (14.20) a je rovna
GMm

E,=— ,
P r

kde E, = 0 pro r — oc. Zde je r polomér ob&éZné drahy;
piedpoklddejme zatim, Ze je kruhova.

Abychom ur¢ili kinetickou energii druZice na kruhové
ob&7né drdze, pouZijeme druhy Newtonlv zdkon F = ma
a napiSeme ho ve tvaru

GMm v?
=m—, (14.39)
r2 r

kde v?/r je velikost dostfedivého zrychleni druZice. Potom
z rovnice (14.39) plyne vztah pro kinetickou energii
1 5, GMm

Ey = — =
k 2mv 2r

, (14.40)

ktery ndm ukazuje, Ze pro druZici obihajici po kruhové
draze plati

Ep
Ey = ——. (14.41)
2
Celkovd mechanicka energie pohybujici se druZice je
GMm GMm
E=Ex+Ey= —
2r r
neboli
GMm
E=— . (14.42)
2r

To ndm fikd, Ze celkovd energie E druZice je zdporné vzatd
kinetickd energie Ey:

E = —Fx (pro kruhovou drdhu).

(14.43)




Pro druZici pohybujici se po eliptické ob&7né drize
s hlavni poloosou ¢ miiZeme dosadit r = a v rov. (14.42)
a urCit celkovou mechanickou energii vztahem
GMm

pes

14.44
7 ( )

(pro eliptickou drahu).

Rov. (14.44) ukazuje, Ze celkovd mechanickd energie
obihajici druZice zdvisi pouze na velikosti hlavni poloosy
jeji ob&Zné drahy a nezdvisi na jeji excentricité e. Napt.
na obr. 14.18 jsou nakresleny Ctyfi ob&Zné drahy o stejné
dlouhé poloose a. DruZice pohybujici se po téchto étyfech
odliSnych drahach by vSak mély stejné celkové mechanické
energie E. Obr. 14.19 ukazuje zdvislosti veli¢in Ex, Ey,aE
na poloméru r u druZice, kterd se pohybuje po kruhové
drdze kolem t€Zkého centralniho t&lesa.

.e=0
0,5

Obr.14.18 Ctyii ob&Zné drdhy kolem centrdlniho t&lesa o hmot-
nosti M. V8echny tyto drdhy maj stejné velkou hlavni poloosu a,
a proto jim odpovidd stejnd celkové energie E. Excentricity e
jednotlivych drah jsou na obrdzku vyznaceny.

energie

Ex(r)

T B0

E= Ep +E k

Obr. 14.19 Kinetick4 energie Ey, potencidlni energie £, a cel-
kovd mechanickd energie E v zdvislosti na poloméru r kruhové
ob&zné drahy druZice. Hodnoty Ep a E jsou zdporné pro kazdé r,
hodnoty Ex jsou naopak pouze kladné a plati E = — Ey.. BIiZi-li
se r nekonecnu, klesaji hodnoty vSech tif energif k nule.

KDNTROLA 6: UvaZujme situaci na obrazku. Raketo-
pldn se na pocdtku pohybuje po kruhové draze o polo-
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méru r kolem Zemé. V bod€ P vystielil pilot dopredu
pomocnou raketu, a tim zmens3il kinetickou energii Fy
raketopldnu i jeho celkovou mechanickou energii E.
(a) Pokteré zeliptickych drah, vyznacenych na obrazku
preruSovanou Carou, se bude poté raketopldn pohybo-
vat? (b) Bude novd ob&Znd doba T' raketopldnu (tj. Cas,
za ktery se vrati zpét do bodu P) v&tsi, mensi, nebo
stejna jako pii pohybu po kruhové ob&Zné drdze?

PRIKLAD 14.10
Rozverny astronaut vypustil ve vy$ce & = 350 km nad Zem
velky medicinbal o hmotnosti m = 7,20kg na kruhovou
ob&Znou dréhu kolem Zemég.

(a) Jakd je mechanickd energie E mice na této draze?
RESENI: Polomér Jjeji obézné dréhy r je roven

r=R+h=(6378km) + (350km) = 6,73-10° m,

|
\
kde R je polomér Zemé. Z rov. (14.42) pak snadno uréime ’
mechanickou energii koule

GMm
E = — =
2r ‘
(6,67-10~ "' N-m? kg =2)(5,98-10%* kg) (7,20 kg) B
2(6,73-106 m) N [

=-2,134-108J = —213 M.

(Odpovéd) |

(b) Jakd byla mechanick4 energie E medicinbalu na star-
tovaci rampé v Mysu Canaveral? Spoditejte prirtistek AE |
energie pii pfemisténi z odpalovaci rampy na ob&Znou drahu
kolem Zemé. |
RESENI: Na startovaci rampé mél mi¢, diky rotaci Zems,
také jistou kinetickou energii, ale jeji hodnota je oproti vy-
sledné energii natolik mald, e ji miZeme zanedbat. Celkov4 |
energie Ey je tedy rovna potencidlni energii Ep0, kterd je ‘
dédna vztahem (14.20)

GMm
E() = Ep,O = ~—R— =
_ (6,67-107" N-m? kg~2)(5,98-10% kg) (7,20 kg) _ |
(6,38-106 m) 1

= —4,501-10% ] = —450 MJ. (Odpoved) |
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Mohli byste namitnout, Ze potencidlni energie koule na
povrchu Zemé je nulovd. Pfipomefime si v8ak, Ze hladinu
nulové potencidlni energie jsme zvolili v nekonecnu. Také
byste mozZnd chtéli k vypoctu Eq pouZit rov. (14.42), ale po-
zor — tato rovnice plati jen pro druZici obihajici kolem Zemé.
Priristek mechanické energie koule od startu aZ na obéZnou
dréhu je roven ‘

AE = E — Ey = (=213MJ) — (—450M)) =
=237M1J. (Odpovéd) |
Toto mnoZstvi energie ve formé elektfiny by vés (bez zapoc-

teni pravidelnych mé&si¢nich poplatki) pii domdci sazbeé N,
tj. 0,91 K&/ (kW-h), stdlo ani ne 60 K¢.

Princip ekvivalence

Albert Einstein jednou vypravél: ,,Byl jsem... na paten-
tovém Gfad€ v Bernu a najednou mé napadla mySlenka:
»Bude-li osoba padat volnym padem, nebude pocifovat
vlastni vdhu.« Bylo to piekvapeni. Tato jednoduchd mys-
lenka na mé hluboce zaptisobila. A to mé dovedlo az k teorii
gravitace.*

Einstein ndm zde popsal, jak vlastné zacCala vznikat
jeho zndmd obecna teorie relativity. Zakladni postulat
této teorie, zabyvajici se gravitaci (vzdjemnym gravita¢nim
plisobenim predmétl), se nazyvd princip ekvivalence a fi-
k4, Ze gravitace a zrychleni si jsou navzdjem ekvivalentni.
Bude-li fyzik uzavien v néjaké skiini jako na obr. 14.20a,
nebude schopen urit, je-1i skifii v klidu na Zemi (a je vy-
stavena pusobeni gravitalni sily Zemé), nebo se pohybuje
v mezihvézdném prostoru se zrychlenim 9,8m-s2 (a je
tedy vystavena plisobeni sily, kterd toto zrychleni vyvolala)
jako na obr. 14.20b. V obou piipadech se fyzik bude citit
Gplné stejné a na vdze si bude moci precist stejny Udaj.
Navic, bude-li vedle n&j volné padat néjaky pfedmét, bude
mit vi&i nému v obou pfipadech stejné zrychleni.

Zakriveni prostoru

Doposud jsme vysvétlovali gravitaci jako plisobeni vza-
jemnych pfitazlivych sil mezi hmotnymi télesy. Einstein
viak ukdzal, Ze gravitaci lze také popsat zakiivenim pro-
storu, které je vyvolédno pfitomnosti hmoty. (Jak bude v t€to
knize zminéno pozd&ji, prostor a ¢as jsou spolu provdzany,
takZe zakfiveni, o kterém Einstein mluvil, je ve skutecnosti
zakiiveni prostorocasu, Styfrozmérného ttvaru sloZzeného
z trojrozmérného prostoru a jednorozmérného Casu, v némz
popisujeme nds vesmir.)

(@) (b)

Obr. 14.20 (a) Fyzik zavieny ve skiini, kterd stoji v klidu na
Zemi, vidi padat meloun se zrychlenima = 9.8 m-s—2. (b) Po-
kud bude skfifi i s nim urychlovdna v hlubindch vesmiru se
zrychlenim 9,8 m-s~2, bude mit meloun vzhledem k nému stejné
zrychleni jako v pifpadé (a). Neni tedy moZné, aby jen na zdkladé
takovychto experimentl provadénych uvnit skifné mohl fyzik
fici, v jaké situaci se nachdzi. Napfiklad véha, na které stoji,
ukazuje v obou piipadech stejny tdaj.

Znézornéni toho, jak muZe byt prostor (stejné jako va-
kuum) zakfiveny, je sloZité. Analogie ndm vSak miiZze po-
moci: Pfedstavme si, Ze se divime z ob&zné drdhy na zdvod
dvou lodi, které startuji na rovniku ve vzddlenosti 20 km
a mifi na jih (obr. 14.21a). Ndmoiniktim na téchto lodich se
jejich cesty zdaji byt pfimé* a rovnobézné. Piesto vSak se
po &ase za¢nou lodé k sobé pfibliZzovat a tésné u jizniho polu
se spolu setkaji. Ndmoftnici si to mohou vysvétlit tak, Ze na
lod& pasobila n&jaka sila. My v3ak vidime, Ze se lod€ spolu
setkaly diky zakfiveni zemského povrchu. Mame moZnost
to vidét proto, Ze jsme zdvod pozorovali zvenci, mimo tento
povrch.

Obr. 14.21b ukazuje podobné zdvody: dvé jablka v jisté
horizontalni vzdélenosti jsou pusSténa ze stejné vysky nad
Zemi. A&koli se miZe zddt, Ze se jablka pohybuji po rov-
nob&Znych drahdch, ve skute¢nosti se k sob& piibliZuji,
protoZe ob& padaji do stfedu Zemg. Jejich pohyb miiZzeme
vysvétlit tak, Ze na jablka plsobi Zemé svou gravitaCni
silou. Také to viak mizeme vysvétlit tim, Ze v blizkosti
Zemé je prostor zak¥iven (diky piitomnosti zemské hmoty).
Tentokrat nem{iZeme toto zakfiveni vidét, protoZe nemame
moznost dostat se ,,vn&*“ zakiiveného prostoru jako v pfe-
deslém piikladu s lodémi. MiiZeme ho v8ak popsat tieba
pomoci obr. 14.21c. Tady by se jablka pohybovala po po-

*  Pfimkou® je na kouli s polomérem R kazdd hlavni kruZnice,
tj. kruZnice s polomérem také rovnym R.
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Obr.14.21 (a) Dva predméty pohybujici se podél poledniki
smérem k jiznimu pélu se ptibliZuji, protoZe zemsky povrch je
zakfiven. (b) Dva pfedméty padajici volnym pddem v blizkosti
Zemé se pohybuji po pfimych Eardch, které se sbihaji ke stfedu
Zemé, a to diky zakfiveni prostoru v okoli Zemé. (c) Daleko
od Zemé (a jinych hmotnych objektl) je prostor plochy a rov-
nobézné drahy zistavaji rovnobézné a stejné vzddlené od sebe.
V blizkosti Zemé se vSak rovnob&Zné drahy zaginaji sbihat,
protoZe prostor je zde zak¥iven hmotou Zemé.

vrchu, ktery se smérem k Zemi stéle vice zakfivuje pravé
vlivem hmoty Zemé.

KdyZ kolem néjakého hmotného pfedmétu prochazi
svétlo, jeidrdha svétla lehce ohnuta diky zak¥iveni prostoru
v okoli tohoto pfedmétu. Tento jev se nazyva gravitacni
Cocka. Bude-li svétlo mijet n&jaky hodné hmotny objekt,
tieba galaxii nebo Cernou diru o velké hmotnosti, bude
draha paprsku ohnuta vic. Pokud se tento hmotny objekt
nachdzi mezi ndmi a kvazarem (kvazar je extrémné jasny
a extrémné vzddleny zdroj svétla), bude paprsek prichaze-
jici z kvazaru ohnut kolem této struktury k ndm na Zemi
(obr. 14.22a). JelikoZ se diky tomuto ohybu zd4, Ze svétlo
pfichdzi z trochu jiného sméru, vidime v t&chto réiznych
smérech na obloze naprosto stejné kvazary. V nékterych
pripadech jsou kvazary, které vidime, ohnuty k sobé a vy-
tvdfeji obrovsky svételny oblouk, ktery nazyvdme Einstei-
nuv prstenec (obr. 14.22b).
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Je lepsi piisuzovat gravitaci sile piisobici mezi hmot-
nymi objekty, anebo zakfiveni prostoroasu, zplisobenému
pritomnosti hmoty? A bylo by ji moZno popsat jistym dru-
hem elementdrnich ¢astic zvanych gravitony, jak se uva-
Zuje v nékterych modernich fyzikalnich teoriich? To zatim
nevime.

‘ drahy svetla
/ z kvazaru

zdanlivé sméry,
kde je kvazar

A | 4
\ ‘
\‘ﬂ
) ‘
!
\ !
\ ! .
\ |1 galaxie nebo
\ ‘4/ velkd ¢ernd dira

koncové useky drahy

pozorovatel na Zemi

(a)

()

Obr. 14.22 (a) Svétlo ze vzddleného kvazaru se kolem galaxie
nebo velké cerné diry pohybuje po zakiivené drdze, protoZe
hmota této galaxie nebo &erné diry zakiivuje okolni prostor.
Kdyz svétlo dopadd na Zemi, zdd se ndm, Ze se jeho zdroj nachdzi
v prodlouZeni koncové drahy svételného paprsku (pierusovand
Céra). (b) Einsteinv prstenec, zndmy jako MG 1 131+0 456, na
pocitaovém snimku z dalekohledu. Zdroj svétla (vlastné radio-
vych vin, které jsou druhem neviditelného svétla) je daleko za
velkou, nespatfitelnou galaxii, kterd vytvéii tento prstenec. C4st
tohoto zdroje vystupuje jako dvé jasné skvrny, které vidime podél
prstence.
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PREHLED & SHRNUTI

Gravitacni zdkon
Libovolné dvé Cdstice ve vesmiru se navzdjem pritahuji gravi-
tacni silou o velikosti

miniy

F=G

, (14.1)
#2
kde m; a m, jsou hmotnosti Céstic a r je vzddlenost mezi nimi.
Gravitacni konstanta G je univerzéalni konstantou a jeji hodnota
je 6,67-107' N-m? kg 2.

Gravitaéni chovdni homogenni kulové slupky

Rov. (14.1) plati pouze pro Castice. Gravitacni sila mezi roz-
mérnymi télesy se musi obecné urdit ze souctu (integraci) jed-
notlivych sil pasobicich na vSechny ¢dstice uvnitf téchto téles.
Pokud vsak kazdé toto téleso je kuloveé symetrické (neboli po
vrstvach homogenni), 1ze vyslednou gravita¢ni silu, kterd psobi
na vnéjsi predméty, spocitat tak, jako by veskerd hmota kazdého
télesa byla soustfedéna v jeho stfedu.

Skldddni sil

Gravitaéni sily se ¥idi principem superpozice, ktery tika, Ze vy-
slednd sila F; plsobici na Cdstici oznacenou ¢islem 1 je ddna
souctem sil, kterymi na ni puisobi ostatni ¢dstice:

n
F = Z Fi;.
i=2

Jednd se o vektorovy soucet sil Fj;, kterymi na zvolenou ¢4stici 1
pusobi &dstice 2, 3, ..., n. Gravitaéni sila Fy, kterou plsobi na
Castici néjaky veétsi hmotny predmét, se urci tak, Ze tento pfedmét
rozdélime na infinitezimaélni dilky o hmotnosti dm. Kazdy z nich

pusobi infinitezimélni silou dF a po integraci t€chto piispévku

dostaneme
F = / dF.

Pripomenme, Ze piispévky uvazujeme v tomtéZ okamZziku, tedy
jako by se gravitace $ifila nekonecné rychle. To je v souladu
s klasickou fyzikou, nikoli ovSem s teorii relativity. Relativistic-
kou teorii gravitace rozviji aZ obecnd teorie relativity.

(14.4)

(14.5)

Gravitacni zrychleni

Gravitacni zrychleni ag Castice (o hmotnosti m) je zplisobeno
vyhradné gravitacni silou, kterd na ¢dstici ptisobi. Je-li Cdstice ve
vzdélenosti r od stfedu homogenniho kulového télesa o hmot-
nosti M, pak velikost gravitaéni sily na ni pasobici je ddna
rov. (14.1). Navic, podle druhého Newtonova zakona plati

F =mag (14.11)
a odtud pro a, plyne vztah
GM
ag = —5—. (14.12)

Tihové zrychleni a tihovd sila

Tihové zrychleni g Céstice v blizkosti Zemé se trochu (méné nez
0 % %) 1isi od gravitacniho zrychleni a,. Proto i tihovd sila mg
se 1i$1 od gravitacni sily (rov. (14.1)) ptsobici na Castici. Zemé
totiZ neni ani homogenni, ani dokonale kulovéd a navic rotuje.

Gravitace uvniti kulové slupky

Homogenni kulovd hmotnd slupka neplisobi Zadnou vyslednou
gravita¢ni silou na ¢astice, které se nachdzeji uvnitt. To znamend,
7e pokud je ¢dstice umisténa uvnitf homogenni pevné koule ve
vzdélenosti r od jejiho stfedu, bude vyslednd gravitacni sila
pusobici na ¢éstici vyvoldna pouze tou hmotou, kterd se nachazi
uvnitf koule o poloméru r. Jeji hmotnost je ddna vztahem

4rr3

M = ,
L

(14.18)
kde o je hustota dané koule.

Gravitacni potencidlni energie
Gravitacni potencidlni energie Ep(r) soustavy dvou castic
0 hmotnostech M a m vzdjemné vzddlenych r je rovna zdporné
vzaté praci, kterou by vykonala gravitaéni sila jedné z ¢astic pa-
sobici na druhou ¢édstici pri jejim presunu z nekonec¢na (z velké
vzdélenosti) na vzdalenost r. Tato energie je rovna

GMm

Ep=——.

(14.20)

Potencidlni energie systému
Pokud systém obsahuje vice nez dvé Castice, je vyslednd gra-
vitani potencidlni energie sou¢tem prispévka od vsech dvojic

¢astic. V textu jsme uvaZovali systém ti1 Castic o hmotnostech
mji, mp ams; v tom pripadé je

Gmim G
Ep:—< 2 + m2m3>.
LYy r3 23

Gmims

(14.21)

Unikovd rychlost

Predmét miiZze uniknout z gravitacniho vlivu vesmirného télesa
o hmotnosti M a poloméru R, pokud z povrchu télesa odlétd
alespon unikovou rychlosti o velikosti

2GM
vV=,/—.
R
Keplerovy zdakony

Gravitacni pritazlivost drzi pohromadé slunecni soustavu. Diky
ni napf. také obihaji druZice (pfirodni i umélé) kolem Zemé. Je-
jich pohyby se fidi tremi Keplerovymi zakony, které jsou pfimym

(14.26)



disledkem Newtonovych pohybovych zdkonti a Newtonova gra-
vita¢niho zdkona.

I on obéznych drah: Planety se pohybuji po elipsich
jen malo odhsnych od kruZnic, v jejichZ spole¢ném ohnisku
je Slunce. Obecné: Cistice se v centrdlnim gravitanim poli
pohybuje po kuZelosecce, majici ohnisko v centru pole.

Z
2C

on ploch: Plochy opsané privodi¢em planety za jed-
notku ¢asu jsou stejné velké. (Toto tvrzeni je ekvivalentni zdkonu
zachovdni momentu hybnosti.)

3. Zakon obézZnych dob: Pomér druhych mocnin ob&Znych
dob dvou planet je roven poméru tfetich mocnin hlavnich poloos
jejich drah.

Pro kruhovou obéZnou drdhu o poloméru r dostdvd tento
zdkon tvar
)
72 47 3
GM)

kde M je hmotnost centralniho télesa — ve sluneéni soustavé
tedy hmotnost Slunce. Tento zdvér je platny i pro eliptické
obézné drdhy planet, pokud v tomto vztahu nahradime polomér r
hlavni poloosou a.

(14.31)
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Energie pohybu planet

Pohybuje-li se planeta nebo druZice o hmotnosti m po kruhové
0b&Zné draze o poloméru r, pak jejf energie potencidlni Ep aki-
netickd Ex jsou

GMm

7

E_GMm
KT T

E,=-— (14.20, 14.40)

Mechanickd energie E = Ey + Ej, se rovnd

GM
A il (14.42)
2r
Pro eliptickou drdhu s hlavni poloosou a plati
GM
E=-22" (14.44)
2a

Einsteiniiv pohled na gravitaci

Einstein ukdzal, Ze gravitace a zrychleni jsou ekvivalentni. Tento
princip ekvivalence jej dovedl k teorii gravitace (k obecné teo-
rii relativity), ktera vysvétluje gravitacni jevy pomoci zakfiveni
prostoru.

OTA?Z

. Méjme dvé dstice o hmotnostech m a 2m piipevnény k ose
(obr. 14.23). (a) Kde miZeme na ose umistit tfet{ &4stici s hmot-
nosti 3m (jinde nez v nekonecnu), aby celkovd gravitadni sila,
kterd by na ni od prvnich dvou &stic plisobila, byla nulov4? .
Je to vlevo od obou &dstic, vpravo, anebo mezi nimi — bliZe
k hmotn€jsi, nebo k leh&i? (b) Zméni se odpovéd, pokud by
treti Cdstice méla hmotnost 16m? (c) Existuje pro tieti &dstici
bod mimo osu, ve kterém by celkovd na ni plsobici sila byla
nulova?

-
m 2m

Obr. 14.23 Otdzka 1

Na obr. 14.24 je centrdlni &4stice obklopena dvéma kruho-
vymi prstynky ¢astic s poloméry r a R, R > r. Viechny &dstice
maji hmotnost m. Jaka je velikost a smér vysledné gravita&ni
sily, kterou plisobi ¢dstice v prstyncich na centrdlni ¢dstici?
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Obr. 14.24 Otdzka 2

/KY

3. Na obr. 14.25 je centrdlni ¢éstice s hmotnosti M obklopena
Ctvercovym uspofddanim jinych &astic. Vzddlenosti mezi témito
¢dsticemi jsou bud d, nebo %d podél obvodu Etverce. Jaka je
velikost a smér vysledné gravitaéni sily pisobici diky tmto

P

¢ésticim na centralni &dstici?

2M - 4M
M

TM ¢ o5SM

3IMe ®
M

SMeo ©TM
M

4M < 2M

Obr. 14.25 Otdzka 3

4. Obr. 14.26 ukazuje Castici s hmotnosti m, kterd se pohybuje
znekone¢na do stfedu krouzku s hmotnosti M podél jeho osy. Jak
se beéhem tohoto pfenosu méni velikost gravitacni sily piisobici
na ¢dstici?

Obr.14.26 Otdzka 4
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5. Naobr. 14.27 jsou zobrazeny Ctyfi uspordddni ¢astice s hmot-
nosti m a jedné nebo vice homogennich ty¢i, kazdé s hmot-
nosti M, délkou L a vzdy umisténé ve vzdalenosti d od Castice.
Sefadte sestupné uspofdddni podle velikosti celkové gravitaCni
sily, kterou plsobi tyCe na Cdstici.

|

(a) (b)

(e) (d)
Obr. 14.27 Otdzka 5

6. Sefadie sestupné &tyfi systémy stejné hmotnych ¢astic z kon-
troly 2 podle absolutni hodnoty gravitacni potencidlni energie.

7. Na obr. 14.28 ma byt Cdstice s hmotnosti m (nezakreslena)
prenesena z nekone¢na na jedno ze tif mist a, b, nebo ¢. Dvé
dalii &dstice, s hmotnostmi m a 2m, jsou pevné umistény. Se-
fadte sestupné mozZnosti a, b, ¢ podle celkové prace vykonané
gravitaénimi silami pevnych ¢dstic.

1 d 1 d 1 d 1 d 1

a 2m b m c

Obr. 14.28 Otazka 7

8. Na obr. 14.29 je ¢dstice s hmotnosti m nejprve v misté A ve
vzddlenosti d od stfedu jedné homogenni koule a ve vzdélenosti
4d od stfedu druhé homogenni koule. Obé koule maji hmot-
nost M > m. Pokud byste ¢dstici pfenesli do bodu D, feknéte,
zda ndsledujici veli¢iny by byly kladné, zdporné, nebo nulové:
(a) zména gravitatni potencidlni energie ¢dstice, (b) prace vy-
konana celkovou gravita¢ni silou na ¢dstici, (c) prace vykonand
vami. (d) Jaké by byly odpovédi, kdybychom premistili ¢dstici
z bodu B do C?

~—d 1 d d d f d —
] o _ L. e
A_\m B C D
M M

Obr. 14.29 Otdzka 8

9. Vyjd&me ze situace v otdzce 8. Byla by prace vdmi vykonand
kladnd, zdpornd, nebo nulovd, kdybyste pfemistili ¢dstici (a) z A
do B, (b)z A do C, (c) z B do D? Sefadte sestupné tyto pfesuny
podle absolutni hodnoty vami vykonané préce.

10. Mé&jme tfi planety o ndsledujicich hmotnostech a polomé-
rech: planeta A: 2M a R; planeta B: 3M a 2R; planeta C: 4M
a2R. Sefadte sestupné tyto planety podle velikosti inikové rych-
losti z jejich povrchu.

11. Obr. 14.30 nabizi Sest drah, po kterych se raketa oblétajici
Mésic miize pohybovat z bodu A do bodu B. Sefadte sestupné
drahy podle (a) prislu$né zmény gravitacni potencidlni energie
systému raketa + Mésic a (b) celkové prace vykonané na raketé
gravitacni silou Mésice.

1

2\\ B 5

3N |
[N/ 48 4\

Obr.14.30 Otdzka 11

12. Které z ob&Znych drah (feknéme pro $piondZni druZici) na
obr. 14.31 nevyzaduji stdlé opravy korek¢nimi motorky? Drdha 1
je na 60° s.3.; drdha 2 leZi v rovnikové roving; draha 3 je kolem
stfedu Zemé, mezi 60° 5.5 a 607 j.S.

Obr. 14.31 Otdzka 12

13. DruzZice s rychlosti v; a hmotnosti m je na kruhové obéZné
drize kolem planety s hmotnosti M;. Jind druZice, s rych-
losti v» a hmotnosti 2m, obihd po kruhové drdze o stejném
poloméru kolem planety s hmotnosti M. Je M, vési, mensi,
nebo rovné M|, (a) pokud druZice maji stejnou obéZnou dobu,
(b) pokud vy > v;?
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ODST. 14.2 Newtonuiv gravitaéni zdkon
1C. Jakd musi byt vzddlenost mezi ¢dsticemi o hmotnostech
5.2kga?2,4kg, aby se gravitainé pitahovaly silou 2,3-107'2 N?
2C. Nektefi lidé veri, Ze pozice planet v okamZiku narozeni
ovliviiuje narozeného. Jini tento ndzor nesdileji a tvrdi, Ze gravi-
taCni sila, kterou na dit€ plisobi porodnik, je v&tsi neZ od planet.
Abychom posoudili toto tvrzeni, spoltéte a porovnejte gravi-
ta¢ni silu plsobici na 3 kg dit€ (a) od 70 kg 1ékare, ktery je 1 m
daleko a zhruba aproximovany hmotnym bodem, (b) od Jupiteru
m = 2.10%" kg) v okamZiku, kdy je nejbliZe Zemi (= 6-10'! m)
a () kdyZ je od Zemé nejdale (= 9-10'! m). (d) Je tvrzeni skep-
tikd spravné?
3C. Slunce i Zemé gravita¢né ptisobi na Mésic. Jaky je pomér
Fs/ Fz velikosti téchto sil? (Primérnd vzdélenost Slunce — Mé&sic
je rovna vzddlenosti Slunce — Zemé).

4C. Jeden ze satelitl Echo tvofil nafouknuty kulovy hlinikovy
balon s priimérem 30 m a hmotnosti 20 kg. Pfedpoklddejme, Ze
by ve vzddlenosti 3m od povrchu satelitu prolétl meteoroid
s hmotnosti 7kg. Jaka by byla nejvétsi gravitacni sila, kterd
by pisobila diky satelitu na meteoroid?

5U. Objekts hmotnosti M byl rozdélen na dvé ¢asti,ma M —m,
které byly od sebe poté oddaleny na jistou vzddlenost. Jaky by
mél byt pomér m /M, aby byla gravitani sila mezi ¢dstmi co
nejvetsi?

ODST. 14.3 Gravitace a princip superpozice

6C. Jak daleko od Zemé ve sméru ke Slunci musime umistit
sondu, aby se prdve vyrovnala pfitazlivd sila Slunce a Zem&?
7C. Kosmickd lod je na pfimé drize mezi Zemi a Mésicem.
V jaké vzddlenosti od Zemé je celkova gravitacni sila na lod
nulova?

8U. Jaké je procentudlni zména zrychleni Zemé smérem ke
Slunci, kdyZ se postaveni Zemé, Slunce a Mésice zméni ze
zatméni Slunce (Mésic je mezi Zemi a Sluncem) na zatméni
Mésice (Zemé je mezi Mésicem a Sluncem)?

9U. Ctyfi koule s hmotnostmi m; = 400kg, my» = 350kg,
m3 = 2000kg a m4 = 500 kg maji soufadnice (x, y) po fadé
0:50), (0;0), (—80;0), (40; 0), v8e v centimetrech. Jakd je
celkovd gravitacni sila F pisobici na m,?

10U. Na obr. 14.32a lez Ctyfi koule ve vrcholech &tverce se
stranou 2,0 cm. Jaka je velikost a smér celkové gravitaéni sily,
kterou plisobi na centrdlni kouli s hmotnosti ms = 250 kg?

110. Na obr. 14.32b tvoif dvé koule s hmotnostmi m a tieti
s hmotnosti M rovnostranny trojihelnik. Ctvrtd koule s hmot-

vvvvv

od ostatnich kouli je nulovd; ¢emu je rovno M vyjadieno v m?

120. Dv& koule s hmotnostmi m; = 800kg a mp, = 600kg
jsou od sebe vzddleny 0,25 m. Jakd je celkovd gravita¢ni sila

500kg 300kg

ms

500kg m m
(a) ()
Obr. 14.32 Ulohy 10 a 11

100kg

(velikost i smér) ptisobici diky nim na kouli s hmotnosti 2,0kg,
vzddlenou 0,20m od m; a 0,15 m od m;?

13U. T¥i koule maji tyto hmotnosti a soufadnice: 20kg, x =
=0,50m, y = 1,0m; 40kg, x = —1,0m, y = —1,0m; 60 kg,
x =0,y = —0,5m. Jakd gravitacni sila vyvoland témito kou-
lemi ptisobi na kouli s hmotnosti 20 kg umisténou v pocatku?
140. Obr. 14.33 zobrazuje dv€ homogenni tyCe délky a a hmot-
nosti M, leZici na pfimce ve vzddlenosti d od sebe. S pouzitim
vysledku pr. 14.2 napiSte ur€ity integral urCujici gravitadni pii-
tazlivou silu mezi nimi.

|
1 a i d | a |

Obr. 14.33 Uloha 14

15U. Na obr. 14.34 je kulova dutina uvnitf olovéné koule s po-
lomérem R; povrch dutiny prochdzi stfedem koule a dotykd
se pravé strany koule. Hmotnost koule pred vytvorenim dutiny
byla M. S jakou gravitacni silou pfitahuje olovénd koule s du-
tinou malou kouli s hmotnosti m, kterd je umisténa ve vzdale-
nosti d od stfedu olovéné koule na pfimce spojujici stfedy kouli
a stfed otvoru?

Obr. 14.34 Uloha 15

ODST. 14.4 Gravitace v blizkosti povrchu Zemé

16C. Vypocitejte gravitacni zrychleni na povrchu Mésice, znd-
te-li jeho hmotnost a polomér (dodatek C).

17C. V jaké vysce nad zemskym povrchem ma gravitacni
zrychleni velikost 4,6 m-s~2?

18C. Vazite 1201b a stojite na chodniku vedle Svétového ob-
chodniho centra v New Yorku. Pfedpoklddejte, Ze se odtud pie-
mistite na vrchol jedné z jeho budov vysoké 1350 ft. O kolik
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byste tam byli leh¢i (diky tomu, Ze se nachdzite o trochu déle od
stfedu Zemé)? Rotaci Zemé zanedbejte.

19C. Typickd hmotnost neutronové hvézdy je srovnatelnd
s hmotnosti Slunce, jeji polomér je viak pouze 10km. (a) Jaké
gravitaén zrychleni je na povrchu takové hvézdy? (b) Jak rychle
dopadne predmét, ktery spadne z vy$ky 1 m nad povrchem (za-
nedbejte rotaci hvézdy)?

20C. Pfedmét leZici na rovniku je urychlovédn (a) do stfedu
Zemé kvili jeji rotaci, (b) smérem ke Slunci, protoZze Zemé
kolem n&ho obih4 téméf po kruhové drédze, a (c) smérem ke stfedu
nasi Galaxie, protoZe Slunce obihd kolem galaktického stfedu.
Perioda ob&hu Slunce je 2,5-10% y a jeho polomér 2,2.10% m.
Vypocitejte tato tii zrychleni a vyjadiete je v ndsobcich g =
=9.8ms 7.

21C. (a) Jakd bude tiha pfedmétu na povrchu Mésice, je-li na
zemském povrchu rovna 100 N? (b) V jaké vzddlenosti od Zemé
se musi predmét nachdzet, aby mél stejnou tihu jako na Mésici?
Vzdilenost vyjddiete v nasobcich poloméru Zemé.

22U. Urcujete g tak, Ze pustite pfedmét z vysky pfesné 10 m.
Jakd relativni chyba v méfeni doby padu by zplsobila vyslednou
chybu 0,1 % pro g?

23U. Nejvétsi mozna rychlost rotace planety je ta, pro kterou je
gravitaéni sfla na rovniku pravé rovna dostedivé sile potfebné
k této rotaci. (Pro¢?) (a) UkaZte, Ze pfislu$nd nejkratsi perioda
rotace je

3n
Go

kde o hustota homogenn{ sférické planety. (b) Vypocitejte pe-
riodu T pro hustotu 3,0 g-.cm ™3, kterd odpovidd mnoha plane-
tdm, satelitim a asteroidiim. U Zadného astronomického objektu
nebyla zaznamenana krat§i perioda rotace, neZ jsme urcili na
zdkladg této analyzy.

T =

5

24U. Pfedméty stejné hmotnosti m jsou zavéSeny na zav€sech
nad zemskym povrchem a jsou v rovnovéze (obr. 14.35). Zavésy
maji zanedbatelnou hmotnost a rozdil jejich délek je . Pfed-
poklddejte, Ze je Zemé& kulatd a md hustotu ¢ = 5,5 g-cm™3,
(a) Ukazte, Ze rozdil jejich tih mAg, zpisobeny odli$nou vzda-
lenosti od Zemé, je roven 8nGomh /3. (b) Rozhodnéte, jaky musi
byt rozdil délek zavési, aby byl pomér Ag/g = 1-107°.

Obr. 14.35 Uloha 24

25U. Téleso je zavéseno na pruZinové vdze v lodi jedouci podél
rovniku rychlosti v. (a) UkaZte, Ze hodnota odecitand na stupnici
bude blizkd hodnoté Go(1 & 2wv/g), kde w je Ghlovd rychlost
Zemé a G je idaj vahy, je-li rychlost lodi nulova. (b) Zdiivod-
néte znaménko .

26U. Velice hmotné neutronové hvézdy rotuji rychlosti cca 1 ot.
za sekundu. Jakd by musela byt minimdlni hmotnost takové
hvézdy s polomérem 20 km, aby se povrchova vrstva hmoty od
hvézdy neodtrhla?

270. Polomér ¢erné diry Rg a jeji hmotnost Mg jsou spojeny
vztahem Rz = 2GM;g/c?, kde ¢ je rychlost svétla. Oznaéme
agp gravitacni zrychleni ve vzdalenosti ro = 1,001 R¢ od stfedu
erné diry a predpoklddejme, Ze ho 1ze uréit z rov. (14.12) (platné
pro velké gerné diry). (a) Vyjadfete ago ve vzddlenosti ro jen po-
moci M (a univerzalnich konstant). (b) Je ago rostouci, nebo
klesajici funkci proménné M? (c) Cemu se rovné ago pro velmi
velkou ernou diru, jejiz hmotnost je 1,55-10'2 hmotnosti Slun-
ce? (d) Jaky by byl rozdil gravitaéniho zrychleni mezi hlavou
a nohama astronauta z pr. 14.4, kdyby se nachazel v mist€ ro,
nohama smérem k cerné dife? (e) Byly by slapové sily natahujici
astronauta vyrazné?

ODST. 14.5 Gravitacni pole uvnitit Zemé

28C. Dvé soustfedné slupky s konstantni hustotou maji hmot-
nosti M a M (obr. 14.36). Jakd sila piisobi na bod o hmotnos-
ti m, leZi-li ve vzddlenosti (a) r = a, (b) r = b, (¢) r = ¢?
Vzdélenost r méfime od stiedu slupek.

Obr. 14.36 Cviceni 28

29C. S jakou rychlosti by proletél pfedmét stfedem Zemc,
kdyby byl upustén u Gsti tunelu z pf. 14.5?

30C. UvaZzujte Zemi jako homogenni kouli o poloméru R.
Ukazte, 7e na dn& svislé Sachty o hloubce D bude naméiena

hodnota a,
= 1 ——
g = dg - ,
& €0 R

kde agp je hodnota zrychleni na povrchu.

310. Pevnd homogenni koule ma hustotu 1,0-10* kg a polo-
mér 1,0m. Jakd gravitalni sila ptsobi na bod o hmotnosti m
ve vzddlenosti (a) 1,5m, (b) 0,5m od stiedu koule? (c) NapiSte
obecny vztah pro gravita¢ni silu piisobici na bod ve vzdélenosti
r < 1,0m od stfedu koule.

320. Homogenni koule s polomérem R md na povrchu gra-
vitan{ zrychleni ag. Pro jaké dvé vzddlenosti od stfedu koule



bude gravitatni zrychleni rovno ag/3? (Tip: Vezméte v tvahu
vzddlenosti vné i uvniti koule.)

33U. Rez Zemi. Zem& neni homogenni a lze ji zhruba rozdélit
na tfi slupky: kiru, plast a jadro. Rozméry slupek a jejich hmot-
nosti jsou uvedeny na obr. 14.37. Celkova hmotnost Zemé je
5,98-10%* kg a jeji polomér bereme 6 371 km. Zanedbejte rotaci
a pfedpoklddejte, Ze Zemé je kulova.

(a) UrCete ay na povrchu. (b) Jaké a, bude v hloubce 25 km
na dné vrtu, ktery md byt v rdmci projektu Mohole proveden
k rozhrani kiiry a plasté? (Moho vrstva, kterou predpovédél geo-
log Mohorovicié, leZi v hloubce 5 km az 70 km.) (c) Predpokld-
dejte, Ze Zemé md znamou hmotnost i rozmér, ale je to idedlni
koule s konstantni hustotou. Jaké bude ag v hloubce 25 km? (Viz
cvic. 30.) (Pfesnd méfeni a, jsou citlivym indikdtorem vnitiniho
usporadani Zemé, mohou byt ovSem ovlivnéna i mistnimi od-
chylkami hustoty.)
|.6346km

25km
N

jadro, 1,93-10%* kg

—plasi, 4,01.10%kg

T kiira, 3,94-102kg

Obr. 14.37 Uloha 33. Méfitko neni zachovéno

ODST. 14.6 Gravitacni potencialni energie
34C. (a) Jaka je energie systému v cvié. 1, sloZeného ze dvou
hmotnych bodi? (b) Jakou praci vykonaji gravitaéni sily, ztroj-
ndsobite-1i vzddlenost mezi hmotnymi body? (c) Jakou praci
vykondte vy?
35C. (a) Vyjméte m; v uloze 9 a vypocitejte pro zbyvajici tii
hmotné body gravitacni potencidlni energii. (b) Nyni vratte m | na
puvodni misto. Bude potencidlni energie celého systému vyssi,
nebo niZ8i? (c¢) Kondte kladnou, nebo zdpornou prici pfi vy-
jmuti m; ze systému Ctyf hmotnych boda? (d) Jakd préce je
nutnd pro navraceni m;?
36C. Uddvd pomérm /M zdlohy 5 nejmensi moZnou gravitaéni
potencidlni energii systému?
37C. Stfedni priméry Zemé a Marsu jsou 6,9-10°km a
1.3-10* km. Hmotnost Marsu je 0,11ndsobek hmotnosti Zemé.
a) Stanovte pomér primérné hustoty Marsu a Zemé. (b) Jakd je
hodnota g na Marsu? (c) Jakd je inikovd rychlost pro Mars?
38C. Vesmirnd lod se nachdzi na okraji na$i Galaxie ve vzddle-
nosti 80 000 svételnych let od jejtho stiedu. Stanovte Gnikovou
rychlost z na3i Galaxie. Hmotnost Galaxie je 1,4-10'" Slunci,
pro jednoduchost pfedpoklddejte, Ze je v ni hmota rozprostiena
rovnomerng.
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39C. Vypocitejte energii potfebnou k Gniku od (a) Mésice
a (b) Jupiteru a vyjddfete ji v ndsobcich Gnikové energie ze
Zemé.

40C. Ukazte, Ze unikova rychlost vgnix od Slunce v misté Zemé
je v/2ndsobkem posuvné ob&7né rychlosti vy, Zemg; predpokld-
dejte, Ze jeji draha kolem Slunce je kruzZnice. (Jde o specidlni
pfipad obecné platného vztahu: vk = V2v0p.)

41C. Cistice prachu komety o hmotnosti m se nachazi ve vzda-
lenosti R od stfedu Zemé a ve vzddlenosti » od stfedu Mésice.
Jakd je potencidlni energie systému Cdstice + Zem¢ a jakd sys-
tému Castice + Mésic, je-li hmotnost Zemé Mz a Mésice My;?
42C. Velké hvézdy mohou po spdleni svého paliva zkolabo-
vat v Cernou diru ptisobenim vlastnich gravita¢nich sil. Jejich
polomér Rs je pak takovy, Ze k preneseni télesa o hmotnosti m
z povrchu do nekoneéna je tfeba veskerd energie télesa mc?. Je-li
hmotnost hvézdy Ms, ukazte pomoci Newtonova gravitacniho
zdkona, e jeji polomér je R = G Ms/c>. (Spravna hodnota R
je ve skutecnosti dvojndsobna. K ziskani spravného vysledku je
totiZ nutno vyuZzit Einsteinovy gravitaéni teorie namisto Newto-
novy.)

43U. Stiedy t kouli o hmotnostech m| = 800 g, m> = 100 ¢
am3z = 200 g leZi na jedné pfimce ve vzddlenostech « = 12cm
ad = 4cm (obr. 14.38). Nyni premistite stfedni kouli > smé-
rem k m3 tak, Ze vzddlenost jejich stfedi bude d = 4 cm. Jakou
prdci na mj (a) jste vykonali vy a (b) jakou gravitacni sily vy-
volané m; a m3?

. S

ms
= ms

m

Obr. 14.38 Uloha 43

44U. Raketa je urychlena pfi povrchu Zemé na rychlost v =
= 2/gRz (kde Rz je polomér Zemé) a pak vzlétne smérem
vzhiru. (a) Ukazte, Ze unikne ze Zemé. (b) UkaZte, Ze ve velké
vzddlenosti od Zemé& bude mit rychlost v = /g R7.

45U. (a) Jakd je tnikové rychlost z kulového asteroidu, jehoz
polomér je 500 km a jehoZ gravitaéni zrychleni na povrchu je
3,0m-s~2? (b) Jak daleko od povrchu se dostane &dstice, jestlize
opusti povrch asteroidu s radidlni rychlosti 1 000 m-s~'? (c) Ja-
kou rychlosti dopadne pfedmét na asteroid, jestlize byl pustén
z vySky 1000 km nad povrchem?

46U. Hypotetickd planeta Deli podobnd Marsu md hmotnost
5,0-10% kg, polomér 3,0-10°m a nemd Zidnou atmosféru.
Vesmirnd sonda o hmotnosti 10 kg je vystielena vertikdIné z je-
jitho povrchu. (a) Jakd bude kinetickd energie sondy ve vzdd-
lenosti 4,0-10® m od stiedu Deli, jestlize sonda byla vystielena
s podétedni energii 5,0-107 J? (b) S jakou poldtetni kinetic-
kou energii musi byt sonda vystielena z povrchu Deli, jestlize
md dosdhnout maximdlni vzddlenost 8,0-10° m od stfedu Deli?
Predpoklddejte, Ze Deli nerotuje.
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470. Dvojhvézdu tvoH dv& hvézdy o hmotnosti 3,0-10°° kg

Yy

nekonecna““?

48U. Dv& neutronové hvézdy jsou od sebe vzdaleny 1-10'° m.
Ob& dv& maji hmotnost 1-10* kg a polomér 1-10° m. Na za-
¢atku jsou obé hvézdy navzdjem v klidu. (a) Jak rychle se budou
hvézdy pohybovat, azZ se jejich vzddlenost zmensi na polovinu
ptvodni hodnoty? (b) S jakou rychlosti se srazi?

49U. N4boj je vystielen svisle z povrchu Zemé s polateéni
rychlosti 10 km/s. Jak vysoko nad povrch Zemé dolétne, jestlize
zanedbame odpor vzduchu?

50U. Koule o hmotnosti M a polomé&ru a mé soustfednou dutinu
o poloméru b (obr. 14.39). (a) Vyneste do grafu velikost F gravi-
ta¢ni sily, kterou plsobi koule na ¢astici o hmotnosti m ve vzda-
lenosti r od stfedu koule, jako funkci r v intervalu 0 < r < oo.
Uvazujte zejména hodnoty r rovné 0, a, b a co. (b) Nakreslete
odpovidajici kiivku pro potencidlni energii E,(r) syst€ému.

M

r———em
b
a
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51U. Téleso o hmotnosti 20kg udrzujeme v po&itku vztazné
soustavy. Druhé téleso o hmotnosti 10kg drzime na zacdtku
pokusu na ose x ve vzddlenosti x = 0,80 m; poté ho pustime.
(a) Jakd je potencialni energie tohoto systému t€sné po uvolnéni?
(b) Jaka je kineticka energie desetikilogramové hmoty poté, co
se posunula 0 0,20 m?

520* Neékteré planety (Jupiter, Saturn, Uran) jsou obklopeny
skoro kruhovymi prstenci; ty jsou pravdépodobné tvorfeny ma-
teridlem, ktery se nedokdzal zformovat do obihajicich mésict.
Dokonce i nékteré galaxie obsahuji takovéto prstencové utvary.
Uvazujme homogenni prstenec o hmotnosti M a poloméru R.
(a) Jakou gravitacni silou pisobi tento prstenec na ¢astici o hmot-
nosti m, kterd lezi na ose prstence ve vzddlenosti x od jeho stiedu
(obr. 14.40)? (b) Predpoklddejme, 7e se Cdstice vlivem pritaz-
livosti prstence zacne pohybovat. Najdéte vyraz pro rychlost,
s jakou Cdstice prolétne stfedem prstence.

530* Gravitadni sila pfitahuje k sobé dvé &dstice 0 hmotnostech
M a m, které se zpoCatku nalézaly v klidu ve velké vzdalenosti.
Ukazte, ze v kazdém okamZiku je rychlost jedné Cdstice vuci
druhé rovna /2G (M + m)/d, kde d je jejich okamZitd vzdéle-
nost. (Tip: PouZijte zdkon zachovani energie a zdkon zachovéni
hybnosti.)

M
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ODST. 14.7 Planety a druzice: Keplerovy zakony

54C. Pramérnd vzddlenost Marsu od Slunce je 1,52krat vétsi
nez vzdélenost Zemé od Slunce. Z Keplerova zdkona o dobdch
obéhu planet spocitejte, kolik rokt potfebuje Mars k jednomu
obéhu kolem Slunce. Porovnejte vas vysledek s hodnotou uve-
denou v dodatku C.

55C. Planeta Mars md mésic Phobos, ktery obihd po obéZné
dréze o poloméru 9,4-10°m s periodou 7 h 39 min. Z téchto
informaci vypocitejte hmotnost Marsu.

56C. Vypoditejte hmotnost Zemé z periody 7 a poloméru r
obézné dridhy Mésice kolem Zemé: T = 27,3 dni a r =
= 3,82-10° km. Predpokladejte zjednoduseng, 7e Mésic obih4
57C. Nage Slunce o hmotnosti 2,0-10% kg obihd okolo stfedu
na¥i Galaxie, ktery je vzddlen 2,2:10°°m, jeden obéh za
2,5-10% rokt. Predpokladejme, 7e kazdd hvézda nasi Galaxie
mad stejnou hmotnost jako nase Slunce, Ze viechny hvézdy jsou
stejnomérné rozloZzeny v kouli okolo stfedu Galaxie a Ze naSe
Slunce se nachdzi na okraji této koule. Odhadnéte pocet hvézd
v nasi Galaxii.

58C. Satelit byl umistén na kruhovou obéznou drdhu v polo-
vi¢ni vzddlenosti k Mésici. Jakou md periodu obéhu v lundrnich
mésicich? (Lundrni mésic je perioda otdceni Mésice.)

59C. (a) Jakou posuvnou rychlost musi mit satelit na kruhové
obézné draze ve vysce 160 km nad Zemi? (b) Jakou md periodu
obéhu?

60C. VétSina asteroidl obihd okolo Slunce mezi Marsem a Jupi-
terem. Presto nékteré asteroidy typu Apollo, s polomérem okolo

jednoho takového asteroidu je zndzornéna v obr. 14.41. Odectéte

hodnoty pfimo z obrazku a vypocitejte v rocich dobu obéhu,
s jakou asteroid obiha.

draha asteroidu ~_/ a

draha Marsu /
draha Zemé ﬂ o

Slunce——~+——
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61C. Satelit, ktery se pohybuje po eliptické ob&Zné drdze, je
v nejvySsim bod€ 360 km nad povrchem Zemé a 180 km v nej-
niz§im bod¢. Vypocitejte (a) hlavni poloosu a (b) excentricitu
trajektorie. (7ip: Viz pf. 14.8.)

62C. Slunce lezi zhruba v jednom z ohnisek ob&Zné dréhy Ze-
mé. Jak daleko od néj lezi druhé ohnisko? Vyjddrete svij vysle-
dek v ndsobcich slune¢niho poloméru 6,96- 108 m. Excentricita
ob&zné drdhy Zemé je 0,016 7 a hlavni poloosu lze vzit rovnu
1,50-10'" m. Viz obr. 14.14.

63C. (a) Pouzijte tfeti Keplertv zdkon (rov. (14.31)) k vyjad-
feni gravitacni konstanty G v t&chto jednotkdch: astronomickd
jednotka pro délku (AU), hmotnost Slunce (Ms) pro hmotnost
arok (y) pro jednotku Casu. (b) Jaky tvar md tfeti Kepleriiv zdakon
v téchto jednotkach?

64C. Satelit visi nehybné nad jednim mistem zemského rovni-
ku. Jakd je vySka jeho obézné drdhy? (Jde o tzv. geocentrickou
obéznou drahu.)

65C. Kometa zpozorovand v dubnu roku 547 Einskymi ast-
ronomy v den, ktery nazyvali Woo Woo, byla opét spatfena
v kvétnu roku 1994. Predpoklddejte, Ze doba mezi obéma po-
zorovdnimi je perioda ob¢hu komety, a predpoklddejte jeji vy-
stfednost rovnu 0,11. Jaka je (a) velikost hlavni poloosy obéZné
drdhy komety a (b) jeji nejvetsi vzddlenost od Slunce v ndsobcich
primérného poloméru Rp ob&zné drihy Pluta?

66C. Vroce 1993 ndm vesmirnd sonda Galileo poslala fotografii
(obr. 14.42) asteroidu 243 Ida spolu s jeho malym mésicem.
Jednd se o prvni potvrzeny pfipad systému asteroid+ jeho mésic.
Mésic na fotografii ma §itku 1,5km a je vzddlen 100km od
stfedu 55 km dlouhého asteroidu. Tvar obézné drahy mésice neni
presné zndm; predpokldddme, Ze je kruhovd s periodou 27 hodin.
(a) Jakd je hmotnost asteroidu? (b) Objem asteroidu, méfeny
z fotografii Galilea, je 14 100 km?. Jakd je hustota asteroidu?

Obr.14.42 Cviceni 66. Na fotografii z druzice Galileo je asteroid
243 Ida se svym malickym mésicem.

670. UvaZzujme, Ze satelit z cvi¢. 64 je na ob&Zné drdze na br-
nénském poledniku. Vy jste v budové VUT v Brné (zemépisna
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Sitka je 49,2°) a chcete zachytit signdl ze satelitniho vysildni.
Jakym smérem musite nato¢it anténu?

68U. V roce 1610 objevil Galileo Galilei pomoci svého te-
leskopu Ctyfi nejvétsi mésice Jupiteru. Primérné poloméry a
jejich obézné drdhy a periody 7" ob&hu ve dnech jsou uvedeny
v tabulce.

JMENO a r
108 m d
Io 4,22 1,77
Europa 6,71 3,55
Ganymedes 10,7 7,16
Callisto 18,8 16,7

(a) Vyneste do grafu zavislost loga (osa y) na log T (osa x)
a ukaZte, Ze je linedrni. (b) Zméfte sklon pfimky a vysledek
porovnejte s hodnotou, kterou 1ze predpovédét z Keplerova tie-
ttho zdkona. (c) Z priseéiku piimky s osou y zjistéte hmotnost
Jupiteru.

69U. Ukazte s pomoci Keplerova tfetiho zdkona (rov. (14.31)),
jak mohl Newton odvodit, Ze sila udrzujici Mé&sic na jeho ob&Zné
drdze (uvazujme kruhovou), je nepfimo imérnd ¢tverci vzdale-
nosti od stfedu Zemé.

70U. Jistd dvojhvézda je tvofena hvézdami se stejnymi hmot-
nostmi jako nase Slunce. Hvézdy obihaji okolo spole¢ného té-
Zi8té. Vzddlenost mezi nimi je stejnd, jako je vzdalenost mezi
Sluncem a Zemi. Jaka je perioda jejich obéhu?

710. Specidlni trojhvézda se sklddd ze dvou hvézd o hmot-
nostech m, které obihaji po stejné kruhové obézné drdze o po-
loméru r okolo centrdlni hvézdy o hmotnosti M (obr. 14.43).
Obé mensi hvézdy jsou vZdy na protilehlé strané obézné drahy.
Odvodte vztah pro periodu ob&hu t€chto hvézd.

72U. (a) Jaké je tnikovd rychlost ze Sluneéni soustavy pro té-
leso, které je na ob&Zné draze Zemé (drdha s polomérem R),
ale je daleko od Zemé? (b) JestliZe t€leso jiz md rychlost stejné
velkou, jako je rychlost obéhu Zemé, jakou rychlost je mu jesté
tieba dodat, aby mohlo uniknout jako v (a)? (c) Pfedpoklddej-
me, Ze téleso je vystieleno ze Zemé ve sméru obéhu Zemé okolo
Slunce. Jakou pocéate¢ni rychlost musi mit, aby poté, co se vzdéli
od Zemé, ale ma stale zhruba stejnou vzdélenost od Slunce, se
vzdadlilo ze slunecni soustavy? (Je to rychlost potfebnd pro jakou-
koliv pozemskou raketu, aby mohla opustit slune¢ni soustavu.)

Obr. 14.43 Uloha 71

73U% T identické hvézdy o hmotnostech M jsou umistény
na vrcholech rovnostranného trojihelniku se stranou délky a.
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Jakou rychlosti se museji pohybovat, jestliZze vSechny obihaji
pod vlivem gravitacnich sil ostatnich hvézd po opsané kruZnici
a zdroven zachovdvaji svou vzajemnou polohu?

74U*. DruZice na kruhové obézné drdze byla navrZena tak, aby
se vznasela nad urcitym mistem zemského povrchu. Omylem se
stalo, Ze polomér obihdni druzice byl o 1,0 km vétsi, nez mél
byt. Jak rychle a v jakém sméru se bude pohybovat bod pfimo
pod satelitem po zemském povrchu?

ODST. 14.8 Druzice: Obéiné drahy a energie

75C. Asteroid, jehoZ hmotnost je 2,0-10~*ndsobkem hmotnosti
Zemg, obihd po kruhové drdze okolo Slunce ve vzdalenosti
rovné dvojndsobku vzdalenosti Zemé—Slunce. (a) Spoctéte pe-
riodu obihdni asteroidu v rocich. (b) Jaky je pomér kinetické
energie asteroidu a Zemé?

76C. Uvazujte dve stejné druZice A a B o stejnych hmotnos-
tech m pohybujici se po stejné kruhové draze o poloméru r
kolem Zemé (hmotnost Mz), ale v opacnych smérech, tzn. na
kolizni drdze (obr. 14.44). (a) Pomoci G, Mz, m a r vyjadiete
celkovou mechanickou energii E4 + Ep soustavy obou dru-
Zic + Zemé pred srazkou. (b) JestliZe je srdzka dokonale nepruz-
nd, tzn. vznikne-1i jedind troska o hmotnosti 2m, urcete celkovou
mechanickou energii bezprostfedné po kolizi. (¢) Popiste dalsi
pohyb trosky.

Obr.14.44 Cviceni 76

770. Dvé druZice (A a B), kazdd o hmotnosti m, jsou vypustény
na ob&7né kruhové drahy kolem Zemé. Udaje jsme si piedetli
v milich: druZice A obihd ve vySce 4 000 mi, druZice B ve vySce
12000 mi. Polomér Zemé Rz je 4000 mi. (a) Jaky je pomér
potencidlnich energii druzic B a A? (b) Jaky je pomér kinetickych
energii druzic B a A? (¢) Kterd druZice md vé&tsi celkovou energii,
jestlize hmotnost kazdé z nich je 14,6 kg? O kolik?

78U. Pouzitim zdkona zachovéni mechanické energie a rov-
nice (14.44) ukaZte, Ze pokud téleso obihd planetu po eliptické
drdze, pak je vzddlenost r od planety a rychlost télesa v svazana

vztahem

790. VyuZijte vysledku dlohy 78 a dat v pf.14.8 k vypoctu
(a) rychlosti v, Halleyovy komety v perihéliu a (b) jeji rychlosti
v, v aféliu. (c) Pouzitim zdkona zachovani momentu hybnosti
vzhledem ke Slunci najdéte pomér vzddlenosti komety v peri-
héliu R, a v aféliu R,, vyjddieny pomoci v, a v,.

80U. Z kvizu v americkém Casopise (Gdaje v milich): (a) Je
potreba vice energie k vyneseni druZice do vysky 1000 mi nad

Zemi nebo k urychleni na kruhovou obéZnou drdhu, jakmile
se druZice v této vySce nachdzi? (UvaZzujte polomér Zemé
4000 mi.) (b) Jaky vysledek dostaneme pro 2000 mi a (c) pro
3000 mi?

81U. Jednou z moZnosti, jak zautodit na druZici obihajici Zemi,
Jje vypustit roj kulicek na stejné draze jako druZice, ale v opac-
ném sméru. UvaZujte druZici obihajici 500 km nad povrchem
Zemé, kterd se srazi s kuliCkou o hmotnosti 4,0 g. (a) Jakd je
kinetickd energie kulicky ve vztazné soustaveé spojené s druzici?
(b) Jaky je pomér této kinetické energie ke kinetické energii
¢tyfgramového ndboje vystieleného z moderni pusky pocatecni
rychlosti 950 m-s~1?

820. Uvazujte druzici obihajici Zemi po kruhové draze. Urce-
te, jak zdviseji ndsledujici veli¢iny na poloméru r drahy druZice:
(a) perioda, (b) kinetickd energie, (¢) moment hybnosti a (d) rych-
lost druZice.

83U. Jakd je (a) rychlost a (b) perioda 220 kg druZice na témer
kruhové drdze 640 km nad povrchem Zemé? Predpokladejte dd-
le, Ze druZice ztraci svoji mechanickou energii s primérnou rych-
losti 1,4-10° J na jeden obéh. P¥ijmeme-li jako dobrou aproxima-
ci, Ze vyslednou trajektorii je ,.kruznice s pomalu se zmenSujicim
polomérem*, urcete na konci 1 500. obéhu (c) vysku drahy dru-
Zice, (d) jeji rychlost a (e) periodu. (f) Jaka je velikost primérné
brzdné sily? (g) Zachovava se moment hybnosti okolo zemského
stfedu pro druZici nebo pro soustavu druZice + Zemé?

84U. Ob&znd drdha Zem& kolem Slunce je témef kruhova:
nejmensi vzddlenost je 1,47-108% km, nejvéti 1,52-10% km. Ur-
Cete odpovidajici zmény (a) celkové energie, (b) potencialni
energie, (c) kinetické energie a (d) obéznou rychlost. (Tip: Vy-
uzijte zdkoni zachovani energie a momentu hybnosti.)

85U. V raketopldnu o hmotnosti m = 2000 kg obihd kapitdn
Janeway planetu o hmotnosti M = 5,98-10?* kg na dréze o po-
loméru r = 6,80-10° m. Jak4 je (a) perioda obihdni a (b) rychlost
raketopldnu? Janeway odpali dopfedu mifici pomocnou raketu,
takZe se rychlost raketopldnu zmensi o 1,00 %. Jakd je bezpro-
stfedné poté (c) rychlost, (d) kinetickd energie, (e) gravitacni po-
tencidlni energie a (f) mechanickd energie raketopldanu? (g) Jakd
je nyni hlavni poloosa ob&zné drdhy raketopldnu? (h) Jaky je
rozdil mezi periodou ptivodni a nové, eliptické ob&zné drihy
a kterd z nich je mensi?

ODST. 14.9 Einstein a gravitace

86C. Na obr. 14.20b ukazuje vaha, na které stoji Sedesatikilovy
student, hodnotu 220 N. Jak dlouho bude trvat melounu, neZ
dopadne na zem, jestliZze mu vyklouzne z vysky 2,1 m nad zemi?

870. Na obr. 14.45 jsou znazorn€ny stény trubice v kosmické
lodi v kosmickém prostoru; lod m4 zrychleni @ = (2,5 m-s~2)i.
Elektron je vysldn ze zndzornéného pocdtku pres $itku trubi-
ce 3,0cm s pocdtedni rychlosti vo = (0,40m-s~!)j. Popiste
pomoci jednotkovych vektorti vzhledem k lodi, jaké je (a) posu-
nuti elektronu na konci jeho letu a (b) jeho rychlost t€sné pied
dopadem na protéjsi zed.
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88U. Spoctéte s uzitim dodatku C pro kazdou planetu vzdéle-

nost t€Zisté soustavy Slunce + planeta od stfedu Slunce. Srov-
nejte ji s rozméry Slunce.

soustavy , listkovy* pohyb s periodou cca 178,7 let, sestdvajici z cca pa-
desdtileté Cdsti pravidelné (trojlistkové) a z ¢dsti chaotické. To se proje-
vuje i vnaem Zivoté, viz napf. I. Charvédtova: Solar-Terestrial and Cli-
matic Phenomena..., Surveys in Geophysics, 1997, 18, pp. 131-146.

PRO POCITAC

89U. Sonda o hmotnosti 6 000 kg obihd Slunce na kruhové draze
o poloméru 108-10° km (polomér ob&Zné drihy Venuse). Kos-
mickd agentura chce dostat sondu na drdhu o stejném poloméru
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jako Zemg, tzn. na kruZnici o poloméru 150-10° km. Prvnim
krokem je zvySeni rychlosti sondy tak, aby vznikld eliptickd
trajektorie méla vzddlenost v perihéliu rovnou poloméru po-
zadované kruhové drdhy. (a) Spocitejte poZzadovany piiriistek
rychlosti a energie. Nakreslete eliptickou drdhu (rovnice elipsy
v polarnich soufadnicich se stfedem v pocétku soufadnic je

2 Fpra(rp + ra)2
(rp + ra)?sin? 0 + 4rpracos? 0’

kde 7, je vzddlenost perihélia a r, vzddlenost afélia). (b) KdyZ
je dosaZeno afélia, je rychlost sondy opét zménéna tak, aby
se dostala na vyslednou kruhovou drahu. Jaké zmény rychlosti
a energie jsou k tomu nutné?

90U. Sestavte v pocitaci seznam period 7 a hlavnich poloos a
pro planety uvedené v tab. 14.3. Vyndsobte vechna T takovym
faktorem, aby T bylo v sekundéch. (a) UloZte hodnoty T2 a a°
do novych seznami. Nechte po&itad provést linedrni regresi T
vi&i a. Z parametrii regrese a s pouZitim zndmé hodnoty G
urCete hmotnost Slunce. (b) Vypo&téte hodnoty log T a loga.
Nechte pocita¢ nakreslit zdvislost log 7 na loga a provedte li-
nedrni regresi. Z jejich parametrti a ze zndmé hodnoty G urcete
opét hmotnost Slunce.
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Tekutiny

Sila, kterou voda piisobi na télo potdpéce, dosihne znacné hodnoty jiz
pri potopeni do pomérné malé hloubky na dno bazénu. Presto William
Rhodes po opusténi ponorky, kterd byla v Mexickém zilivu spusténa do
hloubky 1000 stop (305m), doplaval v roce 1975 do rekordni hloubky
1148 stop (350 m), kdyz uzil vybaveni sportovniho potdpéce a specidlni
smés plynii pro dychdni. Novdcek sportovniho potdpént, kteryj trénuje
v bazénu, miize vsak paradoxné bijt ve vétsim nebezpeci nez Rhodes. PFi
potdpéni obcas pfijdou lidé i o Zivot. Jaké nebezpeci jim vlastné hrozi'?




15.1 TEKUTINY A SVET KOLEM NAS

Tekutiny — pod tento spolecny ndzev zahrnujeme kapaliny
a plyny, pfipadné i plazma (zhavy ionizovany plyn) —
maji zdkladni vyznam pro né$ Zivot. Dychdme je a pijeme,
zakladni Zivotni tekutina — krev — obih4 v naSich tepnéch
a zilach. Mofte i ovzdusi je tekuté.

V auté se tekutiny vyskytuji v pneumatikédch, v pali-
vové nadrZi, v chladici, ve vdlcich motoru, ve vyfukovém
potrubi, v elektrické baterii, v topném a piipadné chladicim
systému, v nddrZce ostfikovace, v mazacich systémech,
v hydraulickém rozvodu (hydraulicky znamend pracujici
prostfednictvim kapaliny). AZ tedy uvidite obrovské zemni
stroje, vzpomeiite si, kolik je v nich hydraulickych valct,
které umozZiiuji jejich ¢innost. Velmi mnoho hydraulickych
zafizeni je ve velkych tryskovych letadlech.

Energii proudici tekutiny vyuZivame ve vétrnych
mlynech a potencidlni energii jiné tekutiny ve vodnich
elektrdrndch. V pribéhu vékl tekutiny vytvarovaly kra-
jinu. Casto podnikdme daleké cesty, jen abychom vidéli
pohybujici se tekutiny. Myslim, Ze nastal ¢as, abychom si
fekli, co o tekutindch vypovidd fyzika.

15.2 CO JE TEKUTINA?

Jak jiZ ndzev napovid4, tekutina — na rozdil od pevnych
téles — muiZe téci. Prizpusobi se tvaru nadob, do kterych ji
umistime. Je to proto, Ze tekutiny neudrZ{ dlouhodobé sily
rovnobézné se svym povrchem. (V presnéjSim vyjddfent
¢l. 13.6 je idedlni tekutina ldtka, kterd teCe, protoZe neni
schopna pfendSet smykovd napéti. Piisobi jen silou kolmou
ke svému povrchu.) Nékterym latkdm, napf. asfaltu, trva
dlouhou dobu, nez se jejich tvar pfizplisobi rozmérlim n4-
doby. Nakonec v3ak k pfizptisobeni dojde, a proto i takové
latky se chovaji (z dlouhodobého pohledu) jako tekutiny*.
Moznd se divite, pro¢ ddvdme dohromady kapaliny
a plyny a spolecné je nazyvdme tekutinami. Konec konci
muZete fici, Ze voda a pdra se li§i stejné jako voda a led.
Je tu ale principidlni rozdil. Molekuly ledu (stejné jako
ostatnich krystalickych latek) jsou uspotfddany do pevnych
trojrozmérnych Gtvard — krystalovych miiZek — a v nich
je..pofddek* i na vzdélenosti dosti dlouhé oproti vzdalenos-
tem mezimolekuldrnim. Ve vodé ani v pafe 74dné takové
pravidelné uspofddani na dlouhou vzdélenost neexistuje.

Chovini takové tekutiny je vSak velmi vzddlené od chovani idedln{
tekutiny, viskdzni sily jsou velké. Podrobnégji se takovymi tekutinami,
které jsou na pomezi tekutin a pevnych litek, zabyva obecnd nauka
o deformacnim chovani ldtek zvand reologie.
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KdyZ popisujeme chovéni tuhych téles, zabyvdme se riiz-
nymi predméty, jakymi jsou napf. dfevéné kvddry, mice
nebo kovové tyCe. Fyzikdlni veli¢iny vhodné pro popis ta-
kovych tutvarll jsou predev§im hmotnost a sila, které se
vyskytuji v Newtonovych zdkonech. MiiZeme napt. mluvit
o dfevéném kvddru, ktery md hmotnost 3kg a plsobi na
néj sila 25 N.

Na tekutindch nds vice zajimaji ty vlastnosti, které se
mohou ménit bod od bodu, nez vlastnosti néjakych v ni
a tlaku (rozumi se vSestranném tlaku — srovnej s ¢l. 13.6)
nez o hmotnosti a sile.

Hustota

Abychom urcili hustotu ¢ tekutiny v daném mistg, vyme-
zime kolem tohoto mista maly objem AV, ve kterém se
nachazi hmotnost tekutiny Am. Hustota elementu je pak
Am
RN
Hustota v libovolném bodé tekutiny se zavadi jako limita to-
hoto poméru, kdyZ objem elementu obklopujiciho zvoleny
bod se stdle zmenSuje. V mechanice tekutin (a i obecnéji
pii popisu spojitych neboli kontinudlnich prostiedi) oviem
piedpokldddme, Ze zmensovdni zastavime, kdyZ se objem
elementu piiblizi molekulovym rozmérim. Hustota se tak
mezi jednotlivymi body tekutiny méni pozvolna a prostiedi
se popisuje jako spojité a ne jako ,,rozkouskované* na mo-
lekuly. Mdme-li vzorek vétSich rozméri, zavadime jeho
priimérnou hustotu jako ¢ = m/ V, kde m je celkova hmot-
nost vzorku a V jeho objem.

Hustota je skaldrni veli¢ina. Jeji jednotkou v SI je ki-
logram na metr krychlovy. V tab. 15.1 jsou uvedeny hus-
toty nékterych latek a primérné hodnoty hustot nékterych
objektil. VSimnéte si, Ze hustoty plynd (v tabulce je uve-
den vzduch) se vyrazné méni s tlakem, ale hustoty kapalin
(v tabulce je adaj pro vodu) nikoliv. Plyny jsou snadno
stlacitelné, kapaliny ne.

(15.1)

Tlak
V nddobé¢ naplnéné tekutinou je umistén maly pristroj mé-
fici tlak, jak je naznaCeno na obr. 15.1a. Piistroj (obr. 15.1b)
se sklddd z pistu plochy AS, ktery je na jedné strané vysta-
ven plsobeni tekutiny a na druhé, kde je vakuum, je opfen
o pruzinu. Odecteme-li stlaeni okalibrované pruZiny, zjis-
time, jakou silou A F ptisobi okolni tekutina na pist. Tlak,
jakym tekutina plsobi na pist, vypocteme jako pomér
AF

=5 (15.2)

p
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Tabulka 15.1 Hustoty o nékterych latek a objekti

LATKA NEBO OBJEKT g
kg-m—3
mezihvézdny prostor 10729
nejlepsi vakuum dosazené
v laboratofi -7
vzduch: 20°C, | atm* 1,21
20°C, 50 atm” 60,5
pénény polystyren 1-10?
voda: 20°C, 1 atm* 0,998-10°
20°C, 50 atm“ 1,000-10°
moftskd voda 20 °C, 1 atm” 1,024-10°
krev 1,060-10°
led 0,917-10°
Zelezo 7,9-10°3
rtuf 13,6:10°
Zemé: primérna hodnota 5,510
jadro 9,5.10°
kira 2.8-10°
Slunce: pramér 1.4-10°
jadro 1,6:10°
bily trpaslik — hvézda (jadro) 1010
jadro uranu 3,0-10'7
neutronovd hvézda (jadro) 10'8
Cernd dira (s hmotnosti naseho Slunce) 10"

4 atm je fyzikdlni atmosféra (normdlni atmosféra), dfive Casto uzi-
vand jednotka tlaku 1atm = 101 325 Pa je rovna normdlnimu atmo-
stérickému tlaku.

Obr. 15.1 (a) Nddoba s tekutinou, ve které se nachdzi maly meé-
fi¢ tlaku — tlakové ¢idlo, podrobnéji ukdzané v ¢dsti (b) obrazku.
Cidlo mfi tlak podle zasunuti dobfe utésnéného pistu opfeného
ve vzduchoprazdném prostoru o pruzinu.

Tlak v bodé tekutiny zavddime jako limitu tohoto poméru,
kdyZ plochu AS (o obsahu AS) kolem bodu zmensSujeme
zplsobem stejnym, jaky byl popsdn v minulém odstavci
pro hustotu. KdyZ je tlak ve vSech bodech urcité oblasti
stejny, fikdme, Ze je v této oblasti homogenni, a zjistime
jej délenim sily F obsahem S rovinné plosky, na kterou
tato sila pasobi. Rov. (15.2) tak prejde na Casto uZivany
jednoduchy tvar p = F/S.

Pokusy zjistime, Ze v daném bod¢ tekutiny, kterd je
v klidu, ma tlak p definovany rov. (15.2) stejnou hodnotu
pro vSechny orientace méfice tlaku. Tlak je skaldr, jeho
hodnota nezdvisi na sméru. Sila plsobici na nase méfici
zafizeni je sice vektor, ale v rov. (15.2) se uvaZuje pouze
jeji velikost, kterd je skaldrni veli¢inou.

V SI je jednotkou tlaku newton na Ctvereény metr,
N-m~2, jednotka se nazyva pascal (Pa). U nds i v jinych
zemich disledné uzivajicich metrickou soustavu jsou i mé-
fice tlaku v pneumatikéch kalibrovany v kilopascalech. (Je-
ding krevni tlak se tradi¢n& uvadi v milimetrech rtufového
sloupce neboli v torrech.) Vztah mezi pascalem a jinymi
difve b&zné uzivanymi jednotkami nepatiicimi do SI je ddn
vztahy:

latm = 1,013 25.10° Pa = 760 torr = 14,71b-in*2,
lat = 1kp-cm™2 = 9,806 65-10* Pa.

Ammosféra, jak jméno naznacuje, byla jednotka tlaku
pfiblizné rovnd atmosférickému (barometrickému) tlaku.
Jednotka znacend atm a nazyvana fyzikdlni nebo tézZ nor-
mdlni atmosféra je rovna normdlnimu atmosférickému
tlaku, ktery odpovidd primérnému atmosférickému tlaku
pii hladin€ mote pfi teplot€ 0 °C. Je mu definitoricky pfi-
souzena hodnota 101 325 Pa. Jednotka znacend at a nazy-
vand technickd atmosféra je rovna tlaku, kterym pusobi sila
jednoho kilopondu (kp) na étvere¢ny centimetr. (Kilopond
je starSi jednotka sily nespadajici do soustavy SI; je ro-
ven velikosti tihové sily pusobici na téleso hmotnosti 1 kg
(resp. véze tohoto télesa) pii standardnim tihovém zrych-
leni g). Fyzikdlni atmosféra je tedy pfiblizné o tfi procenta
vétsi nez technickd atmosféra. Jednotka torr (pojmenovand
po Evangelistovi Torricelliovi, ktery v roce 1674 objevil
rtufovy barometr) odpovidé tlaku, kterym na podlozku pu-
sobi milimetr rtutového sloupce. Proto byva torr oznacovan
téZ jako mm Hg. Typicky britskd jednotka tlaku, libra na
&tvereény palec (Ib-in~2), byva zkrdcend oznaCovédna jako
psi (pound per square inch). Hodnoty nékterych typickych
tlakd jsou uvedeny v tab. 15.2.

PRIKLAD 15.1
Pokoj md plochu podlahy 3,5m x 4,2m a vySku 2,4 m.
| (a) Kolik vazi vzduch v mistnosti — jakou tthou pasobi na
podlahu?

RESENI: Je-li V je objem mistnosti a o je hustota vzduchu
pfi tlaku 1 atm (tab. 15.1), potom hmotnost m vzduchu je

=(121kgm (3,5m-42m-2,4m) =
=42,7kg =43 kg. (Odpovéd) |




Tabulka 15.2 Tlaky ve vybranych systémech

SYSTEM e
Pa
stied Slunce 2-1016
stied Zemé 410"
nejvysi tlak dosaZeny v laboratofi 1,5-1010
tlak v nejvetsi hloubce ocednu 1.1.10%
tlak jehlového podpatku na taneéni parket 1-108
tlak v pneumatice? 2.10°
atmosféricky tlak u hladiny moie 1,0-10°
normdlni krevni tlak®? 1,6-10*
nejvyssi vakuum dosaZené v laboratofi 10712

¢ Jednd se o pretlak, tj. zvySeni tlaku proti tlaku atmosférickému.
b Systolicky tlak 120 torr, tj. 120 mm rtufového sloupce, zméfeny na
lékafském manometru.

Jeho tiha G je

G =mg = (42,7kg)(9,81 m-s~2) =

=419N = 420N. (Odpoved)
(b) Jakou silou piisobi atmosféra na podlahu mistnosti?
RESENI: Sila je rovna

1,01-10° N-m 2

F =pS = (1,0atm) (
1 atm

) (3,5m)(4,2m) = |

=1,510°N. (Odpovéd)

Tato sila, kterd je pfiblizné rovna sile, kterou je k Zemi pfita-
hovdno 150 tun, je tihou sloupce vzduchu o zdkladn& rovné
ploe podlahy a vySce rovné vysce atmosféry. Je rovna si-
le, kterou by na podlahu pisobila rtuf nalitd do mistnosti
do vysky priblizné %m. Pro¢ tato obrovskd sila nerozboii
podlahu? ‘

15.4 TEKUTINY V KLIDU — STATIKA

Na obr. 15.2 je oteviend nddoba s vodou (nebo jinou kapa-
linou). Jak vi kazdy, kdo se nékdy potdpél pod vodu, tlak
stoupd, kdyZ se potapime hloub&ji pod hladinu, tj. pod roz-
hrani vzduch — voda. Potdp&¢iv mé&fi¢ hloubky je tlakomér
podobny tomu, ktery je zndzornén na obr. 15.1b. Obdobné
kazdy horolezec vi, Ze tlak klesd, kdyZ stoupame do vysin.
Tlak, se kterym se setkdvd potdp&¢ i horolezec, se nazyva
hydrostaticky tlak, protoZe je to tlak, kterym plisobi tekuti-
ny. jsou-li v klidu, tj. pfi statickych podminkach. Tlak plynu
nékdy nazyvdme aerostaticky tlak. (Rec. hydor = voda;
fec. i lat. aér = vzduch.)
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b

2N
F,
- hladina 1,
vzorek | P! vzorek @gm
i |
hladina 2, G=mg
P2
vV F;

(@) (b)
Obr.15.2 (a) Nddoba s vodou, ve které si piedstavime vzorek
vody ve vélci (na obrazku vy&drkovan) se zdkladnou o obsahu S.
(b) Silovy diagram pro vzorek vody. Vzorek je ve statické rov-
novdze, tihova sila je vyvdZena vztlakovou.

Nejprve probereme vzrist tlaku s hloubkou v kapali-
né. Zvolime svislou osu y s poc¢dtkem na hladiné kapaliny
a s kladnou orientaci mifici vzhiru. Uvazujme vzorek vo-
dy, ktery vypliiuje mySleny vélec s vodorovnou zdklad-
nou o obsahu S, leZici v hloubce y, a vrchni plochou
v hloubce y;. Vzhledem k nasi volbé osy y jsou ob& sou-
fadnice y; 1 y» zdporné.

Na obr. 15.2b je zndzornén silovy diagram pro zvoleny
vélcovy vzorek vody. Vzorek je v rovnovdze, protoZe tthovd
sila. G na néj plsobici je pfesné vyvdZena rozdilem sily
mifici vzhliru o velikosti > = p,S piisobici na zdkladnu
a sily o velikosti F; = p;S mifici dold, kterd plisobi na
vrchni plochu vdlce. Tedy

h=F+G. (15.3)
Objem V vilce je S(y; — y2). Hmotnost vody m v ném
obsazené je tedy 0S(y; — y2), kde o je stdld hustota vody.
Tiha G vzorku vody je potom mg = 0gS(y; — y»). Po
dosazeni za G, F; a F> dostane rov. (15.3) tvar

p2S =p1S+0Sg(y1 — )

neboli

P2 = p1 + 0801 — y2). (15.4)

Tuto rovnici miZeme pouZit k uréeni tlaku jak v ka-
paling, tak i v atmosfére, pokud miiZeme mezi vyskami y;
aZ y, predpoklddat neproménnou hustotu o vzduchu.

V kapaliné obvykle vyjadfujeme tlak v z4vislosti na
hloubce i (obr. 15.3). Rov. (15.4) pro toto vyjddieni upra-

vime tak, Ze hladinu 1 polozime do povrchu kapaliny a tlak
v ni oznac¢ime pg. Potom bude

=0, pr=p0 a y=-—h.
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Oznacime-li jeSté p; jako p, miZeme piepsat rov. (15.4) na
tvar, ktery se pro kapaliny bézné uZivd:
p = po+ ogh (tlak v hloubce h). (15.5)
Viimnéte si, Ze tlak v dané hloubce zdvisi pouze na této
hloubce a nezdvisi na libovolném vodorovném posunuti.
Rov. (15.5) plati v nddobé libovolného tvaru. KdyZ dno
nddoby je v hloubce A, pak rov. (15.5) pro néj uda tlak p.
Tlak p v rov.(15.5) se oznaluje jako absolutni tlak
v hlading 2. Abychom pochopili pro¢, v§imnéme si na
obr. 15.3, Ze tlak p se sklddd ze dvou pfispévki: (1) z atmo-
sférického tlaku pog, ktery pasobi jiZz na vrchni hladinu 1,
a (2) z tlaku pgh, ktery vznikd ptisobenim kapaliny mezi
hladinami 1 a 2. Obecné se rozdil mezi absolutnim a atmo-
sférickym tlakem oznacuje jako pretlak. V naSem piipadg,
znazornéném na obr. 15.3, je tedy pretlakem vyraz ogh.
Rov. (15.4) Ize uZit téZ pro vyjddieni tlaku v plynu nad hla-
dinou kapaliny pro vzdélenosti, ve kterych miiZeme pred-
poklédat, Ze se hustota plynu podstatné nezméni. Napf. pro
vyjadfeni tlaku plynu ve vzddlenosti d nad vrchni hladi-
nou 1 (obr. 15.3) mizeme po dosazeni

yi=0, pi=pyo a y2=d, pp=p
psat
P = Po — Ovzd &4,

kdyZ hustotu vzduchu oznacime gyzq4.

hladina 1}y =0

hladina 2

Obr. 15.3 Tlak p roste s hloubkou £, jak odpovida rov. (15.5).

JK ONTROLA 1: Na obrézku jsou EtyFi nddoby s olivovym
olejem. Sefadte je podle velikosti tlaku v hloubce /.

(@)

(b) (©) (d)

PRIKLAD 15.2
(a) Podnikavy potapé&¢-kutil pfedpoklddd, Ze kdyZ saci trubice
dlouhd 20 cm dobfe funguje, bude dobife fungovat i trubice

dlouhd 6 m. Jaky je rozdil Ap mezi tlakem, kterym na néj
plisobi okoln{ voda (obr. 15.4), a tlakem v jeho plicich, kdyZ

| trubici nerozvazné uZije pro potdpéni do hloubky & = 6 m? |

Co mu hrozi?

Po

Obr. 15.4 Piiklad 15.2. TOTO NEZKOUSEJTE s del§i trubici,

ne? je standardni krdtkd sacf trubice uzivand pfi sportovnim potdp€-

| ni. Takovy pokus by vds mohl stdt Zivot. Ve v&tii hloubce miize byt |

tlak vody plisobici na hrudnik tak velky, Ze jej nedokdZete rozeviit,
abyste skrz saci trubici nadychli vzduch, jehoZ tlak je podstatné
mensi.

RESENI: Nejprve si piedstavte potdpéfe v hloubce s = 6 m

| bez saci trubice. Tlak vody, ktery na néj plsobi, je podle

rov. (15.5) roven

P = po+ ogh.

vy

Télo potapéle se pod piisobenim tohoto vnéjsiho tlaku mirné
smriti tak, aby vnitini tlaky v t€le vyrovndvaly vnéjsi tlak.
Jmenovité jeho krevni tlak a pramérny tlak v plicich se zvysi
tak, aby vyrovnaly zvySeny vnéjsi tlak p.

Jestlize viak potdp&¢ nerozvazné pouZzije saci trubici k dy-
chdni v hloubce 6 m, stlaleny vzduch bude z jeho plic vytla-
den a tlak v nich rychle klesne na hodnotu atmosférického
tlaku po. Pfedpokladdme-li, Ze se potdpi ve sladké vodé hus-

vy

toty 1000 kg-m~3, rozdil tlaku Ap mezi vy$§im tlakem pli- |

sobicim na jeho hrudnik a niz§im tlakem v jeho plicich bude
Ap=p—po=o0gh=
= (1000kg-m~3)(9,8 m-s2)(6,0m) =
=5,9-10" Pa.

(Odpovéd)

Tento tlakovy rozdil, pfiblizné 0,6 atm, staci vyvolat selhdni ‘

plic zplisobené tim, Ze do nich vnikne krev, jejiZ tlak md stdle
jest& hodnotu okolniho vySsiho tlaku. Jev se nazyv4 stlaceni
plic (lung squeeze).

(b) Noviacek ve sportovnim potdpéni se pIné nadychl ze svého
z4sobniku, neZ zdsobnik odpojil v hloubce 4 a plaval k po-

| vrchu. Nedbal pokynil, Ze pfi vystupu z hloubky se md vy-

dechovat. Pfi vynofeni na povrchu rozdil tlaku mezi tlakem




v jeho plicich a okolim ¢inil 70 torr@. V jaké hloubce h zacal
vystup? Jakému smrtelnému nebezpedi se vystavoval?
RESENI: KdyZ plnil plice v hloubce /, piisobil na n&j dle
rov. (15.5) opét vnéjsi tlak

p = po+ogh.

ktery se ustavil i v jeho plicich. Jak stoupal, vnéjsi tlak na né&j
slébl, az na povrchu dosahl hodnoty atmosférického tlaku py.
Jeho krevni tlak také poklesl aZ na normdlni hodnotu. Ale
protoZe nevydechoval, tlak v jeho plicich ztstal na hodnoté,
kterou mél v hloubce /. Rozdil tlakii mezi vy$si hodnotou
v jeho plicich a niz8i hodnotou pisobici na jeho hrudnik
dosdhl po jeho vynofeni hodnoty

Ap = p — po = ogh,

odkud dostaneme

B P _
08
(70 torr) 1,01-10°Pa)
- (1000kg~m*3)(9,8m-s_2)< 760 torr )
=0,95m. (Odpovéd)

Tlakovy rozdil 70 torr (pfiblizné 9 % atmosférického tlaku)
miZe stacit k poskozeni potdp&fovych plic. Témi se vzduch
dostane do krve, a krvi do srdce, kde miZe zpisobit smrt
potdpée. KdyZ potdpé¢ poslechne pokyn, Ze md pii vystupu
z hloubky postupné vydechovat, umozni tlaku v plicich vy-
rovndvat se s okolnim tlakem a zdravotni nebezpedi pomine.

PRIKLAD 15.3
V U-trubici zndzornéné na obr. 15.5 se nachdzeji dvé kapaliny
ve statick€ rovnovdze: voda s hustotou oy se nachézi v pra-
vém rameni, olej s nezndmou hustotou g5 v levém rameni.
M¢éfenim zjistime, Ze [ = 135mm a d = 12,3 mm. Jakd je
hustota oleje?

olej ~ |

Obr.15.5 Priklad 15.3.Olej vlevém
rameni U-trubice stoji vySe nez voda
v pravém rameni, protoZe olej Nrozhrani

rozhrani
mad mensi hustotu neZ voda. Obé U

kapaliny vytvdii stejny tlak p; na

svém rozhrani.

RESENI: JestliZe v levé trubici je na rozhrani olej — voda
tlak pr, pak tlak v pravé trubici ve stejné vySce musi byt

|<; =

-

15.5 MERENI TLAKU

| také py, protoZe obé mista jsou spojena pouze vodou. Uva-
Zované rozhrani v pravém rameni leZi ve vzdélenosti [ pod
povrchem (volnou hladinou) vody a dle rov. (15.5) mame

Pr = po+ovgl (pravé rameno).

V levém rameni je rozhrani v hloubce / + d pod volnou
hladinou oleje a dle rov. (15.5) mdme nyni
Pr=po+ 0xg(l +d) (levé rameno).

Porovnanim téchto dvou rovnic a feSenim pro nezndmou gy
dostaneme

I
=g =
135
= (1000kg-m™3) (135 mm) -
(135 mm) + (12,3 mm)

=916kgm™>. (Odpovéd)

VSimnéte si, Ze vysledek nezdvisi ani na atmosférickém
tlaku po, ani na tthovém zrychleni g.

15.5 MERENI TLAKU

Rtufovy barometr

389

Na obr. 15.6a je obycejny rtutovy barometr, p¥istroj k mé-
feni atmosférického (barometrického) tlaku. Je to dlouhd
sklenéna z jedné strany uzaviend trubice, kterou po napl-
néni rtutf obratime otevienym koncem do nddobky s rtuti.
Tim se mezi hladinou rtuti a zavienym koncem trubice
vytvoii vakuovany prostor, ve kterém se nachdzeji pouze
pary rtuti. Jejich tlak je pfi béZnych teplotdch tak maly, Ze

jej miZzeme zanedbat.

e

hladina 2

Po
hladina 1 \

(a) (b)

Obr.15.6 (a) Rtufovy barometr. (b) Rtufovy barometr v jiném

provedeni. Vzddlenost / je pro oba barometry stejn4.
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Podle rov. (15.4) nalezneme atmosféricky tlak po ze
zmétené vysky h rtufového sloupce. Za hladinu 1 z obr. 15.2
zvolime rozhrani vzduch-rtuf, tj. volnou hladinu rtuti v nd-
dobce, a za hladinu 2 vrsek rtufového sloupce, jak je na-
znaceno v obr. 15.6a. Dosadime tedy do rov. (15.4)

=0 pir=po a
a pro hledany atmosféricky tlak dostaneme vyjddreni

po = ogh, (15.6)

kde o je hustota rtuti.

Pro dany tlak nezdvisi vySka h na prifezu trubice se
rtuti. Bizarni rtufovy barometr z obr. 15.6b méfi stejné jako
jednoduchy barometr z obr. 15.6a; zaleZi pouze na svislé
vzdélenosti & mezi hladinami rtuti.

Dle rov. (15.6) zavisi pro dany tlak vyska sloupce rtuti
na hodnoté¢ tithového zrychleni g v misté, kde se nachdzi
barometr, a na hustoté o rtuti, kterd zavisi na teploté. Vyska
sloupce v milimetrech je ¢iselné rovna tlaku v torrech pouze
tehdy, kdyZ je barometr v misté, kde md tihové zrych-
leni g svou standardni hodnotu 9,806 65 m-s~2ateplotartuti
je 0°C. JestliZe tyto podminky nejsou splnény (coZ je téméf
vzdy), musime provést malé korekce, kterymi prevedeme
vysku rtutového sloupce na tdaj o mistnim tlaku.

rPo
/
|

4—hladina 1

Obr.15.7 Otevieny
manometr, jehoz levé
rameno je pfipojeno [
k nddob¢ s plynem, \!
jehoz pretlak p — po
ma byt méfen. Pravé
rameno U-trubice je
otevieno do atmosféry.

nadoba

manometr

Otevreny kapalinovy manometr

Otevieny kapalinovy manometr (tlakomér) zndzornény na
obr. 15.7 méfi pretlak plynu v nddob€. Je to trubice tvaru
pismene U (U-trubice) naplnénd kapalinou, jejiZ jeden ote-
vieny konec je spojen s nddobou, v niZ chceme zméfit pie-
tlak (rozdil tlaku oproti tlaku v okolni atmosféfe), a druhy
otevieny konec je spojen s okolni atmosférou. Z rov. (15.4)
vyjadiime pretlak dle zméfené vysky s zndzornéné na
obr. 15.7. Zvolime hladiny 1 a 2 tak, jak je naznaceno na
obr. 15.7. Potom dosadime

vi=0,pi=po a y2=—h, pp=p

do rov. (15.4) a dostaneme

Pp =P — po = 0gh. (15.7)

Pretlak py, je pfimo umérny vysce h.

Pietlak mize byt kladny, resp. zdporny dle toho, zda
p > po,Tesp. p < po. V nahusténych pneumatikdch nebo
v lidském krevnim obéhu je celkovy tlak vy$si neZ atmo-
sféricky tlak, proto md pretlak kladnou hodnotu. Sajete-li
$tdvu stéblem, mate celkovy tlak ve svych plicich niZsi nez
atmosféricky; pretlak ve vasich plicich je zdporny. V ¢eStiné
uzivdme pro zdporny pretlak 1épe znéjici termin podtlak.

PRIKLAD 15.4
V barometru jsme naméfili vysku 4 = 740,35 mm sloupce
rtuti. Teplota byla —5°C; hustota rtuti pfi této teploté je
1,3608-10* kg-m™>. Tthové zrychleni v misté méfeni je
9,783 5m-s~2. Jaky byl v misté méfeni atmosféricky tlak?
Vyjadrete jej v pascalech i torrech.
RESENI: Z rov. (15.6) plyne

po = ogh =
= (1,3608-10* kg:m>)(9,783 5m-s2)(0,74035m) =
=9,8566-10" Pa. (Odpovéd)

Udaje na barometru se nékdy uvadgji v jednotkdch torr.
Tlak 1torr je tlak, kterym plsobi 1 mm rtutového sloupce |
v misté, kde tihové zrychleni ¢ ma svou mezindrodné |
piijatou standardni hodnotu 9,80665m-s™> a kde teplota
je 0°C. Pfi této teplot€ md rtuf hustotu 1,359 55- 10*kg-m~3.

Z rov. (15.6) tak pro jeden torr dostdvame vyjadieni

1 torr = (1,359 55-10% kg:m ) (9,806 65 m-s ) -
(11073 m) = 133,326 Pa.

Pouzijeme-li tento pfepoctovy faktor pro vyjddieni hodnoty
| tlaku piectené na barometru, dostaneme

po = 9.8566-10* Pa = 739,29 torr. (Odpovéd)

Vsimnéte si, Ze tlak vyjadieny v torrech (739,29 torr) je ¢i- |
selné& blizky, ale neni totoZny se zméfenou vyskou / rtufového |
sloupce barometru udanou v milimetrech (740,35 mm).

15.6 PASCALUV ZAKON

Kdy?z stlacite jeden konec tuby s pastou na zuby, abyste na
druhém konci vytlacili pastu na kartacek, pouZivite Pas-
caluv zakon v praxi. Podobné je na ném zaloZena dobrd
rada, jak se zbavit kousku jidla, ktery vdm zaskocil v krku:
dat herdu do zad. Tim se prudce zvysi tlak v plicich, ktery
vyhodi zaskoceny kousek. Zakon poprvé vyslovil v roce
1652 Blaise Pascal (je po ném nazvana jednotka tlaku) ve
tvaru:



Zménime-li tlak v jednom misté tekutiny, objevi se taz

zména prakticky ihned v kazdé ¢ésti této tekutiny i na
st€ndch nddoby. ve které je tekutina uzaviena.

Demonstrace Pascalova zdkona

Predstavme si, Ze tekutinou je nestlacitelnd kapalina ve vel-
kém vdlci, jak je nakresleno v obr. 15.8. Vilec je uzavien
pistem, na kterém spo¢ivd nddoba se zdt&Z tvofenou olové-
nymi broky. Atmosféra, nddoba a z4t€Z (spolu s hmotnosti
pistu) vytvdfeji na pist a tim i na kapalinu tlak pey. Tlak p
v libovolném bodé P kapaliny je potom

P = Pext + 08h. (15.8)
Piiddme nyni trochu brokd do nddoby, ¢imZ zvy$ime pey
0 hodnotu A pey. Hodnoty o, ¢ a h v rov. (15.8) zfista-
nou nezmeénény, takze pridanim zatéZe se v kazdém bodé

o

kapaliny P tlak zvysio
Ap = Apext. (15.9)

Tato zména tlaku nezdvisi na hloubce /. Je tedy stejnd
v kazdém bod¢ kapaliny, jak odpovidd Pascalovu zdkonu.

olovenad zatéz

Obr.15.8 Zavazi polozend
na pist vytvori tlak pey; na
vrchni hlading uzaviené
Kapaliny. KdyZ tlak pey
zvySime pridanim dal§ich
zavazi, zvysi se tlak ve
vSech bodech kapaliny

o stejnou hodnotu pey;.

Pext

kapalina

P

P

Pascaliiv zakon a hydraulicky prevod sil

Na obr. 15.9 je znazornéno, jak se Pascalilv zdkon pouZivd
k ndsobeni silového Gc¢inku, neboli jak na jeho principu
muZe byt zkonstruovdna jakdsi hydraulickd pika — pie-
vodnik sil. Nechf na levy (vstupni) pist o obsahu S; plisobi
sila velikosti F; smérem dold. Nestlagitelnd kapalina po-
tom v zobrazeném pfevodnim zafizeni plsobi na pravy
(vystupni) pist o obsahu S, silou o velikosti F, smérem
vzhiru. Aby systém byl v rovnovéze, musi na pravy pist
pusobit odshora sila stejné velikosti F, (ta neni na obrazku
zndzornéna). Sila F; pasobici na levy pist a sila velikosti F,
pusobici odshora na pravy pist zvysi v kapaling tlak o hod-
notu
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odkud pro prevod velikosti sil dostdvdme rovnici

S,
Fy = Flf

1

(15.10)

Rov. (15.10) ukazuje, Ze vystupni sila F, je v&si neZ vstupni
sila Fi, kdyZ S, > i, jak odpovidd p¥ipadu zndzornénému
na obr. 15.9.

Obr. 15.9 Hydraulické zafizeni, které se uzivd k prevodu sily F;
na vy$¥f hodnotu F,. Vykonand préce se viak zv&it nedd a je
stejnd pro ob¢ sily, vstupni i vystupni.

JestliZe posuneme vstupni pist o vzdélenost d;, posune
se vystupni pist o vzdalenost d,,. Pfitom se musi v okoli obou
pistl pfesunout stejny objem V nestlacitelné kapaliny. Plati
tedy rovnice

V = Sidi = Sodo,
odkud dale plyne
S.
do = di—. (15.11)
So

Posledni rovnice ukazuje, Ze kdy7 S, > S;, jako je tomu na
obr. 15.9, je posunuti vystupniho pistu mensi neZ posunuti
pistu vstupniho.

UZitim rov. (15.10) a (15.11) miZeme pro vystupni
praci psat

S, S;
W=Fyd,=|FE=)(d— )= Fd, (15.12)
M So

odkud plyne, Ze prace vykonand vstupnim pistem je stejné
velkd jako prace vykonand vystupnim pistem.

Z toho vidime, Ze hydraulickym pievodem mtZeme
prevést mensi silu pracujici na delSi drdze na véti silu pra-
cujici na krat¥{ draze. Pfitom souciny sily a uraZené drdhy,
atedy i vykonané price, jsou v obou pfipadech stejné. Moz-
nost zndsobit silu byva ¢asto velmi vyhodnd. Napt. vétsina
znds neni schopna zvednout automobil, a proto uvité sluZbu
hydraulického zveddku. Pfi pumpovéani koncem ramena
zveddku ovSem urazi podstatné v&tsi vzdélenost, neZ je ta,

z Xz

o kterou se zvedne podloZend ¢dst auta. Zveddk pracuje na
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prave popsaném principu hydraulického prevodu. Celkova
urazena vzdalenost d; pistu v uz§im valci je v§ak pumpo-
vanim rozdélena na sérii krat§ich posuva. (Pfi pumpovani
je prfi kazdém dalSim posuvu do zafizeni prierpdvdna ze
zasobniku dalsi kapalina — zde olej — a stav dosaZeny pfi
predchazejicim posuvu je zabezpecen ventilem.)

15.7 ARCHIMEDUV ZAKON

Na obr. 15.10 je v bazénu zobrazena studentka, kterd hybe
velmi tenkym pytlikem z plastické hmoty plnym vody. Zjis-
tuje, Ze pytlik je ve stavu statické rovnovéhy: ani nestoupd,
ani neklesa. OvSem voda v pytliku m4 jistou vdhu, a proto
by méla klesat. Ziejmé tedy na pytlik musi pisobit smérem
vzhuru sila, kterd vahu pytliku vody vyvazi.

Obr. 15.10 Tenkosténny pytlik z plastické hmoty plny vody,
ktery se vznasi v bazénu, je ve statické rovnovaze. Vaha pytliku
je vyvdzena vyslednici sil, kterymi na pytlik psobi okolni voda.

Tuto vzhiru plsobici silu nazyvame vztlakova sila,
struéné vztlak, a ozna¢ime ji F. Vztlakovou silou plisobi

na pytlik okolni voda. Vztlakovd sila vznika jako dusledek
toho, Ze tlak v kapalin€ roste s hloubkou, jak jsme si jiz uka-
zali. Tlak na spodni ¢dsti pytliku je vétsi nez na jeho vrchni
¢asti a vysledkem je vzhuru pusobici vztlakova sila. Pred-
stavme si, Ze nyni odstranime pytlik s vodou. Naobr. 15.11a
jsou zndzornény sily, které ptsobi na dutinu, kterd vznikla
odstranénim pytliku. Vzharu plisobici vztlakova sila Fy je
vektorovym souétem vsech na dutinu ptsobicich sil.

Vypliime nyni dutinu kamenem, ktery bude mit presné
stejné rozméry jako dutina (obr.15.11b). Stejny vztlak,
ktery piisobil na pytlik s vodou, bude nyni piisobit na
kdmen. Je vSak pfilis maly na to, aby vyvdzil vdhu ka-
mene, takZe kdmen klesne ke dnu. PfestoZe kdmen kiesd,
vztlak vody jej nadlehcuje a usnadni manipulaci s kame-
nem.

7 r

(a) (b) (©)
Obr. 15.11 (a) Voda obklopujici dutinu v kapalin€ na ni ptsobi
vztlakovou silou, jejiz velikost ani smér nezdvisi na tom, ¢im je
dutina vyplnéna. (b) Je-li v dutiné kdmen, je velikost tthové sily

vétsi, neZ je velikost vztlakové sily. (c) Je-1i v dutiné dfevo, je
velikost tthové sily mensi, neZ je velikost vztlakové sily.

Pozdé vecer 21. srpna 1986 byla (pravdépodobné vulkanickym ptisobenim) naruSena rozpoustéci rovnovaha oxidu uhli¢itého, kterého
kamerunské horské jezero Nyos obsahuje velké mnoZstvi. Oxid vytvoril bubliny, které byly vytlaceny nad hladinu, protoZe byly
leh¢i nez obklopujici tekutina — v tomto pfipadé voda. Tam vytvofily oblak oxidu uhli¢itého. Tento oblak, ktery byl tentokrat t&Z8i
nez obklopujici tekutina — vzduch, zacal téci po svazich hor jako feka, pficemz zadusil 1 700 lidi a velké mnozZstvi zvitat, z nichZ

nékterd vidime na pravém obrazku.




KdyzZ vyplnime dutinu z obr. 15.11a kusem dfeva stej-
nych rozmérd, jak je naznaCeno v obr. 15.11¢, bude nyni
plsobit na dfevo stejnd vztlakovd sila jako dfive na ka-
men. Ted vSak bude vztlak v&tsi, neZ je tiha dieva, takZe
dfevo vypluje na volnou hladinu. Shrneme nase pozorovani
a vyslovime Archimeduyv zdkon:

Téleso ponotfené do tekutiny je nadlehéovano silou, kterd
je stejné velkd jako vaha tekutiny télesem vytlacené.

Pravé tento zdkon vysvétluje plovani téles. Jestlize
napf. kus dfeva z obr. 15.11¢ vypluje byf jen aste¢né nad
hladinu, vytlaci méné€ vody, nez kdy? je plné€ ponoien. Podle
Archimedova zdkona se imérn€ zmensi vztlak, ktery na né;
pusobi.

Dfevo se vynoii z kapaliny pravé tolik, aby vztlak,
ktery na né&j plsobi, pfesné vyrovnal jeho tihu. Dievo je
pak ve statické rovnovaze, plove.

Pripomefime si, Ze tthovou silu t€lesa umistujeme do

N2

jejtho ptisobisté, které nazveme vztlakovy stfed. Vztla-
kovy stfed se nachdzi v mist&, kde bylo t&Zisté tekutiny, neZ
byla vytlacena. Jestlize homogenni t€leso je plné ponofe-
no, splyvd jeho téZist€ se vztlakovym stfedem. Je-li viak
téleso ponofeno jen ¢dstecné (kdyzZ plove) anebo neni-li
homogenni, budou oba body rizné; vztlak ve vztlakovém
stiedu a tihova sila v téZisti pak mohou vytvofit nenulovy
moment silové dvojice. Ten pak rozhoduje o tom, zda je
plavba lodi stabilni (moment pfi ndhodném pootoceni na-

vraci lod zpdtky) nebo ne (v opa¢ném pifpadg).

KONTRO%M/\ 2: Tucndk plave nejprve v kapaliné hus-
toty o, potom v kapaliné hustoty 0,950¢ a nakonec
v kapaliné hustoty 1,10¢. (a) Sefadte hustoty kapa-
lin podle velikosti vztlaku, jakym plsobi na tu¢ndka.
(b) Sefadte je podle mnozstvi kapaliny vytladené tud-
ndkem.

PRIKLAD 15.5
Vyraz ,$picka ledovce™ se v hovorové fedi uzivd k oznaceni
jevu, jehoZ mald Cdst je zjevnd a zbytek je skryt. Jakd je
vynofend ¢ast skutecného ledovce?

RESENI: Tihovi sila ledovce o celkovém objemu V] je
G =oaVg.
kde o; = 917 kg-m~3 je hustota ledovce.
Tihovd sila vytladené vody, kterd je rovna velikosti vztla-

kové sily Fy, je

GV = FT = QVva.
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kde oy = 1024 kg-m™3 je hustota morské vody a V, je ob- |
| jem vody vytla¢ené ledovcem, tedy i objem ponofené asti |
| ledovce. Pro plovouci ledovec jsou obé& tthové sily stejné:

oVig =ovVvg.

Z posledni rovnice pro podil d, ktery hleddme, plyne

i—Vy Vi
d=—"" gD
Vi W Ov
(917kg-m™?)

© (1024kgm=3)

= 0,1 neboli 10 %. (Odpovéd)
PRIKLAD 15.6
Kulovy balon plnény heliem md polomér R = 12m. Ba-
| lon nese lana a ko§ o hmotnosti m = 196 kg. Jakou nej-

| vétsi hmotnost M uzite¢ného zatiZeni je balon schopny nést?

Hustota helia je oge = 0.160kg-m™ a hustota vzduchu
0Ovza = 1,25kg-m™3; objem vzduchu vytlaeny z4t&7{ balonu
zanedbejte.

RESENI: Tihovi sila vzduchu vytlaceného balonem, ktera
uddvd velikost vztlaku, a tihovd sila helia obsazeného v ba-
lonu jsou

Gvaa = 0vudVg a Gue= one Vg,

kde V (= %nR3) je objem balonu. Pfi rovnovéze z Archime-
| dova zdkona plyne

Gy = Gue + mg + Mg
neboli
M = %KR3(QVZCI — OHe) — M =

= $n(12,0m)*(1,25kg-m > — 0,160 kg-m ) —
— (196kg) = 7690 kg. (Odpovéd)

Tihovad sila objektu s touto hmotnosti je asi 75400 N.

15.8 TEKUTINY V POHYBU —
DYNAMIKA

Pohyb redlnych tekutin je velmi komplikovany, fada pro-
blémi je jen obtizné numericky feSitelnych a nékteré pro-
blémy dosud vyreSeny nejsou. Problém si podstatné zjedno-
dusime. Zavedeme pojem idedlni kapalina pro modelovou
tekutinu, o které predpokldddame, Ze je dokonale nestlaci-
telnd a neviskozni. Pti popisu jejiho proudéni se omezime na
piipady, kdy proudéni je lamindrni, ustdlené (staciondrni)
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a nevirové. Tak se ndm podaii jednoduchymi matematic-
kymi prostfedky ziskat velmi uZite¢né vysledky, které ndm
umozni pochopit zdkladni rysy chovédni proudici tekutiny.
Objasnime si bliZe predpoklady, které jsme ucinili:

Idedlni kapalina je

1. nestlacitelnd: Pfedpoklad je stejny, jaky jsme jiZ u€inili
pro tekutinu v klidu. Idedlni tekutina ma konstantni, vSude
stejnou hustotu.

2. neviskozni: Viskozita (vazKkost) tekutiny je mira to-
ho, jak se tekutina brani teeni. Napf. tlustd vrstva medu
se podstatné vice brdni roztékdni neZ stejné tlustd vrstva
vody. Proto fikdme, Ze med je viskdznéjsi nez voda. Asfalt,
ktery jsme zminili na zac4tku kapitoly, md velmi vysokou
viskozitu. Viskozita tekutin je analogickd smykovému tfeni
mezi pevnymi télesy; pfi viskdznim proudéni se kinetickd
energie pfeméiuje na teplo podobné jako pfi vzdjemném
pohybu téles za plsobeni tfeni. Vymizi-1i tfeni, kvadr mize
po vodorovné roviné klouzat stalou rychlosti. Podobné na
téleso, které se pohybuje neviskézni tekutinou, nepiisobi
Z4dnd smykovd viskozni sila, tj. brzdici sila viskézniho
charakteru. Britsky védec lord Rayleigh poznamenal, Ze
v idedlni tekuting lodni $roub nebude pracovat, na druhé
strané v3ak lod jednou uvedend do pohybu nebude Sroub
potfebovat.

Omezujeme se na proudéni

3. lamindrni: P¥i lamindrnim proudéni je rozumné defi-
novéna rychlost proudéni v kazdém bodé tekutiny; miZe
se od mista k mistu ménit, ale ne pfili§ prudce. Pomalé
proudéni vody ve stfedu klidného toku je blizké laminar-
nimu, v pefejich je lamindrnimu rozhodné vzddlené. Na
obr. 15.12 je ukdzan pfechod z lamindrniho na turbulentni
proudéni pro stoupajici cigaretovy kout. Rychlost ¢dstecek
koufe roste, jak stoupaji, a pri jisté kritické rychlosti pfejde
lamindrni proudéni v turbulentni.

4. ustalené (staciondrni): PHi ustdleném proudéni se
rychlost proudici tekutiny v kterémkoliv misté neméni s ¢a-
sem ani co do velikosti, ani co do sméru. Lamindrni prou-
déni mlzZe, ale nemusi byt ustdlené. Turbulentni proudéni
ustdlené byt nemiZe, je vZdy nestacionarni.

5. nevirové: Tuto vlastnost proudéni si objasnime na cho-
véani malého zrnka prachu unaseného tekutinou. Zrnko se
muZe pii nevirovém proudéni pohybovat i po kruhové dra-
ze, ale nikdy nesmi rotovat okolo osy jim prochézejici.
Piiklad: ruské kolo na pouti kond jako celek rota¢ni pohyb,
ale jeho pasazéfi v zavéSenych kabinkdch konaji pouze
translaéni pohyb, okolo vodorovné osy se neotdceji. I kdyZz
se problematikou nebudeme déle podrobnéji zabyvat, vy-
mezime si, Ze ndmi sledované proudéni bude nevirové. Dile

Obr. 15.12 V urcitém bod& zméni stoupajici proud koufe a ohfd-
tého vzduchu charakter proudéni z lamindrniho na turbulentni.

budeme ve vykladové &asti vZdy pfedpoklddat, Ze ve vSech
bodech daného prifezu trubice je stejnd rychlost. Takové
proudéni je nevirové. V piikladech se vSak setkdme i s pfi-
pady, kdy proudéni v sousednich vrstvdch kapaliny se déje
s riiznou rychlosti. Takové proudéni je virové. I ve virovém
proudéni vSak lze odvozené rovnice (rovnici kontinuity
a Bernoulliovu rovnici) vhodnym zptisobem aplikovat.

15.9 PROUDNICE A ROVNICE
KONTINUITY

Na obr. 15.13 jsou zobrazeny proudnice vzniklé tim, Ze na
fad€ nesousedicich mist je do proudici tekutiny vpraveno

" -

Obr. 15.13 Lamindrni obtékdni vdlce. Proudnice jsou zviditel-
nény barevnymi ¢asticemi, které zanechdvaji stopu.




barvivo. Na obr. 15.14 jsou zachyceny proudnice podobné
vytvorené koufem. Proudnice je trajektorie, po niZ se pohy-
buje drobny kousek tekutiny, ktery miiZzeme nazvat ,,édstic
tekutiny*. KdyZ se ¢dstice tekutiny pohybuje, miiZe se ménit
smér i velikost jeji rychlosti. Vektor rychlosti ¢dstice je vzdy
te¢ny k proudnici (obr. 15.15). Proudnice se nikdy nekiiZi,
protoZe jinak by Céstice, kterd dospéla do bodu kiiZeni,
méla soucasné dveé riizné rychlosti, a to je nemozné.*

Obr. 15.14 Koufem zviditelnéné proudnice, které obtékaji au-
tomobil umistény v aerodynamickém tunelu.

— Obr.15.15 Stopa po-
R hybu ¢éstice tekutiny P
& " proudnice vytvati proudnici. Vektor

P ) rychlosti v ¢dstice ma
_— v kazdém bod€ smér
teCny k proudnici.

Obr.15.16 Proudovd
trubice je vytvofena
proudnicemi, které tvoii
jeji hranici. Stejny obje-
movy tok musi prochézet
v§emi prufezy proudové
trubice.

Pfi teCenich, jakd jsou zndzornénanaobr. 15.13a15.14,
muZeme vymezit proudové trubice, jejichZ stény jsou tvo-
feny proudnicemi. Proudovd trubice se chova jako redlnd
trubice v tom smyslu, Ze 7ddna Céstice tekutiny, kterd se

© S vyjimkou mist, kde kapalina stoji. Tam je v = 0 a smér rychlosti
neni urcen.
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nachazi v trubici, ji nemiiZe opustit skrz jeji st€ny. Kdyby
Castice unikla, méli bychom pfipad kiiZeni proudnic, ktery
jsme jiZ vyloucili. Na obr. 15.16 jsou zndzorn&ny dva pfi¢né
priifezy tenké proudové trubice o obsazich Sy a S». Budeme
sledovat tekutinu prochézejici prittezem u bodu B. Tekutina
jim prochdzi rychlosti v, za krétky Casovy interval Ar urazi
vzdélenost v At a priifezem S projde objem tekutiny

AV = Sjvi At.

Predpokldddme, Ze tekutina je nestladitelnd a Ze ne-
miiZe byt ani vytvofena ani zniCena. Proto za stejny Casovy
interval musi projit stejny objem tekutiny i prifezem S,
v okoli bodu C ddle po proudu. Jestlize rychlost zde m4
velikost vy, musi platit

AV = S1v1 At = S At

neboli
Siv1 = SHvs.
Podél proudové trubice tedy plati rovnice
R = Sv = konst., (15.13)

kde veli¢ina R, jejiZ jednotka v SI je m?-s~!, se nazyvé ob-
Jjemovy tok. Rov. (15.13) vyjadfujici stalost objemového
toku tekutiny proudovou trubici se nazyvd rovnice kon-
tinuity proudéni. Z rovnice plyne, e teCeni je rychlejsi
v uz8ich ¢astech trubice, kde proudnice jsou bliZe u sebe,
neZ v jejich Sir§ich édstech (obr. 15.17).

e

e

e

Obr. 15.17 V misté ziZeni trubice se proudnice dostanou bliZe
k sob& a proud se zrychli. Sipka nad obrdzkem ukazuje smér
proudéni.

Rov. (15.13) vyjadfuje zachovadni hmotnosti ve tvaru
vhodném pro mechaniku tekutin. Ndsobime-li R hustotou
tekutiny, o které pfedpokldddme, 7e je konstantni, dosta-
neme vyraz Svo. Ten se nazyvd hmotnostni tok a jeho
jednotkou v SI je kg-s~!. Vyjddfime-li rovnici kontinuity
v hmotnostnim a nikoliv v objemovém toku, fika ndm napf.
pro piipad zndzornény na obr. 15.16, 7e hmotnost, kterd pro-
te¢e kaZdou sekundu priifezem trubice v okoli bodu B, musi
byt stejnd jako hmotnost, kterd protece kazdou sekundu
prifezem trubice v okoli bodu C.
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K{}NTROLA 3: Na pfipojeném obrazku je zndzornéno
rozvétvené potrubi. Sipkami je oznaten smér toku
v jednotlivych vétvich a ¢isla uddvaji velikost objemo-
vého toku (vem3-s™!) témito vétvemi. U jedné vétve
tdaje chybi. Jaky je smér a velikost toku touto vétvi?

te iy

—6
T

ST T T ==

- PRIKLAD 15.7 - W

| Obsah Sy prifezu aorty (hlavni cévy vychdzejici ze srdce) |

normélniho odpoéivajiciho &lovéka je 3 cm? a rychlost, jakou |
ji prochdzi krev, je 30 cm-s~!. Typickd vldsecnice (nejtenci
céva na periferii krevniho ob&hu) md pramér piiblizn€ 6 um
a obsah priifezu je tedy asi S = 3-1077 cm?; rychlost prou-
déni krve v ni je v = 0,05 cm-s~'. Kolik p¥iblizné md cloveék
vldsecnic?

RESENI: Veskerd krev, kterd za uritou dobu protede vla-
seCnicemi, musi za stejnou dobu protéci aortou. Tuto skutec-
nost vystihuje rov. (15.13), takze

Sovg = nSv,

kde n znaci hledany poet vldse¢nic. Vypocteme jej z posledni
rovnice:

Bem)(B0cms™)

Sv (31077 em?)(0,05cm-s~!)
=610"; (Odpovéd)

Sovo
n=——=

tedy 6 miliard.

Muzete lehce ukdzat, 7Ze Ghrnny prifez vSech vldsecnic je asi |
600krdt vetsi nez prufez aorty. |

i PRIKLAD 15.8

| Na obr. 15.18 je zobrazeno, jak se zuZuje proud vody vyté-
kajici lamindrné z vodovodniho kohoutku. Obsah prufezu

' So = 1,2cm? a § = 0,35cm?. Prifezy jsou vodorovné

vzddleny o & = 45mm. Jaky je objemovy tok R proudu

vytékajiciho z kohoutku?

RESENI: Z rovnice kontinuity (15.13) plyne

Sovp = Sv, (15.14)

kde vg a v jsou rychlosti v odpovidajicich prifezech. Protoze
voda mezi obéma prufezy se pohybuje volnym pddem se
zrychlenim g, maZeme dle rov. (2.23) psdt

1 v? =y’ + 2gh. (15.15) |

| ReSenim soustavy poslednich dvou rovnic dostaneme pro vg
| vyjadreni

2ghS?
VW= | ———m =
TV Ss2 =52

_[2(9.8m:s72)(0,045m)(0,35cm?)?
B (1,2cm?)2 — (0,35 cm?)? -

=0,286m-s” ! =28,6cms™.

Hledany objemovy tok R je tedy

R = Sovo = (1,2cm?)(28,6cm-s™ ') =
=34cm’s7h (Odpovéd)

So

T"
1

S

Obr. 15.18 Priklad 15.8. Kdyz proud vody opusti kohoutek, roste
jeho rychlost. ProtoZe mnoZzstvi vody proteklé kazdym prufezem
musi byt stejné, bude se proud po vytoku z kohoutku zuZovat,
zaskrcuje se.

15.10 BERNOULLIOVA ROVNICE

Naobr. 15.19 je zndzornéna proudovd trubice (muze to vSak
byt i realnd trubice), kterou staciondrné proudi tekutina. Za
Casovy interval Ar vstoupi do trubice na levé (vstupni)
strané objem tekutiny AV, ktery je na obr. 15.19 vybarven
purpurové, a stejny objem, vybarveny zelené€ na obr. 15.19,
na pravé (vystupni) strané trubici opusti. Vystupni objem
musi byt stejny jako vstupni, protoZe predpokladame, Ze
tekutina je nestlacitelnd, Ze tedy md konstantni hustotu g.
Nechf yi, v; a p; jsou vyska v tthovém poli, rychlost

a tlak tekutiny v misté, kde vstupuje do trubice a ys, v
a py tytéZ veliCiny v misté, kde tekutina trubici opusti. Tyto
hodnoty jsou vazany vztahem

p1+ tovi? +0gy1 = pr + tova® +0gy2.  (15.16)
jak déle dokdzeme na zdkladé energetickych tivah. Rov-
nici (15.16) mizeme téZ zapsat jako

fi=g %sz + ogy = konst., (15 17)




a |

idedlnt
tekutina

(a)

¥ vystup

(b)

Obr. 15.19 Tekutina teCe staciondrné trubici mezi vstupnim prii-
fezem na levé stran€ a vystupnim prifezem na pravé strand. Pri-
fezy jsou horizontdlné vzdéleny o délku a. V dob& mezi okamZi-
kem 7 (stav zndzornén v ¢dsti (a) obrdzku) a okamZikem # + Ar
stav zndzornén v Cdsti (b) obrdzku) mnoZstvi tekutiny vybar-
vené purpurové projde vstupnim prafezem do trubice a stejné
mnoZstvi vybarvené zelené projde vystupnim priiezem.

¢imz rozumime, Ze vyraz md stejnou hodnotu pro libovolny
prufez trubice.

Rov. (15.16) a (15.17) jsou ekvivalentni formy Ber-
noulliovy rovnice nazvané po Danielu Bernoulliovi, ktery
studoval proudéni tekutin v 18. stoleti.* Podobné jako rov-
nice kontinuity (rov. (15.13)), ani Bernoulliova rovnice neni
iplné novym principem, ale je pouze preformulovdnim
znamych rovnic do tvaru vhodného pro mechaniku teku-
tin. Abychom si rovnici ovéfili, aplikujeme ji na tekutinu
v klidu. PoloZime tedy v rov. (15.16) v; = vo» = 0 a dosta-
neme

P2 = p1+o0g(y1 — y2),

coz je ze statiky tekutin zndmd rov. (15.4).

V nevirovém (potencidlovém) proudéni ma konstanta v rov. (15.17)
stejnou hodnotu ve vsech bodech uvazovaného proudiciho systému;
body 1 a 2 srovndvané pii formulaci Bernoulliovy rovnice dané
rov. (15.16) mohou byt kdekoliv v proudicim systému. Piedpoklad,
Zze proudéni je nevirové, je viak velmi silny a Casto (napt. v fadé
ddle feSenych piikladi) nebyvd splnén. I ve virovém proudéni viak
Bernoulliova rovnice plati, ale pouze podél proudnice.
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Zékladni tvrzeni Bernoulliovy rovnice se ukaZe, kdyz
poloZime y rovno konstanté (napt. y = 0), tedy kdyZ pred-
poklddame, Ze tekutina te¢e vodorovné. Rov. (15.16) pak
pfejde na tvar

pi+ 3oui” = pa + Jovr?, (15.18)

ktery fika:

Kdy?Z pti proudéni po vodorovné proudnici vzriistd rych-
lost castic tekutiny, pak klesa tlak tekutiny, a obrdcené.

Jinymi slovy, kdyZ se pfi proudéni dostanou proudnice
blizko k sobé (zndmka toho, Ze rychlost proudéni vzrostla),
tlak poklesne, a naopak.

Vztah mezi zmé&nou rychlosti a zménou tlaku se objas-
ni, sledujeme-li chovani Céstice tekutiny. KdyZ se Cdstice
piiblizi Gzkému mistu trubice, zrychli ji vét3i tlak za ni,
takZe md v 0Ziné vétsi rychlost. KdyZ se pfiblizi $ir$imu
mistu trubice, zbrzdi ji vyssi tlak pied ni a Sir§im mistem
pak prochdzi mensi rychlosti.

Zatim jsme se zabyvali jen idedlni tekutinou. Je-li te-
kutina visk6zni, zahfiva se. S touto energetickou ztratou pfi
nasledujicim odvozeni rovnice nepo¢itame.

Odvozeni Bernoulliovy rovnice

Za systém zvolime cely objem (idedlni) tekutiny barevné
vyznaceny na obr. 15.19. Aplikujeme energetické vahy na
pfechod tohoto systému z vychozi polohy (obr. 15.19a) do
polohy koncové (obr. 15.19b). Stav tekutiny mezi dvéma
svislymi rovinami vzddlenymi o a, znizornénymi na
obr. 15.19, se v prub&hu déje neméni. Proto se soustiedime
pouze na priibéh vstupu tekutiny do trubice a vystupu z ni.
Vlastni ditkaz provedeme tak, 7e na systém aplikujeme

obecnou vétu
W = AEy, (15.19)

kterd fikd, Ze prace W vykonand na systém se rovna pii-
riistku kinetické energie systému A Ey. Prirtistek kinetické
energie naSeho systému mezi dvéma stavy znazorn&nymi
naobr. 15.19 je ddn rozdilem rychlosti tekutiny mezi obéma
konci uvazované trubice:

2
AEy = %Am v — %Am l)]2 =

= oAV (12 — v/?). (15.20)

V posledni rovnici Am (= ¢AV) je hmotnost stejnych
objemii AV tekutiny, které za krdtky Casovy interval At
vstoupi do trubice u jejtho levého konce a vystoupi z ni
u pravého konce.
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Prdce vykonand na systému je dvojiho druhu. Jednak
je to priace W, tihové sily Am g, ktera se musi vynaloZit na
pfemisténi hmotnosti Am ze vstupni hladiny na vystupni
hladinu, tedy prace

We=—-Amg(y: —y1) =

= —08AV(y2 — y1). (15.21)

Zaporné znaménko pfed pravou stranou rovnice plyne ze
skuteCnosti, Ze tthové zrychleni mifi na opacnou stranu ne
kladnad orientace osy y.

Vedle prace W, se vSak kond i price W, na to, aby
se tekutina u levého konce zatlacila do trubice a u pravého
konce vystoupila z trubice. Obecné je prace vykonand silou
o velikosti F, kterd posune tekutinu v trubici o Ax ve sméru
svého pilsobeni, ddna vyrazem

FAx = (pS)(Ax) = p(SAx) = pAV.

U vstupu do trubice sméfuje sila ve sméru pohybu a pii-
spévek p1 AV k prici W), je kladny. U vystupu z trubice je
posunuti Ax orientovano proti sméru ptsobici sily, a proto
pfispévek k praci W, vykonané na systém je zdporny:
—p2AV. Sectenim obou piispévki dostaneme pro praci,
vykonanou na naSem systému okolnim tlakem, vyjadieni

W, = —p2AV + piAV =

=—(p2—pnAV. (15.22)

Vétu o rovnosti prace vykonané na systém a piiraistku ki-
netické energie systému (rov. (15.19)) nyni zapiSeme jiZ
s naSim vyjadfenim této prace

W =W, +W, = AE.

KdyZ nyni do této rovnice dosadime z rov. (15.20), (15.21)
a (15.22), dostaneme

—08AV(y2 = y1) — AV(p2 — p1) = LoAV(W? — v)?).

Tato rovnice po vykrdceni vyrazem AV a jednoduchém
preskupeni ¢lent da jiz rov. (15.16).

PRIKLAD 15.9

Lih hustoty ¢ = 791kg-m™> tefe lamindrn& vodorovnou
trubict, kterd se zuZuje (podobné jako na obr. 15.17) z prifezu |
obsahu S; = 1,20-103 m? na prifez o obsahu S, = S;/2.
Rozdil Ap tlaku lihu mezi $irokou a tzkou &dsti trubice je
4 120 Pa. Jaky je objemovy tok lihu trubici?
RESENI: Kdyz preskupime Bernoulliovu rovnici pro tok

| vodorovnou trubici (rov. (15.18)), dostaneme ‘

p1—p2=tov’ — tov? = Lowr? — %), (15.23)

s w2

Index 1 se vztahuje k Siroké a index 2 k tzké &4sti trubice.
Podle rovnice kontinuity (rov. (15.13)) tok v tizké &4sti trubice
je rychlejsi, tedy v > wvy. Z rov.(15.23) potom plyne, 7e
p1 > pa. ‘
Z rov. (15.13) také plyne, Ze objemovy tok R trubici je
stejny v Siroké i Gzké Casti;

R = vlSl = UgSz.
Tyto rovnice spolu s rovnici Sy = §;/2 dédvaji

R R 2R
v = — a Mm=——=—.
LTS TS, S

Kdy?Z tyto posledni vyrazy dosadime do rov. (15.23) a polo-
Zime p; — p» = Ap, dostaneme po drobnych algebraickych
upravach

1 <4R2 Rz)_3QR2
> -

Ap=—of — — .
P 2 S22 28,2

Z posledni rovnice pak vypoéteme R,

2A
= Sl —p =
30
2(4120P
= (1,200 % iy [ 20PR]
3(791 kg-m~3)
=2,24-10"3ms7 . (Odpovéd)

PRIKLAD 15.10

Desperat z Divokého zdpadu vpdlil kulku do oteviené nddrZe
s vodou a provrtal v ni otvor v hloubce 4 pod volnou hladi-
nou vody (obr. 15.20). Jakou rychlosti v zacne voda vytékat
z prostielené nadrze?

RESENI: Pfipad je v podstaté stejny, jako kdyZ voda nejprve |
teCe (doli) rychlosti V Sirokou trubici (celou nadr#i) o ob-
sahu priifezu S a potom te€e (vodorovné) rychlosti v tizkou
trubici (vystfelenym otvorem) o obsahu priifezu 5. Z rovnice
kontinuity (15.13) vime, Ze

R =sv=_38V,

a tedy
s
V = EU.

| ProtoZe s < S, vidime, Ze V < v.

Vztah mezi v a V (a tedy i &) miZeme nalézt i pouZitim

| Bernoulliovy rovnice (15.16). Za nulovou hladinu pro po&i- |

tdn{ vy3ky (a tim i potencidlni energie v tthovém poli) zvolime

hladinu prochézejici prostfelenym otvorem. Kdy? uvazime,




Obr. 15.20 Priklad 15.10. Voda vytékd dirou v nédrZi, kterd je
v hloubce 4 pod povrchem (volnou hladinou) vody. Tlak vody na
povrchu a v dife je roven atmosférickému tlaku pg.

Ze jak tlak na volné hladin€ nddrZe, tak i tlak v misté prostie-
leného otvoru jsou rovny atmosférickému tlaku pg (ob& mista
jsou tomuto tlaku volné vystavena), dostaneme z rov. (15.16) |

po+ 30V? +o0gh = po+ Lov? +0g-0. (15.24)

(Podminkdm na volné hladin€ nddrze je vénovdna lev4 strana
rovnice, podminkdm v otvoru pravd strana. Nula na konci
pravé strany odpovidd tomu, Ze otvor leZi na ndmi zvolené nu-
lové hladin€.) NeZ budeme fesit rov. (15.24) pro nezndmou v,
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pouZijeme pro jeji zjednoduSeni skute¢nost, Ze V <« v. Bu-
| deme piedpokladat, 7e V2 atedy i Glen %Q V2 z1ov. (15.24) je
| zanedbatelny proti ostatnim ¢lendm rovnice a vypustime jej. |
' Reenim zbyvajici ¢asti rovnice pak pro hledanou rychlost
" dostaneme vyraz

v =./2gh.

Je to stejnd rychlost, jakou by ziskalo t€leso padajici |
z vysky h,kdyby bylo vypusténo nulovou poédtecni rychlosti.

(Odpovéd)

K()N TROLA 4: Voda tece lamindrné trubici zndzornénou
na pfipojeném obrazku. V pribéhu teceni klesa. Sefadte
sestupné Ctyfi ocislované tGseky trubice: (a) podle ob-
jemového toku R, ktery jimi prochazi, (b) podle rych-
losti v, jakou jimi voda tece, (c) podle tlaku p, jaky
v nich je.

PREHLED & SHRNUTI

Hustota
Hustota ¢ litky je definovana jako jeji hmotnost v jednotce
objemu:

Am
=7
Je-li t€leso tvoreno ldtkou homogenni, miZeme rov. (15.1) pre-
psatnatvar o = m/V,kde m je hmotnost télesaa V jeho objem.

Q (15.1)

Tlak tekutiny

Tekutina je 1dtka, kterd maZe téci: kapalina, plyn, event. i plazma.
Jeji tvar je dan tvarem nddoby, ve které se nachdzi, protoZe ne-
pienasi smykové napéti (pfesné to plati jen pro idedlni tekutinu).
Napéti tedy miiZe pasobit jen silou kolmou k povrchu kapaliny.
Tlak p v tekuting zavadime takto:

- (15.2)
P="as ’

kde AF je element sily, ktery plsobi na element plochy o ob-
sahu AS. KdyZ velikost sily piisobici na rovinnou plochu roste
umémné s velikosti plochy, mtiZeme rov. (15.2) upravit na tvar
p = F/S,kde F je sila pisobici na celou plochu, jejiz obsah

je §. Tlak tekutiny v daném bodé vytvdfi stejné silové pliso-
beni na vSechny roviny prochdzejici timto bodem bez ohledu
na jejich orientaci. Pretlak (resp. podtlak) je rozdil skute¢ného
tlaku (absolutniho tlaku) v daném bodé a tlaku v okoli, nejéastéji
atmosférického tlaku.

Zmeny tlaku s vyskou a hloubkou

Tlak tekutiny, kterd je v klidu, se méni podél svislé soutadnice y.
Kdy? je souradnice orientovdna smérem vzhiru, plati pro nestla-
citelné tekutiny (¢ = konst.)

P2 = p1+08(y1 — y2). (15.4)

Tlak je stejny pro vSechny body ve stejné hloubce. Rov. (15.4)
prejde na tvar

p = po+ogh, (15.5)

kdyZ h oznacime hloubku v tekuting méfenou od jisté referencni
hladiny, v niZ ma tlak hodnotu py.

Pascaliv zdkon

Pascalitv zdkon stanovi, Ze zména tlaku pisobici v jedné &dsti
tekutiny se pfenese do vSech mist vyplnénych touto tekutinou
a to 1 na stény nadoby, kterd tekutinu vymezuje.
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Archimedity zdkon

Na téleso ponofené do tekutiny pusobi sily vyvolané tlakem te-
kutiny. Vektorovy soucet téchto sil — fikd se mu vztlakovd sila
nebo struéné vztlak — phsobi svisle vzhiru. Pisobistém vztla-
stied. Archimedtiv zdkon stanovi, Ze vztlakova sila plisobici na
t&leso je stejné velkd jako tihovd sila tekutiny télesem vytlacené.
Kdyz téleso plove na volné hlading, je jeho tihovd sila co do
velikosti rovna vztlakové sile, kterd na néj pusobi.

Proudéni idedlni tekutiny

Idedini kapalina je nestladitelnd a neni visk6zni. Pfedpokldddme
navic, 7e jeji proudéni je staciondrni a nevirové. Proudnice je
drdha ¢dstice tekutiny. Proudovd trubice obaluje svazek proud-
nic. Z principu zachovédni hmotnosti plyne, Ze pro proudéni
v proudové trubici je hmotnostni tok Svo konstantni. Je-li na-

vic kapalina nestlaCitelnd, tedy je-li hustota ¢ konstantni, plati
rovnice kontinuity:

R = Sv = konst., (15.13)

kde R je objemovy tok, S obsah pii¢ného prifezu trubice v libo-
volném bodé& a v rychlost tekutiny v tomto bodé. Pfedpokladdme,

7e tato rychlost m4 stejnou hodnotu v kazdém bodé plochy S.

Bernoulliova rovnice

PouZijeme-li zdkon zachovéni mechanické energie na proudéni

idedlni kapaliny, ziskdme Bernoulliovu rovnici:
p + 1ov* + 0gy = konst., (15.17)

ktera plati podél kazdé proudnice.

OTAZKY

1. Naobr. 15.21 je zobrazena nadrz zvlastniho tvaru zcela zapl-
nénd vodou. Je oznaceno pét vodorovnych spodnich nebo vrch-
nich ploch. Obsah viech je stejny a jsou umistény v hloubkdch 7,
2h a 31 pod hladinou. Sefadte plochy podle velikosti sily, kterd
na né puisobi.

G—x
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Obr. 15.21 Otdzka 1

2. Naobr. 15.22 jsou zndzornény Ctyfi piipady. jak Cervend a Se-
divd kapalina vyplituji U-trubici. V jednom pfipad€ nemdZe jit
o staticky rovnovazny stav. (a) Ktery to je? (b) O tfech ostatnich

) 2 3) )
Obr. 15.22 Otdzka 2

pripadech predpoklddejte, Ze kapaliny jsou ve statické rovnova-
ze. Je v nich vZdy hustota nékteré z kapalin vétSi nez té druhé?

3. Nddoby z obr. 15.23 maji stejny obsah zdkladny, jsou vy-
robeny ze stejného materidlu a vyska vody v nich je stejnd.
(a) Sefadte nadoby s vodou podle jejich vih, nddobu s nejvétsi
vihou zafadte jako prvni. (b) Sefadte nddoby podle tlaku, jakym
voda plisobi na jejich dna. (¢) Plyne zrov. (15.2), Ze odpovédi na
otdzky (a) a (b) jsou v rozporu? Tento zdanlivy rozpor se Casto
nazyvé hydrostaticky paradox.

(1 2 3)
Obr.15.23 Otdzka 3

4. Kus materidlu o hmotnosti 3 kg zcela ponofime do kapali-
ny. Kapalina stejného objemu, jako md vnofeny kus, md hmot-
nost 2 kg. (a) Co udéld uvazovany kus materidlu, kdyZ ho v kapa-
lin& volné vypustime: bude klesat, stoupat, nebo ztistane v klidu?
(b) Co udéld stejny kus materidlu, kdyZ jej ponoiime do kapaliny
o mensi hustoté?

5. Obr. 15.24 zobrazuje Ctyfi pevné bloky plovouci na melase.
Sefadte bloky podle velikosti jejich hustoty.

(€] ) 3) )

Obr. 15.24 Otdzka 5

6. Na obr. 15.25 jsou zndzornény tii stejné oteviené nddoby po



okraj napInéné vodou. Ve dvou z nich plovou kacenky. Nadoby

ix

i s kacenkami zvdZime. Sefadte je podle vahy.

S

|| | |

(a) (b) (c)
Obr.15.25 Otdzka 6

7. Clun s kotvou na palubé pluje v bazénu, ktery je jen trochu
SirSf neZ Clun. Zvedne se hladina vody v bazénu, kdy? je kotva
(a) vhozena do vody, (b) hozena ven z bazénu? (c) Hladina vody
v bazénu se zvedne, klesne, nebo ziistane stejnd, kdyZ misto
kotvy vhodime do vody kus korku, ktery jsme méli ve ¢lunu?
8. Tfi balonky stejné velikosti jsou zcela ponofeny do vody.
Balonek 1 je naplnén vodikem, balonek 2 heliem a balonek 3
oxidem uhli¢itym. Sefadte balonky podle velikosti vztlaku, ktery
na né pusobi.

9. Kus dfeva pluje ve v&dru vody umisténém ve vytahu. Bude
plout vice, méné, nebo stejné ponofen, kdyZ se vytah pohy-
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buje (a) rovnomérné vzhiiru, (b) rovnomérné dolti; (c) zrychlen&
vzhiru, (d) zrychlené dold, se zrychlenim mensim, ne? je tihové
2

zrychleni 9,8 m-s™~.

10. Nddoba s vodou je umisténa na pérovych vahdch. Bude
(daj vah v&tsi, mensi, nebo stejny, kdyZ do vody (a) ponofime
zavéSeny kovovy piedmét, (b) vloZime korkovy predmét, ktery
na ni bude plovat? (Z nddoby nepfetece 74dnd voda ven.)

11. Na obr. 15.26 jsou dva pravothlé bloky, které jsme rukou
vychylili z rovnovadzné polohy a potom pustili. Pro kazdy blok
stanovte, zda (a) vztlakovd sila vyvold jeho otd€eni z naznadené
polohy ve sméru, ¢i proti sméru hodinovych rucidek, (b) blok se
plsobenim této sily jesté vice vychyli, nebo se narovnd.

2

Obr.15.26 Otdzka 11

CVICENI

ODST. 15.3 Hustota a tlak

1C. Kolik ¢ini hustota 1g-cm™, vyjadiime-li ji v jednot-
kdch kg-m™—3?

2C. Tiikapaliny, které se nemisi, byly nality do vdlcové nddoby.
Objemy a hustoty téchto kapalin jsou: 0,501, 2,6 g-cm™; 0,251,
1.0g-em™3 20,401, 0,80 g-em™3, Jakou silou kapaliny pusobi na
dno nddoby? (Jeden litr = 11 = 1000 cm?.)

3C. Urcete tlak v injekni stifkadee, kdy? sestra zatla&f na kru-
hovy pist o poloméru 1,1 cm silou 42 N.

4C. Anglican fekne, Ze nafoukl predni pneumatiky svého auta
natlak 28 psi. Lékafr fekne, Ze vd3 krevni tlak je 120/80 milimetrt
rtufového sloupce. Udejte v kilopascalech (kPa): (a) tlak, na ktery
byly nafouknuty pneumatiky, (b) sviij systolicky a diastolicky
tlak.

SC. Okno md rozméry 3.4 m na 2,1 m. P¥i zdvanu vétru poklesl
vngjsi tlak na 0,96 atm, zatimco tlak uvnitf mistnosti zfistal na
hodnoté 1 atm. Jakd byla sila, kterd zpiisobila, Ze okno se rozle-
t¢lo smérem ven?

6C. Ryba reguluje hloubku plavéni nastavenim své pramérné
hustoty na hodnotu stejnou, jakou md voda. Provadi to zmé-
nou objemu vzduchu v poréznich kostech nebo ve vzduchovém
méchyfi. Pfedpoklddejte, Ze s vyfouknutym méchyfem md ryba
hustotu 1 g-em™3. O jakou &4st svého koncového (nafouknu-
t¢ho) objemu musi ryba zvétiit objem vzduchového méchyre,
aby vyrovnala svou hustotu na hustotu vody?

& ULony

7U. Vzduchotésnd nddoba md uzdvér o obsahu 100 cm?. Ni4-
doba je Cdstecné vyCerpdna. Jaky je v ni tlak, je-Ii na jeji otevieni
potieba sila nejméné 500 N? Okolni atmosféra m4 tlak 1-10° Pa.

8U. Magdeburské polokoule. Vyndlezce vyvévy Otto von
Guericke provedl v roce 1654 pied cisafem pokus, pfi kterém
se dvé koniskd osmispieZi marné snaZila od sebe oddglit dvé
mosazné polokoule, z jejichZ vnitintho prostoru byl vycerpdn
vzduch. (a) UkaZte, Ze sila F potfebnd k odtrZeni polokoul{ je
rovna F = nR>Ap, kde Ap je rozdil mezi vné&j§im tlakem a tla-
kem uvnit polokouli. Pfedpokladejte, 7e tlouStka mosazi je tak
mald, Ze za polomér R miZeme pokladat polomér vyznaceny
na obr. 15.27. (b) Vypoctéte silu, jakou by koné& museli tdhnout,
aby polokoule odtrhli,*kdyby R bylo 30 cm a vnitini tlak by byl
0.1 atm. (c) Pro¢ byly uZity dvé skupiny koni? Stagilo by pouzit
jen jednu skupinu a druhou polokouli pfivdzat k pevné st&n&?

Obr. 15.27 Uloha §

* To se také stalo, ale a7 tehdy, kdyz zapidhli dvé konskd dvandcti-
sprezi.
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ODST. 15.4 Tekutiny v klidu — statika

9C. Vypoctéte rozdil hydrostatického tlaku mezi mozkem a cho-
didlem osoby vysoké 1,83 m. Hustota krve je 1,06-10° kg-m~3.

10C. Najdéte absolutni tlak v pascalech v hloubce 150m pod
motskou hladinou. Hustota mo¥ské vody je 1,03 g-cm™3 a atmo-
sféricky tlak na hlading 1,01-10° Pa.

11C. Vypust splaski domu stojiciho na svahu je 8,2m pod
Grovni ulice. Stoka je 2,1 m pod Grovni ulice. Vypoctéte mini-
malni tlakovy rozdil, ktery musi vyvinout kalové Cerpadlo, aby
odpad o primérné hustoté 900 kg-m ™~ prederpalo do stoky.
12C. Obr. 15.28 predstavuje Cdst fazového diagramu uhliku
s kfivkou fazové rovnovahy mezi diamantem a grafitem. V jaké
minimélni hloubce pod povrchem Zemé se mohou tvofit dia-
manty, je-li teplota v této hloubce 1000 °C a hustota skalniho
nadloZ{ je 3,1 g-cm™3? Predpoklddejte, Ze i v tomto pripadé je
tlak dén tihou hornin, které leZi nad danym mistem, podobné
jako v tekuting.

diamant

tlak (p/ GPa)

grafit

1000 2000 3000
teplota (7/°C)

Obr.15.28 Cviceni 12

13C. Lidské plice vyvinou pretlak nanejvys dvacetinu atmosfé-
ry. KdyZ potdpéc uzivd saci trubky, jak nejhloubéji pod hladinou
muZe plavat?

14C. Bazén mérozméry 40 m x 15 m x 4 m. (a) Jakou silou pu-
sobi voda vypliiujici bazén na jeho dno, na krat$i bo¢ni sté€ny a na
del3i bo¢ni stény? (b) Musi se uvazovat také atmosféricky tlak
plsobici na hladinu, kdyZ posuzujeme vliv tlaku na soudrZnost
betonu tvoficiho dno a stény bazénu? Proc?

15C. (a) Najdé&te celkovou silu, kterou voda ptsobi na vrchni
Cast atomové ponorky v hloubce 200 m, kdyZ predpokladdme, Ze
celkovd plocha vrchni ¢dsti trupu ponorky je 3 000 m?. (b) Jaky
tlak vody by plisobil na potdp&ée v této hloubce? Vysledek vy-
jadiete v atmosférach. Myslite si, Ze posddka havarované po-
norky z ni miZe v této hloubce uniknout bez specidlniho vyba-

veni? Hustotu moiské vody pokladejte za rovnu 1,03 g-cm™>.

16C. Clenové posadky ponorky, kterd havarovala 100 m pod
vodni hladinou, se z ni pokouSeji uniknout. Jakou silou musi
tla¢it na vystupni poklop, aby ho otevieli, kdyZ jeho rozméry
jsou 1,2m x 0,60 m? Hustotu moiské vody poklddejte nyni za
rovnu 1025 kg-m~3.

17C. V otevieném kapalinovém manometru (v U-trubici) je rtut.
Jak vysoko vystoupi rtuf v levé trubici, kdyZ do pravé trubice je
nalito 11,2 cm vody?

18C. Vilcovy kovovy sud zobrazeny na obr. 15.29 md ke své
vrchni zdkladné pFitavenu tenkou trubku. Rozméry sudu a trubky
jsou uvedeny na obrdzku. Vznikld nddoba je aZ po vriek trubky
naplnéna vodou. Vypoltéte pomér sily, kterou voda plisobi na
dno sudu, k tize vody obsaZené v sudu. Pro¢ vypocteny pomér
neni roven jedné?

4,6cm? —/

1,8m

Obr.15.29 Cviceni 18

190. Dv& stejné vdlcové nadoby jsou vedle sebe postaveny tak,
Ze jejich dna jsou ve stejné vysi. Obg obsahuji stejnou kapalinu,
jejiz hustota je 0. Ob& dna maji obsah S, vysky kapalin jsou viak
rizné: v jedné nddobé h, v druhé k. Jakou praci vykona tihova
sila, kdyZ po propojeni obou nadob se v nich vySky kapalin
vyrovnaji?

20U. (a) Kapalina v nddobé& se pohybuje se zrychlenim a mifi-
cim svisle vzhiiru. UkaZte, Ze v tomto pfipadé tlak s hloubkou £
v nadobe¢ stoupd dle zdkona

p = oh(g +a),

kde o je hustota kapaliny. (b) Ukazte téZ, Ze kdyZ se nadoba

pohybuje se zrychlenim a mificim svisle dolii, je zavislost tlaku
na hloubce ddna vyrazem

p = oh(g —a).

(c) Jaky je tlak, kdyZ voda s nddobou padaji volnym pddem?

210. Pii geologickém rozboru Zemé je Casto Gcelné predpokla-
dat, Ze tlak v ur¢ité vodorovné hladiné kompenzace, kterd se na-
chdzi hluboko pod zemskym povrchem, je ve velké oblasti staly
arovnd se tlaku vyvolanému tthou nadloznich vrstev. To zname-
n4, Ze tlak v této hladin€ se vypocitad podle hydrostatické rov-
nice platné pro tekutiny. Pro splnéni takového modelu musime
napf. pfedpoklddat, Ze hory maji své koreny (obr. 15.30). Uva-
Zujme horu vysokou 6 km. Kontinentdlni horniny maji husto-

tu 2,9 g-cm ™3 a pod nimi je zemsky plds¢ s hustotou 3,3 g-cm™.




Vypoctéte hloubku i kofene hory. (Tip: PoZadujte, aby tlak
v bodech A a B vyznaCenych na obrdzku byl stejny; nezndm4
hloubka y hladiny kompenzace vdm vypadne.)
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Obr.15.30 Uloha 21

22U. Naobr. 15.31 je naznaceno, jak se ocedn nasouvd na konti-
nent. UZijte metodu hladiny kompenzace vysvétlenou v tloze 21
k vypoctu hloubky % ocednu.

more

kontinent

Obr. 15.31 Uloha 22

23U. Prehradou je zadrZena masa vody, kterd v misté pfehradni
hrdze md hloubku # a Sitku d, jak je zndzornéno na obr. 15.32.
(a) Vypoctéte vyslednou silu, kterou voda plsobi na hrdz pre-
hrady. (b) VypoCtéte vysledny moment sil vici ose proloZené
rovnob&zné se $itkou d bodem O, ktery leZi v paté piehrady.
(c) Najdéte plisobisté vysledné sily plsobici na prehradni hrdz,
a tim i rameno této sily vaci ose prochdzejici bodem O.

Obr.15.32 Uloha 23
24U. Nahofe oteviend nadrz tvaru pismene L je naplnéna vodou
(obr. 15.33). Jakd je (a) sila na sténu A a (b) sila na sténu B, kdyZ
d=5m?

250. Na obr. 15.34 je zndzornéna prehradni hrdz a ¢dst zachy-
cené vody, kterd na ni tla¢i. Pfehradni hrdz je z betonu hustoty
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3d

2d
Obr. 15.33 Uloha 24

3,2g-cm™ amd rozméry ukdzané na obrazku. (a) Sila, kterou
voda tla¢i na pfehradni hrdz, se snazi hrdz posunout vodorov-
nym smérem. Proti posunuti pusobi sila statického smykového
tfeni mezi hrdzi a podlozim. Staticky Cinitel tfeni je 0,47. Vy-
poctéte bezpecnostni Cinitel, jaky md piehrada proti posunuti.
Bezpecnostni Cinitel je pomér uvaZovaného havarijniho zatiZeni
k nejvy$8imu redlné odhadnutému zatiZeni; v naSem piipadg je to
pomér maximalni statické tfeci sily (tihy hrdze x staticky &initel
tfeni) k velikosti sily, kterou na hrdz psobi voda. (b) Voda se té%
snazi otocit prehradni hrdz okolo osy, ktera prochdzi bodem A
a postupuje podél zdkladny hrdze (srovnej s Glohou 23). Proti
tomu plisobi moment tthy pfehrady okolo uvaZované osy. Vy-
poctéte bezpecnostni Cinitel proti oto¢eni prehrady, tedy pomér
velikosti momentu tihy prehrady k velikosti momentu sily, kte-
rym v0c¢i uvaZované ose plsobi celkova sila na prehradni hréz
vyvoland vodou, umisténd ve svém pusobisti.

0900180599006 9:9 905909 000 Gad 0

Obr. 15.34 Uloha 25

ODST. 15.5 Meéreni tlaku

26C. Vypoctéte vySku sloupce vody, na jehoZ zdkladné bude
tlak 1 atm. Tihové zrychleni g = 9,80 m-s~2.

27C. Jaky minimalni podtlak musite vytvofit v plicich, abyste
brékem nasali limonddu o hustoté 1000kg-m™ do vysky 4 cm?
28U. Jakd by byla vyska atmosféry, kdybychom piedpoklddali:
(a) Ze hustota atmosféry se s vy$kou neméni, (b) Ze hustota kles4
s vyskou linedrné, dokud nedosdhne nulové hodnoty. Hustota

atmosféry u hladiny mote o = 1,3kg-m™>.

ODST. 15.6 Pascaluv zdakon

29C. V hydraulickém lisu (obr. 15.35) se pistem o malé plose
s obsahem S; piisobi na kapalinu silou Fj. Spojovaci trubka
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vede kapalinu k pistu o podstatné v&tim obsahu S. (a) Jak
velkd sila F> plisobi na véi pist? (b) Jak velkd sila Fy plisobici
na maly pist vyvazi na velkém pistu tihu pfedmétu o hmotnosti
2 tuny, kdyZ maly pist md primér 4 cm a velky 56 cm?

|+
Y

l |

St

Obr. 15.35 Cviceni 29 a 30

30C. Jak velkou drahu musi urazit velky pist hydraulického lisu
ze cvi. 29, aby se jeho maly pist posunul o 1 m?

ODST. 15.7 Archimeduv zakon

31C. Plechovka md celkovy objem 1200 cm? a hmotnost 130 g.
Kolik gramii olovénych brokt miiZe plechovka nést, aniZ se ve

vodg potopi? Hustota olova je 11,4 g-ecm™.

32C. Clun plujici ve sladké vod& vytlati 4 000 kg vody. (a) Jakd
bude hmotnost vytlatené vody, kdyZ Elun popluje ve slané
vodé hustoty 1,03 g-cm™3? (b) Zméni se objem vytlacené vody?
JestliZe ano, tak o kolik?

33C. Pfiblizng jedna tietina t&la fyzika, ktery plave v Mrtvém
mofi, je nad hladinou. Fyzik z tohoto tidaje vypoCte hustotu vody
v Mrtvém mofi, kdy? pfedpoklddd, Ze primérnd hustota lidského
téla je 0,98 g-.em™>. K jakému vysledku doSel? (Pro€ je hustota
o tolik V&t nez 1,0 g-cm™?)

34C. Zelezn4 kotva se jevi ve vodé& leh&i o 200N neZ ve vzdu-
chu. (a) Jaky je jeji objem? (b) Kolik kotva vdZi na vzduchu?

Hustota Zeleza je 7,870 g-cm ™3,

35C. Piedmét visi na pérovych vahdch. Na vzduchu ukazuji
vahy 30N. Kdy? pfedmét pIn& ponoiime do vody, Gdaj klesne
na 20 N. Kdy?Z jej pIn& ponofime do kapaliny nezndmé hustoty,
véhy ukazuji 24 N. Jak4 je hustota této kapaliny?

36C. Pfedmét tvaru krychle o hran& 60 cm plsobi ve vakuu
na zavés silou G = SO000N (tiha t&lesa). Pfedmét zavésime
do oteviené nddrZe s kapalinou hustoty 0,8 g-cm™> zplisobem
naznalenym na obr. 15.36. (a) Vypoltéte celkovou silu, kterou
kapalina a atmosféra plisobi na vrchni sténu krychle. (b) Najdéte
celkovou silu plisobici smérem vzhiiru na spodni st€nu krychle.
(c) Najdéte silu prenaSenou zdvésem. (d) Vypoltéte z Archime-
dova zdkona vztlakovou silu piisobici na pfedmét. Jaké vztahy
plati mezi vypocétenymi hodnotami?

Obr. 15.36 Cviceni 36

37C. Dievény pfedmét plove na vodg, piicemz dvé tfetiny jeho
objemu jsou ponoteny. V oleji plove pfedmét tak, Ze 90 % jeho
objemu je ponofeno. Stanovte: (a) hustotu dfeva, (b) hustotu
oleje.

38C. Bylo navrzeno, aby byl zemni plyn ze Severniho mofe pfe-
pravovén ve velkych vzducholodich, pfi¢emZ plyn sdm by slou-
7il jako nosné medium. Vypo&tste silu nutnou na staZeni takové
vzducholodi k zemi, aby ji bylo moZno vyloZit — ziskat pieva-
7eny zemni plyn. Plné naloZend vzducholod obsahuje 1,0- 106 m?
zemniho plynu hustoty 0,80 kg-m™>. Vihu konstruk&nich &dsti
vzducholodi 1ze zanedbat.

39C. Heliem naplnény balon pluje pomalu v nizké vy3ce. Jeho
maximélni uZite¢né zatiZeni, tj. zatiZeni posddkou a ndkladem, je
1280 kg. O kolik by se mohlo zvy3it toto uZitecné zatiZeni, kdyby
se misto helia pro plnéni balonu uZil vodik? Objem helia v ba-
lonu je 5000 m?>. Hustota helia je 0,16 kg-m~3, hustota vodiku

vy

0,081 kg-m 3. (Pro¢ se piesto uZivd mnohem drazsi helium?)

40C. Heliovy balon se uZivd k vyzdviZeni uZite¢ného zatiZeni
o hmotnosti 40kg do vysky 27 km, kde hustota vzduchu je
0,035 kg-m ™. Konstrukce balonu md hmotnost 15 kg a helium
v ném hustotu 0,005 1 kg-m~>. Jaky je objem balonu? Objem
néakladu zanedbejte.

s

41U. Duté koule o vnitinim poloméru 8,0 cm a vn&jsim polomé-
ru 9,0 cm plove napiil ponofena v kapalin€ hustoty 800 kg-m~.
(a) Jakd je hmotnost koule? (b) VypoCtéte hustotu materialu,
z kterého je koule zhotovena.

42U. Duté kulovd Zeleznd skofepina plove téméf plné pono-
fena ve vod&. Vng&jsi priimér koule je 60,0 cm a hustota Zeleza je
7,87 g-cm~3. Jaky je vnitini primér koule?

430. Zelezny odlitek, ktery obsahuje mnoho dutinek, vazi
6000 N na vzduchu a 4000 N ve vodg. Jaky je celkovy objem

dutinek v odlitku? Hustota homogenniho Zeleza je 7,87 g-cm™,

44U. (a) Jakd je nejmens{ plocha ledové desky tlust¢ 30cm
plujici na sladké vodg, kterd na sobé& udrZ{ automobil hmotnosti
1 100kg? (b) Z4leZi na tom, kde na desce automobil stoji?

45U, THi déti — kaZdé o hmotnosti 40kg — si ud&laly vor
svazany z klad. Kazdd kldda mé&la primér 30 cm a délku 6 m.
Kolik kldd musely déti pouZit, aby se s nimi vor nepotopil?
Hustotu dieva poklddejte za rovnu 940 kg-m™3.

460. Piedpoklddejte, Ze hustota mosaznych zdvaZi je 8,0 g/ cm’
a hustota vzduchu 0,001 2 g/cm?. Jaké se dopustime chyby za-
nedbdnim vztlaku vzduchu, kdyZ na rovnoramennych vahdch
vézime predmét, ktery md hmotnost m a hustotu ¢? Chybu vy-
jddrete v procentech.

47U. Automobil mé celkovou hmotnost 1 800 kg. Objem vzdu-
chu v prostoru pro cestujici je 5,00 m?>. Objem motoru a piednich
kol je 0,750 m® a objem zadnich kol, palivové nadrZe a kufru je
0,800 m?>; predpokladejme, Ze do t&chto prostorti voda nepronik-
ne. Automobil parkoval na svahu, lanko ruéni brzdy se ptetrhlo
a viiz sjel ze svahu do rybnika (obr. 15.37). (a) Nejprve Zadna
voda nevnikla do prostoru pro cestujici. Jaky je objem potopené
&4sti vozu v této fazi d&je, kterd je zachycena na obrdzku? (b) Jak




se voda postupné dostdvd do prostoru pro cestujici, automobil
klesd. Kolik do ného vnikne vody do okamZziku, kdy automo-
bil zmizi pod hladinou? (Automobil plove vodorovné, protoze
v kufru ma té€zky naklad.)

0,750m?3

Obr.15.37 Uloha 47

48U. Kus dfeva md hmotnost 3,67 kg a hustotu 600kg-m 3.
Priddme k nému tolik olova, aby 90 % objemu dfeva bylo po-
topeno. Jaké mnozstvi olova je zapotrebi: (a) kdyZ olovo je
pfiddno na vrchni ¢dst dfeva (neni potopeno), (b) kdyZ olovo
je priddno na spodni ¢ast dfeva (je potopeno)? Hustota olova je
1,13-10% kg-m 3.

49U, Kdédinku &dste¢n& naplnénou vodou postavime na dno
dfezu (obr. 15.38). Vlastni hmotnost kadinky je 390g a jeji
vnitfni objem 500 cm?®. KdyZ pInime diez vodou a kadinka je
naplnéna méné nez z poloviny, zacne plovat. Kdyz je kddinka
naplnéna vice, ziistane stdt na dné dfezu, a kdyZ pfipousténd voda
dosdhne jejiho okraje, nateCe do ni. Jaka je hustota materidlu,
z kterého je kddinka vyrobena?

Obr. 15.38 Uloha 49

50U. Jaké je zrychleni stoupajiciho balonu na horky vzduch,
kdyZ pomér hustoty vzduchu vné balonu k hustot€ vzduchu
uvnitt balonu je 1,39? Hmotnosti konstrukce balonu a obsa-
zeného koSe zanedbejte.

51U. Vilcova kovova ty¢ délky 80cm a hmotnosti 1,6 kg md
pritfez 0 obsahu 6,0 cm?. T&Zi3té tye lezi 20 cm od jednoho
jejiho konce, protoZe hustota ty¢e neni konstantni. Ty¢ je zavé-
Sena vodorovné na dvou vlaknech a ponofena do vody, jak je

ukdzdno na obr. 15.39. (a) Jakd napéfovd sila je pfendSena vldk-

Obr.15.39 Uloha 51
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520*, Napéti ve vldkné, které drzi pevny predmét pod povrchem
kapaliny (kapalina md vet§i hustotu nez pfedmét) je Tp, kdyz
je nadoba s kapalinou v klidu (obr. 15.40). Ukazte, Ze kdyZ se
nadoba zaCne pohybovat se zrychlenim o velikosti a mificim
svisle vzhlru, napéti 7 ve vldkné stoupne na hodnotu 7p(1 +

+alg).

Obr. 15.40 Uloha 52

ODST. 15.9 Proudnice a rovnice kontinuity
53C. Naobr. 15.41 je zndzornén soutok dvou potoki, které vy-

tvoii feku. Jeden potok md Sitku 8,2 m, hloubku 3,4 m a rychlost
jeho proudu je 2,3 m-s~!. Druhy potok je 6,8 m §iroky, 3,2 m hlu-
boky a rychlost jeho proudu je 2,6 m-s~!. Sifka feky je 10,5 m,

rychlost jejiho proudu je 2,9 m-s~'. Jakd je hloubka feky?

Obr. 15.41 Cviceni 53

54C. Voda pfitékd trubkou, jejiz vnitini pramér je 2,1 cm, a déle
tece tfemi trubkami o priméru 1,4 cm. (a) Jaky je objemovy
tok §irSi trubkou, kdyZ objemové toky uzSimi trubkami jsou
postupné 0,035 m3-s™!, 0,025 m?-s~! a 0,015 m3-s~1? (b) Jaky
je pomér rychlosti proudéni v §irSi trubici k rychlosti proudéni
v trubici s objemovym tokem 0,035 m3.s~1?

55C. Zahradni hadice tfictvrtécoulka (tj. hadice s vnitfnim pra-
mérem 0,75 palce) je pfipojena k postiikovadi trdvniku, ktery se
skladd z 24 dér o priméru 0,05 palce. Jakou rychlosti je voda
vystiikovdna z otvort postiikovace, jestliZe v pfivodni hadici je
jeji rychlost 1 m-s~!?

56U. Ze zatopeného sklepa je vyCerpavana voda rychlosti 5 m/s
hadici o vnitinim poloméru 1 cm. Hadice je vyvedena okénkem,
které se nachdzi 3 m nad hladinou ¢erpané vody. Jaky je vykon
Cerpadla?
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570. Reka Sirokd 20 m a hlubokd 4 m odvodiiuje Gzemi o roz-
loze 3000km?. Prim&mé roéni sraZky na tomto Gzemi &ini
505 mm/m?. Ctvrtina srdZek se vypaii a zbytek je odvodnén
fekou. Jaka je primérnd rychlost proudu vody?

ODST. 15.10 Bernoulliova rovnice

58C. Voda te¢e rychlosti 5m-s~! trubici, kterd md pfi¢ny prifez
0 obsahu 4 cm?. Voda postupné klesne o 10m a obsah prifezu
trubice se roziiti na 8 cm?. (a) Jak4 je rychlost vody po poklesu?
(b) Jaky je tlak po poklesu, kdyZ predtim byl 1,5-10° Pa?

59C. Modely torpéd byvaji zkouSeny ve vodorovné trubici
s proudici vodou, podobné jako modely letadel v aerodynamic-
kém tunelu. UvaZujme, Ze do takové trubice o vnitfnim priméru
25 cm umistime souose model torpéda, ktery md primér 5 cm. Pfi
zkouSce proudi voda kolem torpéda rychlosti 2,5 m-s~!. (a) Ja-
kou rychlosti musi voda proudit v mistech, kde jeji proud neni
z0Zen modelem? (b) Jaky je rozdil tlaku vody v trubici mezi
mistem, kde se nachdzi model, a ostatnimi ¢astmi trubice?
60C. Vstup do potrubi spojujictho nddrz piecerpdvaci elek-
trarny s elektrarnou (obr. 15.42) ma obsah 0,75 m?. Voda do
n&j vstupuje rychlosti 0,4 m-s~'. V budové elektrarny, kterd je
0200 m niZe, je vystup z trubice uz§i a voda z n&j vytéka rychlos-
t{ 9,5 m-s~!. Jaky je rozdil tlaku mezi vstupem a vystupem?

nadrz

prevyseni elektrdrna

e
. T VStok |
Obr.15.42 Cviceni 60

61C. Potrubi o vnitfnim priméru 2,5 cm Cerpd vodu do piizemi
domu rychlosti 1 m-s~! pod tlakem 1,7-10° Pa. M4-li potrubi ve
druhém podlazi ve vysce 8 m pramér 1,25 cm, jakd je v ném
(a) rychlost proudu a (b) jaky tlak vody?

62C. Jakou préci vykon4 okolni tlak na protladeni 1,4 m? vody
trubici o vnitinim praméru 13 mm, kdyZ mezi konci trubice je
tlakovy rozdil 1 atm?

63C. Vodorovnou trubkou konstantniho prifezu tece olej. Po-
kles tlaku mezi dvéma misty vzdalenymi 300 m je 35-10° Pa.
Jakou energii ztrati 1 cm? oleje, kdyZ protece vzdélenost 1 m?

64C. Nadrz s velkou plochou hladiny je naplnéna vodou do
vyse 0,3 m. Otvor o obsahu 6 cm? ve dnu nddrZe zpiisobi tinik
vody. (a) Jaky je objemovy tok vytékajici kapaliny? (b) V jaké
hloubce pod dnem nddrZe se plocha vytékajiciho paprsku zazi
na polovinu plochy otvoru?

65C. Mdme dv€ nddrZe (1 a 2) s velkou plochou vrchni hladiny,
ve kterych jsou dvé rlizné kapaliny. Ve stejné hloubce 4 pod
vrchni hladinou jsou v obou néadrZich udéldny otvory, pric¢emz
otvor v nadrZzi 1 md polovi¢ni plochu ve srovnani s otvorem v nd-
drzi 2. (a) Jaky je pomér hustot kapalin 01 /02, kdyZ hmotnostni
toky ob&ma otvory jsou stejné? (b) Jaky je pomeér objemovych

tokll z obou nddrzi? (c) Jak se musi zménit vyska kapaliny nad
otvorem v nadrZi 2, aby se vyrovnaly objemové toky z obou
nadrzi?

66C. Vzduch obtékd vrek kiidla letadla rychlosti vy a jeho
spodek rychlosti v,. Plocha kiidla je S. UkaZte, Ze v tomto
zjednoduseném modelu Bernoulliova rovnice pfedpovidd pro
velikost Fy, sily, kterd nadndsi kiidlo (fikdme ji téZ vztlakovd
sila), hodnotu

Fy, = SoS(* —v?),

kde o je hustota vzduchu.

67C. Je-lirychlost obtékdni spodni strany kifdla 110 m-s~!,jakd
rychlost obtékdni vrchni strany kidla povede k tlakovému roz-
dilu 900 Pa mezi obéma stranami? Hustotu vzduchu poklddejte
zaroviu 1,3:1073 g-em ™ a pouijte vysledek cvi€. 66.

68C. Letadlo md plochu kazdého kiidla rovnu 10,0 m?. P¥i jisté
rychlosti letadla vzduch obtékd vrchni plochu kfidla rychlosti
48,0m-s~! a spodni plochu rychlosti 40,0 m-s~!. Jakd je hmot-
nost letadla? Pfedpoklddejte, Ze letadlo leti stalou rychlosti, hus-
tota vzduchu je 1,20kg-m~3 a vliv obtékéni trupu a ocasnich
ploch na vztlak je zanedbatelny. Diskutujte velikost vztlaku,
kdyZ letadlo pfi stejné rychlosti (a) leti vodorovnég, (b) stoupd
pod dhlem 15°, (c) klesd pod Ghlem 15°. (Vyjdéte z vysledku
cvic. 66.)

69U. Voda tete vodorovnou trubici a do okolnitho prostoru
(do atmosféry) vytéka rychlosti 15m-s~!, jak je naznaleno
na obr.15.43. Pramér levé Cdsti trubice je 5,0cm a pravé
¢asti 3,0cm. (a) Kolik vody vytece do okolniho prostoru za
10min? (b) Jakd je rychlost proudéni v levé Casti trubice?
(c) Jaky je pietlak nebo podtlak (rozdil tlaku proti tlaku v okol-
nim prostoru) v levé ¢dsti trubice?

vy T \-_—r’ >>>>>>>> v vy =15m-s™

_— d2 dl P

Obr. 15.43 Uloha 69
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70U. V uzavieném soudku je 50 cm pod povrchem népoje pi-
pa, ze které, kdyZ je otevfena, vytékd ndpoj prifezem o ob-
sahu 0,25 cm?. Hustota ndpoje je 1 g-cm™>. Jakou rychlosti bude
népoj vytékat otevienou pipou, kdyz pretlak v soudku v prostoru
nad ndpojem je (a) nulovy, (b) 0,4 atm?

71U. Vitr pfi vichfici obtéka stiechu domu rychlosti 110 km/h.
Hustota vzduchu je 1,2 kg-m~>. (a) Jaky je rozdil tlakii v prostoru
nad stfechou a pod stiechou, ktery se snaZi sttechu nadzvednout
a odnést? (b) Jakd bude sila nadnaSejici stfechu o obsahu 90 m2?

720. Okna budovy Gfadu maji rozméry 4m x 5m. Ve vétrném
dnu se prohnal okolo oken v nejvyssim patfe budovy zdvan vétru
rychlosti 30,0 m-s~!. Vypodtéte celkovou silu, kterd pii zdvanu
vétru pusobila na okno. Hustota vzduchu byla 1,23 kg-m~3.

730. Ostreloval prostielil kulkou z pusky vzduchotésng uza-
vienou benzinovou nadrz 50 m pod povrchem benzinu. Nad
benzinem je absolutni tlak 3 atm, jak je naznac¢eno na obr. 15.44.




Skladovany benzin md hustotu 660 kg-m~3. Jakou rychlosti v
zaCal benzin stfikat prostfelenym mistem?

=

,0atm

74U. Nédrz na pitnou vodu je za prehradni hrdzi 15 m hlubok4.
Vodorovnd trubka o priméru 4,0 cm prochdzi hrdzi v hloubce
6,0 m pod vodni hladinou, jak je ukdzdno na obr. 15.45. Trubka
je uzaviena zdtkou. (a) Najdéte nejmensi nutnou velikost sily
tfeni mezi trubkou a zdtkou. (b) Zatku odstranime. Jaky objem
vody vytece trubkou za tii hodiny?

T
1 S’m

6,0m

75U0. Nédrz je naplnéna vodou do vysky H. V nddrZi byl
provrtdn otvor v hloubce i pod vodni hladinou (obr. 15.46).
(a) Ukazte, Ze vzdalenost x od stény nddrZe do mista, kde vodni
proud vytékajici z nddoby dopadne na zem, je ddna vyrazem
x = 23/h(H — h). (b) Je mozné navrtat nddrZ v jiné hloubce,
ze které by vytékajici proud dopadl na zem ve stejné vzdale-
nosti x? Pokud ano, v jaké? (c) V jaké hloubce musi byt otvor
umistén, aby vzdalenost x byla maximalni?

R T T
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Obr.15.45 Uloha 74

Obr.15.46 Uloha 75

76U. Nasoska je zafizeni, které miZe slouzit k vycerpani
kapaliny z nddrZe. Jak pracuje, je zndzornéno na obr. 15.47.
Trubka ABC musi nejprve byt naplnéna kapalinou. Jakmile je
naplnéna, odCerpavd kapalinu z nddrZe tak dlouho, dokud hla-
dina nddrZe neklesne k usti trubky A. Kapalina m4 hustotu o
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a zanedbatelnou viskozitu. (a) Jakou rychlosti vytékd kapalina
z trubky v mist€ C? (b) Jaky tlak je v kapaling v nejvy$§im bodé
trubky B? (c) Jakd je nejvétsi teoretickd vyska hy, pfes kterou

sifon miZe Cerpat vodu?

Obr.15.47 Uloha 76

77U. Venturitiv pritokomér (obr.15.48) je pfistroj, ktery
slouZi k méfeni rychlosti proudéni trubici, a tim i mnoZstvi
kapaliny, které trubici protéka. Udaje se vypo&tou ze zmé&feného
rozdilu tlakii mezi mistem, kde trubice m4d sviij b&Zny primér
(primér pied vstupem a po vystupu z piistroje), a mezi ztizenym
mistem, tzv. kr¢kem. V mistech, kde trubice md sviij b&Zny
primér (obsah prifezu S), tedy i v mist& 1, kde je pfipojen jeden
konec manometrické trubice, md kapalina rychlost v. V kréku,
kde obsah priifezu je s, je v mist€ na obrdzku oznaceném 2

odtok
kapaliny

vstup
kapaliny

Venturitiv pritokomér

trubice

manometr

Obr. 15.48 Ulohy 77 a 78

pfipojen druhy konec manometrické trubice. Kapalina zde m4
vy$8irychlost V. Z rozdilu rychlosti plyne rozdil tlaku Ap, ktery
se v U-manometru projevi rozdilem vySek 4 kapaliny v jeho ra-
menech. (a) UZitim Bernoulliovy rovnice a rovnice kontinuity
pro srovndni pritokovych pomér v mistech 1 a 2 (obr. 15.48)
ukaZte, Ze pro stanoveni hledané rychlosti v plati rovnice

252Ap
V= | ————,
0(82 —52)’
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kde o je hustota kapaliny. (b) Pfedpokladejte, Ze trubici teCe
voda, Ze plochy pfiénych prafezi maji hodnoty S = 60 cm?,
s = 30cm?, tlak v §irdi Gsti trubice je 8-10*Pa a v krcku
6-10* Pa. Jaky je objemovy tok vody trubici?

78U. UvaZujte Venturiiv prittokomér z pfedchdzejici Glohy na
obr. 15.48 bez pfipojeného manometru. Nechf S = 5s a tlak
v misté 1, kde se nachdzi prifez S, je 2 atm. (a) Vypociéte rych-
losti v v misté prifezu S (misto 1) a V v misté prifezu s (misto 2),
které zpiisobi, Ze tlak p, v misté 2 vymizi. (b) Vypoctéte, jaky
v tom piipadé bude objemovy tok trubici, kdyZ priifez S md
primér 5,0 cm. Jev, ktery nastane v misté 2, kde tlak klesne na
nulovou hodnotu, se nazyvd kavitace; voda ztrati kontinuitu,
vytvori se v ni drobné bublinky.

79U. Pitotova trubice zndzornéna na obr. 15.49 se uzivd ke sta-
noveni rychlosti letadla. Sestdvd z vn&jsi trubice, na jejimz boku
je v&tsi po&et malych otvord B (na obrdzku jsou vidét Ctyfi), kterd
je spojena s jednim koncem manometru (na obrazku je manome-
trem U-trubice). Druhy konec manometru je spojen s vnitini tru-
bici piistroje, do které vzduch vstupuje jejim celnim otvorem A.
Piistroj se umistuje na predni ¢dst letadla tak, aby vzduch vstu-
poval kolmo do vnitini trubice, takZe se v ni zastavi. Rychlost vy
je rovna nule. Otvory B jsou obtékdny rychlosti v velmi blizkou
rychlosti letadla. (a) UZitim Bernoulliovy rovnice ukaZte, Ze

20gh
v=_|—,
QOvzd

kde o je hustota kapaliny uZité v U-trubici, 2 vySkovd odlehlost
hladin v ramenech U-trubice a gy,q hustota vzduchu, kterym le-
tadlo leti. (b) V U-trubici je lih a ukazuje rozdil vySek i = 26 cm.
Jakd je rychlost letadla vi¢i okolnimu vzduchu? Hustota vzdu-
chu v dané vyice je 1,03 kg:-m ™ a hustota lihu 810 kg-m .

Obr.15.49 Ulohy 79 a 80

80U. Pitotova trubice (viz Glohu 79) umisténd na letadle leticim
ve velké vy3ce ukazuje tlakovy rozdil 180 Pa. Jaka je rychlost
letadla, jestliZze hustota vzduchu v této vysce je 0,031 kg-m™3?
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Stalo se to v roce 1989, v dobé, kdy se v okoli San Franciska pripravovalo
zahdjent tieti Cdsti Svétovijch her. Oblast byla zasaZena seizmickymi vlnami
ze 100 km vzddleného ohniska zemétFesent pobliz Loma Prieta. Zemétiesent

o sile 7,1 stupitii zpiisobilo rozsihlé skody a zabilo 67 lidi. Na fotografii
vidime ¢dst 1,4 km dlouhého iiseku Nimitzovy ddlnice, kde doslo k desitkdm
smrtelnyjch zranéni, kdyZ se horni betonovd deska z#itila na spodni a zasdhla
motoristy. Pricinou zficeni byly nepochybné prudké otvesy, vyvolané
seizmickymi vinami. Avsak pro¢ byl pravé tento iisek tak vizné poskozen,
jestlize ostatni iiseky ddlnice s témé¥ totoznou konstrukci z¥icent um’kly?
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16.1 KMITANI

Piiklady kmitdni, opakujictho se pohybu, nds obklopuji ze
viech stran. Pozorujeme kyvéni lustrd, houpdni zakotve-
nych Elund, pulzujici pisty automobilovych motortl. Zndme
chvéni kytarovych strun, bubnt, zvont, membran v tele-
fonnich sluchdtkédch a v reproduktorech, kiemennych krys-
tald v naramkovych hodinkdch. Méné evidentni je kmitdni
molekul vzduchu, které pfendsi zvukové rozruchy, kmitdni
atomi v pevné ldtce, zodpovédné za vjem teploty, a kmitdni
elektronil v rddiovych anténdch a televiznich vysilacich.

Kmitdni neni omezeno na hmotné objekty, jako jsou
houslové struny a elektrony. Periodicky pohyb pozorujeme
také u jevl spojenych s Sifenim svétla, rddiovych vin, rent-
genového zdfeni a y-zéfeni. Tento druh oscilaci budeme
studovat v ndsledujicich kapitoldch. Budou ndm tam velmi
uZite¢né analogie s kmitdnim mechanickych systémi, na
které se zamétime v této kapitole.

V redlném svét€ je kmiténi obvykle tlumené: treci sily
postupné premé&iuji mechanickou energii na teplo a pohyb
ustdvd. Takové ztraty mechanické energie nemizeme nikdy
zcela vyloudit, energii v§ak muzeme dopliiovat z vhod-
ného zdroje. Napiiklad déti na obr. 16.1 dovedou pfi hou-
pani ,,pumpovat*, tj. $vihnout nohama nebo se skrcit podle
okamzitého pohybu houpacky, a tim kmitdni udrZuji nebo
i zvétSuji. Preméniuji tak vlastné biochemickou energii na
mechanickou energii kmitajiciho systému.

Obr. 16.1 Dité se brzy nauéi doddvat houpacce energii a udrzZo-
vat tim jeji pohyb.

16.2 HARMONICKY POHYB

Obr. 16.2 predvadi sérii ,,snimka* kmitajiciho systému: ¢ds-
tice se opakované pohybuje tam a zpét kolem pocatku osy x.
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| | |
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| | |
f f —D—
! ! > =T
\ ! ¥ |
| | - |
—Xm +Xm

Obr.16.2 Série ,,snimkd* (vytvofenych po uplynuti stejnych
Casovych intervali) ukazuje polohu Eastice, kterd se pohybuje
tam a zpét kolem po&étku osy x. Krajnimi polohami jsou body
—Xm a +xpy. Délky Sipek na obrdzku jsou jednotné Skdlovdny
a ukazuji rychlost &dstice v danych bodech. V pocatku ma ¢dstice
nejvetsi rychlost. V polohédch £xp, je jeji rychlost nulova. Jestlize
zvolime polétek odeditdni Casu v poloze +xp, Cdstice se do ni
vréti poprvé v Case t = T, kde T je perioda pohybu. Pohyb, ke
kterému doslo v pribéhu prave uplynulé periody, se pak opakuje.

V tomto odstavci pohyb &dstice pouze popiseme. Pozdéji
budeme studovat, jak Ize dané kmitani vyvolat.

Zalneme zavedenim dileZitého parametru kmitdni,
jeho frekvence neboli kmito¢tu. Frekvence uddva pocet
kmitt, které jsou dokoneny v pribéhu kazdé sekundy.
Frekvenci oznacujeme symbolem f, jeji jednotkou v sou-
stavé Sl je hertz (zkratka Hz). Plati tedy

1 hertz = 1 Hz = 1 kmit za sekundu =

=1s"" (16.1)

S frekvenci souvisi perioda pohybu 7. Ta uddva dobu, za
kterou se uskute¢ni jeden dplny kmit (jeden cyklus). To
znamena

T=-—.
f

Jakykoliv pohyb, ktery se v pravidelnych intervalech opa-
kuje, nazyvdame pohyb periodicky. My zde budeme studo-
vat zv1astni pripad periodického pohybu: opakujici se Gsek

(16.2)



bude vZdy odpovidat situaci na obr. 16.2. Pro tento pfipad
Je Casovd zdvislost vychylky Céstice uréena funkci
(16.3)

x(t) = xmcos(wt + @)  (vychylka),

kde xm, @ a ¢ jsou dané konstanty. Tento pohyb budeme
nazyvat jednoduchy harmonicky pohyb nebo prosté har-
monicky pohyb.

Veli¢ina xp, v rov.(16.3) je kladnd konstanta, jejiz
hodnota zdvisi na pocite¢nich podminkdch. Nazyvame ji
amplituda; spodni index m znamend maximum. Ampli-
tuda vychylky totiZ uddvé velikost nejvétsi mozné vy-
chylky ¢dstice v obou smérech od pocatku. Funkce kosinus
v rov. (16.3) se méni mezi krajnimi hodnotami +1, takze
vychylka x(¢) se méni mezi krajnimi hodnotami +x,. Vi-
dime to i na obr. 16.2.

Casové zdvisly vyraz (wt + @) v rov. (16.3) se nazyva
faze pohybu, konstanta ¢ je poéateéni faze. Jeji hodnota
zdvisi na vychylce a rychlosti ¢dstice v ¢ase t = 0. Pro
oba pribéhy x(¢) na obr. 16.3a je fazovd konstanta nulovd
(srovnejme tyto pribeéhy a hodnoty ziskané z rov. (16.3)
prot = 0).

Zbyva vysvétlit konstantu w. Po uplynuti jedné pe-
riody T se musi ¢dstice navrdtit do svého vychoziho stavu.
Z toho plyne, Ze pro libovolné ¢ se musi také x(¢) rovnat
x(t + T). PoloZme pro jednoduchost v rov. (16.3) ¢ = 0.
Z uvedené podminky potom dostaneme

Xm COS(1) = Xy cos (w(t + T)).

Funkce kosinus md periodu 2r rad. Pfedchozi rovnice tedy
ddva
ot+2n=w(+7T)

a odtud
ol = 2.

Uvazime-li jesté rov. (16.2), mame celkové

2n

= e 2n f. (16.4)

Veli¢ina w se nazyvd uhlova frekvence (také kruhovi
frekvence Ci dhlovy kmitocet) pohybu: jeji jednotka v sou-
stav€ SI je radidn za sekundu. (Mdme-li byt tedy disledni,
musime vyjadfovat fazi ¢ v radidnech.) Na obr. 16.3 jsou
porovnédny dva harmonické pohyby, které se 1idi bud jen
svou amplitudou, nebo jen svou periodou (a tedy frek-
venci a uhlovou frekvenci), anebo jen fazovou konstan-
tou.
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Obr. 16.3 Modrd kiivka je ve viech tfech pfipadech zakreslena
podle rov. (16.3) s ¢ = 0. (a) Cervend kiivka se li§i od modré
pouze tim, Ze pro ni je amplituda x/, v&t3i. (b) Cervend kfivka
se LiSi od modré pouze tim, Ze pro ni je perioda 7' = T/2.
(c) Cervend kfivka se li¥i od modré pouze tim, Ze pro ni je
¢ = —n/4rad a nikoliv nula.

gféi%\ix 1: Céstice vykondvd harmonicky pohyb
s periodou T (podobné jako na obr. 16.2). V Sase t = 0
se nachdzela na soufadnici —xy,. Rozhodnéte, zda ji
v Case (a) t = 2,007, (b) 1 = 3,50T, (¢) t = 5,25T
nalezneme v bodé
o souradnici —xy,,
0 souradnici xy,,
v pocatku soutadnic,
mezi —x, a0,
mezi 0 a xp,.

Rychlost harmonického pohybu

Rychlost ¢dstice dostaneme jako obvykle — derivaci vy-
razu pro soufadnici. V piipadé harmonického pohybu jde
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tedy o derivaci rov. (16.3):

dx d
v(t) = 5= E(xm cos(wt + ¢))

neboli

v(f) = —wxm sin(wt + @)  (rychlost).  (16.5)

Na obr. 16.4a je graf funkce odpovidajici rov. (16.3) s ¢ =
= 0. Obr. 16.4b ukazuje rov. (16.5), rovnéz pro ¢ = 0.
Podobné jako jsme nazvali xp, v rov.(16.3) amplitudou,
nazveme nyni kladnou veli¢inu wxp v rov. (16.5) ampli-
tudou rychlosti vy,. Na obr. 16.4b vidime, jak se rychlost
kmitajici Edstice méni mezi hodnotami *vy (§. Twxm).
Na tomto obrdzku si také v§imnéme, Ze kfivka odpovi-
dajici v(t) je posunuta o &tvrtinu periody doleva vzhle-
dem ke kiivce x(¢): jestlize je velikost vychylky nejvetsi
(tj. x(t) = xm), je velikost rychlosti nejmensi (tj. v(¢) = 0).
A v okamziku, kdy je velikost vychylky nejmensi (tj. nu-
lov4), je velikost rychlosti nejvetsi (je rovna vy = @xm).

+Xm n Pant
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= NN | N N
% 1N | /| N "
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Obr. 16.4 (a) Vychylka ¢dstice x (¢) pro harmonicky pohyb s fa-
zovou konstantou ¢ rovnou nule. Perioda 7 ohraniCuje jeden
Giplny kmit. (b) Rychlost &dstice v(r) a (c) zrychleni ¢dstice a(r)
pro tento pohyb.

Zrychleni harmonického pohybu

Derivaci rychlosti dostaneme zrychleni ¢dstice. V piipadé
harmonického pohybu tedy derivujeme rov. (16.5) a dosta-
neme

d d
a(t) = _d—lt) = a(—a)xm sin(wt + @)

neboli

@) = e

Xm cos(wt + @)  (zrychleni). (16.6)
Na obr. 16.4c je graf funkce odpovidajici rov. (16.6), op€t
pro ptipad ¢ = 0. Kladnd veliCina ®*xm Vv 1ov. (16.6)
se nazyvd amplituda zrychleni a,,. Zrychleni Cdstice se
tedy méni v rozmezi £any (. +w?xy); vidime to také na
obr. 16.4c. Navic si v§imnéme, Ze kiivka a(¢) je posunuta
vzhledem ke kfivce v(f) o Ctvrtinu periody doleva.

V této chvili miizeme propojit rov. (16.3) a (16.6); do-
spé&jeme ke vztahu

a(t) = —w’x(1). (16.7)

Tato rovnice je jakymsi ,,puncem® harmonického pohybu:
zrychleni ¢astice je tmérné vychylce a md opacné znamén-
ko, pfitom konstantou Gmérnosti je druhd mocnina thlové
frekvence. Nejvétsi kladnd hodnota vychylky tedy odpo-
vid4 zdpornému zrychleni s nejvétsi velikosti a naopak.
Je-li vychylka &éstice nulovd, je jeji zrychleni také nulové.
Tato tvrzeni ilustruje obr. 16.4.

RADY A NAMETY
Bod 16.1: Fadze

V&imnéte si, jakou roli hraje pfi kresleni x(¢) konstanta ¢.
JestliZe je ¢ = 0, graf funkce x(r) bude vZdy podobny kiivee
na obr. 16.4a, tj. typické kiivce pro funkei kosinus. Zdpornd
hodnota ¢ posune kiivku podél ¢asové osy doprava (jako na
obr. 16.3c), zatimco kladnd hodnota ¢ ji posune doleva.

UvaZzme dva harmonické pohyby, liSici se pouze v této
konstants. Rikdme o nich, Ze maji fazovy rozdil, Ze jedna vici
druhé md fdzovy posuv, Ze jsou navzdjem fdzové posunuty
neboli Ze jsou navzdjem rozfazovany. Napiiklad kiivky na
obr. 16.3¢ maji fazovy rozdil n/4 rad.

Harmonicky pohyb se opakuje po uplynuti kazdé perio-
dy T a funkce kosinus se opakuje po kazdych 2nrad. To
znamend, Ze perioda T odpovidd fizovému rozdilu 2nrad.
Na obr. 16.4 je kiivka x (¢) posunuta vzhledem ke kiivce v(z)
o &tvrtinu periody doprava neboli je vzhledem k ni fidzové
posunuta 0 —7/2 rad. Soucasné je tato kiivka posunuta vzhle-
dem k a(t) o polovinu periody doprava neboli je vzhledem
k a(t) posunuta o —nrad. Fézovy posuv 2rnrad zpiisobi, Ze
se dany harmonicky pohyb ztotoZni sdm se sebou — jinymi
slovy, viibec se nezméni.

16.3 POHYBOVA ROVNICE PRO
HARMONICKY POHYB

s vz

Nyni jiZ vime, jak se zrychleni ¢dstice méni s Casem. Druhy
Newtontiv zdkon ndam odpovi na otdzku, jaka sila musi na



¢éstici plsobit, aby ji bylo udélovano pravé toto oéekdvané
zrychleni. Z Newtonova zdkona a z rov. (16.6) dostaneme
pro harmonicky pohyb

F = ma = —(mw?)x. (16.8)

Sila je tedy pfimo imérnd vychylce a opacné orientovana:

F =ma = —kx. (16.9)
To odpovidd Hookovu zdkonu pro pruZinu, jejiz tuhost je
v daném piipadé

k = mo?. (16.10)

Rov. (16.9) tak vlastné predstavuje alternativni definici har-
monického pohybu. Ta zni:

Cistice o hmotnosti m vykondvd harmonicky pohyb,
jestliZe na ni pasobi sila pfimo Gmérnd vychylce Céstice
z rovnovdzné polohy a orientovand proti vychylce.

Soustava pruZina + t€leso na obr. 16.5 se nazyva har-
monicky, nékdy téZ linearni oscilator. Slovo ,linedrni‘
poukazuje na skutecnost, Ze sila F' je Gmérnd prvni (a niko-
liv néjaké jiné) mocniné vychylky x. Jeho Gthlovd frekvence
w souvisi vztahem (16.10) s tuhosti pruZiny k a s hmotnosti
télesa m. Dostaneme tedy

[ k
o=, — (ahlovd frekvence). (16.11)
m

Kombinacirov. (16.4) a (16.11) pak ihned ziskdme periodu
harmonického oscildtoru na obr. 16.5:

Im
I = i (perioda).

Rov. (16.11) fika totéz, co rov. (16.12): velkou hodnotu th-
lové frekvence (a tedy malou periodu) dostaneme v piipadé
tuhé pruZiny (velké k) a lehkého télesa (malé m).

(16.12)

—Xm x=0 +Xm

Obr.16.5 Harmonicky oscildtor. Jakmile pon&kud vychylime
téleso na stranu a poté je uvolnime, vznikne podobné jako u &4s-
tice na obr. 16.2 harmonicky pohyb. Vychylka télesa je uréena
rov. (16.3).
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U jakéhokoliv kmitajiciho systému tohoto typu, af uz
je to harmonicky oscildtor na obr. 16.5, skokanské prkno
nebo houslova struna, najdeme vZzdy jednak jistou ,,tendenci
k nédvratu®, jednak ,,setrvacnost”. V pripad€ oscildtoru na
obr. 16.5 jsou obé tyto tendence spojeny s odliSnymi sloz-
kami kmitajiciho systému: ,.tendence k ndvratu® je repre-
zentovana vyhradné nehmotnou pruZinou a ,,setrvacnost*
je vazana vyhradn€ na hmotné téleso. V ptipadé houslové
struny, jak uvidime v kap. 17, jsou ob€ zminéné tendence
vazdny na samotnou strunu. Jsou ovSem i jiné mechanismy
kmitt. Napf. pfi relaxac¢nich kmitech se pro pohybujici
se predmét vZdy v okoli krajni polohy zméni ,,pravidla
hry*, podobné u tfecich tont se pravidelné odtrhuji viry od
prekazky v proudéni vzduchu. Zde je nebudeme podrobnéji
rozebirat.

K ONTROLA 2: Ktery z ndsledujicich vztahi mezi si-
lou F, plisobici na ¢dstici, a polohou &éstice x, popisuje
harmonicky pohyb: (a) F = —5x, (b) F = —400x2,
(c) F = 10x, (d) F = 3x2?

PRIKLAD 16.1
Téleso o hmotnosti m = 680 g je pfipojeno k pruziné tuhosti
k = 65N-m~!. Té&leso, pohybujici se na hladké podloZce,
vychylime o x = 11 cm z rovnovazné polohy x = 0. V nové

| poloze je téleso v klidu. Poté jej v Case t = 0 uvolnime.

(a) Jakou silou plisobi v okamziku uvolnéni pruZina na t€leso?
j RESENI: Podle Hookova zdkona plati

|
i
i F = —kx = —(65N-m™)(0,11m) =

= -7,2N. (Odpovéd)

Znaménko minus ndm pfipomind, Ze sila a vychylka maji
opacnou orientaci. Skute¢né, pruZina plisobi na téleso silou, |
kterd sméfuje k rovnovazné poloze, zatimco vychylka smé- i
fuje od rovnovazné polohy. ‘
\

(b) Jaka je Ghlova frekvence, frekvence a perioda vzniklého
kmitani?
RESENI: Podle rov. (16.11) méme

_\/E_ (65N-m=!)
YTV T 0.68kg)

‘ =9,78rad-s”! =9, 8rad-s . (Odpovéd) |
Frekvenci nyni dostaneme z rov. (16.4): ‘
= o (9,78 rad-s™1) .
‘ ST T 2 a
‘ =1,56Hz = 1,6 Hz. (Odpovéd)
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Perioda je prevracenou hodnotou frekvence:

1 1

T f  (1.56Hz)
= 0,64 s = 640 ms. (Odpovéd)
(c) Urcete amplitudu vychylky.

RESENI
stavy pruzina + téleso, podobné linedrnimu oscildtoru na
obr. 16.5. Pokud neuvaZujeme tfeni, mechanickd energie se
béhem pohybu zachovavd. V nasem pfipadé je téleso uvol-
néno s nulovou pocdteéni rychlosti v okamziku, kdy je vzda-
leno 11 cm od rovnovazné polohy. Md tedy v tomto okamZiku

nulovou kinetickou energii a md ji také nulovou, kdykoliv |

se pozdé&ji opét nachdzi 11 cm od rovnovdzné polohy. Jeho
nejversi moznd vzdélenost od rovnovdzné polohy je tedy
11cm, 4.

Xm = 11cm. (Odpovéd)

(d) Urcete maximalni rychlost kmitajiciho télesa.

NI: Amplituda rychlosti je urcena rov. (16.5). V na-
Sem prlpade

Vi = Xy = (9,78 1ad-s”1) (0,11 m) =

=1,1ms

=1, (Odpoveéd) |

: V{1 8.4 jsme zkoumali mechanickou energii sou- |

Téleso md tuto nejveétsi moznou rychlost v okamziku, kdy |

pravé miji pocdtek osy x. Ukazuje to také srovndni obr. 16.4a
a 16.4b; nejvetsi rychlost odpovidd x = 0.

(e) Urcete maximadlni zrychleni télesa.

NI: Amplituda zrychleni je urcena rov. (16.6). V na-
Sem prlpade

am = wzxm = (9,78 rad~s’1)2(0, Ilm) =

=11ms2 (Odpovéd)

Téleso ma toto (co do velikosti) nejvétsi mozné zrychleni,
kdykoliv se nachazi v bodech obratu. V téchto bodech je také
nejvetsi sila, kterou na téleso plsobi pruzina. Ukazuje to také
srovndni obr. 16.4a a 16.4¢; vychylka a zrychleni nabyvaji

Vo

svych nejvétsich i nejmensich hodnot soucasné.

(f) Jakd je fdzova konstanta pohybu ¢?

NI: V &ase t = 0, tj. v okamZiku uvolnéni tlesa,
nabyvala jeho vychylka x své maximalni hodnoty xp,. Rych-
lost v télesa byla nulovd. Tyto dvé relace se nazyvaji poca-
te¢ni podminky. JestliZe je uplatnime postupné v rov. (16.3)
a (16.5), dostaneme

1 =cosg a 0 =sing.
Nejmensi thel, ktery spliiuje ob€ tyto podminky, je

¢ =0. (Odpovéd)

(Podminky jsou splnény také pro libovolny cely ndsobek Ghlu
2nrad.)

PRIKLAD 16.2
Uvazujme harmonicky oscildtor na obr. 16.5. V Case t = 0 je

vychylka x (0) rovna —8,5 cm, rychlost v(0) je —0,920 m-s~! 3

a zrychleni a(0) je +47.0 m-s2.
(a) Urcete thlovou frekvenci a frekvenci kmitdni.
RESENI: V rov. (16.3) polozme ¢ = 0. Dostaneme

x(0) = xpp cos .
Podobné po dosazeni t = 0 do rov. (16.5) a (16.6) mdme
v(0) =

— WX sin @ (16.14)

a(0) =

— X COS @.

(16.13) |

(16.15) |

Posledni tfi rovnice obsahuji tfi nezndmé, jmenovité xpy, ¢ |

a w. Postupné je nalezneme vSechny, v této ¢dsti tkolu hle-
ddme pouze thlovou frekvenci w.
Sestavime podil rov. (16.15) a (16.13). Ze vzniklého vy-

razu vypocteme
a (O)
X (0)

-f

=23,5rads”!

(47,0m-s2) _
(—0,0850m)

(Odpovéd)
Frekvence f je urCena vztahem (16.4). V naSem pfipadé

o (23,5rads™)

o = = = 3,74Hz. (Odpovéd)

(b) Urcete fazovou konstantu ¢.
RESENI: Nejprve sestavime podil rov. (16.14) a (16.13):

v(0) —wXp Sin @
— = — = —wtge.
x(0) Xm COS
Z tohoto vztahu nyni vypocteme tg ¢:
oo VO —(=0920ms™)
8Y = T 0x(0)  (23.5rads 1)(—0.0850m)
= —0,461.

Mame tak zatim dv€ mozna feSeni

o = —25° a ¢ = 155°.

V ndsledujici ¢dsti tlohy rozhodneme, kterd z obou fazovych |

konstant je spravna.

(c) Urcete amplitudu kmitdni xp,.



RESENI: Vyjdeme z rov.(16.13) a prozatimné dosadime
@ = 155°:

_x(0)  (—0,0850m)

m — - o
cos ¢ cos 155¢°
=0,094m = 9,4cm. (Odpovéd) ‘
Podobné hodnota ¢ = —25° by vedla k x, = —9,4cm.
Avsak amplituda vychylky musi byt vZdy kladnd konstanta —
Ghel ¢ = —25° musime vyloudit. Spravny vysledek ¢dsti (b)
je tedy

@ = 155°. (Odpovéd)

PRIKLAD 16.3

Vliv konstantni sily na harmonicky oscildtor. Pruzinu z ob-
rdzku 16.5 zavésime svisle dolli podle obr. 16.6. Osu y orien- |
tujme podél ni s poéatkem v poloze, kde by byl konec neza- |
tiZené pruziny. Poté pruZinu zatiZime télesem hmotnosti m.

00000,

0

f%@

)OQ(C

[

),

y

Obr.16.6 Priklad 16.3. Konec nezatiZzené pruZiny je v pocdtku i
osy y. Rovnovdznad poloha zatiZené pruZiny je y.. Vychylka z této

rovnovazné polohy je y’.

(a) Jaké je protaZeni y, zatiZené pruZiny v rovnovazné poloze?
RESENI: V rovnovazné poloze je vyslednice sil ptisobicich
na téleso, tj. sily pruZnosti F a sily tthové G, rovna nule. Jediné
nenulové slozky jsou y-ové a plati pro né

Fy+ Gy, =—ky.+mg =0.

Odtud ur¢ime hledanou rovnovédznou polohu

(16.16)

| ktery fikd: zrychleni je tmérné vychylce z rovnovdzné
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(b) Te€leso svisle vychylime a uvolnime. S jakou perio- |
dou bude kmitat? Porovnejte tuto situaci s obr. 16.5, kdy ‘
pruZina neni namahdna tihou t&lesa, a s obecnym feSenim |
v pt. 16.1a, b. ‘
RESENI: P¥ vychylce y' z rovnovdzné polohy y, plisobi ‘
pruzina na téleso silou ‘

Fy = —k(y' 4+ y). (16.17)

Na téleso ptisobi kromé této sily jesté konstantni tihova
sila G, takZe vysledna sila F, pGsobici na t€leso je

F,=F +mg. (16.18)

Po dosazeni rov. (16.16) a (16.17) do rov. (16.18) dostdvame

Fpy= —k(y’ e %) Tmg=—ky. (16.19)

Odtud vsak plyne, Ze vysledna sila je opét pfimo tmérna
vychylce z rovnovazné polohy, je opacéné orientovand a ma
stejny koeficient tmérnosti — tuhost k, jaky méla nezati-
Zend pruZina. Proto nase soustava kmitd se stejnou frekvenci,
s jakou kmitd soustava na obr. 16.5 feSend v pr. 16.1.

RADY A NAMETY
Bod 16.2: Urceni typu kmitdnt

V pfipadé libovolného harmonického pohybu jsou zrych-
leni a a vychylka x vdzdny vztahem tvaru

a = —(kladnd konstanta) - x,

polohy, ale je opacné orientované. Jakmile jiZ nalezneme
v dané tloze takovy vztah, muZeme jej okamZité srovnat
s rov. (16.7), tj. uvedenou kladnou konstantu muzZzeme iden-
tifikovat jako w?. Tim jiZ vlastné mame tGhlovou frekvenci
pohybu. Poté nalezneme pomoci rov. (16.4) periodu 7T a frek-
venci f.

V pi. 16.8 uvidime, Ze tentyZ postup lze pouzit k urceni
harmonickych torznich kmiti. V tomto p¥ipadé€ jsou Ghlové
zrychleni ¢ a Ghlovd vychylka 6 svdzdny relaci tvaru \

& = —(kladna konstanta) - 0,

| kterd fikd: thlové zrychleni je tmérné Ghlové vychylce z rov-

novdzné polohy, je vSak orientované proti této vychylce. Po- |
dobné jako v predchozim piipadé miizeme ztotoznit kladnou
konstantu s w?, a tim najit postupné veli¢iny w, T a f.

V nékterych tGkolech dospéjete nejprve k zdvislosti sily
F na vychylce x. V piipadé harmonického pohybu m4 tato
zavislost tvar

F, = —(kladna konstanta) - x.
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To znamend, Ze sila je mérnd vychylce, miff vSak proti ni.
Jakmile jiZ nalezneme takovou zavislost, miiZeme ji okamZité
srovnat s rov. (16.9), tj. kladnou konstantu mizeme identifi-
kovat jako k. JestliZe navic zndme hmotnost kmitajiciho téle-
sa, uplatnime postupné rov. (16.11), (16.12) a (16.4) k ur¢eni
thlové frekvence w, periody T a frekvence f.

Podobné& postupujeme pro torzni harmonicky pohyb.
V tomto ptipadé je vratny moment sily M vdzan s Ghlovou
vychylkou 6 vztahem typu

M = —(kladnd konstanta) - 6,

ktery fikd: moment sily je imérny Ghlové vychylce z rovno-
vazné polohy, md vSak opaCny smér.

16.4 ENERGIE HARMONICKEHO
OSCILATORU

V kap.8 jsme si jiz pov8imli, jak se energie harmonic-
kého oscildtoru ptelévad sem a tam mezi energii kinetickou
a energii potencidlni, zatimco jejich soucet — celkova me-
chanickd energie oscildtoru E — zGstdva konstantni. Podi-
vejme se nyni na tuto situaci z kvantitativniho hlediska.

Potencialni energie harmonického oscildtoru na ob-
razku 16.5 je spojena vyhradné s pruZinou. Jeji velikost za-
visi na tom, o kolik je pruZina stla¢ena nebo protaZena, tedy
na vychylce x (). JestliZe pouZijeme postupné rov. (8.11)
a (16.3), dostaneme

Ep(t) = Ykx? = Lkx3 cos®(wt + ¢).  (16.20)
Viimnéme si zde pozorn& vyrazu cos® A: jeho vyznam je
(cos A)? a nelze jej zamé&iiovat s vjrazem cos A2, ktery znamend
cos(Az).

Kinetickd energie systému je vdzdna vyhradné na kmi-
tajici hmotné téleso. Jeji velikost zavisi na tom, jak rychle
se téleso pohybuje, tedy na rychlosti v(f). Z rov.(16.5)
dostaneme

2

Ex(t) = imv? = Ima?x2 sin’ (0t + ). (1621)

Podle rov.(16.11) miZeme za w? dosadit k/m, takZe
rov. (16.21) 1ze prepsat do tvaru

1

Ex(t) = smv? = Jkad sin®(wt +¢).  (16.22)

Celkovd mechanickd energie E je souctem piispévka zis-
kanych v rov. (16.20) a (16.22):

E=E,+Ex =

= %kxﬁl cos®(wt + @) + %kx% sin®(wt + @) =

= Lkx2 (cos* (w1 + @) + sin® (wt + @)).

Pro libovolny thel o vSak plati

2a=1.

cos® o + sin

Vyraz ve velkych zavorkach v rovnici pro energii E je tedy
roven jedné a vysledek zni

E = Ep + Ex = kx3. (16.23)

Mechanicka energie harmonického oscildtoru je tedy sku-

ten& na Case nezdvisld, je konstantni. Potencidlni energie

a kinetick4 energie linedrniho oscildtoru jako funkce Casu

jsou zndzornény na obr. 16.7a a jako funkce vychylky na
obr. 16.7b.

e Ex(1)+Ep ()
7\
o /\ /Y \ Ey(0)
2 '
2 / \ jf
o |
AN AWA
/ \ f \\jEk(t)
\/ .
0 T/2 T cast
(@)
E Ey(x)+ Ep(x)
;*f
/ Ep(x)
(
o
j/i" g v‘xEk(x)
-~ u e vychylka x

)

Obr.16.7 (a) Potencidlni energie Ej(¢), kinetickd energie Ex(¢)
a celkovd mechanickd energie E harmonického oscildtoru jako
funkce Casu. VSimnéte si, Ze vSechny energie jsou nezdporné
a Ze béhem jedné periody dojde dvakrat k dosazeni maxima jak
u kinetické, tak u potencidlni energie. (b) Potencidlni energie
E (1), kinetickd energie Ex(t) a celkovd mechanickd energie E
harmonického oscilatoru s amplitudou vychylky xn, jako funkce
vychylky x. Pro x = 0 je veSkerd mechanickd energie tvofena
energii kinetickou, pro x = £x,, naopak energii potencidlni.

Nyni je jiZ patrné pochopitelné, pro¢ obvykle zahrnuje
kmitajici systém jednak jisty element spojeny s tendenci
ndvratu do rovnovazné polohy, jednak jisty element se-
trvacnosti: prvni z nich na sebe vaZe potencidlni energii
a druhy energii kinetickou.




K(}N'E‘ROLA 3: Téleso na obr. 16.5 ma v jistém oka-
mZiku vychylku x = +2,0cm. V tomto okamZiku
je jeho kinetickd energie 3J a pruzina ma potencidlni
energii pruznosti o velikosti 2J. (a) Jak je velkd ki-
netickd energie télesa pfi x = 0? Jaké jsou hodnoty
potencidlni energie pruZnosti pfi (b) x = —2,0cm,
apri(c) x = —xy?

PRIKLAD 16.4
(a) Jakd je mechanickd energie oscildtoru z prikladu 16.1?
RESENI: Dosadime tdaje z pf. 16.1 do rov. (16.23):

E = tkx} = 1(65N-m™")(0,11m)? = |
=0,393J =0,391J. (Odpovéd)

Tato hodnota ziistdvd béhem pohybu konstantni.

(b) Jakd je potencidlni energie tohoto oscildtoru v okamzi-
ku, kdy se téleso nachdzi na polovin& cesty k bodu obratu,
tj. jestlize x = 4x,/2? ‘
RESENI: Pro libovolnou vychylku je potencidlni energie
uréena vztahem E, = %kxz. V nasem piipadé

kx? = Lk (1x )2:
E = 1(0,393)) =

E, =

| (i) =

0,09817. (Odpovéd)

ENTSNT-

(c) Jakd je kinetickd energie oscildtoru pfi x = xp,/2?

RESENI: Kinetickou energii nalezneme prostym od¢itd-
nim:

Ex=F — Ep =
=0,393J — 0,098 = 0,301J.

(Odpovéd)

JestliZe se tedy kdykoliv béhem kmitani t&leso nachdzi v bod&
X = Xm/2, md 25 % jeho mechanické energie formu energie
potencidlni a 75 % formu kinetické energie.

16.5 TORZNI KMITY

Na obr. 16.8 vidime jinou variantu harmonického oscildto-
ru. Na rozdil od predchozich piikladii, kde hybnou silou
bylo protaZeni ¢i stlateni pruZiny, zde piisobi krouceni z4-
vésného vldkna. Uvedené zafizeni se nazyvé torzni kyva-
dlo, slovo torze znamena krouceni.

JestliZe pooto¢ime disk na obr. 16.8 vzhledem k jeho
rovnovazné poloze (v ni ukazuje ryska na znacku 0) a pak
uvolnime, zane ryska kmitat kolem rovnovazné polohy;
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upevnény konec

zavésné vlakno

referencni ryska

Obr.16.8 Torzni kyvadlo je otadivd varianta linedrniho harmo-
nického oscildtoru z obr. 16.5. Disk kmit4 ve vodorovné roving;
referencni ryska se vychyluje s Ghlovou amplitudou 6y,. V pri-
béhu krouceni na sebe zdvé&sné vldkno vdze potencidlni energii,
podobné jako ji diive vdzala pruZina. Kroucenim se soudasnd
vytvari vratny todivy moment.

dojde k torznim kmitéim. Pfi Ghlové vychylce rysky 6
v libovolném z obou smérti vznikd vratny silovy moment,
uréeny vztahem

M = —x6. (16.24)

Konstanta x (fecké pismeno kappa) se jmenuje torzni tu-
host neboli tuhost ve zkrutu. Jeji velikost z4visi na délce
zévésného vldkna, na jeho priméru a na materidlu, z ného?
je vldkno vyrobeno.

Pfi srovndni rov.(16.24) a (16.9) zalindte tusit, Ze
rov. (16.24) je vlastné torzni varianta Hookova zdkona. Po-
kusime se tedy transformovat rov. (16.12), uddvajici pe-
riodu linedrniho oscildtoru, na rovnici pro periodu torz-
niho oscildtoru. V rov.(16.12) pfedné nahradime tuhost
pruZiny k veli¢inou, kterd nyni mé¥i velikost vratné tenden-
ce; tou je podle rov. (16.24) torzni tuhost x. Déle nahradime
vrov. (16.12) hmotnost m veli€inou, kterd ji nyni odpovidd,
tj. kterd nyni vyjadfuje setrvatnou tendenci pii ota¢eni dis-
ku; tou je moment setrvacnosti / kmitajictho disku. Tyto
dv¢ substituce nds jiZ pfivadé&ji ke vztahu

[ 1
T =2m,/— (torzni kyvadlo)
x

pro periodu torzniho oscildtoru neboli torzniho kyvadla.

(16.25)

! PRIKLAD 16.5 |
| Na obr. 16.9a vidime tenkou ty& délky L = 12,4 cm o hmot- |
nosti m = 135 g, zav&enou uprostied na dlouhém vldkng.
Pro tento torzni oscildtor jsme zméfili periodu 7, = 2,53 s. ‘
| Na obr. 16.9b je zndzornéno nepravidelné t€leso X, zavéiené |
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na stejném vlakng. Pro tento torzni oscildtor jsme naméfili
| periodu Ty, = 4,76s.

zaveésné
vlakno
“ap. v | e, v e
> > D
ty¢
! L \

€leso X
(a) (b) (c)
Obr. 16.9 Priklad 16.5. T¥i zobrazend torzni kyvadla jsou tvofena
| zdvésnym vldknem a (a) ty¢i, (b) nepravidelnym télesem a (¢) ty¢i
pevné spojenou s nepravidelnym télesem.

(a) Jaky je moment setrvatnost télesa X vzhledem k ose,
uréené zavésnym vldknem?

RESENI: Podle tab.11.2¢ je moment setrvacnosti tenké
ty¢e vzhledem k ose, prochdzejici stfedem tyce kolmo na
jeji osu, roven ll—szz. Madme tedy

I

1 1
EmL2 = E(0,135 kg)(0,124m)? =

=1,73-10"* kg-m?.

| Napi¥me nyni dvakrét rov. (16.25); jednou pro ty¢ a podruhé
| pro téleso X:

i I
T,=2n/ 2 a Tp=2m/—.
X X

Spodni indexy zde odpovidaji po fadé obr. 16.9a a 16.9b.
Torzni konstanta » vyjadfuje vlastnosti vldkna a to je na

a periody.

Nyni obé uvedené rovnice umocnime a druhou z nich
vydélime rovnici prvni. Vysledny vztah pfedstavuje rovnici
pro Iy. Jejim feSenim dostaneme

T2 (4,765)?
I = L2 = (1,73-10*kgm?) ———— =
b aT2 ( g-m )(2,538)2

\ 5
= 6,12-10"* kg-m”. (Odpovéd)

(b) Jakd by byla perioda kmitd torzniho oscildtoru na
obr. 16.9¢, vzniklého spojenim obou uvazovanych téles a je-
| jich zavé§enim na uvaZované vldkno?

| RESENI: Opét napideme dvakrdt rov. (16.25), avSak tento-

| krét jako
I, 1.
T,=2n,/=> a T.=2m/—.
X X

obou obrdzcich stejné. Lisi se pouze momenty setrvacnosti |

Sestavime opét podil druhého a prvniho vyrazu a dosadime
| I. = I, + I. Dostaneme tak

I I+ Iy Iy
T.=T1, | — =T, =T |1+ —=
© a A a I a +[a

(6,12:10~4 kg-m?) ‘
= (2,53s) |14~ ST
| @339+ 7310 T kgm?) |

=5,39s. (Odpovéd) |

16.6 KYVADLA

Nyni se zamé&fime na jistou tfidu harmonickych oscildtord,
u nichZ je vratny element spojen s gravitacni silou, a ni-
koliv s elastickymi vlastnostmi vldkna pfi jeho kroucent,
popiipadé se stla¢enim a protazenim pruZiny.

Matematické kyvadlo

Upevnéme dlouhé vlakno na nosnik a zavésme na jeho
spodni konec jablko. KdyZ jablko slabé vychylime a pak
uvolnime, bude jeho dalsi pohyb periodicky. Avsak je toto
kyvani harmonicky pohyb? V idealizované situaci budeme
uvazovat matematické kyvadlo, abstraktni objekt, tvofeny
bodovou &astici o hmotnosti m (zdvazi kyvadla) a ne-
hmotnym pevnym vldknem délky L. VSe je zndzornéno
na obr. 16.10a: zdvaZi se voln& houpe tam a zpét v roviné
stranky, tj. doleva a doprava od svislé piimky vedené bodem
z4avésu.

m

g
(@) b
Obr. 16.10 (a) Matematické kyvadlo. (b) Na zdvazi ptisobi dvé
sily: tihovd sila mg a sila vldkna F,. Tecnd slozka tihové
sily mg sin @ predstavuje vratnou silu: snazi se vrdtit zdvaZzi do
rovnovazné polohy.

Setrvaény element tohoto kyvadla je spojen s Cdstici
hmotnosti m. Vratny element spo¢ivd v pfitazlivém pi-
sobeni mezi &astici a Zemi. Zmé&na potencidlni energie je




urena zménou vysky &astice nad povrchem Zemé; na ver-
tikdlni pohyb zdvazi miZeme pohliZet jako na zménu délky
»gravitacni pruziny*.

Na zdvazi pasobi dvé sily, obé jsou zobrazeny na
obr. 16.10b: tihova sila mg a sila vldkna F;. Tihovou silu
rozloZime na radiélni sloZku mg cos @ a na slozku mg sin 6
te¢nou k drdze Cdstice, a ta pravé predstavuje vratnou silu.
Piisobi totiz vZdy proti vychylce Cdstice a snazi se ji vratit do
rovnovdziné polohy (8 = 0), kde by byla, kdyby nekmitala.
NapiSme tedy vratnou silu ve tvaru

F = —mgsind, (16.26)
ve kterém zdporné znameni upozorfiuje, Ze sila plisobi proti
vychylce.

Pfedpoklddejme nyni, Ze thel 6 na obr. 16.10 je ma-
ly. Vyraz sinf je tedy priblizné roven dhlu 6, vyjdd-
fenému v radidnech. (Naptiklad pro 6 = 5,00°, tj. pro
f# = 0,087 3rad, dostaneme sin& = 0,087 2 — odchylka
&ini pouze néco kolem 0,1 %.) Dile, vychylku castice s
budeme méfit podél jeji obloukové trajektorie; je tedy
rovna L. Celkové nabyvd rov. (16.26) pro mald 6 tvar

F~ —mgb. (16.27)

Letmy pohled zpatky na rov.(16.9) nam ukazuje, Ze
zde mdme opét tvar podobny Hookovu zakonu. Roli vy-
chylky x hraje nyni Ghlovd vychylka 6. JestliZe je tedy
thlové vychylka matematického kyvadla mald, miZeme jej
poklddat za harmonicky oscildtor, podobny soustavé pru-
Zina + t€leso na obr. 16.5. Jinymi slovy, kyvani zdvaZzi je
harmonicky pohyb. Amplitudou Ghlové vychylky 6 je nyni
uhlova amplituda 60y, tj. nejvétsi thel pri kyvani. Roli
tuhosti pruziny k hraje veli¢ina mg/L, tuhost ,.efektivni
gravitacni pruziny* kyvadla.

Periodu kmitl matematického kyvadla ziskdme z rov-
nice (16.12), jestliZze v ni za k dosadime mg/L:

T -9 /m ) m
= ZIT —_— .
k " mg/L

(16.28)

tedy celkové

L
T =2n. | — (matematické kyvadlo). (16.29)
8

Rov. (16.29) plati pouze v piipadé, Ze thlovd amplituda
kmitdni 6, je mald (pokud nebude feceno jinak, povazu-
jeme tuto podminku v Gkolech této kapitoly za splnénou).

MiZe se zddt, Ze v rov. (16.29) chybi element setrvac-
nosti, protoZe perioda ndm vysla nezdvisld na hmotnosti

¢dstice. PFicina je vSak patrnd z rov. (16.28): vratnd tenden-
ce, méfend tuhosti ,,efektivni gravitacni pruziny” mg/L. je
sama o sob& imérnd hmotnosti ¢dstice. Ob&é hmotnosti se
tedy v rov. (16.28) nakonec zkrati.

I zde se béhem kazdého cyklu méni kinetickd energie
kyvadla v potencidlni a naopak (obr. 8.7).

Fyzické kyvadlo

Skute¢nd kyvadla se vétSinou vyrazné odliSuji od kyvadla
matematického. Na obr. 16.11 vidime obecné fyzické Kky-
vadlo; tak budeme nazyvat skutec¢nd kyvadla, kde hmota
neni soustfedéna do jediného bodu. Tihovd sila mg piisobi

Vv

/
\
mgcos® o 2

__—mgsin#

Obr. 16.11 Fyzické ky-
vadlo. Vratny silovy
moment je (mg sin6)(h).

Yy

v

nachdzi pfimo pod
bodem zdvésu O.

:3 /
4 /
~
/\ ~Ymg

KdyZ vychylime kyvadlo na obr. 16.11 z rovnovdzné
polohy v libovolném sméru o Ghel 6, vznikne vratny si-
lovy moment M. Tento moment plsobi vzhledem k ose
prochdzejici bodem zdvésu O a plati:

M = —(mgsin0)(h). (16.30)
Zde mgsinf je te¢na slozka tithové sily mg a h (délka
GseCky OT) je rameno sily pro tuto tecnou sloZku. Zna-
ménko minus vyznacuje, Ze dany silovy moment piisobi
proti vychylce. Jinymi slovy, silovy moment se vZdy snazi
zmensSit thel 6 na nulu.

Nyni opét omezime nase Gvahy na pfipad malych vy-
chylek, vezmeme tedy sin6 =~ 6. Rov. (16.30) tak nabyvd
tvar

M ~ —(mgh)6. (16.31)
Srovndni s rov. (16.24) ukazuje, Ze jde o analogicky piipad.
V pfipadé malé Ghlové amplitudy 0, vykondvd fyzické
kyvadlo harmonicky pohyb. Vyraz mgh v rov. (16.31) hraje
nyni roli torzni konstanty » z rov.(16.24). Jestlize tedy
provedeme tuto substituci v rov.(16.25), dostaneme pro



420 KAPITOLA 16 KMITY

periodu fyzického kyvadla vztah (stdle za podminky malé
thlové amplitudy 6p,)

I
T =2n | —— (fyzické kyvadlo). (16.32)
\/ mgh

Zde I je moment setrvacnosti kyvadla vzhledem k ose,
kterd prochdzi bodem zdvésu kolmo k roviné kyvani, a h je
vzddlenost bodu zavésu od téZiSte.

Intuitivng je jasné, Ze se fyzické kyvadlo nebude kyvat,
jestliZe jej zav&sime v t&Zisti; bude se ovSem otacet. Nas
vzorec pro dobu kmitu totiZ plati jen pro malou vychylku,
tj. maly Ghel 6. V piipadé h — 0 viak i sebemensi podnét
zplsobi, Ze tato podminka nebude splnéna a Ze misto (ma-
lych) kyvt dojde prosté k otdceni kolem osy — podobné
jako kdybychom do kyvadla s vétSim 4 velmi prudce vra-
zili. I frekvenci t€chto otdcek 1ze oviem spocitat, ale nikoli
podle vzorce (16.32) platného pro malé Ghlové amplitu-
dy.

Kazdému fyzickému kyvadlu, které kmitd kolem bodu
zévésu O s periodou T, odpovidd matematické kyvadlo
jisté délky Lo kmitajici se stejnou periodou 7. Tuto tzv. re-
dukovanou délku Lg lze zjistit z rov. (16.29). Pro dany
bod zdvésu O fyzického kyvadla mizZeme tak vZdy urcit
tzv. stifed kyvu — bod O’, leZici na spojnici bodu zdvésu
O a tézisté ve vzdélenosti Lg od bodu zévésu ve sméru
kyvu 0 (jako tzv. reverzni kyvadlo), zjistime, Ze se kyva
se stejnou periodou T, jako kdyZ bylo zavéseno v bod€ O.
Naopak, experimentdlnim nalezenim bodl O, O’ s touto
vlastnosti Ize urcit Lo a z n&j a z periody T vypocitat velmi
presné hodnotu tihového zrychleni g.

Poznamenejme je$té, Ze matematické kyvadlo 1ze po-
kladat za specidlni p¥ipad fyzického kyvadla na obr. 16.11.
Skute¢ng, v piipadé matematického kyvadla je vzddle-
nost & na obr. 16.11 jednodusSe jeho délka L a moment
setrvacnosti 1 je mL?. KdyZ tyto dvé veli¢iny dosadime do
rov. (16.32), vyjde nam

I L# L
T=2n|— =2n )= =2 |=,
mgh mgL g

co? je presn& rov. (16.29), tj. vztah pro periodu matematic-
kého kyvadla.

Meér'eni tihového zrychleni
Fyzickym kyvadlem lze méfit tihové zrychleni g — tisice
takovych méfeni bylo provedeno béhem geologickych prii-
zkum.

UvaZzme pro jednoduchost kyvadlo tvofené homogenni
ty¢i délky L, zavéSenou na jednom konci. Pro takové kyva-
dlo je veli¢ina i v rov. (16.32), tj. vzddlenost mezi bodem
zdavésu a téZistém, rovna %L. Dile potfebujeme zndt mo-
ment setrvacnosti tyCe vzhledem k ose otdceni. Ta je kolma
k ose tye a prochdzi jejim koncem; z tab. 11.2f zjistime
I = 1mL?. Nakonec dosadime h = }L a I = ymL* do
rov. (16.32) a fedime tuto rovnici vzhledem ke g. Vysledek
je
8n2L
3r?2’
Jestlize tedy zmé&fime délku tye L a periodu kmiti 7', mii-
Zeme vypocitat hodnotu g. (Pro zvySeni pfesnosti méfenti se
provadi celd fada vylepSeni, napriklad kyvadlo se pohybuje
ve vakuové komore).

8§ = (16.33)

K ONTROLA 4: Tii fyzickd kyvadla hmotnosti mo, 2mo,
a 3myg (z riznych materidltl), maji stejny tvar, velikost
a bod zéavésu. Sefadte je sestupné podle jejich period
kmitd.

| -
PRIKLAD 16.6

| Metrovi ty¢ na obr. 16.12a, zav&Send na jednom konci, tvori
| fyzické kyvadlo.

i (a) Jakd je jeho perioda kmitdni?

RESENI: Z tab. 11.2f zjistime moment setrvacnosti tyce
vzhledem k ose otd&eni, ktera je kolmd k ose tyCe a prochdzi
| jejim koncem: I = %mLz. Vzddlenost & bodu zdvésu od

t€Zi8t&, které je v bod€ T na obr. 16.12a, je %L. Po dosazeni
t&chto dvou veli¢in do rov. (16.32) dostaneme \

I mL2/3 ;
=2n [
mgh _ \ mg(L/2) |

§

L 2(1,00 m)
=2n | —
3g 3(9,8 m- 5"2)
=1,64s. (Odpovéd) (16.34)

(b) Uvazme opét metrovou ty¢ na obr. 16.12a. Jakd je redu-
kovana délka Ly mezi bodem zavésu O a stfedem kyvu?

| RESENI: K urleni stiedu kyvu ty&e potfebujeme zndt délku
Lo matematického kyvadla (obr. 16.12b), jehoZ perioda se
shoduje s periodou kmitl ty¢e. Musi se tedy shodovat pravé
strany rov. (16.29) a (16.34):

L 2L
=2n —9 e O f o=,
\

\ Tato podminka jiZ ddvad poZadovanou délku

2
i Lo = §L = —(IOOcm) = 66,7 cm. (Odpovéd) ‘



| Vypoctend délka je rovna vzddlenosti bodu P na obr. 16.12a
| od bodu zdvésu O. Bod P je tedy stfedem kyvu daného
fyzického kyvadla vzhledem k danému bodu z4vésu.

o
e

-

|
.

(@) ®)
Obr. 16.12 Pfiklad 16.6. (a) Metrovd ty¢, zavésend na jednom kon-
ci, tvofi fyzické kyvadlo. (b) Matematické kyvadlo, jehoz délka L
je zvolena z podminky rovnosti period obou kyvadel. Vzdalenost
bodu P plivodniho kyvadla (a) a bodu zdv&su je L. Bod P je tedy
stfed kyvu ptivodniho kyvadla vzhledem k danému bodu zavésu.

PRIKLAD 16.7
Kotou¢ o poloméru R = 12,5cm se otd¢i kolem bodu O,
umisténého ve vzddlenosti 4 od jeho stiedu T (obr. 16.13). Pfi
= R/2 md vzniklé fyzické kyvadlo periodu T = 0,871s.
Jaké gravitacni zrychleni g je v mist&, ve kterém se kyvadlo
nachdzi?

Obr. 16.13 Piiklad 16.7. Fyzické kyvadlo je tvofeno homogennim
diskem, volné pohyblivym kolem bodu zdvésu O. Vzddlenost bodu

RESENI: Moment setrvacnosti kotouce vzhledem k ose,
prochézejici jeho t&Zi§t€m ve sméru kolmém k roviné disku,
m4d hodnotu I = %mRz. Podle Steinerovy véty je moment
setrvaCnosti viici ose, prochdzejici bodem O a rovnob&zné

Yvew

s popsanou téZisfovou osou

2
I=1Ir+mh*=imR*+m(iR)" = 3mR?.
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V rov. (16.32) tedy uplatnime / = 3mR* ah = R:

1 3mR2/4 3R
T=2n|—=2n|]—— = .
mgh mg(R/2) 2g
Nakonec tuto rovnici vyfe$ime vzhledem ke g:
_ 6n'R_ 6n%(0,125m)
8T T T oss?
=9,76m-s 2. (Odpovéd)

PRIKLAD 16.8

Tuciidk na obr. 16.14 se urcité vyznd ve vodnich sportech. |

Prévé se chystd ke skoku z homogenniho skokanského prk-
na, které se vlevo volné otd¢i kolem Eepu a vpravo je pevné
spojeno s pruzinou. Délka prkna je L = 2,0 m, jeho hmot-
nost m = 12kg, tuhost pruZiny k &ni 1300N-m~' a jeji
hmotnost je zanedbatelnd. Skok tuéfidka vyvold kmiténi prkna
a pruziny s malou amplitudou. Pfedpoklddejme, Ze prkno je
dostatecné pevné, takZe se pii kmitdni neprohybd. Naleznéte
periodu kmitdni 7.

RESENI: PruZina ptisobi na prkno proménnym momentem
sily M (vzhledem k ose otd¢eni prkna). Prkno se proto v &epu
otd¢i s proménnym thlovym zrychlenim &. Sou¢dsti Glohy
je pruZina a napadne nds, Ze vzniklé kmitdni by mohl byt
harmonicky pohyb. Ponechme v3ak prozatim tuto otizku
otevienou. Misto toho pouZijeme nejprve rov. (11.30) spolu
srov. (11.35):

M = LFsin90° = Je. (16.35)

Zde I je moment setrvacnosti skokanského prkna pii jeho

otd¢eni kolem Cepu, F je sila, kterou plisobi pruZina na pravy |

konec prkna, a 90° je Ghel, ktery svird podélna osa prkna se
smérem sily F.

Prkno pfedstavuje v podstaté tenkou ty¢ upevnénou na
jednom konci, takZe podle tab. 11.2f mdme I = mL?/3. Pru-
Zina vytvaif silu F = —kx, kde x je svisld linedrni vychylka
pravého konce prkna.

Tyto vyrazy pro F a I dosadime do druhého a tfetiho &lenu
v rov. (16.35). Mdme tedy

mL2%e
3

—Lkx =

(16.36)

Posledni rovnice pfedstavuje kombinaci linedrni svislé vy-
chylky x a Ghlového zrychleni ¢ pfi rotaci prkna kolem Sepu.
MiiZeme ji viak prepsat do tvaru, ktery obsahuje pouze thlové
veli¢iny. Podle rov. (11.15) totiZ plati

s =0r.
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| Zde 6 je thlovd vychylka prkna pii jeho rotaci kolem Ce-
pu, » = L je polomér této rotace a s znaci délku oblou- |
ku, po kterém se pohybuje pravy konec prkna. Pro malé
thlové vychylky 6 miZeme délku oblouku s aproximovat |
svislou vychylkou x. NapiSeme tedy x = 6L a dosadime do
rov. (16.36):

mL2¢
—LkOL =

Po jednoduché tpravé nakonec mame

3k
g=——=~0.
m

(16.37)

Tato rovnice je Ghlovd varianta zdkladni rov.(16.7). Rikd 1
| ndm, Ze prkno skute¢n& vykondvd harmonické kmity s h-
lovym zrychlenim ¢ a s Ghlovou vychylkou 6. Srovndni
rov. (16.37) a (16.7) navic poskytuje thlovou frekvenci pro
tento oscilator:

. 3k
W = —,
m

to znamend w = +/3k/m. Nakonec uplatnime rov. (16.4),
podle které w = 2n/ T, a tedy

(12kg _
3(1300N-m~1)
(Odpovéd)

T =

=0,35s.

S prekvapenim zjistujeme, Ze vyslednd perioda nezavisi na
délce prkna L. Kdybychom uvaZovali plisobeni tihové sily |
prkna. dostali bychom stejny vysledek, avSak rovnovdZnd |
poloha by byla niZ (viz priklad 16.3).

| L E

Obr.16.14 Piiklad 16.8. Skok tu¢ndka vyvold kmitdni pruZiny |
a skokanského prkna. Na levém konci se prkno otdci kolem Cepu.

16.7 KMITANi A ROVNOMERNY
KRUHOVY POHYB

V roce 1610 objevil Galileo s pouZitim svého nové se-
strojeného dalekohledu ¢tyfi hlavni mésice planety Jupiter.
Pii pozorovini, provddéném v pribéhu nékolika tydni, se
kaZdy z mé&sict pohyboval tam a zpét v okoli planety. Dnes

bychom asi fekli, Ze pohyb kazdého mésice se jevil jako har-
monicky pohyb kolem disku Jupitera coby rovnovdzné po-
lohy. Zaznamy t&chto pozorovani, psané Galileovou vlastni
rukou, jsou dodnes pouéné. A.P. French, pracovnik MIT,
sestrojil na zdkladé Galileovych zdznamil Casovou zdvis-
lost zddnlivé polohy mésice Callisto vzhledem k Jupiteru.
Vyslednou kiivku vidime na obr. 16.15: malé krouzky zna-
zoriuji pfimo Galileovy hodnoty a samotnd kfivka pfedsta-

15
Tzépad
10

0 | pocet noci
10 20 30 40

tihel (minuty v obloukové mife)

0
lechod

—15

151, 20 25 30 5.1L 10 15 20 25 L.IOL

Obr. 16.15 Uhel mezi Jupiterem a jeho mésicem Callisto, mé-
feny pii pozorovéni ze Zemé. Malé krouzky odpovidaji Galile-
ové pozorovéni z roku 1610. Prolozend kiivka siln€ pfipomind
Easovou zdvislost vychylky pro harmonicky pohyb. Ze zndmé
stiedni vzdélenosti Jupitera od Zemé& spoCteme, Ze 10 thlo-
vych minut odpovidéd oblouku délky zhruba 2. 10° km. (Pfevzato
z knihy A.P. French, Newtonian Mechanics, W. W. Norton &
Comp., New York, 1971, p. 288.)

vuje nejlepsi aproximaci téchto hodnot, ziskanou vhodnymi
numerickymi metodami. K¥ivka silné pfipomind vychylku
pro harmonicky pohyb, uréenou rov. (16.3). Perioda pohy-
bu, odeétend piimo z grafu, ¢ini priblizné 16,8 dni.

Ve skutecnosti viak krouZzi Callisto kolem Jupitera
s prakticky konstantni rychlosti po prakticky kruhové dra-
ze. Jeho skuteény pohyb tedy neni ani zdaleka harmonicky:;
je to rovnomérny kruhovy pohyb. A to, co Galileo vidél,
byla projekce rovnomérného kruhového pohybu na pfim-
ku, leZici v roviné pohybu. Pozoruhodnd Galileova méfeni
nés tak piivadgji k zdvéru, Ze rovnomérny kruhovy pohyb,
pozorovany ze strany, diva harmonicky pohyb. Re&eno for-
malnéji:

Projekci rovnomérného kruhového pohybu na primér
kruznice, po niz kruhovy pohyb probihd, vznikd harmo-
nicky pohyb.

Na obr. 16.16a vidime piiklad takové projekce. Refe-
rencni Cdstice P’ vykondvd rovnomérny kruhovy pohyb;
pohybuje se (konstantni) Ghlovou rychlosti @ po referencni



kruZnici. Polomér kruZnice xp,, uddvd soucasné velikost po-
lohového vektoru &astice. Uhel, ktery svird privodic Castice
s osou x v Case t, je roven wt + @, kde ¢ je velikost tohoto
thlu v ase r = 0.

()

Obr.16.16 (a) Referencni ¢dstice P’ se rovnomérné pohybuje
po referencni kruznici o poloméru xy,. Polohu &éstice P ziskdme
projekef polohy P’ na osu x. Cdstice P vykondvé harmonicky
pohyb. (b) Projekei vektoru rychlosti v referencni ¢dstice do-
staneme rychlost harmonického pohybu. (¢) Projekci vektoru
zrychleni a referencni ¢dstice dostaneme zrychleni harmonic-
kého pohybu.

Projekci polohy ¢dstice P’ na osu x dostaneme novou
polohu. Reknéme, Ze se v ni nachdzi jind astice, Edstice P.
Jinymi slovy, projekci polohy &dstice P’ na osu x dosta-

neme polohu x () ¢dstice P. Snadno vidime, Ze plati

x(t) = xpm cos(wt + @).
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To je presné rov. (16.3). Nds zdvér je tedy spravny: jestlize
referencni ¢dstice P’ vykondvd rovnomérny kruhovy po-
hyb, vykondvad projektovand ¢dstice P harmonicky pohyb.

Tento vztah vrha nové svétlo na thlovou frekvenci w
harmonického pohybu. Ukazuje ndm, odkud se vzalo ad-
jektivum ,,Ghlova™. Veli¢ina w je jednoduse konstantni tih-
lova rychlost pohybu referen¢ni ¢éstice P’ po referenéni
kruZnici; fazovd konstanta ¢ je uréena polohou referenéni
Cdstice P’ na referenc¢ni kruZnici v case t = 0.

Na obr. 16.16b vidime rychlost referen¢ni Cdstice P’.
Velikost vektoru rychlosti je wxm, jeho projekei na osu x
dostaneme

V(1) = —wxpy sin(wt + @),

coZ je presné rov. (16.5). Rychlost ¢dstice P na obr. 16.16b
mifi doleva, ve sméru klesajici vychylky x. Tomu odpovidd
zdporné znaménko v uvedeném vzorci pro rychlost.

Obr. 16.16¢ ukazuje zrychleni referen¢ni &dstice P’.
Velikost vektoru zrychleni w”xp, a jeho projekce na osu x
m4d tvar

a(t) = —w’xm cos(wt + @),

tedy pfesné tvar rov. (16.6). Af uz tedy zkoumdme vychyl-
ku, rychlost nebo zrychleni, projekci rovnomérného kruho-
vého pohybu dostaneme vskutku harmonicky pohyb.

16.8 TLUMENY OSCILATOR

Kyvadlo ponofené do vody se patrné viibec kyvat nebude;
bude se tift o vodu natolik, Ze se jeho pohyb rychle utlumi.
Lepsi je to u kyvadla ve vzduchu, ale i zde se pohyb po
Case zastavi, protoZe vzduch opét pisobi na kyvadlo tieci
silou, a tim mu odebird mechanickou energii. T¥eni plisobi
také v bodé€ zavésu kyvadla.

Jestlize vnéjsi sila tlumi pohyb oscildtoru, hovofime
o tlumeném oscildtoru, popripadé o tlumeném kmiti-
ni. Idealizovany piiklad tlumeného oscildtoru vidime na
obr. 16.17: téleso o hmotnosti m kmitd na pruZiné tuhosti k.
Teleso je spojeno ty¢i s pistem, ponofenym v kapaling
(hmotu tyCe i pistu zanedbdme). Pfi pohybu pistu nahoru
a dolii ptisobi na néj (a tedy na cely kmitajici systém) ka-
palina brzdnou tfeci silou. V prabéhu ¢asu se mechanick4
energie soustavy pruZina + t€leso zmensuje, jeji Cdst se
spotfebuje na zahrdt{ kapaliny a pistu.

Pfedpokladejme, Ze brzdna sila Fy, kterou plisobi ka-
palina na pist, je tmérnd rychlosti v pistu a t&lesa (tento
pfedpoklad splnén, pokud se pist pohybuje pomalun). Je
tedy

F, = —bu, (16.38)
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pevny nosnik

setrvacnost, m

pist

tlumeni, b

Obr. 16.17 Idealizovany piiklad tlumeného harmonického os-
cildtoru. Pist ponofeny do kapaliny pusobi na kmitajici t€leso
tlumici silou.

kde b je soudinitel Gtlumu. Tato konstanta zdvisi na vlast-
nostech pistu a kapaliny. Jeji jednotka v soustavé SI je
kg-s~!. Zdporné znaménko ukazuje, Ze tieci sila plsobi
vzdy proti rychlosti. Na hmotné t€leso tak pusobi vyslednd
sila

F, = —kx — bv

neboli, jestlize poloZime v = dx/dt,

dx
Fy=—kx—b—. (16.39)
dt

Tuto celkovou silu dosadime do druhého Newtonova zdko-
na. Vysledkem je diferencidlni rovnice

jejimz fesenim je funkce

x(t) = xme 2@ cos(w't + @),  (16.40)

kde tihlov4 frekvence ' tlumeného oscilatoru je ddna vy-
razem

b2

4m?°

; k
@ = ==
m

(16.41)

Jestlize tlumeni Gplné chybt, tj. jestlize b = 0, redukuje
se rov. (16.41) na rov.(16.11) a dostdvdme zndmy vyraz
® = /k/m pro ahlovou frekvenci netlumeného oscildto-
ru. Podobné se v tomto piipadé rov.(16.40) redukuje na

rov. (16.3) pro vychylku netlumeného oscildtoru. Jestlize
je tlumeni slabé, presndji jestlize b < +/km, plati @’ = w.
JestliZe je naopak tlumeni silné, bude pfi jisté kritické hod-
noté soudinitelu atlumu b, = 2+/km vyraz pod odmocni-
nou v rov. (16.41) nulovy a pfi jesté vétsim tlumeni dokonce
zaporny. Reseni diferencidlni rovnice se pak kvalitativné
méni. Rozborem tohoto aperiodického pohybu se nebu-
deme dale zabyvat.

Funkce v rov. (16.40) se chovd jako oscilujici funkce
s postupné klesajici amplitudou xpe~?"/>™ Tento zdvér
je také naznaCen na obr. 16.18. Jak jsme vidéli diive, v pfi-
padé netlumeného oscildtoru je mechanickd energie kon-
stantni a je ddna rov.(16.23): E = %erzn. U tlumeného
oscildtoru mechanickd energie s Casem klesd. Pro slabé
tlumeni miZeme amplitudu xy, v rov. (16.23) nahradit vy-
razem xpe 21/ (M) 7Ziskame tak zdvislost

By~ tkxZe 7T, (16.42)

ktera ndm i1k4, Ze mechanicka energie tltumeného oscildtoru
klesd exponencidlné s Casem.

—bt/(2m)
+Xm [,

/-xme

t(s)

—Xm 2

\;_xme—ln/(?mj

Obr. 16.18 Casovi zévislost vychylky tlumeného oscildtoru na
obr. 16.17. Pouzité parametry odpovidaji hodnotdm v pt. 16.9.
Amplituda kmitdni, uréend vyrazem xpme™""/™ klesd expo-
nencidlné s Casem.

PRIKLAD 16.9
Tlumeny oscildtor na obr. 16.17 je popsan parametry m = |
=250g, k =85N-m~lab=70gs""
(a) Urcete periodu kmitdni.
RESENI: ProtoZe plati b <« ~km = 4,6kgs™!, pe- |
rioda je priblizné ur€ena vyrazem pro netlumeny oscildtor. \
Z rov. (16.12) dostaneme ‘
\

0.25kg) _
(85N-m~1) ~
=0,34s. (Odpovéd) |

(b) Za jak dlouho se zmensi amplituda kmitdni na polovinu
své pocatecni velikosti?



RESENI: Zavislost amplitudy na Case ¢ je urena rov-

nici (16.40). Amplituda klesd podle vztahu x,e ="/ Jeji |

pocdtecni velikost v ¢ase t = 0 je xp. Hleddme tedy takovy |

Cas ¢, ktery spliiuje rovnici
xme—br/(2m) = %Xm~

Obe¢ strany rovnice délime x, a srovndme piirozeny logarit-

mus obou stran nové rovnice:

bt
1 _ —bt/(2m)N __
Ini = Ine "/ )=-o
neboli
 _ "2mIn(1/2) _ —2(0.25kg)(In(1/2)) _
- b ~ (0.070kgs™h

=5,0s. (Odpoveéd)

Na zdkladé vysledku ¢dsti (a) miZeme také fici, Ze za vypoc-
tenou dobu probéhne priblizné 15 kmitd.

(c) Za jak dlouho se zmensi mechanickd energie oscildtoru
na polovinu své pocéteéni velikosti?

RESENI: Vyjdeme z rov. (16.42): mechanickd energie v ¢a-
se t je rovna %erzne"”/”’, jeji velikost v ¢ase + = 0 byla
%kxﬁl. Hleddme tedy takovy Cas ¢, ktery spliiuje rovnici

1 2 =bt/m _ 1 (14 2
Ekxme = 3 (ik}&m) 2

Ob¢ strany rovnice délime 1kx2 a novou rovnici feSime
vzhledem k nezndmé ¢, podobné jako v &dsti (b). Nakonec
dostaneme

_ —mn(1/2)  —(0.25kg)(In(1/2))
N b T (0,070kgs™h)

=2,5s. (Odpovéd)
Vysledkem je tedy presné polovina doby, vypodtené v &4sti (b)
tlohy, tj. pfiblizné 7,5 period. Nakonec poznamenejme, Ze
Ciselné hodnoty parametr z této vzorové dlohy byly pouZity
na obr. 16.18.

KQN?R{H,A 5: UvaZme tfi tlumené oscildtory podle
obr. 16.17. Jejich parametry jsou zaddny v ndsledujici
tabulce. Ve druhém sloupci tabulky je tuhost pruZiny, ve
tfetim konstanta Gtlumu a ve ¢tvrtém hmotnost t&lesa.

oscilator I 2ky by  my
oscildtor2 kg 6by 4my
oscildtor 3 3ky 3by my

Usporddejte oscildtory sestupné podle doby, za kterou
klesne jejich mechanickd energie na jednu ctvrtinu své
pocdtecni hodnoty.
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KdyZ se nékdo pasivné houpd na houpadce, je to piiklad
volného kmitdni. Jestlize néjakd dalsi osoba houpacku na-
vic periodicky tahd nebo tlaci, jako na obr. 16.19, probihd
nucené kmitdni. V tomto ptipadé se musime zabyvat dvéma
Ghlovymi frekvencemi. (1) Viasini Ghlova frekvence w je
Ghlovad frekvence systému ndhle vyvedeného z rovnovdhy
a pak ponechaného voln& kmitat. (2) Uhlovd frekvence wy,
vnéjsi budic sily.

Obr.16.19 Z fyzikdlniho hlediska jsou na obraze Nikolase Lan-
cretanaznaceny dvé frekvence: (1) vlastni frekvence, tj. frekven-
ce, s jakou by se slecna houpala, kdyby byla ponechana sama
0 sobé, a (2) frekvence, s jakou tahd jeji pfitel za provaz. Rezo-
nance nastane, jsou-li tyto frekvence shodné.

K predstavé nuceného kmitani harmonického oscild-
toru pouZijeme opét obr. 16.17. Musime ovSem piedpokld-
dat, Ze se ,,pevny nosnik* nyni pohybuje harmonicky na-
horu a doli s ndmi uréenou thlovou frekvenci wy,. U tako-
vého oscildtoru se nakonec ustavi nucené kmity s dhlovou
frekvenci wy, budici sily a s vychylkou

x(t) = xp cos(wpt + @), (16.43)

kde xp, je amplituda nucenych kmitd.

Velikost amplitudy vychylky xp, je ddna pomérné kom-
plikovanou funkci proménnych @ a wy. Jednodussi je po-
psat amplitudu rychlosti nucenych kmitl vy,: amplituda
rychlosti je nejvétsi, jestlize splnime podminku

®Wp = @ (rezonance). (16.44)
Tato podminka rezonance je soucasné pribliznou podmin-
kou pro nejvétsi amplitudu nucenych kmiti x,. Jestlize
strkdme houpacku s frekvenci rovnou jeji vlastni frekven-
ci, dosdhneme velké amplitudy vychylky i amplitudy rych-
losti. Déti k tomu dospéji velmi rychle metodou zkousek
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a omyll. Jestlize strkdme s jinou frekvenci, bud vyssi, nebo
niz§i, amplitudy vychylky a rychlosti nucenych kmitd bu-
dou malé.

Na obr. 16.20 je zobrazena zdvislost amplitudy vy-
chylky nucenych kmitii na Ghlové frekvenci budici sily pro
tfi hodnoty konstanty dtlumu b. Viimnéte si, Ze ve viech
tfech piipadech je amplituda nucenych kmitl nejvetsi pii-
blizn& pro wp/w = 1, to znamend pfiblizné pri spInéni
rezonanéni podminky rov. (16.44). Z kfivek na obr. 16.20
je patrna i ndsledujici zdvislost: ¢im je tlumeni slabsi, tim
je rezonancni vrchol vyssi a uzsi.

\b=50g-s~! (nejmensi tlumeni)

amplituda

b=140g-s7"

IR
—

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
wp/w
Obr.16.20 Amplituda vychylky nucenych kmitl xp, se méni
v zdvislosti na ahlové frekvenci wy, budici sily. Amplituda je
nejvetsi piiblizné pfi wy/w = 1, tj. piibliZné pfi splnéni rezo-
nancni podminky. K¥ivky na obrdzku odpovidaji tfem riznym
hodnotdm konstanty Gtlumu b.

Vsechny mechanické soustavy vykazuji jednu nebo
vice vlastnich frekvenci. KdyZ na né pusobi velkd vné&jsi
budici sila s frekvenct, kterd je v blizkosti jedné z vlastnich
frekvenci soustavy, mohou vznikajici nucené kmity zpQ-
sobit mechanické poruseni. Napiiklad letecti konstruktéri
musi zajistit, aby se vlastni frekvence kiidel lisila od frek-
vence pistil pfi letovych otdckdch motoru. Bylo by pocho-
pitelné nebezpené, kdyby se pfi urcitych otdckach motoru
zacalo kiidlo divoce tfepat.

P¥{kladem destruktivniho plsobeni rezonance je i zfi-
ceni 1,4 km dlouhého tseku Nimitzovy dalnice, které jsme
vidéli na tvodni fotografii této kapitoly. Pfi priichodu
seizmickych vin danou oblasti doslo ke kmitdni podloZi
s nejvétsi amplitudou rychlosti na Ghlové frekvenci okolo
9rad-s~!. Tato frekvence odpovidd téméf presné vlastni

Ghlové frekvenci horizontdlnich konstrukénich dilt délni-
ce. Pfitina toho, Ze ke ziiceni do§lo pravé jen v uvedeném
Giseku, je patrna na obr. 16.21: ddlnice zde byla postavena
na voln& &len&ném jilovitém podloZi, které béhem otfest
vykazovalo pFinejmensim pétkrdt vetsi amplitudu rychlos-
ti, nez tomu bylo u skalnatého podloZi v ostatnich usecich

dalnice.

-~ ziiceny
most pres zdliv

. Nimitzova \{
/ . ddlnice.
San Francisco .

0 2km

"\ Oakland
L “\l . “:

D jilovité usazeniny
D usazené horniny

[:] vodni plocha

Obr. 16.21 Geologicka struktura ¢dsti Oaklandu v okoli zdlivu
San Francisco s vyzna¢enim z¥iceného Gseku Nimitzovy délni-
ce. (Pfevzato z &lanku ,,Sediment-Induced Amplification and the
Collapse of the Nimitz Freeway* autorti S. E. Hougha a ostat-
nich, uvefejnéného v Casopise Nature 26. dubna 1990).

Parametricka rezonance

Sle¢na z obr. 16.19, ale houpajici se sama bez pomoci prite-
le, stejné jako samostatné se houpajici déti na obr. 16.1 jsou
piikladem nového jevu — neni to vySe popsand rezonance
pii plsobeni vnéjsi budici sily, ale tzv. parametricka re-
zonance. PFi ni se soustava udrZzuje v kmitdni tim, Ze se
pravidelné méni jeji vhodny vnitini parametr. V tomto pii-
padé se kyvanim nohama vsedé anebo pokrovanim nohou
vestoje méni moment setrvacnosti houpacky s pasazérem
viéi ose rotace. Oproti oby&ejné rezonanci jsou zde nékteré
pozoruhodné rozdily. Jeden tGplny kmit houpacky je, fek-
néme, od levé krajni polohy pfes nejnizsi polohu, pravou
krajni polohu, opét nejniZsi polohu a zpét do vychozi levé
krajni polohy. B&hem n&j se ale dité skr¢i dvakrat — jde
do kolen vzdy, kdyZ jde houpacka doll do nejniZsi polohy!
Rezonanéni frekvence w;, tohoto mechanismu houpani je
tedy zfejmé dvojndsobnd oproti vlastni frekvenci w houpac-
ky; plati wp = 2w. Dals{ zv1d3tni odchylkou od nucenych
kmitd je to, Ze parametrickou rezonanci lze sice zesilit uz
existujici kmity, ale nelze se s ni rozhoupat z naprostého
klidu. Matematické vySetfovani takovych kmitli je vSak

v
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Frekvence

Libovolny periodicky pohyb (libovolné kmitén{) md svou frek-
venci f, urCujici poCet kmitl za jednu sekundu. V systému SI je
jednotkou frekvence hertz:

1 hertz = 1 Hz = 1 kmit za sekundu = 15, (16.1)

Perioda
Perioda T je Cas potfebny k provedeni jednoho tplného kmitu
(jednoho tplného cyklu pohybu). Perioda souvisi s frekvenci
vztahem

T=-—.

16.2
7 (16.2)

Harmonicky pohyb

V pripad€ harmonického pohybu je vychylka &dstice z rovno-

vdzné polohy popsdna vztahem
x(t) = xm cos(wt + @) (vychylka), (16.3)

ve kterém xp, je amplituda vychylky, veli¢ina (wr + @) je fize

pohybu a ¢ je fdzovd konstanta. Uhlovd frekvence w souvisi

s periodou a s frekvenci pohybu vztahy

2n

w = T =2nf (16.4)

(Ghlov4 frekvence).

Prvni a druhd derivace rov. (16.3) uréuji ¢asovou z4vislost rych-
losti a zrychleni Castice béhem harmonického pohybu:

(16.5)
(16.6)

v(t) = —wxy sin(wt + @)
2

(rychlost),

a(t) = —w xy cos(wt + ¢)  (zrychleni).
Kladnd veli€ina wxn v rov.(16.5) se nazyva amplituda rych-
losti pohybu vp,. Kladnd veli¢ina w?xy, v rov. (16.6) se nazyva

amplituda zrychleni pohybu ay,.

Harmonicky oscildtor

JestliZe ¢dstici o hmotnosti m vraci do rovnovazné polohy sila
Umérna vychylce, tj. F = —kx, dojde k harmonickému kmitdni
S parametry w a T, kde

[k
w=,/— (Ghlova frekvence)
m
m
T =2n,/ m (perioda).

Takovy systém se nazyvd harmonicky oscilator.

(16.11)

(16.12)

Energie
Castice, kterd vykondvd harmonicky pohyb, m4 v libovolném
Case kinetickou energii Ey = %mv2 a polohovou energii

Ep, = Lkx?. Jestlize neuvazujeme tfeni, zistavd celkovd mecha-
nickd energie E = Ey + E, b&hem pohybu konstantni, zatimco
Ex a E}, se méni.

Kyvadia

Harmonicky pohyb vykazuji napfiklad torzni kyvadlo na ob-
rdzku 16.8, matematické kyvadlo na obr. 16.10 a fyzické kyvadlo
na obr. 16.11. V pifpadé malych vychylek je pro tyto systémy
perioda urcena po fadé vztahy

T = 27:\/; (torzni kyvadlo), (16.25)

T = 27:\/% (matematické kyvadlo) (16.29)
a

T=2n|— (fyzické kyvadlo). (16.32)

Ve vSech pifpadech se ve vyrazu pro periodu objevuje podil
»setrvacného® ¢lenu a ,,vratného* &lenu. Vratny &len vyjadiuje
velikost tendence k ndvratu do rovnovézné polohy.

Kmitani a rovnomérny kruhovy pohyb

Harmonicky pohyb vznika také projekci rovnomérného kruho-
vého pohybu na primér kruZnice, po niZ kruhovy pohyb probihd.
Obr. 16.16 ukazuje, jak vSechny parametry rovnomé&rmého kru-
hového pohybu (poloha, rychlost a zrychleni) prechazeji uvede-
nou projekei na odpovidajici hodnoty pro harmonicky pohyb.

Tlumeny oscildtor

U redlnych kmitajicich systémil se mechanickd energie £ béhem
pohybu postupné zmen3uje, protoZe piisobi brzdné tieci sily.
které pfevad&ji mechanickou energii na teplo. Rikdme, Ze pohyb
redlného oscildtoru je tlumeny. V pfipadg, kdy je brzdnd sila
urena vztahem Fy, = —bv, kde v je rychlost oscildtoru a b je
konstanta titlumu, mé Casova zdvislost vychylky oscildtoru tvar

—bt/2m

x(t) = xme cos(w't + @), (16.40)

kde o' je Ghlovd frekvence tlumeného oscildtoru, uréens vztahem

. [k B2
o =, — -

m Az (16.41)

Pro malou hodnotu konstanty atlumu (b < +/km) tedy mdme
@' = w, kde w je Ghlovd frekvence netlumeného oscildtoru. Pro
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malé b ubyvad mechanickd energie oscildtoru podle vztahu

E(t) ~ Lkxle ™ "/™, (16.42)

Nucené kmity a rezonance
Jestlize na systém s viasmi Ghlovou frekvenci o plisobf vnéjsi
budici sila s Ghlovou frekvenci wy, systém se rozkmitd s Ghlovou

frekvenci w,. Amplituda rychlosti nucenych kmiti je pfitom
nejvetsi pii splnéni podminky rezonance
(16.44)

wp = w.

P malém tlumeni je za téZe podminky nejvétsi amplituda vy-
chylky xp.

OTAZKY

1. Ktery z ndsledujicich vztahd mezi zrychlenim a a polohou
astice x implikuje harmonicky pohyb: (a) a = 0,5x, (b) a =
= 400x2, (c)a = —20x a(d)a = —3x2?

2. Naobr. 16.22 je vynesena Casovd zdvislost zrychleni a(r) pro
dstici, ktera vykondvd harmonicky pohyb. (a) Kterému z Cis-
lovanych bodfi odpovidd poloha —xp,? (b) Je rychlost Céstice
v bodé 4 kladnd, zdpornd, nebo nulovd? (¢) Odpovidd bodu 5
poloha &dstice —xp, +xm, 0, mezi —xpy a 0, nebo mezi O a +xm?

a

e

Obr. 16.22 Otdzka 2

3. Vychylka kmitajici ¢dstice je popsdna vztahem
X = xp cos(wt + ).

Urcete, zda se &dstice v Case t = 0 nachdzi v —xpy, V +Xm,
v poddtku, mezi —xy, a 0, nebo mezi 0 a +xp, jestlize je ¢ rovno
(a) /2, (b) —nt/3, (¢) —3n/4 a (d) 3n/4.

4. Kterd z nasledujicich relaci popisuje fdzovou konstantu ¢
pro harmonicky pohyb na obr.16.23a: (a) -t < ¢ < —7n/2,
(b)t < ¢ < 3w/2, nebo (¢) —3n/2 < ¢ < —n?

X v

Be

oA

(@) (b)
Obr.16.23 Otizky 4 a 5

5. Na obr. 16.23b vidime rychlost &dstice, kterd vykondva har-
monicky pohyb. Urlete, zda &dstice s rychlosti odpovidajici

(a) bodu A na grafu a (b) bodu B na grafu je v klidu, pohybuje
se smérem k bodu —xp,, nebo se pohybuje smérem k bodu xp.
Dile urlete, zda se &dstice s rychlosti odpovidajici (c) bodu A
na grafu a (d) bodu B na grafu nachdzi v bod€ —xm, v bodé xp,,
v bod& 0, mezi —xp, a0, nebo mezi 0 a x,,. Nakonec rozhodnéte,
zda se rychlost odpovidajici (e) bodu A na grafu a (f) bodu B
zvétsuje, nebo zmensuje.

6. Na obr. 16.24 vidime &tyfi oscildtory s vesmeés stejné tuhymi
pruZinami a stejn& hmotnymi télesy. Jaky je fazovy rozdil dvou
oscildtort (a) na obr. 16.24a a (b) na obr. 16.24b? (c) Jaky je
fazovy rozdil Eerveného oscildtoru na obr. 16.24a a zeleného
oscildtoru na obr. 16.24b?

| | |

X =—Xm X =4+Xm X

(a) (®)
Obr.16.24 Otdzka 6

7. PruZina a téleso tvoii harmonicky oscildtor umistény (1) na
vodorovné hladké podloZce jako na obr. 16.5, (2) na naklonéné
hladké podloZce, svirajici 45° s vodorovnou rovinou (t€leso je
piipevnéno ke spodnimu konci pruZiny), a (3) svisle s pruZinou
upevnénou na stropé a télesem zav&Senym na pruzin€. Uspoid-
dejte oscildtory v sestupném smyslu podle (a) protaZeni pruziny
v rovnovazné poloze oscildtoru, (b) frekvence kmitani.

8. Tii pruZiny jsou upevnény na stropé a na jejich spodni konce
jsou zavé&Sena tii télesa. Hmotnosti t€les jsou my > my > ms.
V klidovém stavu jsou protaZeni pruzin vesmés stejnd. U kazdé
soustavy vyvoldme harmonicky pohyb ve svislém sméru. Uspo-
fadejte soustavy v sestupném smyslu podle periody kmiti.

9. Naobr. 16.25 vidime tfi zaf{zeni sloZend z télesa a identickych
pruzin. Centrdln{ poloha télesa odpovidd nezatiZené délce pruZin.
Sefadte zafizeni sestupné podle frekvence kmitd.

10. T&leso hmotnosti m je zavéSeno na pruzing tuhosti k. U sou-
stavy vyvoldme harmonicky pohyb ve svislém sméru. Poté pru-
Zinu rozptlime a na jednu jeji polovinu zavésime totéZ téleso.
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Obr.16.25 Otdzka 9

Opét vyvoldme kmitdni. Vykazuje vyS3i frekvenci oscildtor s pii-
vodni, nebo se zkracenou pruzinou?

11. Jestlize zatiZime svisle visici pruZinu A télesem hmot-
nosti m; a svisle visici pruZinu B t€lesem mensi hmotnosti m>,
bude protaZeni obou pruZin stejné. Nyni vyvoldme u obou sou-
stav (pruZina + t€leso) harmonicky pohyb se stejnou amplitudou
vychylky. Ktery z obou oscildtori md v&tsi mechanickou energii?
12. Amplituda vychylky jistého harmonického oscilatoru byla
zdvojndsobena. Urcete, zda se nésledujici veliginy zvétsi, zmen-
81, nebo ziistanou stejné: (a) perioda, (b) tuhost pruZiny, (c) cel-
kovd mechanicka energie, (d) maximdlni rychlost a (e) maxi-
mdln{ zrychleni.

13. Na obr. 16.26 vidime tii fyzickd kyvadla tvofend identic-
kymi homogennimi koulemi vesmés téZe hmotnosti, pevné spo-
jenymi stejné dlouhymi ty&emi zanedbatelné hmotnosti. Kazdé
kyvadlo se otd¢i kolem vyznaCeného bodu zdvésu O. Sefadte
kyvadla v sestupném smyslu podle period jejich kmitd.

e O

(@) (b) (0)
Obr.16.26 Otédzka 13

14. Na stropé kabiny stojiciho vytahu je zavéSeno kyvadlo. Pe-
rioda jeho kmitii je 7. UrCete, zda se perioda zvét$i, zmensi, nebo
zlstane stejnd, jestliZe se kabina vytahu pohybuje (a) konstantn
rychlosti smérem nahoru, (b) konstantni rychlosti smérem dold,
(c) doli s konstantnim zrychlenfm ve sméru nahoru, (d) nahoru
s konstantnim zrychlenim ve sméru nahoru, (e) nahoru se zrych-
lenim a = g ve sméru doli a (f) dold se zrychlenim a = g ve
sméru dolu.

15. Ve voziku, stojicim na vodorovné plose, je upevnéno ky-
vadlo. Perioda jeho kmitd je 7. Urete, zda se perioda zv&ti,
zmen§i, nebo zlstane stejnd, jestliZe vozik umistime na naklo-
néné roviné, sklonéné o thel 6 vzhledem k roviné vodorovné
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(obr.16.27) a jestliZe se vozik (a) nepohybuje, (b) pohybuje
s konstantni rychlosti po naklonéné roving& smérem dold, (c) po-
hybuje s konstantni rychlosti po naklon&né roving& smérem naho-
ru, (d) pohybuje po naklonéné roviné smérem nahoru s konstant-
nim zrychlenim, orientovanym podél naklonéné roviny smé-
rem nahoru, (¢) pohybuje po naklonéné rovingé smérem doli
s konstantnim zrychlenim, orientovanym podél naklon&né ro-
viny smérem nahoru, (f) pohybuje po naklonéné rovin& smérem
dolii s konstantnim zrychlenim a = g sin 6, orientovanym podél
naklonéné roviny smérem dold, a (g) pohybuje po naklonéné
rovin€ smérem nahoru s konstantnim zrychlenim a = g sin6,
orientovanym podél naklonéné roviny smérem dold.

Obr.16.27 Otédzka 15

16. Mdme sestrojit pfistroj pro prenos kmitani na obr. 16.28.
Pristroj je sloZen ze dvou soustav pruZina + t&leso. Obé& pru-
Ziny jsou upevnény na pruzné ty&i. JestliZe protdhneme pruZinu
prvni soustavy a pak ji uvolnime, vznikne harmonicky pohyb
s frekvenci f;. Kmitdni se prend¥{ na ty¢ a ta plsobi budici
silou na druhou soustavu. Vynucujici sila tedy osciluje s frek-
venci fi. Pfi konstrukei piistroje si mame vybrat ze &ty¥ pru-
Zin a Ctyf hmotnych t€les: tuhosti pruZin k jsou 1600 N-m~!,
1500N-m~", 1400N-m~" a 1200N-m~!, hmotnosti tSles m
jsou 800kg, 500kg, 400 kg a 200 kg. Nasim cilem je dosahnout
maximaln{ amplitudy kmitii u druhé soustavy. Kterou pruZinu
a které t€leso vyberete pro jednotlivé soustavy? Reste bez pro-
vddéni detailniho vypoctu.

6 e
] } '
soustag$ Z@usmvaz

Obr.16.28 Otdzka 16

/pruinzi ty¢

CVICENI

ODST. 16.3 Pohybova rovnice pro harmonicky pohyb

1C. UvaZujme harmonicky kmitajici t&leso. Doba mezi dvéma
po sobé& ndsledujicimi okamZiky, ve kterych je rychlost t&lesa
nulovd, Cinf 0,25 s. Prostorova vzddlenost poloh télesa v t&chto

& ULony

dvou okamZicich je 36 cm. Vypoctéte (a) periodu, (b) frekvenci,
a (c) amplitudu pohybu.

2C. Pohyb zdvazi kmitajictho na pruziné se od jistého &asového
okamZiku zacind po 0,75 s opakovat. Nalezn&te (a) periodu po-
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hybu, (b) frekvenci v hertzich a (¢) thlovou frekvenci v radidnech
za sekundu.

3C. Zdvaii o hmotnosti 4,00 kg je zavéSeno na pruzinu. PruZina
se tim prodlouZi o 16,0 cm vzhledem ke své nezatiZzené délce.
(a) Jakd je tuhost pruZiny? (b) Dané zdvaZi odstranime a na
tutéZ pruzinu zavésime zdvazi o hmotnosti 0,500 kg. Poté pru-
Zinu je$té ponékud protdhneme a uvolnime. Jakd bude perioda
vzniklych kmita?

4C. Oscilator je tvofen zdvaZzim o hmotnosti 0,500 kg zavéSe-
nym na pruzing. Jestlize ho rozkmitdme s amplitudou 35,0 cm,
pohyb se po kazdych 0,500s opakuje. Naleznéte (a) periodu
kmitdni, (b) jeho frekvenci, (c) dhlovou frekvenci, (d) tuhost
pruZiny, (e) nejvEtsi rychlost zdvazi a (f) nejvetsi silu plisobici
na zavazi.

5C. Atomy v pevnych ldtkdch kmitaji za pokojové teploty
s frekvencemi fadu 10'® Hz. Vyjdéme z piedstavy atomi propo-
jenych pruZinami. Pfedpoklddejme, Ze v télese ze stfibra kmitd
jeden atom stfibra s uvedenou frekvenci a ostatni atomy se ne-
pohybuji. Vypoctéte efektivni tuhost pruZiny. Jeden mol stiibra
(6,02:10% atomii) ma hmotnost 108 g.

6C. Jaké je nejvétsi zrychleni ploSiny, kterd kmitd s amplitudou
2,20cm a s frekvenci 6,60 Hz?

7C. V reproduktoru se vytvaii zvuk pomoci kmitajici membra-
ny. Pfedpoklddejme, Ze u daného reproduktoru ¢ini maximdlni
moZnd amplituda kmitt 1,0-107> mm. Urcete obor frekvenci,
pfi kterych prevySuje zrychleni membrany hodnotu g (tthové
zrychleni).

C. Pruzinova vdha je na méfitku délky 4,00 in cejchovdna od O
do 32,01b. Balik, ktery je zavéSen na vize, kmitd ve svislém
sméru s frekvenci 2,00 Hz. (a) Urcete tuhost pruziny. (b) Jaka je
véha baliku?

C. Zavazi 20N zavésime na konec svislé pruZiny; pruZina se
tim prodlouzi o 20 cm. (a) Jakd je tuhost pruZiny? (b) Pruzinu
nyni umistime vodorovné na hladkou podlozku. Jeden jeji ko-
nec upevnime ke sténé, druhy konec spojime se zdvazim 5,0 N.
Poté zdvaZzi ponékud posuneme (pruZina se natdhne) a uvolnime
s nulovou pocdte¢ni rychlosti. Jakd je perioda vzniklych kmitt?

10C. Zavazi o hmotnosti 50,0 g zavésime na konec svislé pru-
7iny a rozkmitdme. Nejvét{ rychlost zavazi ¢ini 15,0cm-s™',
perioda kmitdni je 0,500 s. Urcete (a) tuhost pruziny, (b) ampli-
tudu kmitdni a (c) frekvenci kmitt.

11C. Céstice hmotnosti 1,00-10~% kg harmonicky kmité s pe-
riodou 1,00-1073 s a s maximalni rychlosti 1,00-103 m-s~ . Vy-
poctéte (a) Ghlovou frekvenci kmitdni a (b) nejvétsi vychylku
Cdstice.

12C. Malé téleso o hmotnosti 0,12 kg harmonicky kmitd s am-
plitudou 8,5 cm a s periodou 0,20s. (a) Jakd nejvetsi sila plsobi
na Cdstici? (b) Predpoklddejme, Ze kmitdni je vyvoldno pruZinou.
Jaka je tuhost pruziny?

13C. Brit elektrického holiciho strojku se pfesouvd sem a tam
na vzddlenosti 2,00 mm. Jeho pohyb lze povaZovat za harmo-

nické kmitdni s frekvenci 120 Hz. Urete (a) amplitudu kmitd,

Y oxo

(b) nejveétsi rychlost bfitu a (c) nejvetsi zrychleni bfitu.

14C. Membrédna reproduktoru harmonicky kmitd s frekvenci
440 Hz a amplitudou 0,75 mm. Urcete (a) thlovou frekvenci
kmitd, (b) nejvétsi rychlost membrany a (c) nejvetsi zrychlend
membrany.

15C. UvaZme kmitdni automobilu ve svislém sméru. Lze uva-
Zovat, jako by vozidlo bylo umisténo na ¢tyfech stejnych pruZi-
ndch. U jistého vozidla nastavime tuhost téchto pruZin tak, aby
frekvence kmitdni ¢inila 3,00 Hz. (a) Jakd je tuhost pruZin, pred-
pokladdme-1li hmotnost vozidla 1 450 kg a rovnomérné rozloZeni
vdhy? (b) Ve vozidle jede pét osob. Jejich primérnd hmotnost
je 73 kg a vdha je opét rozloZzena rovnomérné. Jakd je frekvence
kmitani kazdé pruZiny?

16C. Poloha harmonicky kmitajiciho télesa je popsdna vztahem
x = (6,0m) cos [(31‘: rad~s_1)t + %n rad] .

V Case r = 2,0 s stanovte (a) vychylku t€lesa, (b) rychlost télesa,
(c) zrychleni télesa a (d) fdzi pohybu. Dale urcete (e) frekvenci
a (f) periodu kmita.

17C. Dand castice harmonicky kmitd s frekvenci 0,25 Hz ko-
lem rovnovdzné polohy x = 0. V case t = 0 méla vychylku
x = 0,37 ¢cm a nulovou rychlost. UrCete pro jeji kmitdni (a) pe-
riodu, (b) Ghlovou frekvenci, (c) amplitudu, (d) vychylku jako
funkci Casu, (e) rychlost jako funkci Casu, (f) maximalni rych-
lost, (g) maximdlni zrychleni, (h) vychylku v ¢ase + = 3,0s,
a (i) rychlost v ¢ase t = 3,0s.

18C. Pist ve vélcové hlaveé parni lokomotivy md zabér (dvoj-
nasobek amplitudy) 0,76 m. Pohyb pistu 1ze poklddat za harmo-
nické kmitdni s Ghlovou frekvenci 180 ot-min~!. Jakd je maxi-
malni rychlost pistu?

19U. Obr. 16.29 ukazuje astronauta sediciho na piistroji k mé-
feni t€lesné hmotnosti v beztizném stavu. Pfistroj byl vyvinut
pro pouZziti na vesmirnych stanicich, udrZzovanych na obé&zné
drdze kolem Zemé. Je tvoren pohyblivou sedackou spojenou
pruZinami s ramem: astronaut se usadi na sedacku a méfi pe-
riodu vyvolanych kmitl. Jeho hmotnost se poté urCuje ze vztahu
pro periodu kmitajici soustavy pruZina + hmotny blok. (a) Pfed-
pokladejme, Ze hmotnost astronauta je M a efektivni hmotnost
kmitajici sedacky ¢ini m. UkaZte, Ze plati

k o
M=—T"—m,
4n2

kde T je perioda kmitd a k tuhost pruZiny. (b) Pristroj, ktery
byl umistén na vesmirné stanici SKYLAB TWO, mél tuhost
pruziny k = 605,6N-m~! a perioda kmitd prdzdné sedacky
byla 0,901 49s. Vypoctéte efektivni hmotnost sedacky. (c) Pe-
rioda kmitd sedacky s astronautem Cinila 2,088 32 s. Vypoctéte
hmotnost astronauta.




20U. Na pruZiné visi zavazi o hmotnosti 2,0 kg. PfivaZek hmot-
nosti 300 g zptisobi dodate¢né protaZeni pruziny o 2,00cm.
(a) Jak velkd je tuhost pruziny? (b) Rychlé uvolnéni piivazku
vyvolad harmonické kmity zdvaZi. UrCete periodu pohybu.

21U. Na pruzin€ harmonicky kmitd zdvaZi o hmotnosti m.

Perioda pohybu ¢ini 2,0s. Jestlize zvy$ime hmotnost zdvazi
0 2,0kg, perioda se zvysi na 3,0s. UrCete hmotnost .

220. Koncovy bod jednoho ze dvou ramen ladi¢ky harmonicky
kmitd s frekvenci 1000 Hz a amplitudou 0,40 mm. Ur&ete pro
tento bod (a) maximdln{ zrychleni a (b) maximalni rychlost.
Ddle naleznéte (c) zrychleni a (d) rychlost uvazovaného bodu
v okamZziku, kdy jeho vychylka ¢ini 0,20 mm.

23U. Téleso o hmotnosti 0,10 kg osciluje tam a zpét v pfimém
sméru. Jeho vychylka, méfend od po&atku soufadnic, je popsdna
vztahem

x = (10cm) cos [(10rad~s_l)t + %n rad] .

(a) Jakd je frekvence kmiti? (b) Jakou maximdlni rychlosti se
téleso pohybuje? Pfi jaké hodnoté vychylky m4 téleso tuto ma-
ximdlni rychlost? (c) Jaké je nejvétsi zrychleni t&lesa? Pfi jaké
hodnoté vychylky je zrychleni nejvétsi? (d) Uréete Easovou z4-
vislost sily, kterd psobi na téleso a vyvoldvd uvedené kmitdni.
24U. Piiliv a odliv vyvoldvd v pristavu zmény vysky hladiny
mote. Maximdlni rozdil vySek hladiny je d. Pohyb hladiny je
pfitom moZno povazovat za harmonicky s periodou 12,5h. Za
jak dlouho dojde k poklesu hladiny o vzdélenost d/4 od jeji
nejvyssi trovné?

25U. Dvé t&lesa s hmotnostmi m = 1,0kg, M = 10kg a pru-
Zina jsou uspofdddny podle obr.16.30 na vodorovné hladké
podloZce. Staticky cinitel smykového tfeni mezi ob&ma t&lesy
¢ini 0,40. Jakd mtiZe byt nejvétsi amplituda harmonickych kmit
soustavy, md-li se zabranit smykdni mezi obéma t&lesy?

26U. Hmotny blok je umistén na vodorovny povrch (povrch
vibra¢niho stolu). Povrch harmonicky kmitd ve vodorovném
sméru s frekvenci 2,0 Hz. Staticky initel smykového tfeni mezi
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hladké podlozka

Obr. 16.30 Uloha 25

blokem a povrchem stolu m4 velikost 0,50. Jak velkd muZe jeSté
byt amplituda kmitl, m4-li se vyloucit moZnost klouzani bloku?

270. Na pist, ktery harmonicky kmitd ve svislém sméru, polo-
Zime zdvaZi. (a) Je-li perioda kmitt pistu 1,0 s, pfi jaké amplitudé
se zdvazi oddéli od pistu? (b) Je-1i amplituda kmitl pistu 5,0 cm,
jakd miiZe byt nejvétsi frekvence, pro kterou zlistdvd zavazi ne-
pretrzité v kontaktu s pistem?

28U. Oscildtor je tvofen hmotnym blokem, spojenym s pru-
Zinou (k = 400N-m~'). V jistém Case ¢ byly zaznamendny
ndsledujici hodnoty polohy (méfené od rovnovazné polohy sou-
stavy), rychlosti a zrychleni hmotného bloku: x = 0,100 m,
v=—13,6ms ' ag = —123ms 2. Vypoctéte (a) frekvenci
kmitd, (b) hmotnost bloku a (¢) amplitudu pohybu.

290. Harmonicky oscildtor je tvofen kvddrem o hmotnosti
2,00kg spojenym s pruZinou tuhosti 100N-m~!. V ¢ase t =
= 1,00 se kvadr nachdzi v poloze x = 0,129 m a jeho rychlost
¢inf v = 3,415m-s~. (a) Jak4 je amplituda oscilaci? Jakd byla
(b) poloha kvadru a (c) rychlost kvddru v ¢ase t = 0?

30U. Nehmotnd pruZina je zavéSena na stropé mistnosti a na jeji
spodni konec pfipevnime malé zdvazi. Zavazi nejprve udrzujeme
v klidu v poloze o soufadnici yp; v této poloze md pruZina svoji
nezatizenou délku. Poté zdvazi uvolnime s nulovou pocdtecni
rychlosti. V pribéhu vzniklého kmitdni klesd zdvaZi nejniZe
10 cm pod soufadnici y,. (a) Jakd je frekvence kmitd? (b) Jakd je
rychlost zavaZi v okamziku, kdy se prdvé nachdzi 8 cm pod po-
CéteCni polohou y,,? (¢) K zdvazi pfipevnime pfivazek hmotnosti
300 g. Frekvence takto upraveného oscildtoru je rovna poloviné
plivodni frekvence. Jakd je hmotnost prvniho zdvazi? (d) Uréete
rovnovaznou polohu nového oscildtoru vzhledem k vychozi sou-
fadnici yp.

310, Dvé Estice harmonicky kmitaji podél pfimého segmentu
délky a (pohybuji se na opacnych strandch pfimé a tenké listy
a jejich drdha pokryvd na list€¢ Gsecku délky a). Oba harmo-
nické pohyby maji tutéZ periodou 1,5s, avSak jsou navzajem
fdzové posunuty o n/6rad. (a) Jakd je vzddlenost obou &stic
v okamZiku, kdy se opozZdéna ¢astice pravé nachézi v bodé ob-
ratu? Vysledek vyjddiete pomoci délky a. (b) UvaZzme maly
Casovy interval bezprostfedné nésledujici po okamzZiku, popsa-
ném v Cdsti (a). Pohybuji se obé ¢dstice béhem tohoto intervalu
ve stejném sméru, v opa¢ném sméru od sebe, nebo v opaéném
sméru k sobé?

32U. Dve &dstice harmonicky kmitaji kolem stejné rovnovdzné
polohy se stejnou amplitudou a stejnou frekvenci. Oba pohyby
probihaji podél téhoz sm&ru. Cdstice se mijeji vZdy tehdy, kdyz
se vychylka kazdé z nich rovnd poloving amplitudy. Jaky je
fdzovy rozdil mezi obéma harmonickymi pohyby?
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33U. Dv& stejné pruziny jsou jednémi konci pfipevnény ke
dvéma protilehlym sténdm kvadru hmotnosti m a druhymi konci
vetknuty do protilehlych stén. Kvadr je umistén na hladké pod-
loZce. Soustava je zndzornéna na obr. 16.31. Ukazte, 7Ze kvadr
harmonicky kmitd s frekvenci

Fe 1 /2k
T 2xVom’
k

L0000 m

Obr.16.31 Ulohy 33 a 34

340. Vyjdeme ze znéni tlohy 33, avSak nyni pfedpoklddejme,
7e dvé pruziny na obr. 16.31 maji obecné rizné tuhosti k; a k».
Ukazte, ze frekvence kmitajici soustavy je nyni urena vztahem

=y I+

kde fi, popt. f>. jsou frekvence oscildtord, tvofenych kvddrem
a pouze pruzinou I, popf. kvddrem a pouze pruzinou 2.

35U. Soustava dvou stejnych, sériové propojenych pruZin tu-
hosti & je jednim svym koncem spojena s kvddrem hmotnosti m
a druhym koncem pfipevnéna ke sténé. Kvadr se pohybuje na
hladké podloZce. Soustava je zndzornéna na obr. 16.32. Ukazte,
Ze soustava harmonicky kmitd s frekvenci

‘= 1 |k
TN om’

k k
~ 0000 - 0000

Obr.16.32 Uloha 35

36U. Kvadr o véze 14,0 N klouZe bez tfeni po naklonéné roviné
se sklonem 40,0°. Ke kvddru je pfipojena nehmotna pruZina
nezatizené délky 0,450 m a tuhosti 120N-m~'. Druhy konec
pruZiny je upevnén na vrcholu klinu; celd soustava je zndzornéna
na obr. 16.33. (a) Urcete vzdalenost rovnovdzné polohy kvadru
od vrcholu klinu. (b) Kvadr ponékud vysuneme z rovnovazné
polohy podél naklonéné roviny smérem dolu a poté jej uvolnime.
Jaka je perioda vzniklého harmonického pohybu?

bez tieni

Obr. 16.33 Uloha 36

370. Homogenni pruZina md délku L a tuhost k. PruZinu fezem
rozdélime na dvé ¢asti délek Ly a L, a ozna¢ime n = L /L.
(a) Vyjadrete tuhosti k1 a ko obou novych pruzin pomoci &
a n. (b) Pokud byl uréity kvddr spojen s plvodni pruzinou,
jako na obr. 16.5, kmital vznikly harmonicky oscildtor s frek-
venci f. JestliZze nyni pfipevnime ke kvddru pruZinu délky L,
popt. pruzinu délky L, bude mit novy oscilator frekvenci fi,
popt. frekvenci f>. Vyjadiete frekvence f) a f> pomoci pavodni
frekvence f.

38U0. TH navzajem propojené dulni vagony, kazdy o hmotnosti
10000 kg, jsou umistény na naklonéné drdze dilni Zeleznice.
Driha md sklon 30°. Vagony jsou udrZovédny v klidu zdvésnym
lanem, vedenym rovnob&zné s naklonénym smérem dilni dréhy
(obr. 16.34). Vdhou vagontl je zdvésné lano prodlouZeno o 15 cm
vzhledem ke své nezatizené délce. V jistém okamziku se uvol-
nil spodni vagon; poté zbylé dva vagony harmonicky kmitaji.
Predpoklddejte, Ze zavésné lano splituje Hookilv zdkon a urcete
(a) frekvenci, (b) amplitudu harmonického pohybu.

uvolnény

Obr. 16.34 Uloha 38

390. Ke zmirn&ni dopravnich problémi pii cestovdni mezi
dvéma velkymi mésty (napriklad mezi Bostonem a Washing-
tonem) navrhuji dopravni konstruktéfi ndsledujici feseni. Obé
mésta budou propojena podél tétivy Zemé pifimym vlakovym
tunelem (obr. 16.35). Vlakova souprava, uvolnénd ve vychozi
stanici, bude samovolné klesat prvni polovinou tunelu a stou-
pat druhou polovinou az ke stanici cilové. Pfedpokladejme, Ze
Zemé je homogenni koule. Odpor vzduchu a tfeni zanedbdme.
(a) Ukazte, Ze cesta mezi mésty predstavuje polovinu Gplného
harmonického kmitu. (b) Vypoctéte dobu jizdy mezi mésty.

vlakova
soupravz\

Ne

Obr.16.35 Uloha 39

ODST. 16.4 Energie harmonického pohybu

40C. Urcete mechanickou energii soustavy pruZina + t€leso,



jestlize pruZina md tuhost 1,3N-cm™' a amplituda kmitt
¢ini 2,4 cm.

41C. Kmitajicf soustava pruZina+téleso md mechanickou ener-
gii 1,00J. Kmitdni probihd s amplitudou 10,0 ¢cm a maximdlni
rychlost t€lesa je 1,20 m-s~!. Urete (a) tuhost pruZiny, (b) hmot-
nost télesa a (¢) frekvenci kmitdni.

42C. Blok o hmotnosti 5,00 kg je umistén na hladké vodorovné
podloZce a je spojen s pruzinou tuhosti 1000 N-m~'. Blok vy-
chylime vodorovné z rovnovazné polohy o 50,0 cm a udglime
mu pocdtecni rychlost o velikosti 10,0m-s™! ve sméru zpét
k rovnovazné poloze. (a) Jakd je frekvence vzniklych kmitii?
(b) Jakd je pocdtecni hodnota potencidln{ energie pruZnosti pro
soustavu pruzina + hmotny blok? (c) Jak4 je po&dteéni hodnota
kinetické energie? (d) Jakd je amplituda kmitd?

43C. Jestlize zavésime na danou svislou pruZinu zdvaZi o hmot-
nosti 1,3 kg, pruZina se protdhne 0 9,6 cm. (a) Vypoétste tuhost
pruZiny. Zavazi pfesuneme tahem o dal3ich 5,0 cm smérem dolé
a uvolnime s nulovou poCdte¢ni rychlost. Urcete (b) periodu,
(c) frekvenci a (d) amplitudu vzniklého kmiténi. (e) Jakd je pfi
kmitani maximaélni rychlost zdvaZi?

44C. Giganticky (a hypoteticky) prak md vystielit kdmen
0 hmotnosti 130 g tak, aby unikl ze sféry pfitaZlivosti Zemé&
(kdmen musi byt tedy vystfelen druhou kosmickou rychlost{
11,2km-s™"). Pruzny mechanismus praku spliiuje Hookiv z4-
kon. Je nataZen o 1,5m a uvolnén. Veskerd potencilni energie
pruzZnosti se poté transformuje na energii kinetickou. (a) Urdete
tuhost odpalovaciho pfistroje. (b) Reknéme, Ze primérny muz
vyvine silu 220 N. Kolik muZzi musi spojit své sily k nataZenf
praku?

45C. Vychylka harmonicky kmitajici ¢astice je v jistém oka-
mZiku rovna jedné poloving amplitudy. Jakd &dst celkové me-
chanické energie md v tomto okamziku formu energie (a) kine-
tické a (b) potencidlni? (c) Pfi jaké vychylce m4 jedna polovina
celkové mechanické energie formu energie kinetické? Vyjddiete
hledanou vychylku pomoci amplitudy.

46C. Té&leso o hmotnosti M je umisténo na vodorovné hladké
podloZce a spojeno s pruZinou, kterd je na druhém konci upev-
néna ke sténé. Soustava je v rovnovdze. V urditém okamZiku
vnikne do télesa rychlosti v projektil 0 hmotnosti m. Projektil
zlistane zachycen v t€lese. Situace je zndzorn&na na obr. 16.36.
(a) UrCete rychlost t€lesa bezprostiedné po zdsahu. (b) Vypo&tste
amplitudu vzniklého harmonického pohybu.

Obr.16.36 Cviceni 46

47U. T&leso hmotnosti 3,0kg harmonicky kmitd. Jeho vychylka
z rovnovazné polohy je popsdna vztahem

x(t) = (5,0m) cos [(%nrads*‘)t — %nrad].

CVICENI & ULOHY 433

(a) Pri jaké vychylce je potencidlni energie ¢dstice rovna po-
lovin€ celkové mechanické energie? (b) Jak dlouho trvd po-
hyb ¢dstice z rovnovazné polohy do polohy, kterou jste uréili
v ¢asti (a)?

48U. Cistice o hmotnosti 10 g harmonicky kmitd s amplitudou
2,0-107* m. Maximdln{ zrychleni &dstice &inf 8,0-103 m-s~2, f4-
zové konstanta je —rn/3 rad. (a) Popiste silu, kterd na &dstici paiso-
bi. NapiSte vztah, urujici Casovou zdvislost této sily. (b) Urlete
periodu pohybu. (c) Stanovte nejv&ti rychlost &dstice. (d) Vy-
poCtéte celkovou mechanickou energie kmitajici &dstice.

49U. Nehmotnd pruZina tuhosti 19N-m~! je jednim koncem
zavéSena na nosnik. Na jeji volny konec umistime t&leso o hmot-
nosti 0,20kg. Téleso uvolnime v okamziku, kdy pruZina jests
nebyla protaZena. (a) O jakou nejvétsi vzdalenost vzhledem ke
své pocdtecni poloze téleso klesne? Urdete (b) frekvencia (c) am-
plitudu vysledného harmonického pohybu.

50U. Na pruzing tuhosti S00N-m~! visi t&leso o hmotnos-
ti 4,0kg. Pfimo zespodu je do tlesa vstfelena kulka hmot-
nosti 50 g. Kulka vnikne do t&lesa rychlosti 150 m-s~! a uvizne
v ném. (a) Uréete amplitudu takto vyvolaného harmonického
pohybu. (b) Jakou Cdst mechanické energie kmitajiciho systému
predstavuje plivodni kinetickd energie kulky?

510% Pevny vilec, otacivy kolem vodorovné osy, je umistén
na vodorovné plose. K ose vélce je pfipevnéna pruZina tuhosti
k =3,0N-m~!. Vdlec uvolnime s nulovou pocdtecni rychlosti
v poloze, ve které je pruZina protaZena o 0,25 m vzhledem k jeji
rovnovazné délce. Poté se vélec vali po plose bez prokluzovéni
(obr. 16.37). UrcCete kinetickou energii (a) translacniho a (b) ro-

« |
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taniho pohybu vilce v okamZiku, kdy vélec pravé prochdzf rov-
novaznou polohou. (c) UkaZte, Ze pfi splnéni uvedenych pred-

vy

T =2r,/ —,
"V 2%
kde M je hmotnost vélce. (Tip: Vypoctéte &asovou derivaci cel-
kové mechanické energie.)

ODST. 16.5 Torzni kmity

52C. Plochy homogenni kruhovy disk md hmotnost 3,00 kg
a polomér 70,0 cm. Disk je ve svém stiedu zavésen na svisly
drdt, takZe spocivd ve vodorovné roving. Chceme-li disk vytocit
0 2,50rad vzhledem k jeho rovnovdZné poloze a poté jej v této
nové poloze udrZet, musime na né&j ptisobit silovym momentem
0,0600N-m. (a) Vypoctéte moment setrvadnosti disku pfi jeho
otaceni kolem osy uréené dratem. (b) Urete torzni konstantu.
(¢) Jakd je tihlovd frekvence popsaného torzniho oscildtoru?
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530. Homogenni masivni koule hmotnosti 95kg ma polo-
mér 15 cm. Koule visi na drété, ktery je pfipevnén ke stropu mist-
nosti. Silovy moment velikosti 0,20 N-m ud€luje kouli Ghlovou
vychylku 0,85 rad. Po uvolnéni z uvedené polohy pozorujeme
torzni kmity. Jakd je jejich perioda?

54U. Technik zkoum4 nepravidelné t€leso hmotnosti 10 kg. M4
za kol zjistit moment setrvanosti t¥lesa vzhledem k jisté
ose prochazejici t&Zi§t€m. Technik zavési téleso na drdt tako-
vym zplisobem, aby byla pfedepsand osa totoznd se smérem
dratu. Vzniklé torzni kyvadlo vykond 20 tdplnych kmitd za
dobu 50 s. Navic je zndmo, Ze pouzity drat ma torzni konstantu
% = 0,50N-m. Jaky je moment setrvacnosti télesa vzhledem
k pfedepsané ose?

55U. Nepokoj hodinek torzn& kmitd s Ghlovou amplitudou 7 rad
a s periodou 0,500s. Urete (a) maximdlni Ghlovou rychlost
nepokoje, (b) jeho tthlovou rychlost pfi Ghlové vychylce %n rad
a (c) thlové zrychleni nepokoje pii ihlové vychylce AITT“ rad.

ODST. 16.6 Kyvadla

56C. Matematické kyvadlo se nachdzi v misté, kde tthové zrych-
leni g &ni 32,2 ft-s~2. Perioda jeho kmitd je 1,00s. Jakd je jeho
délka?

57C. Demoli¢ni koule o hmotnosti 2 500 kg kyvd na zavEsném
lan& vedeném pies rameno jefdbu (obr. 16.38). Délka lana od
vrcholu ramena ke kouli je 17 m. (a) Urcete periodu pohybu za
piedpokladu, Ze soustavu lze poklddat za matematické kyvadlo.
(b) Zdvisi perioda na hmotnosti koule?

o
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58C. Matematické kyvadlo odpo&itdvd sekundy: uskutecni
ka?dé dvé sekundy GpIny kmit z jedné krajni polohy do druhé
a zpét. Jakd je jeho délka?

59C. Matematické kyvadlo délky 1,50 m uskutecnilo 72,0 tpl-
nych kmitii za dobu 180s. Jak velké je tihové zrychleni v misté,
kde byly uvedené hodnoty naméfeny?

60C. V této kapitole jsme studovali dvé kmitajici soustavy:
zdvazi zav&ené na pruZiné a matematické kyvadlo. Mezi nimi

existuje zajimavy vztah. Pfedpoklddejme, Ze na konec pruZiny
zavésime zdvazi a pokud je zdvazi v klidu, jako na obr. 16.39,
pruZina se prodlouZi o délku i vzhledem ke své nezatiZené délce.
Na druhé stran& uvaZzme matematické kyvadlo délky 1. Dokazte,
7e obé& soustavy kmitaji se stejnou frekvenci.

Obr. 16.39 Cviceni 60

61C. Artista sedi na visuté hrazdé a houpd se tam a zpét s perio-
dou 8,85 s. Pokud je hrazda v rovnovdZné poloze a artista se na n
postavi, zvy§i se t€Zi5t& soustavy o 35,0 cm. PovaZujte soustavu
artista + visutd hrazda za matematické kyvadlo. Vypoctéte jeho
periodu, jestliZe artista pfi houpdni na hrazdé€ stoji.

62C. Matematické kyvadlo délky L volné kmitd s malou ahlo-
vou amplitudou. V okamZiku, kdy pravé prochdzi rovnovaZnou
polohou, znehybnime vldkno kyvadla v poloviné délky. Vyjdd-
fete periodu krat$iho kyvadla pomoci ptivodn{ periody 7.

63C. Fyzické kyvadlo je tvofeno ty¢ovym metrem. Ve vzdale-
nosti x od rysky, kterd oznacuje 50 cm, je vyvrtdn maly otvor.
Timto otvorem prochdzi osa rotace. Kyvadlo md periodu 2,5s.
Urcete vzddlenost x.

64C. Tenka ty¢ délky L ma hmotnost m. Ty¢ je zavéSena nad
stfedem tyCe: vzdélenost bodu zdvésu od stfedu tyCe je d.
(a) U tohoto fyzického kyvadla vyvoldme kmitdni s malou thlo-
vou amplitudou. Vyjddiete periodu pohybu pomoci veli¢ind, L,
m a g (tthové zrychleni). Jak se zméni perioda, jestliZe (b) zmen-
$me vzddlenost d, (c) zvétsime délku tyCe L a (d) zvétSsime
hmotnost tyc¢e?

65C. Fyzické kyvadlo je tvofeno pevnym homogennim diskem
(poloméru R a hmotnosti M), otd¢ivym ve svislé rovin€ kolem
bodu zdvésu, ktery je umistén ve vzdélenosti d od stfedu disku
(obr. 16.40). Disk vychylime o maly dhel z rovnovdZné polohy
a uvolnime. Urcete periodu vysledného harmonického pohybu.

bod zavésu ¢ ————
 WE
.
A
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66C. Homogenni kruhovy disk poloméru R = 12,5 cm je zavé-
Sen v bodg, ktery se nachdzi na okraji disku. (a) Urcete periodu
tohoto fyzického kyvadla. (b) Disk nyni zavésime v jiném bodg,




jehoZ vzddlenost od stfedu disku &ini » < R. Vznikd opét fyzické
kyvadlo. Jakd musi byt vzdalenost r, ma-li se perioda nového
kyvadla rovnat periodé v &4sti (a)?

67C. Kyvadlo je tvofeno homogennim diskem o poloméru
10,0cm a hmotnosti 500 g, spojenym s homogenni ty&i délky
500 mm a hmotnosti 270 g (obr. 16.41). (a) Vypoctéte moment
setrvacnosti kyvadla vzhledem k vodorovné ose prochdzejici bo-
dem z4vésu. (b) Jakd je vzddlenost mezi bodem zdvésu a t&Zi§tém
kyvadla? (c) Vypoététe periodu kmit.

Obr.16.41 Cviceni 67

68C. (a) Fyzické kyvadlo v pf.16.6 obritime a zav&sime
v bodé P. Jakd bude nyn{ perioda pohybu? (b) Je tato novd
perioda v porovndni s periodou pivodniho kyvadla v pf. 16.6
vétsi, mensi, nebo stejnd?

69C. V pi.16.6 jsme ukdzali, 7e fyzické kyvadlo ma stfed
kyvu P ve vzddlenosti 2L /3 od bodu zdvésu O. DokaZte tvrzeni:
Pro jakékoliv fyzické kyvadlo je vzddlenost stfedu kyvu od bodu
zdvésurovna I /(mh), kde veli¢iny I a h maji stejny vyznam jako
v rov. (16.32) a m je hmotnost kyvadla.

70C. TyCovy metr se otd¢i kolem osy umist&né na jeho jednom
konci. Jak se zméni frekvence tohoto fyzického kyvadla, jestlize
tyCovy metr zkrdtime na polovinu? Vyjddfete novou frekvenci
pomoci piivodni frekvence f;.

710. Fyzickeé kyvadlo na obr. 16.42 je tvofeno ty&i délky L, za-
véSenou v bodé O. (a) Vyjddrete periodu kyvadla pomoci délky
tyCe L a vzdalenosti x t&Zi§t€ od bodu zdvésu. (b) Pro kterou
hodnotu podilu x /L je perioda pohybu nejkrat$i? (c) UkaZte, Ze
pro L = 1,00m a g = 9,80m-s~2 je nejkratsi perioda v &sti
(b) rovna 1,53 s.

72U. Stfed kyvu fyzického kyvadla md ndsledujici zajimavou
vlastnost. Uvazme fyzické kyvadlo, které kyva v jisté svislé ro-
vin€ kolem urcitého bodu zdv&su O. Piedpoklddejme, Ze pravé
v okamziku priichodu kyvadla rovnovéZnou polohou na néj za-
piisobi krétky impulz sily. Vektorovd primka sily je vodorovnd
a lezi v rovin€ kyvi. JestliZe sila navic plisobi v trovni stfedu
kyvu P, nevyvold jeji impulz v bod& zdvésu O Z4dnou reak-
ci. O této vlastnosti dobfe védi hraci baseballu (a rovnéZ hradi
mnoha jinych sportil). Skutecné, kdyZ palkai navede pélku tak,
Ze ke styku s mickem dojde mimo stied kyvu P, uciti v disledku
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ndrazu bolestivé , Skubnuti* v rukou. Proto také nazyvaji spor-
tovei stied kyvu ,,jemny bod* pélky. Pfi studiu popsané situace
budeme predpoklddat, Ze ty¢ na obr. 16.12a piedstavuje base-
ballovou pdlku. Necht na ty¢ piisobi v bod& P vodorovné zprava
sila F, predstavujici tder micku. Pdlkar drZ{ palku v bodg, ktery
odpovidd bodu zdvésu O na obr. 16.12a. (a) Jak velké zrychleni
ud€luje bodu O sila F? (b) Jak velké ahlové zrychleni vytvaii
sila F, jestliZe uvazujeme rotaci kolem osy, prochazejici téZistém
tyce? (c) Jak velké linedrni zrychleni ziskd bod O v dusledku
thlového zrychleni, uvazovaného v &dsti (b)? (d) Na zdkladg
vyhodnoceni velikosti a smérii zrychleni, uvaZovanych v &4s-
tech (a) a (c), se presvédcte, Ze stied kyvu P je skute¢ng , jemny
bod*.

73U. Presné vzato,na riznych mistech povrchu Zemé m4 tihové
zrychlen{ g ponékud odlidnou hodnotu. Tato skute¢nost byla ob-
jevena Jeanem Richerem, ktery v roce 1672 na svych cestdch
prevezl kyvadlové hodiny z PafiZe do mé&sta Cayenne ve fran-
couzské Guyané a zjistil, Ze hodiny se za den zpozduji 0 2,5 mi-
nuty. Jestlize tihové zrychleni v Pa¥{Zi ¢ini g = 9,81 m-s~2, jakd
je jeho velikost v Cayenne?

74U. Védci provadéli pfesnd méfeni tihového zrychleni v urdi-
tém misté v Indickém ocednu. Misto bylo zvoleno na rovniku.
Pi méfent se zjisfovala perioda kmitil precizné konstruovaného
fyzického kyvadla. K zajisténi pfesné definovanych podminek
se méfeni uskutecnilo na palub& ponotené ponorky. Oznacme &
presnou hodnotu tihového zrychleni v daném mist&. Po vyhod-
noceni vysledkil bylo zjisténo, Ze zméfend hodnota g, zavisi na
tom, zda se ponorka v priib&hu méfeni pohybovala vychodnim,
nebo zdpadnim smérem. Velikost jeji rychlosti pfitom v obou
pfipadech &inila 16km-h~!. Objasnéte pozorovanou diferenci
a vypoCtéte relativni chybu (gm — gp)/gp pro oba sméry plavby
ponorky.

75U. Dlouhd homogenni ty¢ délky L a hmotnosti m se otaci
ve vodorovné roviné kolem svislé osy vedené geometrickym
stfedem tyce. Na jednom konci tyce je k ni upevnéna vodo-
rovnd pruZina, druhy konec pruZiny je pfipevnén k pevné sténé.
Celd soustava je zndzornéna na obr. 16.43 z nadhledu. V rovno-
vdZné poloze je ty¢ rovnob&znd se sténou. Po malém vychyleni
z rovnovazné polohy ty¢ uvolnime. Jakd je perioda vzniklého
harmonického pohybu?
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sténa

osa otaceni

Obr. 16.43 Uloha 75

76U. Urdete frekvenci matematického kyvadla délky 2,0m
(a) zavéSeného na stropé& mistnosti, (b) zavéseného na stropé vy-
tahu, ktery se pohybuje vzhiru se zrychlenim 2,0 m-s 2, a (c) za-
vé3eného na stropé vytahu, ktery padd volnym padem.

77U. Matematické kyvadlo délky L a hmotnosti m je zav&Seno
v automobilu, ktery se pohybuje rychlosti stdlé velikosti v po
kruhové drize poloméru R. Kyvadlo se pohybuje v radidlnim
sméru (kmitd ve svislé roviné, prochdzejici bodem zdvésu a stie-
dem kruhové drahy). Urcete frekvenci jeho pohybu.

78U. Naleznéte Ghlovou amplitudu matematického kyvadla 6y,
pro kterou ¢ini odchylka skute¢né velikosti vratného silového
momentu a silového momentu, ktery je predpokldddn pfi har-
monickém pohybu kyvadla, 1,0 %. (Pfi feSeni miZete pouZit
,»Rozvoje goniometrickych funkci“ v dodatku E.)

790. Hmotny bod matematického kyvadla se pohybuje po ob-
louku kruZnice o poloméru R. (a) V okamZiku, kdy hmotny
bod prdvé prochdzi rovnovaznou polohou, udili mu vldkno do-
stiedivé zrychleni (mv?/R), kde v je okamZitd rychlost hmot-
ného bodu. UkaZte, 7e v tomto okamZiku ¢ini napéti ve vldkné
mg(1+62), kde Oy, je Ghlova amplituda pohybu. (Viz ,.,Rozvoje
goniometrickych funkci” v dodatku E.) (b) Je pfi jinych tGhlo-
vych vychylkdch matematického kyvadla napéti ve vlakné vétsi,
mensi, nebo stejné jako v ¢dsti (a)?

80U. Kolo bicyklu se otadi kolem pevné osy. K jednomu z jeho
drdtd je pripevnéna ve vzddlenosti r od osy kola pruZina tu-
hosti k. Druhy konec pruziny je uchycen v pevné sténé; uspora-
ddni je zndzornéno na obr. 16.44. (a) Pfedpoklddejte, Ze kolo 1ze
povazovat za tenkou obru¢ poloméru R a hmotnosti m. Vyjddiete
thlovou frekvenci malych kmit soustavy pomoci veli¢in m, R,
r a tuhosti k. Jak se zméni Ghlova frekvence, jestlize (b) r = R
a(c)r=0?
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810. Kruhovy disk hmotnosti 2,5 kg a priméru 42 cm je pevné
spojen s nehmotnou ty¢i délky 76 cm. Jak je zndzornéno na
obr. 16.45, soustava je zavéSena na konci tyCe. (a) Nehmotnd
torzni pruzina na obrazku je nejprve odpojena. Jaka je perioda
kmitd kyvadla? (b) Nyni pfipojime ke kyvadlu torzni pruZinu.

V rovnovdzné poloze nové soustavy je ty¢ opét svisld. Jakd
musi byt torzni konstanta pruziny, aby novd perioda kmitl byla
0 0,50 s kratsi neZ perioda ptivodni?

Obr. 16.45 Uloha 81

82U. Jisté fyzické kyvadlo ma dva mozné body zdvésu: A a B.
Bod A je umistén pevné, poloha bodu B podél délky kyvadla
je nastavitelnd. Kyvadlo je zndzornéno na obr. 16.46. Nejprve
zavésime kyvadlo v bodé A; perioda pohybu ¢ini 7. Poté kyvadlo
obrétime a zavésime jej v bodé B. Jeho poloha je vSak nastavena
tak, aby kyvadlo mélo nyni opét periodu 7. Vzddlenost takto
definované polohy bodu B od bodu A ¢ini L. Dokazte, Ze pomoci
veli¢in L a T lze vyjadfit tthové zrychleni jako

472 L
— T2 .

8

(VSimnéte si, Ze timto zpisobem muZeme méfit tthové zrych-
leni g i v pfipadé€, Ze nezndme moment setrvacnosti kyvadla ani
jeho rozméry, kromé vzddlenosti L.)
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83U* Homogenni ty¢ délky L je v jistém bod¢ zavésena, takze
vytvari fyzické kyvadlo. Pro jakou vzddlenost bodu zdvésu od

téZisté je perioda kyvadla nejmensi? Vyjadrete hledanou vzda-
lenost pomoci délky L.

ODST. 16.8 Tlumeny oscilator

84C. Béhem kazdého pohybového cyklu klesla amplituda slabé
tlumeného oscilatoru o 3 %. Kolikrat se zmensi celkovd mecha-
nickd energie tohoto oscilatoru béhem kazdého tplného kmitu?



85C. Vyjdéte ze zaddni pf.16.9 a urCete, kolikrdt se zmensi
amplituda tlumenych kmitli po provedeni 20 Gplnych kmita?

86C. V usporddani na obr. 16.17 mé&me t€leso o hmotnosti
1,50 kg a pruZinu tuhosti 8,00 N-m~!. Tfeci sila je uréena vyra-
zem —b(dx/dr), kde b = 230 g-sﬁl. Predpoklddejme, Ze t€leso
je nejprve vysunuto ze své rovnovdzné polohy smérem dolii
0 12,0 cm a poté uvolnéno. (a) Vypoltéte, za jakou dobu se am-
plituda kmitdni zmensi na jednu tfetinu své pocdte¢ni hodnoty.
(b) Kolik tpInych pohybovych cykl uskuteéni kmitajici t€leso
béhem této doby?

870. Téleso o hmotnosti m = 2,00 kg kmitd na pruZiné tuhosti
k = 10,0N-m~!. T&leso je navic vystaveno piisobeni tieci sily
F = —bv. Pocdtecni amplituda kmitG byla 25,0 cm; v disledku
tlumeni se vSak po provedeni ¢tyf Gplnych kmitl zmenSila na
tfi Ctvrtiny své ptivodni hodnoty. (a) Uréete soucinitel Gtlumu b.
(b) Jak velkd mechanickd energie se ,,ztratila“ béhem uvedenych
Ctyf kmit?

88U. (a) V rov. (16.39) vystupuje tfeci sila —b(dx/dr) a sila
pruznosti —kx. Vyjdéte z Gdaji, uvedenych v zaddni pi. 16.9,
a urCete v priibéhu prvniho Gplného kmitu pomér nejvétsi hod-
noty tieci sily k nejvétsi hodnoté sily pruznosti. (b) Dochdzi
k citelné zméné uvedeného poméru, jestliZe jej vypofteme pro
nektery z ndsledujicich kmit?

89U. Predstavte si, 7e provadite zkouSku tlumi¢l u automobilu.
Automobil md hmotnost 2 000 kg. Pfi souasném zatiZeni tlu-
mici vSech Ctyf kol celkovou tihou automobilu se kazdy z nich
zkrdtf o 10cm vzhledem ke své nezatiZené délce. Jestlize vy-
volate kmitdni karosérie, zmen3i se po vykondni jednoho kmitu
amplituda o 50 % své ptvodni hodnoty. Odhadnéte hodnoty kon-
stant k a b pro tlumici soustavu jednoho kola. Pfitom piedpokl4-
dejte rovnomérné rozloZeni tihy automobilu na jednotlivé kola.

ODST. 16.9 Nucené kmity a rezonance

90C. Amplituda nucenych kmitt xy, v rovnici (16.43) je uréena

vztahem
Fn

m = s
M@} — 0?)? + 0202

X

kde Fy, je (konstantni) amplituda oscilujici vn&jsi sily, kterou pii-
sobi pevny nosnik na obr. 16.17 na pruZinu. Jak4 je (a) amplituda
vychylky a (b) amplituda rychlosti v piipad& rezonance?
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910. Ve vozidle o hmotnosti 2200 Ib se nachdzeji Ctyfi osoby,
kazdd o hmotnosti 180 Ib. Pfi jizd€ po nerovné silnici pfekondvd
vozidlo pfiblizné rovnomérné rozmisténé nerovnosti; vzddle-
nost sousednich nerovnosti je 13 ft. Vlivem nerovnosti dochdzi
ke kmitani karosérie vozidla vzhledem k podvozku. Pfi rych-
losti vozidla 10 mi/h md houpdni nejvétsi amplitudu. O kolik se
zvedne karosérie auta, jestliZe z n&j po zastaveni viechny osoby

vystoupi?

PRO POCITAC

92U. Uvaime kmitajici soustavu dvou voziki spojenych pruzi-
nou. Voziky se pohybuji bez tfeni na vodorovné koleji. Tuhost
pruZiny zndme: k = 50,0 N-m~!. PouZijte druhy Newtonfiv z4-
kon a dokaZte, Ze perioda kmitdni je pro oba voziky stejnd.
Zavislost periody na hmotnosti vozikli je uréena vztahem

T = 2x /%.
k(my +m3y)

Detektorem polohy byly uréeny zdvislosti poloh vozikii na
Case. Lze je vyjadfit vztahy x;(t) = 2,70(1 — cos(18.0r))
a xp(1) = 10,70 + 1,29 cos(18,0r), kde soufadnice jsou vy-
jadfeny v centimetrech a Cas v sekunddch. (a) PouZijte zdkon
zachovani hybnosti a naleznéte hmotnosti jednotlivych vozika.
(b) Vytvorte tabulku hodnot x; a x, v zdvislosti na ase. Cas
zvéSujte od t = 0 do r = 355 s krokem 0,01s. Pro kazdy

Yy

soustavy dvou voziki a silu, kterou ptisobi pruZina na jednotlivé
voziky. Ovéite, Ze t€ZiSt€ soustavy se nepohybuje, Ze celkovd
hybnost se zachovdvd a Ze ob€ sily, plsobici na jednotlivé vo-
ziky, jsou stejné velké a opacné orientované. (c) PouZijte tdaje

v tabulce a naleznéte klidovou (rovnovédznou) délku pruZiny.

930. Nat&leso 0 hmotnosti 2,0 kg, pfipevnéné na konec pruziny
tuhosti 350 N‘m’l,pﬁsobi vnéjSibudicisila F = (15N) sin(wt),
kde @ = 35rad-s~!. Konstanta tlumeni b m4 velikost 15 kg-s™L.
V Case t = 0 je téleso v klidu a pruZina md svou klidovou dél-
ku. (a) PouZijte numerické integrace a nakreslete graf z4vislosti
vychylky t€lesa na ¢ase béhem prvni sekundy pohybu. PouZijte
ziskany pribéeh vychylky ke konci tohoto intervalu a odhadnéte
amplitudu, periodu a tGhlovou frekvenci. Vypocet opakujte pro

() w = k/m a(c) w = 20rad-s™!.




