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Uvob

Studijni opora je urcena studentim ucitelstvi fyziky v kombinované a distan¢ni
form¢ studia. Vychdzi z materialii neziStné poskytnutych mym kolegou Dr. René
Kalusem, ktery v nich ztrocil dlouholeté zkuSenosti z vyuky predmétu ,,Kvantova
fyzika“ na katedfe fyziky Ostravské univerzity. Tyto materidly jsem upravil do
formy vhodné pro kombinované a distan¢ni studium. Veskeré chyby a nedostatky,

které zjistite v tomto u¢ebnim textu, padaji vyhradn€ na mne.

Autor

Po absolvovani kurzu budete znat:
e vSechny dtlezité pojmy z oblasti kvantové fyziky;

e metody feSeni zakladnich problémi z oblasti kvantové fyziky.

Budete schopni:
e definovat zdkladni pojmy z oblasti kvantové fyziky;
e popsat struéné historii kvantové fyziky a uvést stézejni momenty jejiho
vyvoje;
e vysvétlit, na jakych predstavach a principech stoji moderni kvantova
teorie;

e matematicky analyzovat vybrané kvantové-mechanické problémy.

Cas poti‘ebny k absolvovani pfedmétu:
40 hodin
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1. EXPERIMENTALNi VYCHODISKA KVANTOVE
TEORIE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

vvvvvv

e vyjmenovat nejdilezitéjsi experimentalni vysledky, se kterymi si klasicka
fyzika na pocatku dvacatého stoleti nevédéla rady;

e strucné popsat historické milniky vzniku kvantové fyziky;

e objasnit neuspokojivou situaci v oblasti vyzkumu zateni absolutné ¢erné¢ho
zafiCe na pocatku dvacatého stoleti;

e definovat vngjsi fotoelektricky jev a objasnit, v cem klasicka fyzika
selhala pfi snaze o jeho vysvétleni.
Pojmy k zapamatovani:

zaieni dokonale cerného télesa (idedlniho zarice), vnéjsi a vnitini fotoelektricky
jev, mérné teplo, absorpcni a emisni spektrum, radioaktivita, zakon Rayleighitv
— Jeansnv, zakon Wieniiv, zdakon Planckiv, fotonovd hypotéza.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
1 hodina

1.1. HISTORICKY EXKURZ

Kvantova teorie se zrodila na pocatku 20. stoleti z pokusl feSit rozpory mezi
vysledky né&kterych experimentll na jedné strané a jejich klasickym popisem na
stran¢ druhé. Podobné jako u ostatnich fyzikalnich teorii stily i u zrodu nové
vznikajici kvantové teorie experimenty. Hovofime proto o experimentalnich
vychodiscich kvantové teorie. Jeji zdklady byly poloZeny v prvnich dvou
desetiletich 20. stoleti v teoretickych pracich, které¢ krok za krokem odstranovaly
vySe zminéné rozpory a paradoxy. Vid¢i ideou této prvni faze rozvoje kvantové
teorie, ktera se obvykle nazyva stard kvantovd teorie, bylo kvantovani fyzikalnich
veli¢in, zejména energie, ad hoc v€lenéné do jinak bezezbytku klasického popisu
svéta.

Mocnym impulzem pro dal$i rozvoj kvantové teorie byla de Broglieho hypotéza o
dualité¢ c¢asticovych a vlnovych vlastnosti klasickych ¢astic. Z podlozi této
hypotézy totiz ve druhé poloviné dvacatych let 20. stoleti vyrostla moderni
kvantova fyzika soustav s konecné¢ mnoha stupni volnosti (soustavy hmotnych
bodt), kvantovd mechanika. Jeji zobecnéni na soustavy s nekonecné mnoha stupni
volnosti (fyzikalni pole), kvantova teorie pole, nasledovalo v pribéhu let tficatych
a Ctyficatych.

Jak kvantova mechanika, tak i kvantova teorie pole jsou dodnes aktivné rozvijeny
pirednimi pracovisti na celém svété. Jsou totiZz mimotadné UspéSné pii popisu
Siroké Skaly jevl, zejména téch, které probihaji v mikrosvété. Jsou proto
zékladnim teoretickym nastrojem atomové a jaderné fyziky 1 fyziky elementarnich
castic.

Stara kvantova
teorie

de Broglieho
hypotéza
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Chronologicky stoji na samotném pocatku rozvoje kvantové teorie nékolik
puvodné experimentalné zkoumanych jevi, které byly v zjevném rozporu s teorii
klasickou. Mezi nejvyznamnéjsi patii pfedevSim

e zareni dokonale cerného télesa,

fotoelektricky jev,

e chovani mérnych tepel pevnych latek pii nizkych teplotach,

e struktura emisnich a absorp¢nich spekter atomi a molekul,

e pfirozena radioaktivita.

Nekteré z téchto rozport a paradoxii se podafilo odstranit jiz v pocate¢nich fazich
rozvoje kvantové teorie, které¢ obvykle oznacujeme jako starou kvantovou teorii.

Jiné si musely na objasnéni pockat déle - aZ do doby, kdy byla zformulovana
moderni kvantovd mechanika a kvantovd teorie pole.

1.2. ZARENi DOKONALE CERNEHO TELESA

Zai‘eni dokonale cerného télesa

Dokonale cerné tcéleso (absolutné cerné téleso, idedlni zaric) je tepelny zaric
dokonale absorbujici veskeré elektromagnetické zareni, které dopadne na jeho
povrch.

Ve skute¢nosti se jedna o idealizovany model, v pfirod¢ se dokonale Cerna télesa
nevyskytuji. Mnohé tepelné zéfice se vSak svymi vlastnostmi tomuto modelu
velmi blizi (napf. Slunce a ostatni hvézdy, nebo i vldkno zarovky). V pozemskych
podminkach byvé dokonale ¢erné téleso reprezentovano dutinovym zatiCem.

Tepelné zateni v dutiné, které je v termodynamické rovnovaze s jejimi st€énami o
teploté¢ 7, je obvykle popisovano tzv. spektralni hustotou energie &(w,T).
Teoreticka formulace zavislosti spektralni hustoty energie na frekvenci (vinové
délce) byla velkou vyzvou pro fyziky konce 19. stoleti. Popisuje ji n€kolik
empirickych zakon.

Prvnim z nich je Rayleighliv-Jeanstv zakon. Lze jej odvodit v ramci klasické
teorie.

Elektromagnetické pole (zafeni) uzaviené v dutiné¢ koneéného objemu V je mozno chapat jako
soustavu nezavislych linearnich harmonickych oscilatori. Naptiklad pro dutinu ve tvaru kvadru
lze Maxwellovy rovnice ptfevést pomoci Fourierovych fad na nekonecnou soustavu nezavislych
obycejnych diferencialnich rovnic, které svym tvarem odpovidaji pohybovym rovnicim pro
netlumené linearni harmonické oscilatory. Tyto oscilatory maji obecné rizné charakteristické
uhlové frekvence (zdreni dokonale cerného télesa neni monochromatické) a jednoduchym
vypoctem je mozno urcit, kolika z nich pfislusi thlové frekvence ze zadaného intervalu (m, w+A w):

4

2.3
T c

AN (o, Aw) = Aw.

Z klasické statistické fyziky je zndmo, Ze stfedni energie e(7) linearniho harmonického oscilatoru,
ktery je v kontaktu s termostatem o teploté 7, je dana vztahem (viz téz ekviparti¢ni teorém)
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kde ks je Boltzmannova konstanta. Pro energii oscilatord reprezentujicich elektromagnetické pole
v duting, jejichz frekvence jsou z intervalu (@ w+A @), mizeme tedy psat

2
Ae(o,Aw,T) = AN(w, Aw)e(T) ~ wz—l/;kBTAa)
T C

a pro spektralni hustotu energie

1.. A Ao, T ?
&(w,T)=— lim BBt az) -
V s0—0 Aw e

k,T

Posledni uvedeny vztah nese na pamét’ anglickych fyzikd, ktefi jej odvodili, nazev Rayleighiiv-
Jeansuv zdkon.

Rayleighiiv-Jeansiiv zékon plati vSak pouze v oblasti nizkych frekvenci a osudové
selhava pro frekvence vysoké.

Dalsi empiricky zakon, Wienuv, popisuje vyzafovani dokonale ¢ern¢ho télesa
v oblasti vysokych frekvenci, selhava ale naopak pro frekvence nizké.

Teprve zdkon Planckiiv ptinesl Uplny popis zéafeni dokonale cerného télesa.
Vramci klasické fyziky jej vSak neni mozno odvodit. Pro jeho teoretické
zdtvodnéni musel Max Planck postulovat svou proslulou kvantovou hypotézu.
Problém zafeni dokonale cerného télesa tak stal u samotného zrodu kvantové
fyziky.

1.3. FOTOELEKTRICKY JEV

Emise elektronil z latky, na kterou dopada elektromagnetické zéteni, se nazyva
fotoelektrickym jevem.

Pti vnéjsim fotoelektrickém jevu jsou elektrony uvolnovany z vodivostniho pasu
kovil a samotny krystal kovu opoustéji. V polovodicich pak mize dochazet pod
vlivem elektromagnetického zéieni k uvoliiovani elektront z elektronovych obald
atomu. Tyto elektrony zpravidla samotny polovodi¢ neopoustéji, pouze zvySuji
jeho vodivost. Pak hovotime o tzv. vnitinim fotoelektrickém jevu. Fotoelektricky
jev sehral fundamentalni roli pfi formulovani zaklad kvantové teorie svétla.

Vngjsi fotoelektricky jev byl objeven v posledni ¢tvrting 19. stoleti nezavisle na
sob¢ vicero fyziky (Hertz 1887, Stoletov 1888) a nasledné velmi podrobné
experimentalné prostudovan Lenardem. Samotny fakt fotoemise elektroni z kovu
nebyl pro klasickou fyziku piekvapujici, nebot’ jiz od dob Maxwellovych bylo
znamo, 7e elektromagnetické zafeni nese energii. V mezich klasické fyziky byly
vSak nepochopitelné nekteré experimentalni zavery:

K fotoemisi elektronii dochédzi bezprosttedné po dopadu elektromagnetického
zafeni, a to bez ohledu na jeho intenzitu. Dokonce i pro velmi slabé intenzity
dopadajiciho zateni, kdy klasicka teorie predpovidé prodlevu nékolika mésicu, je
zpozdéni kratsi nez 10°-107 s.

Zakony popisujici
zareni absolutné
c¢erného télesa.

Vnéjsi a vnitini
fotoelektricky jev.
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Pro kazdy kov existuje maximalni vlnovéa délka dopadajiciho zéfeni, imﬂ*, pro
kterou jest¢ muze dojit k fotoemisi. Pro vétsi vinové délky k emisi elektront
nedochazi ani pfi velmi vysokych hodnotéch intenzity dopadajiciho zareni.

Maximalni hodnota kinetické energie EI* elektront vylétavajicich z krystalu
kovu ozatovaného elektromagnetickym zafenim nezavisi na jeho intenzité, ale
pouze na jeho vlnové délce A<A . Experimentdln¢ byl zjiStén vztah

Ef® =C(1/A-1/ A, ), kde C je konstanta nezavisla na pouZitém kovu.

Klasicka teorie predpovida ale zavéry zcela odlisné. Napft. Casova prodleva mezi
pocatkem ozatfovani povrchu kovu svétlem a emisi elektronti z né¢j mize byt podle
klasické fyziky velmi dlouhd - hodiny, dny, tydny ¢i dokonce 1 mésice, je-li
dopadajici svétlo slabé. To, zda k fotoemisi dojde, zélezi podle klasickych
pfedstav pouze na intenzit¢ dopadajiciho zéfeni, nikoliv na jeho vlnové délce. A
kone¢né 1 kineticka energie emitovanych elektronti by méla byt ovlivnéna pouze
mnozstvim elektromagnetické energie absorbované v krystalu kovu. O jeji
zavislosti na vlnové délce dopadajiciho zafeni nemuize byt v ramci klasickych
pfedstav vibec fe¢. Jednoduché vysvétleni fotoelektrického jevu podal v roce
1905 na zéklad¢ své fotonové hypotézy A. Einstein.

Shrnuti kapitoly

Kvantova teorie vznikala postupné pocatkem dvacatého stoleti jako reakce na
nekolik malo experimentalnich vysledkt, které tvrdoSijné vzdorovaly vSem
pokustim o vysvétleni v ramci klasické fyziky. Podrobnéji jsou popsany dva
z téchto experimenti: zafeni absolutné ¢erného zarice a vnéjsi fotoelektricky jev.

Pro zatfeni c¢erného tclesa lze v ramci klasické fyziky odvodit formuli zvanou
Rayleightiv-Jeanstv zédkon, kterd vSak totalné selhava v oblasti kratkych vlnovych
délek.

U vngjsiho fotoelektrického jevu byla neteSitelnou zdhadou rychla odezva i pii
malych intenzitach zafeni a existence prahové frekvence, pod kterou k tomuto
jevu vibec nedochézi.

Otazky Kk procvi¢eni a opakovani
1) Vyjmenujte zékladni experimentalni vychodiska kvantové teorie.

2) Popiste podrobné problémy, které méla klasicka fyzika s objasnénim zafeni
absolutn¢ cerného télesa (zafice). Jaké empirické zédkony v této oblasti byly
znamy?

3) Definujte vngjsi fotoelektricky jev. Cim se li§i od vnitiniho fotoelektrického
jevu?

4) Co konkrétné se u vnéjsiho fotoelektrického jevu nedatilo vysvétlit klasicky?

Koresponden¢ni tkol €. 1

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na otazku ¢. 2 nebo ¢. 4
kapitoly 1.
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2. STARA KVANTOVA TEORIE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e objasnit pojem stard kvantova teorie;

e formulovat Planckovu kvantovou hypotézu a popsat okolnosti jejiho
vzniku;

e formulovat FEinsteinovu fotonovou hypotézu a vysvétlit pomoci ni
empirické poznatky o vnéjSim fotoelektrickém jevu.
Pojmy k zapamatovani:

Planckova kvantovda hypotéza, zdieni absolutné cCerného télesa, Einsteinova
Sfotonova hypotéza, fotoelektricky jev, Bohriiv model atomu, De Brogliho vinova
hypotéza.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
1 hodina

Prvni price vénované rozporim mezi vysledky nékterych experimentii a
klasickou teorii (viz Experimentalni vychodiska kvantové teorie) byly zalozeny na
podivuhodné symbidze klasického obrazu svéta a kvantovani vybranych
fyzikalnich veli¢in - zpravidla energie, ale také momentu hybnosti a dalSich. Mezi
nejvyznamnéjsi vysledky téchto praci zde zatazujeme

o Planckovu kvantovou hypotézu a teorii zareni dokonale cerného télesa,

e FEinsteinovu fotonovou hypotézu,

o FEinsteinovu teorii fotoelektrickeho jevu.

Dale zde patii napf. Bohriv model atomu a Sommerfeldiv model atomu.
Souhrnné oznacujeme tuto epochu rozvoje kvantové teorie, ktera trvala prakticky
az do konce dvacatych let 20. stoleti a néjakou dobu dokonce koexistovala
s moderni kvantovou mechanikou, jako starou kvantovou teorii. Pfes ziejmé
nedostatky a mnohd omezeni byly vySe uvedené teorie a hypotézy schopny
kvalitativné 1 kvantitativné velmi uspokojivé vysvétlit Sirokou Skalu jevi
mikrosvéta, které se ramci klasické fyziky zcela vymykaly. Einsteinova fotonova
hypotéza byla navic bezprostiedni inspiraci pro francouzského fyzika L. de
Broglieho pii formulaci jeho hypotézy o_vinovych viastnostech castic. Ta pak
prostfednictvim praci E. Schrédingera nalezla svého naplnéni v moderni kvantové
mechanice.

2.1. PLANCKOVA KVANTOVA HYPOTEZA

Podle Maxe Plancka nemtiZe linearni harmonicky oscilator kmitajici s frekvenci v
(resp. uhlovou frekvenci @w = 2mv) nabyvat vSech klasicky pfipustnych, tj.
nezépornych energii, ale pouze téch, které splnuji tzv. Planckovu kvantovou
podminku

E, =nhv=nh

Planckova
kvantova
podminka.


QM_2_1.doc
QM_2_2.doc
QM_2_3.doc
QM_2_4.doc
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kde % je univerzalni fyzikalni konstanta, ktera dnes nese Planckovo jméno,
Planckova konstanta, h=h/2nt je tzv. ,Skrtnuta* Planckova konstanta a n
nezaporné celé¢ Cislo. Ve skuteCnosti je vSak mnozina piipustnych energii
(energetické spektrum) linearniho harmonického oscilatoru ponékud odlisna od té,
ktera vyplyva z Planckovy kvantové podminky. Pfesny tvar kvantovaci podminky
pro linedrni harmonicky oscildtor, E =(n+1/2)hew poskytuje az feSeni

stacionarni Schrodingerovy rovnice.

Planckové konstante byla jako jedné z fundamentalnich fyzikalnich konstant
vénovana experimentatory velmi velkd pozornost. Jeji v soucasnosti uvadéna
hodnota ¢ini

h=6,62606876.10"* J.s,
h 571596.107* J.s.

Kvantové hypotézy formulované pro linearni harmonicky oscilator vyuzil Planck
k vytvoteni kvantové teorie zdareni dokonale cerného télesa.

Planckova teorie zafeni dokonale ¢erného télesa (idedlniho zati¢e) vychazi z teorie klasické,
v jejimZ ramci je aplikovana kvantova hypotéza pro linearni harmonicky oscilator.

Podle této hypotézy (a statistické mechaniky) je nutno stiedni energii linearniho harmonického
oscilatoru o charakteristické thlové frekvenci @ pocitat podle vztahu

iEn exp(— kEnTj

n=0 B

e(T) = ,
Zexp[— E, J
n=0 kBT

kde k, je Boltzmannova konstanta a E, =nhe . Dosazenim za E, se jmenovatel uvedené

—————————————————— n

~_ 7 . v +o0
formule zméni na prostou geometrickou fadu E Oq” , kde
=

N

haw

q= exp(—k—TJ
B

Jeji soucet nalezneme snadno pomoci znamého vzorce

Obdobné ziskdme pro citatele vySe uvedené formule pro e(7) po dosazeni za E, a po Gpravach

< E ) ) h
ZEn exp(— 2 J: hw nq" hogq d q" = qu .
=0 kT =0 dq 7= (1-q)

A nakonec kombinaci vyrazii pro jmenovatele a Citatele, do nichZz dosadime zpét za pomocnou
proménnou g = exp(—ha) k,T , ziskdme konecny vzorec pro stfedni tepelnou energii linedrniho

harmonického oscilatoru

ho
exp ho

— |—1

k,T )
Ten pak uzijeme postupem stejnym jako v piipad€ klasické teorie k nalezeni formule udéavajici
zavislost spektralni hustoty energie dutinového zareni na zadané teplote a uhlové frekvenci.

e(T)=
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Tato formule tentokrat nabyva tvaru

ho ho
g(a)7T): 2 3 ~ -
e exp ho -1
k,T )

coz je prosluly Planckiiv zdkon.

Tento zdkon dokonale souhlasi s empirickym Planckovym zakonem, a tudiz velmi
ptesné vystihuje dostupna experimentélni data.

V limité nizkych frekvenci, 7 ", je mozno uZit pfiblizného vyrazu

eXp h \ h
1+ ,
5T) kT

ktery po dosazeni ptevede Plancklv zdkon na klasicky zdkon Rayleighiiv-Jeansuiv.
Muzeme tedy formulovat nasledujici zavér:

Klasicky popis zafeni dokonale cerného télesa je vhodny, pokud stfedni tepelna
energie linedrnich harmonickych oscilatorti, jejichz pomoci elektromagnetické
pole popisujeme, je mnohem vétsi nez odpovidajici Planckovo kvantum energie.

2.2. EINSTEINOVA FOTONOVA HYPOTEZA

Chéapeme-li elektromagnetické pole jako soustavu nezavislych linearnich
harmonickych oscilator, mizeme podle Planckovy kvantové hypotézy
ptedpokladat, ze se jeho celkova energie bude ménit skokem - pro danou vlnovou
délku A (resp. frekvenci v) o kvantum #4v, kde & je (neskrtnutd) Planckova
konstanta.

Zatimco Planck pohliZel na elektromagnetické pole jako na zvlastni typ kontinua,
jehoZ energie se méni skokem, némecky fyzik A. Einstein Sel v této predstave
jesté dale. Ptfedpokladal, ze toto kontinuum je ve skutecnosti samo tvofeno kvanty
elektromagnetické energie, Casticemi pohybujicimi se rychlosti svétla. Ty byly
pozd¢ji nazvany fotony. Celkova energie kazdé z téchto Castic je podle Einsteina
dana vztahem

E=hv

Fotony.

Jiz diive vSak bylo znamo, ze elektromagnetické zafeni nese nenulovou hybnost,
kterd souvisi s jeho energii prostfednictvim jednoduchého vztahu E = pc.
Slouc¢enim této rovnice a Einsteinova vztahu pro energii fotonu ziskame proto pro
jeho hybnost

_b
p=o

Skokova zmeéna celkové energie elektromagnetického pole je pak ovSem
podminéna procesem vzniku (vyzatenim) ¢i zaniku (absorpci) jednoho fotonu.

Césticové predstavy o elektromagnetickém zafeni byly s velkym tspéchem
vyuzity samotnym FEinsteinem pii vysvétleni v ramci klasické fyziky
nepochopitelného chovani elektronli v tzv. fotoelektrickém jevu (Einsteinova
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teorie fotoelektrického jevu) a experimentdlné prokazany A. H. Comptonem pfi
rozptylu paprsklt X na volnych elektronech (Comptoniiv jev).

Zatimco fyzika 19. stoleti nahlizela na svétlo jako na vInéni, Einstein se svou
fotonovou hypotézou Castecné navraci k casticovym predstavam Newtonovym.
Ve skutecnosti vSak elektromagnetické zafeni (a tedy 1 svétlo) neni pouze
vinénim, ani pouze proudem cCastic: je soucasné obojim. VSe totiz zavisi na
experimentalnich podminkéch, v nichz se nachézi. Elektromagnetické pole je
fyzikélni objekt, u n&jz za jistych okolnosti pfevazuji vinové vlastnosti a jindy
zase vlastnosti Casticové. Hovoiime proto o vinove-korpuskularnim dualismu
svétla. Konzistentni interpretaci Einsteinovy fotonové hypotézy poskytla az
kvantova elektrodynamika.

2.3. EINSTEINOVA TEORIE FOTOELEKTRICKEHO JEVU

Pti teoretickém zdiivodnéni nékterych klasicky nepochopitelnych zavért, které
byly ucinény na zdkladé experimentilniho studia fotoemise elektronti z kovu
(vnéjsi fotoelektricky jev), vychéazel A. Einstein ze své fotonové hypotézy.

Podle Einsteina je fotoemise kazdého elektronu dusledkem pohlceni (absorpce)
jednoho kvanta elektromagnetického zateni, fotonu. B€hem tohoto procesu foton
zanika a predava svou energii elektronu. Ta je pak castecné vyuzita k tniku
elektronu z kovu a zbytek preménén na jeho kinetickou energii.

Einstein pracoval svelmi jednoduchym modelem krystalu kovu, ktery si
pfedstavoval jako krabici, v niz je elektron vazén konstantni vazebnou energii.
K opusténi krystalu musime proto elektronu dodat energii, ktera je alespoil rovna
této energii vazebné. Ta se obvykle nazyva vystupni prace a je pro dany kov
charakteristickou konstantou.

Ze zékona zachovani energie vyplyva

hv=A+AE+E,,

kde hv je energie dopadajiciho fotonu, 4 vystupni prace, E,, kinetickd energie
emitovan¢ho elektronu a AFE reprezentuje energetické ztraty elektronu
doprovazejici jeho emisi z krystalu kovu (napt. v disledku nepruznych srazek
s krystalickou mfiiZkou). Maximalni kinetické energie dosahne elektron, pokud
jsou ztraty AE nulové. Pak miizeme psat

hv=A+ED™

a po piechodu k vinovym délkdm

B h&—%}

kde 4 je Planckova konstanta, c rychlost svetla ve vakuu a kde jsme zavedli

e

A

max

A
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Vyraz ziskany FEinsteinem pro maximalni kinetickou energii elektroni
vylétavajicich z kovu po ozafeni elektromagnetickym zéafenim je v dokonalé
shod¢€, na rozdil od zavéru klasickych, s experimentdalnim zdkonem. Také dalsi
experimentalni fakta jsou v rdmci Einsteinovy teorie vysvétlena zcela pfirozené:

e Casova prodleva mezi dopadem zafeni na krystal kovu a fotoemisi elektront
je dana typickym casem absorpce fotonu elektronem. Ten je, jak bylo
experimentalné zjisténo, fidové roven 107 s,

e Existence maximalni vlnové délky zafeni, pro kterou jest¢ muze dojit
k fotoemisi elektronu, vyplyva z nezapornosti kinetické energie. Musi totiz

platit
0< EM™ =he 11 ,
A A

atedyi

A<A..

Velky vyznam fotoelektrického jevu pro dalsi rozvoj fyziky na prelomu 19. a 20.
stoleti spocival pfedevSim vtom, ze byl prvnim pozorovanym dokladem
casticového chovani elektromagnetického zateni.

Shrnuti kapitoly

Starou kvantovou teorii rozumime ponékud nesourody soubor nékolika hypotéz o
kvantovani vybranych fyzikélnich veli¢in, jejichz zavedeni bylo vedeno snahou
vysvétlit experimentalni vysledky, se kterymi si jinak velmi uspés$na klasicka
fyzika nevédéla rady.

Mezi uvedené hypotézy patii napi. Planckova hypotéza o kvantovani energie
elektromagnetického pole, Einteinova fotonova hypotéza, Bohrliv model atomu
(kvantovani momentu hybnosti atomu) a v neposledni fadé také De Brogliho
vlnové hypotéza.

Otazky k procviceni a opakovani

1) Vysvétlete pojem starda kvantova teorie. Kdy vznikla a s jakymi pfevratnymi
ideami je spojena?

2) Formulujte presné¢ Planckovu hypotézu o kvantovani elektromagnetické
energie.

3) Formulujte pfesné Einsteinovu fotonovou hypotézu a vysvétlete rozdil mezi
touto hypotézou a Planckovou kvantovou hypotézou.

4) Jak Einstein pomoci své fotonové hypotézy vysvétlil podivné vysledky
vyzkumu vnéjsiho fotoelektrického jevu?

Koresponden¢ni kol €. 2

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na jednu z otazek kapitoly 2.
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3. VLNOVE VLASTNOSTI CASTIC

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e formulovat de Broglieho vinovou hypotézu;
e vypocitat vinovou délku a frekvenci de Broglieho viny;
e formulovat disperzni relaci pro de Broglieho vinu;
e urcit fazovou a grupovou rychlost de Broglieho viny;

e popsat Davissontiv — Germertiv pokus a objasnit jeho vyznam.

Pojmy k zapamatovani:

De Broglieho vinova hypotéza, vinové — Casticovy dualismus, de Broglieho
vztah, disperzni relace, grupovd rychlost, vinovy balik, Davissonitv — Germerity
pokus, ohyb elektronii na krystalu.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
1 hodina

3.1. DE BROGLIEHO VLNOVA HYPOTEZA

Inspirovan Einsteinovou fotonovou hypotézou piedlozil francouzsky fyzik Louis
de Broglie v roce 1924 ve své disertacni praci a navazujicich casopiseckych
¢lancich hypotézu o vinovych vlastnostech ¢astic. Byl pfitom veden touhou po
symetrii svéta, v némz by podle n&j mélo byt dovoleno klasické ¢astici chovat se
za jistych okolnosti jako vInéni, ma-li byt naopak podle Einsteina dovoleno svétlu
chovat se ¢asticové.

Vsem bodovym ¢ésticim piifazujeme proto podle de Broglieho hypotézy specidlni
typ vlnéni, tzv. de Brogliecho viny. Pro popis klasickych ¢astic pomoci de
Broglieho vin pak pouzivame termin vlnova mechanika.

Protoze se Castice nékdy chovaji, jako by byly vinénim, a jindy naopak vInéni
vykazuje ¢asticové vlastnosti, hovotime téZ o vinové-korpuskularnim (casticovém)
dualismu fyzikalniho popisu svéta.

Ackoliv se v ramci klasické fyziky jevi de Brogliecho hypotéza jako velmi
neobvykla, ziskala si v nové vznikajici kvantové fyzice své nezastupitelné misto.
A to pfedevsim diky tomu, Ze byla nade v§i pochybnost potvrzena experimentalné
(viz Davissonuv-Germeriiv experiment).

=

Vinové-casticovy
dualismus.
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pro de Broglieho
vinu.

Fazova rychlost de
Broglieho viny.
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De Broglieho vztahy

De Broglie postuloval, ze frekvence v a vinova délka A vin ptitazenych bodové
Castici souvisi s jeji energii £ a hybnosti p prosttednictvim Einsteinovych vztahu
pro foton

h
V:E /1=_
hoooop

K nim ptipojil disperzni relaci uvadéjici do souvislosti vinovou délku a frekvenci
bodové castice. V pripadé volné cCastice zapsal de Broglie tuto dodatecnou
podminku ve tvaru Einsteinovy relativistické rovnice pro energii a hybnost

E= c\/p2 +m02c2.

Fazova a grupova rychlost de Broglieho vin

Z disperzni relace a ze vztahl pro frekvenci a vlnovou délku de Broglicho vin
vyplyva pro fazovou rychlost de Broglieho viny pfifazené volné ¢astici

kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu a v = p/m je rychlost ¢astice. Vidime tedy, ze
fazova rychlost de Broglieho vIn je vzdy vétsi nez rychlost svétla ve vakuu. To je
ale podle specialni teorie relativity, maji-li byt de Broglieho viny redlnymi
fyzikalnimi objekty, nemozné.

Ziskany vysledek je vSak piekvapujici jen na prvni pohled. V rdmci Bornovy
statistické interpretace vinové funkce nejsou totiz stavy volné Castice s presné
definovanou energii (a tedy ani s presné definovanou frekvenci odpovidajici de
Broglieho viny) pfipustné. Ukazuje se, Ze volnou céstici musime v ramci de
Broglieho vlnové teorie reprezentovat tzv. vinovym balikem, jehoz rychlost

o , do dE
pohybu prostorem je dana tzv. grupovou rychlostiv, = T =— =0,

dp

kde w=2nv je uhlova frekvence de Broglieho vin a k=2x/A velikost jejich
vlnového vektoru.

Grupova rychlost vinového baliku tedy odpovida rychlosti studované Castice a
samotné vinové baliky se proto pohybuji prostorem tak, jak bychom to od nich
jakoZzto vlnovych reprezentanti bodovych ¢astic ocekavali.

Animace ukazuje Sifeni vinového baliku. Vlnovy balik se postupné rozplyva.
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3.2. DAVISSONUV - GERMERUV POKUS

Roku 1927 prokéazali Americané Davisson a Germer, a nezavisle na nich 1
Angli¢an G. P. Thomson spravnost de Broglicho vinové hypotézy prostrednictvim
experimentu, v némz pozorovali difrakci elektronll na krystalické mfiZce niklu.

Samotna de Brogliecho hypotéza ptredpokladajici za jistych okolnosti vinové
chovani castic je v ramci klasické fyziky natolik neobvykld, ze by byla bez
experimentalniho potvrzeni zajisté zavrzena. S trochou nadsazky miizeme proto
fici, ze ji pevné misto v rdmci moderni fyziky zajistila teprve Davissonova,
Germerova a Thomsonova méteni.

Jak ovSem vlnové chovani klasickych Castic experimentalné prokazat? Inspiraci
mohli zminéni experimentatofi hledat, a taky najit, v optice prvni poloviny 19.
stoleti. Tehdy se totiz podafilo nade vSi pochybnost prokazat vinové vlastnosti
svétla prostfednictvim jeho ohybu (difrakce) na malych aperturdch (viz napf.
slavny experiment Youngiv).

Podat experimentalni diikaz vlnovych vlastnosti klasickych ¢astic znamena proto
pozorovat jejich difrakci.

To ovSem muze byt technicky velmi obtizné, protoze ohybové (difrakéni) jevy
pozorujeme v optice jen tehdy, je-li charakteristicky rozmér soustavy, na niz
difrakci hodlame pozorovat - napt. mfizkova konstanta - srovnatelny s vinovou
délkou pouzitého zaieni.

Predpokladame, ze stejné omezeni zistava v platnosti i pro viny de Broglicho.
Proto si nejdiive udélejme alespoit namatkovou inventuru vinovych délek, které
muzeme podle de Broglieho hypotézy u nékterych téles ocekavat.

Objekt Rychlost Hmotnost De Broglieho
vinova délka
[m/s] [kg] [m]
bezici clovek 2 70 4,7.10°
zrnko pisku 1 1072 6,6.107"
molekula dusiku * 502 5,0.107 2,6.107"
proton " 4,3.10° 1,7.107% 9,0.107"
elektron ° 1,8.10° 107 3,7.107"

(a) Molekula dusiku pohybujici rychlosti odpovidajici stfedni kvadratické rychlosti molekul v
plynu pii teplot¢ 300 K, (b) proton urychleny potencidlovym rozdilem 10 V, (c) elektron
urychleny potencialovym rozdilem 10 V.

Z uvedené tabulky, jakkoliv netplné, je zifejmé, Zze de Brogliecho vlnové délky
piifazené makroskopickym objektiim (A, B) jsou beznadéjn€ malé na to, abychom

De Broglieho
vinové délky pro

wnihvranA Ahialtbog
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pro né vibec né&jakou difrakci mohli pozorovat. I pro téz§i objekty mikrosvéta
(molekuly, atomy C¢i protony) jsou ziskané vinové délky velmi malé. K
pozorovani difrakce bychom museli mit v pfipad¢ té€chto objektl k dispozici pfilis
jemnou miizku.

Naopak pomérné pfizniva situace nastava pro lehké, nepfili§ urychlené elektrony.
Jejich vinové délky totiz odpovidaji zhruba vzdalenostem krystalickych rovin v
krystalech pevnych latek. Pfimo se proto nabizi moZznost pokusit se pozorovat
difrakci lehkych elektroni na krystalickych rovinach vhodné zvoleného
monokrystalu. Tato idea nebyla koneckonct v roce 1927 nova. Jiz dfive ji vyuzil
némecky fyzik Max von Laue k dikazu vlnového charakteru Roéntgenovych
paprski X.

¥ L

NN N

Davisson a Germer pozorovali difrakci elektronti na krystalickych rovinach
monokrystalu niklu. Elektronovym délem Z ozatovali ve vysokoteplotni peci
vyzihany monokrystal niklu N a detektorem D méfili pocet odrazenych elektronii
v riznych smérech. A ziskali velmi zajimavé vysledky: Kromé vyrazného a
vramci Casticoveé interpretace dobie pochopitelného maxima poctu elektronti
odrazenych od povrchu krystalu ve sméru zpét k elektronovému délu pozorovali
navic 1 dal§i maximum. To souviselo s difrakénimi efekty.

Velmi zfetelné bylo toto maximum pro elektrony urychlené potencialovym rozdilem 54 V, kdy se
elektrony odrazely, jak ukazuje pfipojeny obrazek, s pfevahou do sméru svirajiciho s krystalovymi
rovinami monokrystalu niklu thel 6 = 65°.

g difrakéni maximum
e
k] 4
2 L
)
©=65°
monokrystal \ krystalické

niklu \ ~ roviny
A\
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Tomuto vyraznému ohybovému maximu odpovidd vlnova délka dopadajicich elektront
A=0,165nm. Z experimentalnich dat ji miizeme vypocitat, zanedbame-1i vystupni praci krystalu
niklu, z Braggovy rovnice

NA=2asin0,

v niz polozime fad difrakéniho maxima N = 1 a kde a je vzdalenost krystalovych rovin v
monokrystalu niklu (0,091 nm) a € vyse uvedeny thel. Podle de Broglicho teorie je vinova délka
elektronu urychleného na energii E, =54eV rovna A=0,166 nm, coZ je ovSem v dokonalé

shodé s hodnotou experimentalni.

Na zéklad¢ vySe uvedeného muzeme tedy vyslovit zavér, ze elektrony vykazuji
pii rozptylu na krystalu niklu vlnové chovani. Experimentalni data jsou navic
v kvantitativni shod¢ s teoretickou predpovédi plynouci z de Broglieho vztah.

Difrakce na krystalickych mtizkach byla pozorovana nejen pro elektrony, ale i pro
téz8i Castice. Tak napt. v roce 1930 némecti fyzikové Esterman, Frisch a Stern
pozorovali difrakéni efekty pro atomy helia bombardujici monokrystal fluoridu
lithia (LiF) a pozd¢ji Mitchell a Powers i pro neutrony bombardujici monokrystal
oxidu hote¢natého (MgO).

Braggova rovnice.

Shrnuti kapitoly

Luis de Broglie, inspirovan Einsteinovou pfedstavou o c¢asticovém chovani
elektromagnetického vInéni, formuloval hypotézu o vlnovém charakteru
hmotnych ¢astic.

Tato tzv. vinova hypotéza pfipisuje kazdé pohybujici se ¢astici vinu o vinové
délce nepiimo umérné hybnosti télesa a frekvenci umérné jeji energii. Fazova
rychlost této viny vychazi vétsi nez rychlost svétla, zatimco grupova rychlost je
rovna rychlosti ¢astice. To je divodem pro ztotoZnéni Castice s vinovym balikem,
nikoliv pfimo s de Broglieho vinou.

Davisson a Germer pozorovali ohyb elektronii na krystalu niklu a tim nade vsi
pochybnost prokézali vinové vlastnosti elektronti. Pozd¢ji byly vinové vlastnosti
prokézany i u jinych Castic.

Otazky Kk procviceni a opakovani
1) Formulujte pfesné de Broglieho vinovou hypotézu.

2) Jaky je vztah mezi frekvenci de Broglicho viny a energii Castice, resp. mezi
vlnovou délkou a hybnosti ¢astice?

3) Jaka je fazova a grupova rychlost de Broglieho viny? Co z toho plyne?

4) Co udava tzv. disperzni relace pro de Broglieho vlnu? Napiste matematicky
vztah!

5) Popiste Davissontiv — Germertv pokus. V ¢em spociva jeho vyznam?

Koresponden¢ni ukol €. 3

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na otdzku €. 2, ¢. 3 nebo €. 4
kapitoly 3.
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4. KVANTOVA MECHANIKA

Kvantova mechanika se zabyva soustavami obsahujicimi kone¢ny pocet bodovych
castic s nenulovou klidovou hmotnosti. Na rozdil od kvantové teorie pole
zustavaji v ramci kvantové-mechanického popisu typ i pocet ¢astic neménnymi
béhem cCasového vyvoje 1 vnéjSich zasahti do systému. Kvantova mechanika je
zobecnénim a rozsifenim mechaniky klasické.

Kvantovd mechanika je zékladnim teoretickym nastrojem studia objektl
mikrosvéta v podminkach, v nichz nejsou vyznamné vzijemné premény castic.
Jako takova tvofi teoretické zaklady moderni atomové fyziky a jiz davno pronikla
za hranice fyziky v jejim bézném chapani. Je napi. soucasti dnes bouflivé
rozvijené kvantové chemie a neobejdeme se bez ni ani v technickych aplikacich, z
nichz uved’'me alespont moderni materidlovy vyzkum.

Pojmovy aparat kvantové mechaniky

Pojmovy 1 matematicky aparat kvantové mechaniky je od jazyka mechaniky
klasické znac¢né odlisny.

Stav systému popisujeme vinovymi funkcemi, a nikoliv polohami a rychlostmi
(hybnostmi) jednotlivych €astic, jak je to obvyklé v mechanice klasické.

Dynamické veli€iny jsou kvantovany a nemohou nadéale nabyvat vSech klasicky
pripustnych hodnot. Specialné to plati o energii, jejiz kvantovani popisuje tzv.
staciondrni Schrédingerova rovnice.

I pohybova rovnice kvantové mechaniky, nestaciondrni Schréodingerova rovnice,
je znacn€ odlisnd od pohybovych rovnic klasickych. Pfesto je vS§ak mozno najit
zietelnou souvislost mezi klasickym a kvantovym popisem, jak je to ukazano na
ptiklad€ jednocasticového systému ve specidlni podkapitole.

Vibec nejzietelnéjsi rozdil mezi klasickym a kvantovémechanickym pfistupem je
v reprezentaci dynamickych proménnych (poloha, hybnost, energie apod.). V
rdmci kvantové mechaniky jim totiz odpovidaji samosdruzené operdtory na
Hilbertové prostoru stavii.

Matematicka struktura kvantové mechaniky je velmi komplikovana. ReSeni
kvantové-mechanickych uloh (napf. staciondrni Schrodingerovy rovnice) je
pomoci jednoduchych matematickych prosttedki mozné jen pro vybrané
modelové systéemy. V obecnéjSich ptipadech musime Casto pouZit pribliznych
metod.

V ramci tohoto textu se soustfedime v naprosté vétsiné piipadl na studium jediné
Castice nachézejici se v poli vné&jSich sil, které je mozno popsat skaldrnim
potencidlem. V zajmu piehlednosti se navic omezime na systémy, u nichz je
mozno zcela zanedbat relativistické efekty.

Neznamena to vSak, Ze si kvantova mechanika nedokédze poradit i se systémy
obecnéjSimi. Do jejiho popisu lze zahrnout i nepotencidlové interakce, z nichz
nejdilezitéjsi je bezesporu interakce elektromagnetickda. S jistou piesnosti je
dokonce mozno vzit v ivahu i relativistické efekty, 1 kdyz Gplné zahrnuti specialni
teorie relativity je mozné az v ramci kvantové teorie pole. Ani vicecdsticové
systémy nejsou pro kvantovou mechaniku netesitelnym problémem.

Pojmovy aparat
kvantové
mechaniky.
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4.1. VLNOVA FUNKCE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:

e objasnit pojem vlnové funkce a vyjadfit matematicky rovinnou i obecnou
monochormatickou de Broglieho vinu;

e formulovat princip superpozice a osvétlit jeho vyznam jako zakladniho
principu kvantové mechaniky;

e vysvétlit pojem x- a p- reprezentace vinové funkce;

e formulovat prvni a druhy Bornliv postulat a vysvétlit jejich dusledky pro
statistickou interpretaci vinové funkce;

e vypocitat sttedni hodnotu a kvadratickou fluktuaci dynamické veli¢iny ze
znalosti vlnové funkce;

e matematicky formulovat a objasnit Heisenbergovy relace neurcitosti pro
polohu a hybnost ¢astice;

o vysvétlit Dirakovo zobecnéni popisu stavu v kvantové mechanice vcetné
tzv. bra-ketové symboliky.
Pojmy k zapamatovani:

Monochromatické de Broglieho viny, princip superpozice, x- a p- reprezentace
vinové funkce, prvni a druhy Bornitv postuldt, stiedni hodnota a fluktuace
polohy a hybnosti, Heisenbergovy relace neurdcitosti, obecnda Dirakova
reprezentace stavu v kvantové teorii, bra-ketova symbolika.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
2,5 hodiny

Vinova funkce - pro¢ a jak?

Novy pohled, jenZ do ¢asticové mechaniky vnesla de Broglie vinova hypotéza,
vyzaduje prebudovani apardtu, jehoZz pomoci popisujeme stav a €asovy vyvoj
¢asticovych systémi. V tuto chvili se vénujme reprezentaci stavu. Popis ¢asového
vyvoje, tj. formulaci pohybové rovnice kvantové mechaniky, uvadime na jiném
miste.

Pro inspiraci se obratme k tém oborim fyziky, kterym jsou vlnové piedstavy
vlastni. Naptiklad k teorii elektromagnetického pole. I zde se totiz setkavame s
vlnénim, tzv. elektromagnetickymi vlnami reprezentovanymi periodickymi
prostoro¢asovymi zménami vektorovych poli elektrické a magnetické intenzity.

Elektromagnetické vlny proto popisujeme dvojici vektorovych funkci, £(7,.) a
H(7,1), Gtyf realnych proménnych - tif soufadnic polohového vektoru a jedné
proménné casové. Na uvedené vektorové funkce miizeme rovnéZ pohliZet,

odhlédneme-li od transformacnich vlastnosti trojrozmérnych vektori, jako na
Sestici funkci skaldrnich.

Je jisté piijatelny predpoklad, Ze obdobné¢ miizeme postupovat i nyni, tj.:
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De Broglieho vinu ptitazenou studované Castici popiSeme v obecném pripadé n
komplexnimi funkcemi (7,1, ..., w, (7,1) polohového vektoru a Casu. O téchto

funkcich hovotime zpravidla jako o funkcich vinovych.

V ramci nerelativistické kvantové fyziky vystatime obvykle s jedinou vinovou
funkci. OvSem 1 vicekomponentni vinové funkce maji v kvantové teorii své
nezastupitelné misto. Pouzivaji se tehdy, je-li nutno explicitné zapocitat spin
studované cCastice, a zejména pak v ramci relativistické kvantové teorie.
Jednokomponentni vlnovou funkci y naopak pouzivame pii popisu castice s

nulovym spinem nebo pokud spin ¢astice zanedbavame.

Vyse uvedeny aparat popisu jednocasticového systému pomoci vinovych funkci je
mozno zobecnit 1 na systémy viceCasticové. Je pouze nutné rozsifit pocet
argumentl vlnové funkce tak, aby kazdé ¢astici odpovidal jeden polohovy vektor.
V nejjednodussim piipad¢ tedy miZzeme systému N Castic piifadit vinovou funkei
w(F,....7y,1), neboli w:0 [ [ Podrobngji viak o popisu vicecdsticovych

systemu pojednavadme na jiném misté. V nasledujicim vykladu se budeme vénovat
vyhradné systémtim jednocasticovym.

Specialni tvary vinovych funkci

Mezi vSemi vlnovymi funkcemi jednocasticového systému si nékteré zasluhuji
zvySenou pozornost. Jsou to zejména vinové funkce odpovidajici

e rovinnym monochromatickym de Broglieho vindm reprezentujicim stavy
volné ¢astice s ostie definovanou hybnosti a energii,

e monochromatickym de Broglieho vinam reprezentujicim stavy Castice
s ostfe definovanou energii v poli vnéjsich sil,

e vinovym balikum reprezentujicim fyzikaln& realizovatelné stavy volné
castice s dostatec¢né ostfe definovanou energii a hybnosti.

Samotné rovinné monochromatické de Broglieho viny sice nereprezentuji Zadny
fyzikalné realizovatelny stav volné castice (viz téz dusledky prvmniho Bornova
postuldtu), jsou vSak velmi vyznamné pii formulaci jednoho z stiednich principti
kvantové mechaniky - principu superpozice - a pti ptechodu k tzv. p-reprezentaci

vinové funkce.

Jednorozmérné vinové funkce

V jistych situacich, zpravidla z divodu jednoduchosti, je vyhodné pracovat
s Castici vazanou na piimce. Stavy takové Castice popisujeme pomoci vinové
funkce, ktera z pochopitelnych divodi zavisi pouze na jediné prostorové
proménné, obvykle oznacované x: y =y (x,1).

Statisticka interpretace vinové funkce

Velmi nazornou interpretaci dal vinové funkci ve druhé poloviné 20. let 20. stoleti
némecky fyzik M. Born. Jeho myslenky je mozno shrnout do dvou postulati -
dnes nazyvanych prvni a druhy Borniv postulat, které jsou nedilnou soucasti
axiomatického zdkladu moderni kvantové teorie. Pomoci Bornovych postulati
uréujeme stredni _hodnoty a fluktuace polohy a hybnosti Castice ve stavu

Vicekomponentni

vilnAviA Frinlran

Specialni vinové
funkce.

Jednorozmérna
vinova funkce.

Interpretace
vinové funkce.
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popsaném zadanou vinovou funkci. Hraji rovnéz vyznamnou roli pii formulaci
proslulého Heisenbergova principu neurcitosti.

Obecna reprezentace stavu v kvantové teorii

Popis stavii kvantovych systémii pomoci vlnovych funkci, ktery je piimo
inspirovan de Broglieho vinovou hypotézou, neni jediny mozny. Soubézné
s formulaci vlnové mechaniky vytvoril némecky fyzik W. Heisenberg svou
mechaniku maticovou. Zobecnéni obou popisi provedl a jejich ekvivalenci
dokazal na pielomu 20. a 30. let 20. stoleti anglicky fyzik P. Dirac. Podrobna
analyza Dirakova pfistupu vsak zcela prekracuje ramec této encyklopedie, stru¢né
nastinéni zékladnich ideji je mozno nalézt v kapitole ,,Moderni formulace
kvantové mechaniky”. Z nich vyuzijeme ptfedev§im proslulou Dirakovu bra-
ketovou symboliku, ktera ¢asto vyznamné zjednodusuje zapisu formuli a vzorct,
snimiz se v kvantové teorii setkavame, a tim ¢ini matematicky formalismus
kvantové teorie ptehlednéjSim.

Vsimnéte si, ze v kvantové teorii pracujeme obecné s komplexnimi vilnovymi funkcemi. Vzdy
ovSem muzeme prejit k rovnocennému popisu pomoci dvojnasobného poctu funkci realnych, kdy
kazdou komplexni funkci reprezentujeme jeji redlnou a imaginarni casti.

4.1.1. MONOCHROMATICKE DE BROGLIEHO VLNY

Rovinné monochromatické de Broglieho viny
De Broglie prifazuje volné castici s presné zadanou hybnosti p a energii £ viny

charakterizované ostrou hodnotou vinového vektoru k a thlové frekvence .
Souvislost mezi ¢asticovymi a vlnovymi parametry udavaji de Broglieho vztahy.

Volné castici je pfifazena rovinna monochromaticka vlna

w(r,r)=Aaexp v \K.F —wn ), kterou miZeme pomoci de Broglieho vztahii piepsat

téz do tvaru w(r,i)= 4 CXPIE' 5.7—11[);.

Ptipomenime, Ze stav volné ¢astice s pifesné definovanou hybnosti a energii neni v
rdmci kvantové mechaniky ptipustny.

Obecné monochromatické de Broglieho viny

To, co neni pfipustné pro volné ¢astice, je mozno za jistych okolnosti realizovat
v ptipad& ¢astic nachazejicich se ve vnéjsim silovém poli. Céstice se v takovém
pfipadé miiZe nachazet ve stavu s piesné definovanou energii a v ramci de
Broglieho teorie ji ptitazujeme monochromatickou vinu, tentokrat vsak jiz nikoliv
rovinnou. Specidlni charakter takové vlny se projevi v separaci prostorové a
Casové zavislosti odpovidajici vinové funkce:

W(r,i)=Y\r)exp\—iwt)=1\r) cxpk—;a[ I

VInové funkce vyse uvedeného tvaru se obvykle nazyvaji stacionarnimi vinovymi
funkcemi. Jejich prostorova Cast ¥ je dana teSenim staciondrni Schrodingerovy
rovnice.
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Stacionarni vlnova funkce odpovida cCastici s piesné definovanou a béhem
casového vyvoje se zachovavajici energii. Z klasické mechaniky vSak vime, ze se
energie hmotného bodu zachovava pouze v ¢asové neproménnych potencidlovych
polich. Monochromatickd de Brogliecho vIna tedy reprezentuje specialni stav
bodové ¢astice v casoveé neproménném poli vnéjsich sil.

Podle prvniho Bornova postulatu (viz déle) je fyzikalné relevantni pouze kvadrat
absolutni hodnoty vlnové funkce. Pro stacionarni vlnové funkce vSak plati

|1//(F ;1)) =|r\r)  a fyzikdlné relevantni Cast vinove funkce je tedy Casové
nezévisla. Odtud je zfejmy i ptivod nazvu ,,stacionarni vinova funkce®.

Cdstice vazand na pfimku

Casto je vyhodné, zejména z diivodu snadné fesitelnosti konkrétnich problémit a
uloh, predpokladat, ze se studovana ¢astice mize pohybovat pouze podél zadané

piimky. Soufadnici takové ¢astice pak popisujeme jedinym redlnym parametrem
X.

V takovém pfipadé¢ nabyvaji vinové funkce reprezentujici de Broglieho

monochromatické viny jednodussich tvari:

w(x,t)=Aexp {%( px— Et)} pro rovinnou monochromatickou vinu a

v (x,t) =Y (x)exp (—%Et\ pro monochromatickou vlnu obecnou.

Uvedené tvary vinovych funkci castice vazané na piimku budeme nazyvat
jednorozmérnymi staciondrnimi vinovymi funkcemi.

V tuto chvili by mohla byt vyslovena opravnénd namitka, pro¢ v pifipadé¢ rovinnych
monochromatickych de Broglieho vin neuvazujeme i tvar

w(F,ty=A4 cxpii\kf-o-a)t)j =4 cxplélﬁ.F-o-Etf,

ktery rovnéz vyhovuje vinové rovnici, a pro obecnou monochromatickou vinu i tvar
w(F,t)=v\F)exp\iot)=1\F) cxpk%Et I

Duvod je pomérné prosty. Ukazeme si jej na jednoduchém ptipadé rovinné monochromatické
viny.
Vlnova funkce w(7,t)= A expiitk.F —at); popisuje totiz vinu, jejiz rovinné vinoplochy se §ifi ve
sméru vinového vektoru k&, a tedy i ve sméru hybnosti p castice, jiz je tato vlna pfifazena. Na
druhé stran¢ vsak vinova funkce w(#,t) = A expiitk.7 +wt); zadava vinoplochy Sifici se ve sméru
—k , tedy proti sméru pohybu studované castice. Prvni vlnova funkce je proto pro vlnovy popis
Castice s hybnosti p pfijatelna a druhd musi byt odmitnuta jako nefyzikalni.

A¢ podobnou uvahu nemiizeme provést pro obecnou monochromatickou vlnu, jist¢ nepiekvapi, ze
i v tomto, obecnéj§im ptipade predpokladdme ¢asovy faktor ve tvaru exp(—ia)t) a nikoliv ve tvaru
exp(ia)t). Abychom vSak byli korektni, uved'me, Ze zde odmitnuté tvary monochromatickych

vinovych funkei hraji jistou roli v ramci relativistické kvantové mechaniky.

Casové
neproménna
potencialova pole.

Céastice vazana
na primku..
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4.1.2. PRINCIP SUPERPOZICE

Libovolnou vlnovou funkci popisujici fyzikaln€ ptipustny stav dané¢ho systému je
mozno ziskat jako linearni kombinaci vinovych funkci odpovidajicich de
Broglieho monochromatickym vinam (stacionarnich vlnovych funkci). Zminéna
line4rni kombinace mtize mit podle okolnosti kone¢n¢ i nekoneéné mnoho ¢lent.

Podle prvniho Bornova postuldatu (kap. 4.1.4) jsou ptipustné vinové funkce nutné
kvadraticky integrovatelné. Princip superpozice proto iika, ze kazdou kvadraticky
integrovatelnou vlnovou funkci mizeme ziskat jako linearni kombinaci vinovych
funkei stacionarnich.

Monochromatické de Broglieho viny (stacionarni vlnové funkce) odpovidaji
feSenim stacionarni Schrédingerovy rovnice (kap. 4.2). Princip superpozice fika,
ze stacionarnich vinovych funkei je pro dany systém dostatek k tomu, aby jejich
pomoci bylo mozno zkonstruovat libovolnou vlnovou funkci popisujici piipustny
stav systému.

Specidlni aplikaci principu superpozice je konstrukce vinového baliku
reprezentujictho  vlnovou  funkci  volné  cCastice  pomoci  rovinnych
monochromatickych vin.

4.1.3. X A P- REPREZENTACE VLNOVE FUNKCE

Podle principu superpozice je mozno libovolnou vinovou funkci odpovidajici
fyzikaln€ realizovatelnému stavu volné cdastice ziskat jako linearni kombinaci
rovinnych monochromatickych de Broglieho vin

w(r,n)= J v kluc.?—wl)ja K= )WL) EXpUK.F)d K,

kde jsme ve  druhém  integrdlu  provedli = formalni  ndhradu
w(k,t)=y _ -iwt). Z uvedeného vyjadfeni je vidét, Zze vinova funkce

v (r,1) je Fourierovou transformaci funkce t/?(l;,t).

Na souvislost mezi funkcemi y a ¥ muizeme tedy nahlizet jako na vztah Cisté

matematicky a na chvili odhlédnout od fyzikalniho pozadi problému. Platnost
vySe uvedené formule neni proto omezena pouze na vlnové funkce odpovidajici
volné c¢éstici, ale mizeme ji rozsifit i na obecnou (kvadraticky integrovatelnou)
vlnovou funkci. Formuli

w(r,i)=———= 1 W\ D,1) €Xp| — D.F 1 D,
(272'h, kh

v niZ jsme misto vlnového vektoru k uzili hybnost p a doplnili formalné

vyhodny multiplikativni faktor 1/ (2717%;m mizeme tedy pouzit i pro &astici

nachazejici se v poli vn&jSich sil. V obecném piipadé jiz ale neplati

wk,t)=y  -iot), Sasova zavislost W je zpravidla komplikovangjsi.

Funkci y je mozno ur€it, zname-li vlnovou funkci y, pomoci inverzni
Fourierovy transformace
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W(pst)=——= 1 (//U_",l)cxpk—g D.rar.

(27rh,

Obé¢ funkce, y i 7, jsou tedy ve vzajemné jednoznaéném vztahu a jsou pro popis
stavu Castice stejn¢ vhodné. Proto budeme o obou hovofit jako o funkcich
vlnovych. Prvni z nich je zavisla na soufadnicich ¢astice, hovoiime proto o vinové
funkci v souradnicové nebo prosté x-reprezentaci. Druhd vinova funkce zavisi
naopak na slozkach hybnosti (impulzu) ¢astice. Proto o ni hovotime jako o vinové
funkci v impulzové nebo strucnéji p-reprezentaci.

Ob¢ vyjadieni vinové funkce hraji vyznamnou roli pfii jeji fyzikalni interpretaci.
Zatimco vlnova funkce v x-reprezentaci je interpretovana prostfednictvim
prvniho Bornova postuldtu, vinova funkce v p-reprezentaci hraje ustfedni roli pfi
formulaci druhého Bornova postuldtu.

X a P- reprezentace jednorozmérné vinové funkce

Pro jednorozmérné vinové funkce pouzivame vztahy

w(x,t)= ; f{/?( p,t) exp (% nx\ dn.

(27zh,

- 1 ]
w(p,t)=——~ |. w(x,t) exp(—i wa dx.

(271 h
v nichz zménéna mocnina v multiplikativnim faktoru 1/ (27zh;m odpovida

redukci prostorovych proménnych na jedinou.

41.4. PRVNi BORNUV POSTULAT

Prvni Bornlv postuldt podava fyzikalni interpretaci vinové funkce Castice v x-
reprezentaci. Obdobnym zpusobem je pomoci druhého Bornova postuldtu
interpretovana vlnova funkce ¢astice v p-reprezentaci.

Vyraz
I|l//(7,l)| ar
Q

I|l//(7,l)| ar

udava pravdeépodobnost, ze Castici ve stavu popsaném vinovou funkci

nalezneme v Case ¢ v prostorové oblasti Q (pravdépodobnost vyskytu cdstice).

Duasledky prvniho Bornova postulatu
Vsimnéme si nékolika velmi vyznamnych disledku vyse uvedeného tvrzeni.

Piedev§im prvni Bornliv postulat implicitné pfedpoklada, ze kvadrat absolutni
hodnoty vlnové funkce je integrovatelny na libovolné méfitelné podmnozing [1 ,

specialné 1 na celém [] . Zkracené v takovém ptipadé hovoiime o kvadraticky
integrovatelné vinové funkci. Na vlnovou funkci popisyjici fyzikalné
realizovatelny stav bodové Ccastice takto klademe vyznamnou omezujici

Vztah mezi
souradnicovou a
impulsovou

vanvAasAntani nra

Kvadraticka
integrovatelnost
vinové funkce.
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proces.
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podminku. Jednim z disledku této podminky je fakt, ze rovinnd monochromaticka
vina nereprezentuje zadny fyzikaln¢ realizovatelny stav volné castice.

Odpovidajici vinova funkce totiz na [J kvadraticky integrovatelna neni.

Pouze vyse uvedend pravdépodobnost je métitelnou veli¢inou. Samotnou vinovou
funkci méfit neumime - obsahuje tudiz ¢astecné i informaci, ktera neni fyzikalné
relevantni. Naptiklad méfitelné duasledky teorie se nezméni, pokud zadanou
vlnovou funkci nasobime nenulovou, obecné imaginarni konstantou.

Vzdy proto mizeme ptejit k nové vinové funkcei

v w(r,e
o /I|l//(7,l)| ar
spliwujici normovaci podminku J‘|tf‘ . r=1. O takto zavedené¢ funkci

hovotime jako o vinové funkci normované k jednotce. Kvadrét jeji absolutni
hodnoty ma pak vyznam hustoty pravdepodobnosti nalezeni Castice v Case ¢t v
misté zadaném polohovym vektorem 7. Méjme ovSem na paméti, Ze samotny stav
Castice je stejn¢ dobie popsan normovanou i nenormovanou vinovou funkei.

Ani po normovani neni vlnovéa funkce ur¢ena jednoznaéné. Stale jest¢ miZeme
ménit jeji fazi (nasobit ji imaginarni jednotkou e), aniz se to jakkoliv dotkne
mefitelnych vysledkl teorie. Proto se obvykle hovoii o fazi vinové funkce jako o
nefyzikalnim stupni volnosti.

V rédmci Bornovy statistick¢ interpretace vlnové funkce hovofime o
pravdépodobnosti nalezeni Céstice v jisté oblasti prostoru. Znamenad to, Ze
odpovidajici pravdépodobnost vzdy existuje, a métfeni polohy Castice je tedy
statisticky reguldarni proces. K podobnému zavéru dochdzime na zéklad¢ druhého
Bornova postuldtu i pro méteni hybnosti ¢astice. A uvedené tvrzeni se dokonce v
ramci kvantové teorie rozsifuje 1 na vSechna ostatni méfeni, ktera maji zpravidla,
podobné¢ jako méteni polohy a hybnosti, pouze pravdépodobnostni charakter.

V kvantové teorii tudiz vzdy pohlizime na méfeni jako na statisticky reguldarni
proces.

Jednorozmérné vinové funkce

4

V ptipad¢ Castice vazané na piimku je nutno vySe uvedené trojrozmérné integraly
nahradit integraly jednorozmérnymi. Pravdépodobnost nalezeni ¢astice popsané v
¢ase t vinovou funkci w(x,#) na intervalu (a,b) je pak dana vyrazem

b
[l oo dx

j ly(x,0)| dx
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4.1.5. DRUHY BORNUV POSTULAT

Druhy Borniiv postulat poddva méfitelnou interpretaci vinové funkce Céstice v p-
reprezentaci. Hraje tedy pro vlnové funkce v p-reprezentaci obdobnou roli jako
prvnil Borniiv postulat pro vinové funkce v x-reprezentaci.

Budiz \y vlnova funkce ¢astice v p-reprezentaci,

[l By a p

11

J

w(r,)=———= 1w\ p,i)exp| — n.r 1a n, pak vyraz
(27n (7
0

udava pravdépodobnost, ze Castice bude mit v Case ¢ hybnost z oblasti I1
impulzového prostoru.

w(p,1) a p

Také druhy Borniv postulat ma, podobné jako postulat prvni, nékteré velmi

vvvvvv

e kvadratickd integrovatelnost vlnové funkce v p-reprezentaci,
e statistickd regularita procesu mefeni hybnosti bodové ¢astice.

Jednorozmérna vinova funkce

V ptipad¢ Castice vazané na piimku je nutno vySe uvedené trojrozmérné integraly
nahradit integraly jednorozmérnymi. Tak napiiklad pfechod mezi x- a p-
reprezentaci vlnové funkce je dan vztahem
1 . i
w(x,t)=———— [ W(p,t) exp(— P
(2zh h

a pravdépodobnost, Ze ¢astice bude mit hybnost z intervalu (e, f), vyrazem

B
[l (p.0) dp

[l p.0f dp

4.1.6. STREDNIi HODNOTY A FLUKTUACE POLOHY A
HYBNOSTI

Méreni polohy a hybnosti

Podle prvniho a druhého Bornova postulatu mizeme pro Castici v zadaném stavu
(popsaném  kvadraticky integrovatelnou vlnovou funkci) wurit pouze
pravdépodobnosti, Ze ji nalezneme v konkrétnim misté prostoru a ze bude mit
jistou konkrétni hybnost. Pfi opakovaném méfeni polohy i1 hybnosti Castice
ziskdme proto riizné &iselné vysledky. Cetnosti takto zméfenych hodnot polohy a
hybnosti odpovidaji pfi dostate¢né velkém poctu opakovani s vysokou piesnosti
pravdépodobnostem v obou zminénych postuldtech vystupujicim.

Sledujeme-li obvykly experimentélni postup, vyhodnotime provedend méteni tak,
ze ur¢ime pro ziskany soubor dat stedni hodnotu métené veli¢iny a odhad chyby
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- bud’ jednotlivého méfeni, nebo vypocitané stfedni hodnoty. Pomoci Bornovych
postulati mtizeme ob¢ veliiny urcit, zname-li odpovidajici vinovou funkeci, 1
vypoctem.

Stredni hodnota a stredni kvadraticka fluktuace polohy

Podle prvniho Bornova postulatu a na zakladé uvahy uvedené na jiném misté
muzeme sti‘edni hodnotu polohy bodové Castice ve stavu popsaném normovanou
vlnovou funkci y urcit pomoci vztahu

F= | Fly\r,t) ar,
=

Stfedni hodnota a ktery miizeme zapsat rovnéz po slozkach
stfedni chyba
polohy. X, = J'xi|1//(17,1)| ar, 1=1,2,3.

Odpovidajici stFedni kvadratické fluktuace jednotlivych slozek polohy pak
pocitame pomoci normované vinové funkce jako

Ax; = /J.(xi_fi)zh//(;::l)l ar.
0"

Tyto stfedni fluktuace odpovidaji ve vySe naznacené experimentdlni proceduie
stiedni kvadratické chyb¢ jednotlivého méteni polohy Castice.

Stredni hodnota a stredni kvadraticka fluktuace hybnosti

Pomoci vinové funkce y v p-reprezentaci,

Stredni hodnota a - - o -
stredni chyba ‘//(Faf)——(zﬂh.m | VAPst) exp| 3 BT 14 B,

hybnosti.

a druhé¢ho Bornova postulatu mizZeme urcit stedni hodnotu hybnosti Castice
prostiednictvim formule

[ Bwp.oy a p

e
Iw(p,l)| a p

nebo ekvivalentné pro normovanou vlnovou funkci 17 pomoci formule
P= | Pw\ps1) a p.
I formuli zadavajici stfedni hodnotu hybnosti miiZzeme zapsat po slozkach

ﬁi = J.pzh/;(ﬁ:[)l a ﬁa l=1,4,5.
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Stredni kvadraticke fluktuace slozek hybnosti Céastice v zadaném stavu, které
reprezentuji soucasn¢ stfedni kvadratické chyby jednotlivého meéteni slozek
hybnosti, ur¢ime pro normovanou vinovou funkci y pomoci vztahu

b, = \/ (=B Wy @ .

4.1.7. HEISENBERGOVY RELACE NEURCITOSTI PRO
POLOHU A HYBNOST
Statisticka interpretace de Broglieho vinového modelu (prvni a druhy Borniiv

postulat) vede k mnoha v klasické fyzice neocekdvanym zaveérim. Jednim
z nejpodivuhodnéjsich z nich je zjisténi, ze

J4

polohu a hybnost bodové ¢astice neni mozno soucasné metit neomezené presne.

Uvedeny zavér, ktery poprvé odvodil némecky fyzik Werner Heisenberg, je
mozno roz$ifit 1 na dalsi meritelné veliciny. V této kapitole se ale soustfedime
pouze na vzajemny vztah polohy a hybnosti. Dfive, nez zformulujeme obecné
relace neurcitosti pro polohu a hybnost, uved’'me jeden inspirujici ptiklad.

Gaussuv vinovy balik

Proved'me vypocet stiednich hodnot polohy a hybnosti a odpovidajicich stfednich kvadratickych
fluktuaci pro ¢astici, jejiz stav je reprezentovan specialni jednorozmeérnou vinovou funkci ve tvaru
Gaussova vinového baliku

1 _(x—xo )2 (i \
v(x)= W exp{ 407 exp 5 p-x 1.

Casova zavislost vinové funkce y neni v tuto chvili podstatna, proto ji ve formuli explicitné
neuvadime. Skryta je v moZné zavislosti ,.konstant“ o, x, a p, na Case.

Je jen otazkou technické zru¢nosti ovéfit, Ze
e uvedena vlnova funkce je normovana k jednicce,

e stiedni hodnota polohy je rovna x, a

e stiedni kvadraticka fluktuace polohy je rovna o,.

Naleznéme dale p-reprezentaci vyse uvedené vilnové funkce. Pomoci inverzni Fourierovy
transformace je to opét jen vypocetni problém. Mame totiz urcit integral

w(p)= ; [w(x) CXp[—%px\ dx.

(27rh,

ktery po provedeni naznacené integrace vede k

2
. 1 pP-p i
W(p)=—— exp R 20) eXP{——(p—pﬂxo},
427z'o-p 40—[7 h

kde o, =1 o,
Stejné jako pro vinovou funkci v x-reprezentaci i nyni snadno ovétime, ze

e vInova funkce v p-reprezentaci je normovanda k jednicce,

Gauss(v vinovy
balik.
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e stiedni hodnota hybnosti je rovna p, a

o stiedni kvadraticka fluktuace hybnosti je rovna o ,.

V tuto chvili je pro nas nejzajimavéjsi vztah mezi stiednimi kvadratickymi fluktuacemi polohy a
hybnosti studované ¢astice. Z vyse uvedeného plyne zavér

AxAp=0.0,=

(SN I

Posledni vztah mé& velmi zajimavy dusledek: ¢im presnéji bude lokalizovana poloha Castice
reprezentované Gaussovym vinovym balikem, tim méné ostie bude zadana jeji hybnost a naopak.

Hybnost a polohu bodové Castice nelze souCasné¢ zadat ani zméfit neomezené
piesné!
Obecna formulace relaci neurcitosti pro polohu a hybnost

Vyse uvedené zavéry, které jsme ziskali pro Gausstv vinovy balik, je mozno po
malé modifikaci rozsifit i na obecné vlnové funkce.

Pro castici vazanou na pfimku je mozno ukdzat, ze stfedni kvadratické fluktuace
jeji polohy a hybnosti jsou v libovolném stavu svazany podminkou

h
AvAp =2
P=3

Heisenbergovy
relace neurcitosti.

Kvantovy stav

Ta se od vyse uvedené¢ho vztahu pro Gausstiv vinovy balik li§i pouze nadhradou
rovnosti znamenim nerovnosti.

V trojrozmérném piipadé jsou Heisenbergovy relace neurcitosti ponckud
komplikovanéj$i - poloha a hybnost jsou totiz v tomto piipad€ trojrozmérné
vektory:

h .
Ax, Ap, 25 a Ax;Ap, 20 (pro j#k)
Ax;Ax, >0 a Ap ,Ap, >0 (j, k libovolna).

Zpisobem obdobnym jako v pfipadé Castice vazané na ptimku se tedy ovliviiuji
pouze odpovidajici si slozZky polohy a hybnosti. Ktizové efekty pro j#k ani
vzajemnd ovlivnéni jednotlivych sloZzek polohy, resp. hybnosti, neexistuji.

4.1.8. OBECNA REPREZENTACE STAVU V KVANTOVE TEORII

Prostor stavu

Stavy jednocasticového systému popisujeme obvykle v kvantové mechanice
pomoci kvadraticky integrovatelnych vinovych funkci (viz duasledky prvniho
Bornova postulatu). Kvadraticky integrovatelnd vlnovd funkce zadava tedy
v konkrétnim Case kvantovy stav studovaného systému. Odhlédnéme v tuto chvili
od vSudyptitomného casového vyvoje a zavislost vinovych funkci na case
neuvazujme. Mnozinu vSech stavll jednocasticového systému miizeme takto
ztotoznit s mnoZinou vSech (komplexnich) kvadraticky integrovatelnych funkei ti
redlnych proménnych. O této mnoziné vSak fyzikové i matematikové v dobé
formulovani zékladi kvantové teorie veédéli, Ze ma specidlni matematickou
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strukturu. Mnozina vSech kvadraticky integrovatelnych funkci je separabilni
Hilbertitv prostor. Toto poznani vedlo anglického fyzika P. Diraka k postulovani
tvrzeni:

Mnozina vSech stavll libovolného kvantovémechanického systému je jisty
abstraktni Hilbertlv prostor, obvykle nekone¢né dimenze.

Prvky tohoto abstraktniho prostoru mtizeme v konkrétnich vypoctech a aplikacich
reprezentovat specidlnim zpiisobem - vlnovymi funkcemi v x-reprezentaci,
vlnovymi funkcemi v p-reprezentaci, ¢i dokonce upln¢ jinak - napt. nekone¢nymi
posloupnostmi komplexnich ¢isel. Podrobnéjsi analyza ukazuje, ze konkrétni
specialni reprezentace stavového Hilbertova prostoru odpovidaji, zhruba feceno,
specialnim volbam baze na ném.

Konstrukce prostoru stavu

Pti konstrukci abstraktniho Hilbertova prostoru stavii zohlednil Dirac dvé vudci
ideje kvantové teorie

e kvantovani nékterych veliCin (tj. fakt, ze n€které veliciny mohou nabyvat
jen vybranych hodnot, kterych je obvykle spoc¢etné mnoho),

e cxistenci veliCin, které nelze soucasné méfit neomezené piesné (viz napf.
Heisenbergovy relace neurcitosti).

Me¢éteni viibec hraje v kvantové teorii dominantni roli. Spolu s teorii relativity totiz
kvantova teorie snad poprvé v d¢jindch novodobé veédy explicitné pfiznava, ze
ukolem kazdé teorie je systematizace, popis a vysvétleni vysledkli pozorovani a
experimentl, méteni. Proto Dirac ve své konstrukci stavového prostoru z pojmu
méfeni vychazi.

Stav systému v kvantové mechanice zaddvame hodnotami meéfitelnych velicin,
pozorovatelnych. Veli¢iny, které muizeme souCasné méfit neomezené piesné
(napf. sloZky polohového vektoru), budeme nazyvat kompatibilnimi
pozorovatelnymi. Podle potfeby je miZeme sdruZovat do skupin, které nazyvame
mnozZinami  kompatibilnich  pozorovatelnych. Pozor vSak, kompatibilita
pozorovatelnych neni tranzitivni! Vyznamnou roli hraji v kvantové teorii tzv.
uplné mnoziny kompatibilnich pozorovatelnych (UMKP), k nimz jiz zadnou dalsi
pozorovatelnou, kompatibilni se vS§emi ostatnimi, nemiZeme ptidat.

Vyberme si jednu z téchto UMKP - {A(”,...,A(”)}. Necht’ viechny v ni obsazené
veli¢iny jsou kvantovany a vysledky jejich soucasného méfeni tvofi spocetnou

V. w7 Iz . I3 , w7 (1) (n) ~r e ,

mnoZinu uspofadanych n-tic redlnych cisel [akl yeees Oy ] Ptipustné vysledky
méfeni veli¢in 4", ..., A pfitom odliujeme pomoci tzv. kvantovych cisel
ki, ..., k,. Dirac pfedpokladal, Ze kazdé takové n-tici odpovida vektor ve stavovém
prostoru systému. Tento vektor obvykle oznadujeme symbolem ‘a,(q'),...,a,({”))

Podle Diraka jsou navic vektory odpovidajici riznym vysledkiim méteni zvolené
UMKP navzijem ortogonalni a na Hilbertové prostoru stavi tvoii bazi. Kazdy

stavovy vektor |§> muzeme tedy zapsat jako (obecné spocetnou) linearni

kombinaci vektori ‘ a,(q” yees a,ﬁ”’) ,

Stézejni ideje
Dirakovy
formulace
kvantové
mechaniky.

Upina mnozina
kompatibilnich
pozorovatelnych.
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|§>= Z é:kl ..... k, al(cll)a'-~7al(c:l)>a
k

.......

Reprezentujeme-li Hilbertiv prostor stavi pomoci mnoziny kvadraticky

M (n)

integrovatelnych vlnovych funkci, odpovidaji vektorim |a,’,...,a;" > vlnové

funkce specialniho tvaru.

Vyse naznatenou konstrukci mizeme pochopitelnd provést i pro dalsi UMKP,
které definuji na prostoru stavi alternativni bazové systémy. Kazdda UMKP je ke
konstrukci Hilbertova stavového prostoru stejn¢ vhodna.

Podrobna analyza obecné reprezentace stavu v kvantové teorii se zcela vymykad ramci této
encyklopedie. Vynikajici pojednani o tomto problému je moZno najit napf. v plvodni praci
Dirakové nebo v monografii Formankové.

4.1.9. BRA-KETOVA SYMBOLIKA

Popis stavu studovaného systému pomoci vinové funkce y je jen jednou
z moznych reprezentaci abstraktniho stavového vektoru systému. Anglicky fyzik

P. Dirac piifadil takovému vektoru specidlni symbol |1//> a nazval jej ket-
Ket-vektory a vektorem . Nazev pochazi z anglického vyrazu pro hranaté zavorky < > -
hva vinlidanm,

bracket, z nichz jsme pouzili jen pravou polovinu (tedy ket).

Piestoze v rdmci naSeho vykladu pracujeme dusledné s vlnovymi funkcemi, je
obcas vyhodné prejit k bra-ketovému znaceni. To miiZze totiz mnohé vztahy a
vzorce, alesponl formalné, vyznamné zjednodusit. Casto se napiiklad setkavame s

vyrazy typu J.(p*(F Jw\r)a r, pro néz v radmci bra-ketové symboliky zavadime
mnohem piehlednéjsi zkratku <(p|t//>. V Dirakové notaci oznacuje tato zkratka
soucasné skaldrni soucin stavovych vektorti |¢)> a |1//>

Protoze v symbolu <go|w> pouzivame pro vektor ¢ levou polovinu hranaté

zavorky, nazyvame jej bra-vektorem.

2 Shrnuti kapitoly

Céstici popisujeme vinovou funkei, jejiz parametry jsou dany de Broglieho
vztahy. Stavim s pfesné danou energii, tzv. staciondarnim stavium, odpovida
monochromaticka de Broglieho vina.

Princip superpozice je zékladnim principem kvantové mechaniky. Tvrdi, Ze
systém se mize nachdzet ve stavu popsaném linearni kombinaci vinovych funkci
odpovidajicich de Broglieho monochromatickym vinam (stacionarnich vlnovych
funkci).

Vlnovou funkeci chapeme obvykle jakou funkei w (7,¢) soufadnic, hovotime proto

0 tzv. x—reprezentaci. Je ale mozné piejit k vinové funkci w(p,t), jejimz

argumentem jsou slozky hybnosti. Takova vlnovéa funkce popisuje stav systému
stejné dobie jako funkce ptivodni, jedna se o vyjadieni v tzv. p-reprezentaci.
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Fyzikalni interpretaci vlnové funkce v x-reprezentaci udava prvni Borniv
postulat. Druha mocnina modulu této (obecn¢ komplexni) funkce y (7,7)udava

hustotu pravdépodobnosti vyskytu systému v case ¢ ve stavu popsaném
polohovym vektorem 7 .

Druhy Bornitv postulat udava obdobnou fyzikalni interpretaci vlnové funkce
w(p,t) v p-reprezentaci pro hybnosti.

Disledkem prvniho a druhého Bornova postuldtu je statisticky charakter velicin
v kvantové mechanice. Ze zndmé vlnové funkce lze urCit stFedni hodnotu a
kvadratickou fluktuaci soutradnic, hybnosti i1 jinych dynamickych veli¢in systému.

Proslulé Heisenbergovy relace neurcitosti pro polohu a hybnost tvrdi, Ze polohu a
hybnost &astice nelze méfit soucasné absolutné presné. Cim presndji uréime
né¢jakou slozku hybnosti Castice, tim vétsi je fluktuace odpovidajici souradnice a
naopak.

Anglicky fyzik Dirac formuloval obecnéejsi pojeti kvantové mechaniky, kdy
prostor vSech moznych stavil systému je reprezentovan abstraktnim separabilnim
Hilbertovym vektorovym prostorem. Takovy prostor tvoii napt. vSechny fyzikalné
ptfijatelné vlnové funkce v dané reprezentaci. Jednotlivym staviim systému
odpovidaji nekolinearni vektory z tohoto prostoru.

Dirac dale zavedl tzv. bra-ketovou symboliku (z angl. bracket = zavorka), kdy
viraz (p|y) predstavuje skalarni soucin vektordi (stavit) |@) a |y/).

Otazky k procviceni a opakovani

1) Napiste konkrétni tvar monochromatickych vinovych funkci, spliujicich de
Broglieho vztahy. Jaké vinové funkce nazyvame staciondrnimi?

2) Jaky stav reprezentuji rovinné monochromatické de Broglieho viny? Je tento
stav fyzikaln¢ realizovatelny? Proc?

3) Formulujte princip superpozice.

4) Co rozumime x- a p-reprezentaci v kvantové mechanice? Jaky je vztah mezi
témito reprezentacemi v jednorozmérném pripade?

5) Formulujte prvni a druhy Borniiv postulat. Vysvétlete jejich vyznam pro
interpretaci vlnové funkce.

6) Jak lze ze znadmé vlnové funkce vypocitat stiedni hodnoty a stfedni
kvadratické fluktuace dynamickych veli¢in?

7) Formulujte slovné i matematickym vzorcem znamé Heisenbergovy relace.

8) Jak zobecnil Dirac popis stavu kvantové mechanického systému? Jakou
symboliku zavedl?

Koresponden¢ni ukol ¢. 4

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na jednu z otazek kapitoly
4.1.




Stacionarni
vinova funkce.
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4.2. STACIONARNi SCHRODINGEROVA ROVNICE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e formulovat matematicky tvar stacionarni Schrodingerovy rovnice;
e objasnit fyzikalni vyznam stacionarni Schrodingerovy rovnice a jejich
feSeni;
e definovat energetické¢ spektrum systému a vysvétlit jeho vztah k feSeni
stacionarni Schrédingerovy rovnice;

e charakterizovat jednotlivé druhy energetickych spekter;

e vysvétlit pojem degenerovana energeticka hladina a stupeni degenerace.

Pojmy k zapamatovani:

Staciondarni (bezcasova) Schréodingerovy rovnice, staciondrni vinova funkce,
energetické spektrum, diskrétni spektrum, spojité spektrum, smiSené spektrum,
degenerovand energeticka hladina, stupen degenerace.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
2 hodiny

Stavy bodové cCastice s presn¢ zadanou energii reprezentujeme v poli ¢asove
nezavislého potencidlu monochromatickymi de Broglieho vinami. Ty popisujeme
tzv. stacionarnimi vinovymi funkcemi

W(r,i)=Y\F)exp{—iwt;=1\I) CXPI—EL[ >.

v nichz je separovana zavislost na prostorovych proménnych od zavislosti ¢asové.
Zatimco ¢asova zavislost je pro monochromatické de Brogliecho viny explicitné
dand, prostorova cast vinové funkce W (7) se méni podle charakteru konkrétniho
potencidlu V' (7), pod jehoz vlivem se ¢astice nachéazi. V této kapitole si ukdZeme,

jak potencidl tvar prostorové casti stacionarni vlnové funkce ovliviiuje
prostiednictvim tzv. staciondrni (bezcasové) Schrédingerovy rovnice

———NAY\F)+ v \F)Y\F) =LY\ F).

2M

Sestaveni stacionarni Schrédingerovy rovnice

Je jist¢ rozumné predpokladat, Ze de Broglieho viny, stejné jako kterékoliv jiné
vinéni, s nimz se ve fyzice setkdvame, splituji univerzalni vinovou rovnici

A AGIIN

Ay (i) — —

f

2
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kde A je Laplaceiiv operdator a v, fazova rychlost de Broglieho vin. Po dosazeni

stacionarni vlnové funkce do této rovnice (a po snadnych upravach) ziskame
rovnici pro jeji prostorovou ¢ast

AY(r)— — ru)=v.
Uy
Tu mizeme dale upravit, uvédomime-li si, ze a)/vf =k, kde k je velikost

vlnového vektoru de Broglieho viny, a ze podle de Broglieho vztahii zobecnénych
na pripad &astice v poli vné&jsiho potencialu mizeme dale psat k= p/h Vyse

uvedena rovnice tedy nabyva tvaru

A‘I’(?}—h—_‘nﬁ:u.

V poli ¢asové nezavislého potencidlu V() se vSak zachovava celkova energie
éastice E,

2

—. V(r)=r =konst.,

2M
a pro kvadrat hybnosti &istice mizeme tedy psat p° =2M [E =V(ry). Po

dosazeni tohoto vyrazu do rovnice pro prostorovou ¢ast stacionarni vinové funkce
ziskdme tak nakonec po jednoduchych upravach proslulou staciondrni
(bezcasovou) Schrodingerovu rovnici

Sestaveni
stacionarni
Schrédingerovy
rovnice.

——— Y\ P )+ Vi) ri) = Ex ().
M ) \r)x\r) )

Energetické spektrum

Stacionarni Schrddingerova rovnice je parcialni diferencidlni rovnici druhého
fadu. Musime ji proto doplnit, jak vime z matematiky, okrajovymi podminkami.
Teprve pak bude jeji feSeni urceno viceméné jednoznacéne.

Spole¢né se stacionarni Schrodingerovou rovnici vybiraji okrajové podminky ze
vSech klasicky pfipustnych energii systému jen nckteré, které jsou piipustné i v
ramci kvantového popisu. To znamend, ze redlny parametr £ mize nabyvat ve
vySe uvedené rovnici pro konkrétni potencidl V() jen nékterych vybranych

hodnot. O mnozinég téchto ptipustnych hodnot energie hovofime zpravidla jako o
energetickem spektru studovaného systému.

Jednorozmérna stacionarni Schrédingerova rovnice

Provedeme-li vySe uvedené uvahy pro jednorozmérné stacionarni vinové funkce,
ziskame postupem obdobnym tomu, jaky jsme uzili v obecném trojrozmérném
pfipadé, specialni tvar stacionarni Schrédingerovy rovnice

Okrajové podminky.

Energetické
spektrum.

_%W r(x)+V(x)¥(x)=EY(x),

ktery obvykle nazyvame jednorozmérnou stacionarni Schrodingerovou rovnici.
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Jednorozmérna Schrodingerova rovnice je velmi dilezita zejména z didaktickych
divodii. Jedna se totiz o obycCejnou diferencialni rovnici, kterou je mozno
zpravidla feSit mnohem jednodus$imi matematickymi prostfedky nez odpovidajici
rovnici obecnou. Navic pro mnohé trojrozmérné systémy umime obecnou,
trojrozmérnou stacionarni Schrodingerovu rovnici pievést na jednu ¢i vice rovnic
jednorozmérnych. O konkrétni postupech k tomu uzivanych vice v ¢asti vénované
jednoduchym kvantové-mechanickym systémiim.

4.2.1. ENERGETICKE SPEKTRUM

Mnozinu vSech energii pfipustnych v ramci kvantovémechanického popisu
studovaného systému, tzv. viastnich energii (energetickych hladin), nazyvame
energetickym spektrem systému.

Ze vSech klasicky pfipustnych energii jsou vybirdny okrajovymi podminkami pro
staciondrni Schrédingerovu rovnici.

Diskrétni a spojité energetické spektrum

Energie, pro néz jsou odpovidajici stacionarni vlnové funkce kvadraticky
integrovatelné, nazveme energiemi diskrétnimi, nebo téz  diskrétnimi
energetickymi hladinami.

Kvadraticky integrovatelné¢ vinové funkce reprezentuji realizovatelny stav
studované cCastice, diskrétni energetické hladiny tedy odpovidaji ostrym hodnotam
energie, kterych mize studovany systém nabyvat.

Diskrétnich energii mize byt pro kazdy systém nejvySe spocetné mnoho a jsou
navzajem odd€leny konecnymi intervaly energii zakdzanych. Mizeme je tedy
ocislovat pomoci celych &isel, ktera obvykle nazyvame hlavnimi kvantovymi cisly.
Mnozina vSech diskrétnich energii tvoti tzv. diskrétni cdst energetického spektra
systému. V této Casti energetického spektra se miiZze energie systému ménit jen
skokem, je tedy kvantovana. Stav s nejnizsi energii se obvykle nazyva zdkladnim
stavem, ostatni stavy excitovanymi.

Vsimnéte si, Ze oproti staré kvantové teorii neni kvantovani energie v ramci
kvantové mechaniky nezavislym postulatem, ale pouhym disledkem staciondrni
Schrédingerovy rovnice a ji odpovidajicich okrajovych podminek (které vyplyvaji
z prvnitho Bornova postuldtu).

MnoZinu energii odpovidajicich vinovym funkcim, které sice nejsou kvadraticky
integrovatelné, a nereprezentuji tedy zadny fyzikaln¢ realizovatelny stav systému,
ale nediverguji v nekonecnu, nazveme spojitou casti energetického spektra.

Energie ze spojité casti spektra nemohou byt studovanym systémem ostie
nabyvany. Vzdy vSak mizeme zkonstruovat integralni linedrni kombinace
stacionarnich vlnovych funkci odpovidajicich jen malo odliSnym energiim ze
spojité casti energetického spektra. A takové linearni kombinace jiz realizovatelny
stav systému reprezentovat mohou. Castice sice nebude mit v podobném stavu
ostfe definovanou energii, jeji kvantové-mechanické fluktuace vSak mohou byt
velmi malé a zaniknout popf. v experimentalnich chybach. Nebudou proto
méfitelné a energii systém muzeme s jistou mirou nepiesnosti povazovat za (v
rdmci experimentalnich chyb) ,,pfesné* danou.
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4

O energetickém spektru, jehoz spojitd ¢ast je prazdnd, hovotime jako o spektru
cisté diskrétnim. Naopak spektrum bez diskrétnich energetickych hladin nazveme
spektrem cisté spojitym.

Prikladem systémii s Cist¢ diskrétnim spektrem mohou byt Cdstice
v jednorozmerné potencidalové jamé nekonecné hloubky, linedrni harmonicky
oscildtor a_tuhy rotdtor. Cisté spojité spektrum ma napiiklad volnd Cdstice a
smiSené energetické spektrum nachazime kuptikladu u cdstice v potencidlové
jameé konecné hloubky.

Ortogonalita stacionarnich vinovych funkci
Prostorové ¢asti stacionarnich vlnovych funkei W, a ¥, odpovidajicich riiznym
diskrétnim energiim E, a E, (E,#E,) spliuji nasledujici relaci (ov&ite pro

jednoduché kvantovémechanické systémy)

*
I‘Pn (ryr, rja FZJ Y, \F)Y, \rja r=u.
R’ R’

A4

Tu mzeme pomoci bra-ketové symboliky prepsat do formaln¢ jednodussiho tvaru

(¥

v, =(¥,|¥,)=0.

n

Protoze vSak symbol ( | ) oznaduje soucasnd i skaldrni soucin na stavovém

prostoru systému, interpretujeme vySe uvedené formule jako vyjadieni
ortogonality staciondrnich vinovych funkci. Snadno se totiz presvéd¢ime, Ze v
libovolném case stejné relace splituji 1 staciondrni vinové funkce samotné, nejen
jejich prostorové casti.

V ptipad€ systému s Cisté diskrétnim spektrem, jehoZz staciondrni vinové funkce
jsou normovany k jedni¢ce, mizeme proto pro libovolnou dvojici vinovych funkci
psat

(¥

n \Pm> :é‘nm9

kde 0 je Kroneckeriiv symbol.

Degenerace energetickych hladin

Z homogenity staciondarni Schrodingerovy rovmice 1 piipojenych okrajovych
podminek vyplyva, Ze splituje-1i prostorova ¢ast staciondrni vinové funkce pro
vybranou hodnotu energie z diskrétni ¢i spojité casti energetického spektra
stacionarni Schrédingerovu rovnici a soucasné 1 odpovidajici okrajovou
podminku, spliiuje obé i jeji libovolny nésobek.

Reseni staciondrni Schrodingerovy rovnice neni tedy pro zadanou hodnotu
energie ureno bezezbytku jednoznacné. VZzdy totiz existuje volnost ve volbé
multiplikativniho faktoru.

Jednd-li se o jedinou nejednoznacnost, nazveme odpovidajici energii
nedegenerovanou. Casto téz hovoiime o nedegenerované energetické hladiné.
Pokud ale naopak zavisi pro danou energii feSeni stacionarni Schrodingerovy
rovnice 1 na dalSich volné nastavitelnych konstantdch, hovotfime o energii
degenerované nebo téz o degenerované energetické hladine.

Ortogonalita
stacionarnich

vilamvniabh fiinlAT

Kroneckertv
symbol.
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Pon¢kud presnéjsi popis degenerace energetické hladiny muizeme podat,
uvédomime-li si, Ze mnozina vSech feSeni staciondrni Schrodingerovy rovnice
tvofi pro vybranou energii z diskrétni ¢i spojité Casti energetického spektra
linearni vektorovy podprostor. Je-li dimenze tohoto podprostoru rovna jedné,
jednéd se zfejm¢ o hladinu nedegenerovanou. Je-li naopak vétsi nez jedna, je
prislusna energeticka hladina degenerovana.

Piikladem systémii s nedegenerovanymi energetickymi hladinami mohou byt
Castice v _jednorozmerné potencidalove jamé nekonecné hloubky a linearni
harmonicky oscilator. Naopak degenerované energetické hladiny ma kuptikladu
volna castice. Tuhy rotator méa nékteré hladiny degenerované a jiné nikoliv.

Shrnuti kapitoly

Stacionarni nebo také bezcasova Schrodingerova rovnice je zakladni kvantove-
mechanickou rovnici pro prostorovou ¢ast vinové funkce, popisujici stav systému
s pfesn¢ danou energii E. Soucasti stacionarni Schrédingerovy rovnice je vyraz
pro potencialni energii systému V' (7) .

Mnozina hodnot energii E, pro které je stacionarni Schrodingerova rovnice
tesitelna, tvoti energetické spektrum daného systému. Energetické spektrum miize
mit diskrétni i spojitou ¢ast. Podle toho, zda obsahuje pouze diskrétni Cast, pouze
spojitou cast nebo ob¢ tyto ¢asti hovotime o cisté diskrétnim spektru, cisté
spojitém spektru nebo smiseném spektru.

Pro danou hodnotu energie E ze spektra energii mize existovat (odhlédneme-li od
vzdy pfritomné nejednoznacnosti v mutiplikativnim faktoru) jediné feSeni
Schrodingerovy rovnice (jediny stav s danou energii), nebo vice linearné
nezavislych feSeni (vice rGznych stavli se stejnou energii). V prvém piipade
hovofime o nedegenerované energetické hladiné, ve druhém piipadé o
degenerované energetické hladiné, pticemz pocet riznych stavl se stejnou energii
udava stupen degenerace této energetické hladiny.

Otazky Kk procvi¢eni a opakovani

1) Formulujte zpaméti staciondrni Schrodingerovu rovnici. Uved'te vyznam
jednotlivych symbolti.

2) Jakymi pomocnymi uvahami lze sestavit stacionarni Schrodingerovu rovnici?

3) Jaky je fyzikalni vyznam stacionarni Schrodingerovy rovnice? Jak nazyvame
vlnové funkce, které jsou jejim feSenim?

4) Objasnéte pojem energetické spektrum systému.

5) Uvedte, jaké druhy energetickych spekter rozliSujeme a jak se od sebe lisi.
Uved'te piiklady systémii s jednotlivymi druhy spekter.

6) Vysvétlete, co znamena tzv. ortogonalita stacionarnich vinovych funkei.

7) Definujte pojem degenerovana energetickd hladina a stupen degenerace?

Korespondencni ukol €. 5

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na jednu z otdzek kapitoly
4.2.
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4.3. NESTACIONARNIi SCHRODINGEROVA ROVNICE

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e formulovat matematicky tvar nestacionarni Schrodingerovy rovnice;
e objasnit fyzikalni vyznam nestacionarni Schrodingerovy rovnice;
e uvést podstatu metody feSeni nestacionarni Schrodingerovy rovnice;

e vysvétlit pojem kvantovy determinismus.

Pojmy k zapamatovani:

Nestaciondrni (Casova) Schrodingerova rovnice, rovnice kontinuity, hustota
toku pravdépodobnosti, kvantovy determinismus.

Cas poti‘ebny k prostudovani udiva kapitoly:
2 hodiny

Casovy vyvoj reprezentujeme v kvantové mechanice zavislosti vinové funkce na
case. Abychom dokézali v konkrétnich ptipadech tuto zavislost urcit, potiebujeme
znat odpovidajici evoluéni rovnici. Rovnici, kterd by v ramci vinového popisu
c¢astic nahradila pohybové rovnice klasické mechaniky.

Vinéni popisujeme, at’ jiz se s nim setkdvame v nejriznéjSich oblastech fyziky,
obvykle vlnovou rovnici. Pro potfeby kvantové mechaniky ji vSak musime
pon¢kud upravit, nebot’ vinova rovnice samotna ptipousti jako sva feseni i v ramci
kvantové mechaniky odmitnuté tvary stacionarnich vlnovych funkci

w(r,i)=x\r) cxpk; m\.

Pohybova rovnice kvantové mechaniky musi brat v tivahu nejen vinovy popis
cdstic, ale 1 specialni tvar vlnovych funkci reprezentujicich monochromatické de
Broglieho viny

w(r,.)=x\) cxp(—%Et\.

Je ji proslula nestaciondrni (¢asova) Schrodingerova rovnice

Aur(v 1 h

ih =———NAW\F, )+ V \F)WF, ).
- M Wwr,t) \F)y\r,t)

Sestaveni nestacionarni Schrédingerovy rovnice

Podle principu superpozice muzeme libovolnou vlnovou funkci popisujici
fyzikdln¢ realizovatelny stav systému =zapsat jako linedrni kombinaci
stacionarnich vlnovych funkci. Pro jednoduchost se omezme na jednocésticovy
systém s cisté diskrétnim a nedegenerovanym spektrem. Pak mizeme psat

w(r,o)=p A,Y \F) CXPL_EE l }
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kde indexem n CcCislujeme jednotlivé diskrétni energie E , symbolem ¥,
oznacujeme prostorovou ¢ast stacionarni vinové funkce odpovidajici energii £, a
A, jsou komplexni konstanty. V pohybové rovnici se zfejmé budou vyskytovat
derivace vlnové funkce podle ¢asu. Pro prvni z nich mizeme psat

—ﬁl//(r,t) —— L SAEY (Frexo —LE l‘\
ot h h

Prostorové casti stacionarnich funkci vSak spliji staciondrni Schrédingerovu
rovnici

—— Y \F)+ v F)Y \F)=r,1 \F),

2M

z niz mizeme do vyrazu pro oy /ot dosadit:

Mz—%?/l J—h—u‘r (FI+VIFIY (F)rexpl —%Et\.

ot

a ziskany vyraz jesté dale upravit do tvaru

@z—ij—Lur > AY exr)(—iE tﬂ+V(VA v exn(—iE tﬂl
ot ho h h

S pouzitim w(r,i)=p 4, v \ryexp| —\yh " a po formalnich tupravach

obdrzime takto nakonec nestaciondrni (¢asovou) Schrédingerovu rovnici

Aurl(7 1 h

ih =——— DY\, )V P )W, L),
ot M wy\r,t) \r)ypr,t)

Na tomto misté je vSak nezbytné ¢tenare upozornit, Ze vyse nastinény postup neni
odvozenim nestacionarni Schrodingerovy rovnice! Mél jen podat pfijatelné
argumenty kni vedouci a poukazujici na jeji tzkou souvislost s principem
superpozice a rovnici stacionarni. V ramci kvantové mechaniky je nestacionarni
Schrédingerova rovnice jednim ze zakladnich postulata.

Zajimavym disledkem nestacionarni Schrodingerovy rovnice je rovnice

kontinuity pro hustotu pravdépodobnosti |!//|2 .

Nestacionarni Schrédingerova rovnice jako matematicky problém

Nestacionarni Schrodingerova rovnice je parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu v Casové
proménné a druhého fddu v proménnych prostorovych. Pritomnost parcialnich derivaci podle
prostorovych proménnych vyzaduje podobné jako v piipad€ staciondrni Schrédingerovy rovnice
doplnéni okrajové podminky. Tou je pro vinové funkce reprezentujici fyzikalné realizovatelné

stavy Castice pozadavek jejich kvadratické integrovatelnosti, J|1//(7,t )| d 7 < +oo, ktery musi byt
R3
splnén v libovolném case 7.

Protoze nestacionarni Schrodingerova rovnice obsahuje navic i derivaci ¢asovou, musime k
podmince okrajové ptidat jesté podminku pocateéni. Ta vzhledem k tomu, ze piisluSna Casova
derivace je prvniho fadu, nabyva tvaru
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Ww(F,t,) =W\,

kde ?, je zvoleny Cas, ktery povaZujeme za pocateni, a v, (¥) zadana kvadraticky integrovatelna

funkce reprezentujici stav systému v tomto Case.

Nalezeni feSeni nestaciondrni Schrodingerovy rovnice pro zadanou pocatecni podminku je v
obecném pfipadé velmi obtizny problém. Ten se ovSem vyznamné zjednodusi, zndme-li Gplny
systém feSeni odpovidajici rovnice stacionarni. Z podrobného vypoctu kromé jiného vyplyva, ze
pocatecni podminka urcuje vyvoj vinové funkce v budoucich ¢asech jednoznacné.

Nestacionarni  Schrodingerova rovnice takto ¢ini kvantovou mechaniku
deterministickou. Vzhledem k pravdépodobnostni interpretaci vinové funkce vsak
hovotime, kvili odliSeni od determinismu klasické mechaniky, o determinismu
kvantovém.

Jednorozmérna nestacionarni Schrédingerova rovnice

V jednorozmérném piipade Ize zptisobem obdobnym tomu, ktery jsme nastinili
vyse, dospét k nésledujicimu tvaru nestacionarni Schrodingerovy rovnice

Kvantovy
determinismus.

+V(x)w(x,t).

1 e

Aurl v £\ ho 1)
ot 2m  dx’

4.3.1. ROVNICE KONTINUITY PRO HUSTOTU
PRAVDEPODOBNOSTI

Rovnice kontinuity

Pod rovnici kontinuity pro veli¢inu X, ktera je spojité rozlozena v prostoru
s prostorovou hustotou p(r,i) a jejiz premistovani v prostoru je popsano

hustotou toku j(7,r), miizeme zapsat ve tvaru

% +divj =0,
ot

kde div je operator divergence.

S rovnici kontinuity se mizeme setkat v riiznych oborech fyziky, vzdy je vSak jeji
interpretace stejnd - jednd se o zdkon zachovani veliciny X. Integrovanim obou
stran rovnice kontinuity pies vybranou oblast prostoru V totiZ ziskame

d - -
—Ipd3r =-jawvjar
dty, Y
a po pouziti Gaussovy-Ostrogradského véty, znamé z vektorové analyzy, dale téZ

de .
al? "=

kde jsme symbolem OV oznacili hranici oblasti V. Vzhledem k obvykle volené

orientaci elementu plochy dS ve sméru vnéjs$i normaly k hranici 0V mizeme
ziskany integralni vztah popsat velmi nazorné slovy:

Gaussova —
Ostrogradského

ViRdA
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Casova zména mnozstvi veli¢iny X obsazené v oblasti V je rovna tomu, co do této
oblasti pfitece nebo z ni odtece hrani¢ni plochou.

To je ovSem formulace, kterou miizeme bezpochyby nazvat zdkonem zachovani
veliciny X.
Rovnice kontinuity pro hustotu pravdépodobnosti

Ukazme si nyni, ze rovnici kontinuity lze formulovat i pro hustotou

pravdépodobnosti vyskytu ¢astice v zadaném bod¢ prostoru - |t//(z7 )| -

Vzhledem ke struktufe obecné rovnice kontinuity budeme potiebovat ¢asovou
derivaci

Wl _owry) _ov* .o
ot ot ot ot

kde w?* oznacuje komplexné sdruzenou funkci k vinové funkci .
Z nestaciondrni Schrédingerovy rovnice ovsem plyne
oy h v ﬂz// _h

,
=— AN -
o YR Ta Tt TR

coz po dosazeni a Upravach dava nasledujici vyraz pro ¢asovou derivaci hustoty

pravdépodobnosti |y (F,1),

0”|t//|2 h
_— A
ot M 2\ YTVERY )

Ziskany vztah je dadle mozno upravit pomoci identity zndmé z vektorové analyzy,
fAg=div(fVg)—-V Vg, vnizjsme symbolem V oznacili vektorovy operator
gradient, a obdrzet tak rovnici kontinuity v obvyklém tvaru

ol [ *}_
P +dlv{2l_Mw/ viy—yWy ) =0.

Jednorozmérna rovnice kontinuity pro hustotu pravdépodobnosti

Obdobnym zplUsobem miizeme z jednorozmeérné nestaciondrni Schrodingerovy
rovnice ziskat odpovidajici jednorozmeérnou rovnici kontinuity

* / %
Ay*y), 0 f I T ) _a
ot ox 21Mk ox ox

Hustota toku pravdépodobnosti

Porovnanim s obecnym tvarem rovnice kontinuity vidime, Ze vyraz

Ty

: _ %
VA A AL )

resp. v jednorozmérném piipadé vyraz
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4

. h oy oyt
]_2iMLW ox ox j’

musime interpretovat jako hustotu toku pravdépodobnosti. Uvedené vyrazy tedy
popisuji, jak se zminénd pravdépodobnost pieléva béhem casového vyvoje,
uréovaného nestacionarni Schrodingerovou rovnici, prostorem.

Za povsimnuti stoji fakt, Ze hustota toku pravdépodobnosti je redlna veli¢ina, tj.
zeplati j = j*, resp. v jednorozmérném piipadé j = j*.

4.3.2. OBECNE RESENiI NESTACIONARNiI SCHRODINGEROVY
ROVNICE

Cisté diskrétni spektrum

Podle principu superpozice mizeme vlnovou funkci popisujici fyzikalné
realizovatelny stav systému psat ve tvaru linearni kombinace vinovych funkci
staciondrnich. V ptipad€ systému s cisté diskrétnim spektrem proto plati

w(r,= Lﬂn,sTn,skf)cXPk—%ﬂ L.

kde vektorovym indexem s = (s, ..., S;) zohledfiujeme moznou degeneraci

jednotlivych energetickych hladin systému. V pifipad¢ nedegenerovaného spektra
by se tento scitaci index ve vySe uvedené sumé nevyskytoval.

Vzhledem k tomu, Ze princip superpozice byl vid¢i ideou pii formulovani
nestacionarni _Schrodingerovy rovmnice, musi ji nutné¢ vySe uvedend suma
vyhovovat, coz miizeme snadno ovéfit prostym dosazenim.

Linearni kombinace stacionarnich vlnovych funkci proto zaddva obecné feSeni
nestacionarni Schrodingerovy rovnice systému s Cisté diskrétnim spektrem.

K jednoznacnému ur€eni tohoto feSeni musime vSak najit zatim neznamé
koeficienty 4, ,. U¢inime tak pomoci pocate¢ni podminky w(7,z,) =y \7), v niz

je v, (¥) zadana komplexni funkce. Musi tedy platit

wo(r)= Lfkq,sfn,skf)cxr)k—%a ln\

K osamostatnéni konstant 4, vyuzijeme ortogonality prostorovych Casti
staciondrnich vlnovych funkci, o nichZz navic budeme piedpokladat, Ze jsou
normalizovany k jedniCce. S vyuzitim bra-ketové symboliky miZeme proto psat
<‘Pm,q“{’n,s>:5 Oy kde O, je zobecnéné Kroneckerovo delta.

mn= qs?

Po vynéasobeni obou stran pocatecni podminky, kterou pomoci bra-ketové
symboliky zapisujeme ve tvaru |l//0>=Z:A7,5s ‘Pnjs>exp(—i /h zleva bra-

vektorem <‘Pm a ‘ a s vyuzitim ortogonality stacionarnich vinovych funkci ziskame

Zobecnéné
Kroneckerovo delta.
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<‘I’m’q‘t//())=ZAW’S<‘Pm7q“Pn’S>eXp(—%Etn\:VA 56 exn(—%E e

i
=4,, exp(—EE ﬂ
a dale téz

4,4 =exp(iE tﬂ/‘? |1//A\zexr)(iE tn\ [ *(Fnu/o@a r.
' h h

u

Pro zadanou pocatecni podminku w,(¥) jsou tedy koeficienty A4, , a proto i

mq?

vlnova funkce w(7,r), ur€eny jednoznacné.

Musime vS$ak mit na paméti, zZe rizné pocatecni vinové funkce, které se navzajem
1181 pouze nenulovym multiplikativnim faktorem, popisuji pocatecni stav systému
stejn¢ dobte. Podobna nejednoznacnost se pochopitelné pienasi i na obecné feseni
nestacionarni Schrodingerovy rovnice. Vybereme-li si vSak jednu ze vSech
moznych ekvivalentnich pocatecnich podminek, bude jiz toto feSeni urceno
jednoznacné.

Snadnym vypoctem déle zjistime, ze v kazdém Case plati

_[|l//(7,z)| ar= s ar=y 4,).

Normalizace vinové funkce, kterd spliuje nestaciondrni Schrodingerovu rovnici,
se tedy s Casem neméni.

Cisté spojité spektrum

Pro systém s cisté spojitym spektrem je mozno podle principu superpozice psat
obecnou kvadraticky integrovatelnou vinovou funkci ve tvaru

w(r,) = LAE’STE’SU_;)CXPK—E rar.
S s ’
kde integrujeme pies mnoZinu vSech spojitych energii a vektorovym indexem s
zohledniujeme moZznou degeneraci jednotlivych energetickych hladin.

I pravé wuvedend integralni linearni kombinace spliluje nestaciondrni
Schrodingerovu rovnici, a zaddva tedy jeji obecné feseni.

Neznamé koeficienty 4, ziskdme pomoci poc¢ate¢ni podminky

l//O(F):JLAE,STE’S(F)cxpk—EmA 1dE.

S

z niZ 1ze vhodnym postupem, piesahujicim vSak ramec tohoto textu, ziskat pfi
vhodné ,,normalizaci® ¥,

i W *
Ag =exp(£Etﬂ r‘{’E,s (Hywyoprya r.
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4.3.3. KVANTOVY DETERMINISMUS

Je kvantova mechanika teorii deterministickou? Zda se, Ze nikoliv. Zatimco
klasickd mechanika hovofi pfesnou feci Cisel reprezentujicich hodnoty rtznych
méfitelnych veli¢in, mechanika kvantova dava jen ,,nepfesné*, pravdépodobnostni
piedpovédi. Podivejme se na tento problém podrobné;ji.

Klasicky determinismus

Stav soustavy hmotnych bodi zadavame v klasické mechanice jejich
soufadnicemi a rychlostmi a jejich ¢asovy vyvoj popisujeme napt. Newtonovymi
pohybovymi rovnicemi. Zadame-li stav soustavy hmotnych bodi ve zvoleném
pocateCnim Case, tj. zaddme-li v tomto Case polohy a rychlosti vSech castic,
mizeme, alesponl teoreticky, pomoci Newtonovych pohybovych rovnic urcit
jednoznaéné téz stav soustavy (polohy a rychlosti ¢astic) v libovolném case
budoucim.

Uvedeny fakt, ¢asto zobectiovany na celou klasickou fyziku, se obvykle nazyva
klasickym determinismem. Jeho zhusténou a velmi efektni formou je Laplacetv
vyrok, ze bude-li mit k dispozici pocatecni polohy a rychlosti vSech castic ve
vesmiru, bude schopen ptedpovédéet jednoznacné jeho budoucnost.

Meze klasického determinismu

Ve skutecnosti nardzi ovSem klasicky determinismus, a to i v ramci samotné
klasick¢é mechaniky, na nepiekonatelné meze. Piedev§im ptesna piredpovéd
budoucnosti vyzaduje presné zadani pocatecniho stavu. To je ovSem, jako kazda
jind experimentdlni procedura, zatizeno experimentdlnimi chybami. Ackoliv
klasicka fyzika véfi, ze je mozno tyto chyby neomezené minimalizovat, moderni
teorie dynamickych systému ukazuje, Ze nékdy 1 zanedbatelné¢ malé chyby mohou
vést k nepredvidatelnému chovani systému v budoucnosti.

Druhé omezeni spocivd v matematické narocnosti feSeni klasickych pohybovych
rovnic. I dneSni vykonné superpocitate umoznuji, s pfijatelnymi vypocetnimi
naklady, numerickou integraci klasickych pohybovych rovnic soustav, které
obsahuji maximalné nckolik tisic ¢astic, a to jesté navic pouze pro realné Casové
tiseky v rozmezi 107" —107"° s. Klasicka ptedpovéd miize byt proto v disledku
technickych komplikaci i pro velmi malé makroskopické systémy (kapka vody)
prakticky nedosaZitelna.

Zobecnény determinismus

Pojmu determinismus vSak muzeme dat 1 ponékud volnéjsi obsah. Pod
deterministickou mizeme rozumét, v zobecnéném slova smyslu, i takovou teorii,
ktera pro zadany pocatecni stav systému umoznuje urcit jednoznacné jeho stav v
libovolném case budoucim. Pfitom vSak blize nespecifikujeme miru informace o
systému, kterd je v zadani stavu obsaZena. Deterministickd teorie musi potom
spliovat nasledujici dvé podminky:

e v ramci této teorie je definovana procedura, jejiz pomoci mizeme jednoznacné
definovat stav studovaného systému,

e je formulovdna pohybova rovnice, kterd umozinuje k zadanému pocatecnimu
stavu urcit jednoznacné stavy budouci.

Klasicky
determinismus a
jeho meze.

Deterministicka
teorie.
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Kvantovy determinismus

Ve vyse uvedeném zobecnéném smyslu je kvantovda mechanika teorii
deterministickou. V jejim rdmci umime popsat stav studovaného systému pomoci
vinové funkce 1 zformulovat pohybovou rovnici, nestaciondrni Schrodingerovu
rovnici, jejiz feSeni je pro zadanou pocatecni podminku urceno jednoznacné.

Mira informace obsazené ve vinové funkci pochopitelné neobstoji ve srovnani s
mirou informace klasické. Polohy i rychlosti ¢astic nemtizeme méfit neomezené
piesné. V disledku Heisenbergovych relaci neurcitosti plati, ze ¢im presnéji
zméfime polohy jednotlivych castic, tim méné presné miuzeme zméfit jejich
rychlosti a naopak.

Informace vyzadovana klasickou mechanikou je v rdmci mechaniky kvantové
poskytovana pouze v pravdépodobnostni, statistické formé, coz muze vést
k predstavé kvantové mechaniky jako teorie indeterministické. Vzhledem k vyse
feCenému je vSak takovy pohled ponékud nespravedlivy. V ramci klasickych
pozadavkl, které jsou vsSak i1 klasickou fyzikou nesplnitelné, jisté kvantova
mechanika indeterministickd je. V zobecnéném slova smyslu se vSak jedna o
dokonalou deterministickou teorii.

Shrnuti kapitoly

Nestaciondrni nebo také casova Schridingerova rovmice je zakladni rovnici
kvantové mechaniky. Popisuje ¢asovy vyvoj kvantového systému.

Z nestacionarni Schrédingerovy rovnice lze odvodit rovnici kontinuity pro hustotu

pravdépodobnosti |g//(/7 Ny V této rovnici figuruje veliina

= mw/ vy —yViy *) , zvana hustota toku pravdépodobnosti, ktera ukazuje,
i

jak se preléva prostorem pravdépodobnost vyskytu ¢astice v jednotlivych bodech.

Pro zadanou pocate¢ni a okrajovou podminku je nestacionarni Schrodingerova
rovnice jednoznacné fesitelna. Mluvime o tzv. kvantovém determinismu.

Otazky Kk procvi¢eni a opakovani

1) Formulujte nestacionarni Schrédingerovu rovnici. Jaky je jeji vyznam?

2) Jakymi uvahami lze tuto rovnici sestavit (nikoliv odvodit!)?

3) Vysvétlete podrobné, co vyjadiuje obecna rovnice kontinuity? Jaky ma tvar?

4) Jak lze z nestacionarni Schrodingerovy rovnice odvodit rovnici kontinuity?
Pro jakou veli¢inu?

5) Co je to kvantovy determinismus? Co ma spolecného a ¢im se lisi od
klasického determinismu?

6) Jak souvisi problém determinismu kvantové mechaniky s nestacionarni
Schrodingerovu rovnici?

Koresponden¢ni ukol €. 6

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na jednu z otazek kapitoly
4.3.
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4.4. KORESPONDENCE MEZI KLASICKOU A KVANTOVOU
MECHANIKOU

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e objasnit vztah mezi kvantovou a klasickou mechanikou;
e odvodit druhy Newtontv pohybovy zakon z nestacionarni Schrodingerovy
rovnice pro jednu Castici.
Pojmy k zapamatovani:

kvaziklasické prFibliZeni, stiedni hodnota veli¢iny, nestaciondrni Schriodingerova
rovnice, 2. Newtoniiv pohybovy zdkon.

Cas poti‘ebny k prostudovani udiva kapitoly:
1 hodina

Existuje vztah mezi klasickym a kvantovym popisem?

Klasicka a kvantovd mechanika jsou na prvni pohled naprosto odlisné teorie, a to
jak svou matematickou strukturou, tak i fyzikalnimi pfedstavami.

Tak napft. stav jednocasticového systému popisujeme v ramci klasické mechaniky
uspotadanou Sestici realnych Cisel (poloha a hybnost) a pohybové rovnice jsou
obvykle psany jako obycejné diferencidlni rovnice (Newtonovy pohybové
rovnice).

V mechanice kvantové popisuje stav Castice, pokud odhlédneme od casové
zéavislosti, komplexni funkce tti redlnych proménnych (vinova funkce) a Casovy
vyvoj se fidi parcidlni diferencidlni rovnici (zndmou nestaciondrni
Schrodingerovou rovnici).

Na druhé strané vSak tuSime, Ze mezi obéma teoriemi musi existovat zky vztah.
NaSe zkuSenosti s vyvojem fyziky totiz naznauji, Ze nova, piesnéjSi teorie
zpravidla zahrnuje 1 teorii star$i jako své vice ¢i méné& piesné pfibliZeni. Jisté¢ tomu
tak bude 1 s kvantovou a klasickou mechanikou. Zatimco pro urcité systémy (napf-.
atomy) musime pouzit, chceme-li obdrzet kvantitativné spolehlivou ptedpovéd’,
model kvantovy, bude pro jiné (napf. slune¢ni soustava) pfiijatelny jak model
kvantovy, tak i klasicky. A tehdy musi oba modely poskytovat velmi blizka
experimentalné verifikovateln4 data.

V tzv. kvaziklasickém priblizeni 1ze ukazat, Ze klasickd mechanika je pfiblizenim
kvantové mechaniky nultého f4du v mocninach Planckovy konstanty. Pfesnéji, ze
jedna z pohybovych rovnic klasické mechaniky, tzv. rovnice Hamiltonova-
Jacobiho, je nultym pfiblizenim nestacionarni Schrodingerovy rovnice. V této
kapitole se soustfedime na jinou formu hledané souvislosti: na to, jak z
nestaciondrni Schrédingerovy rovnice vyplyvaji pohybové rovnice Newtonovy.
Pro jednoduchost se omezime na jednocasticovy systém.

Kvaziklasické
pfiblizeni.
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2. Newtonuv zakon

V kvantové mechanice nemohou soufadnice polohy a hybnosti bodové Castice
nabyvat ostfe definovanych hodnot. To, co obvykle v ramci klasického popisu
jako polohu ¢i hybnost ¢astice oznacujeme, jsou ve skutecnosti stedni hodnoty
téchto velicin.

Tak naptiklad pod polohou ¢astice v Case ¢ ve stavu popsaném normalizovanou
vlnovou funkci y rozumime

Fu)= | Flw\r,t)| a r.
0°

Vzhledem k Casové zavislosti vinové funkce zavisi na Case 1 odpovidajici sttedni
hodnota. V ramci klasické interpretace to znamend, ze se Céstice pohybuje
prostorem, pficemz okamzita (stfedni) rychlost tohoto pohybu je ziejmé déna

prvni ¢asovou derivaci (sttedni) polohy, v\z)=ar )/ at, coz po dosazeni dava
5\1)=—J‘71//U7 1 ar= FL

dt 7. A4 ) At

4 v
—+ ar,
ot v ot )

a F=Jn7ly/"'

kde hvézdickou oznacujeme komplexni sdruzeni.

Casova zavislost vlnové funkce y vSak reprezentuje kvantové-mechanicky vyvoj
systému, samotnd vinova funkce musi tedy spliovat nestaciondrni
Schrodingerovu rovnici. Do vyrazu pro rychlost proto miizeme za Casové derivace
w a y* z této rovnice dosadit

oy n v oy* h

-——— Ay +—Ww a A(//"'—KU/*
ot 2iM in ot 2iM ih

a ziskat tak po upravach vztah
- ) )
=— TvVydadr=—— “vwar,
com Y Y VR
v némz symbolem V oznafujeme vektorovy operator gradient.

K formulaci druhého Newtonova zédkona vSak potfebujeme znat zrychleni ¢astice.
Ziskany vztah proto musime derivovat jesté jednou

M@ YT TR Ay e

Po opétném dosazeni z nestacionarni Schrodingerovy rovnice a po upravach
obdobnych tém, které jsme provedli vyse, ziskame

MZI=J wr|l—vru)war.
o

Vyraz na pravé stran¢ posledni rovnosti mizeme i1 bez velké piedstavivosti
interpretovat jako stfedni hodnotu zdporné vzatého gradientu potencidlu, v némz
se studovana cCastice pohybuje, nebo téz jako stredni hodnotu pusobici sily.
Ziskany vztah mizeme proto Cist takto:
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Soucin hmotnosti castice a jejiho stfedniho zrychleni je roven stfedni hodnoté
pusobici sily.

To ovSem velmi pfipomind tvrzeni, které je obsahem 2. Newtonova zdkona -
jednoho ze zakladnich postulati klasické mechaniky. Nyni jsme jej vSak obdrzeli
jako disledek pohybové rovnice mechaniky kvantové, jako duasledek
nestacionarni Schrédingerovy rovnice.

Jeste zieteln€j$i souvislost s klasickym popisem vidime, bude-li mit ¢éstice
v zadaném stavu ostfe lokalizovanou polohu. Tehdy odpovidajici vinovou funkci
reprezentujeme vinovym balikem, pochopitelné normovanym k jednicce. Integrand
na pravé strané posledni ziskané rovnosti je v tomto pfipadé¢ nenulovy pouze na
malém okoli stfedni hodnoty polohy 7 a pii vypodtu piislusného integralu
mizeme pouzit vétu o stfedni hodnoté

I(//*(—VV(?))(//a Fz\—vykf)” wryar.

Kvantovou verzi 2. Newtonova zakona mizeme proto s ohledem na normovani
vlnové funkce  ptepsat pro siln€ lokalizovany vinovy balik do tvaru

Mad~—v v(T),

coz je az na zanedbatelné neptesnosti, které se objevily v diisledku aplikace véty o
sttedni hodnoté¢, 2. Newtontv zédkon ve své klasické podob¢.

Vinovy balik.

Shrnuti kapitoly

Kvantova teorie neni popienim klasické fyziky, nybrz jejim rozSifenim. Pro béZné
makroskopické systémy (napf. kapku vody nebo planety) davaji oba pfistupy v
podstaté stejné vysledky. Kvantovani energie a dalSich veli¢in je u makroobjektti
tak jemné, Ze je nelze viibec pozorovat.

V klasické fyzice métime strredni hodnoty hybnosti, soufadnic a ostatnich velicin.
Pro jednu ¢éstici se da z nestacionarni kvantové teorie odvodit klasicky Newtoniiv
druhy pohybovy zdkon (pro sttedni hodnoty zrychleni a plisobici sily). Obdobné
odvozeni 1ze provést i pro obecnéjsi systémy.

Otazky k procviceni a opakovani

1) Jaky je vztah mezi klasickou a kvantovou teorii? Je kvantova teorie poptfenim
klasické fyziky?

2) Vysvétlete rozpor mezi moznosti sou¢asného méieni polohy a hybnosti ¢astice
v klasické fyzice a nemoZznosti t¢hoZ v kvantové mechanice.

3) Odvod'te druhy Newtontliv zdkon z nestacionarni Schrédingerovy rovnice pro
jednu c¢astici.

Koresponden¢ni ukol ¢. 7

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na otazku €. 2 kapitoly 4.4.
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4.5. JEDNODUCHE KVANTOVE-MECHANICKE SYSTEMY

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e provést kvantové-mechanicky rozbor problému volné ¢astice;

e provést kvantové-mechanicky rozbor problému problému ¢astice
v jednorozmérné pravouhlé potencidlové jamé nekonecné hloubky;

e provést kvantové-mechanicky rozbor problému problému Castice
v jednorozmérné pravouhlé potencialové jamé konecné hloubky;

e provést kvantové-mechanicky rozbor linedrniho harmonického oscilatoru;

e provést kvantové-mechanicky rozbor tuhého rotadtoru rovinného a
prostorového;

e provést kvantové-mechanicky rozbor priichodu c¢éstice jednorozmérnou
obecnou a pravouhlou potencidlovou bariérou.

Pojmy k zapamatovani:

potencidlni energie, staciondrni stav, energetické spektrum, casovy vyvoj, volna
Castice, jednorozmérnd pravouhla potencidalova jama nekonecné hloubky,
jednorozmérna pravouhla potencidlova jama koneéné hloubky, linedrni
harmonicky oscilator, tuhy rotdtor rovinny, tuhy rotdtor prostorovy,
jednorozmérna potencidalova bariéra, jednorozmérna pravouhla potencidlova
bariéra.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
3 hodiny

Matematickd struktura kvantové teorie je velmi komplikovana. Proto je moZno
rozte$it v analyticky uzavieném tvaru jen nékteré nejjednodussi problémy. Pro
naprostou vétSinu alespont Castecné realistickych modelll je zapotiebi pouZit
pribliznych metod nebo feSeni provést numericky.

Mezi nejvyznamnéj$i modelové systémy, pro néz je mozno teSit staciondrni a
nestacionarni Schrédingerovu rovnici jednoduchymi matematickymi prostredky,
patii

e volnd castice,

e jednorozmérna pravouhld potencidlova jama nekonecné hloubky,

e jednorozmérna pravouhla potencidalova jama konecné hloubky,

linearni harmonicky oscilator,

e tuhy rotator,

e jednorozmérna potencialovd bariéra,

e jednorozmérna pravouhld potencidalova bariéra.
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4.5.1. VOLNA CASTICE

Potencial

Volnou ¢&astici rozumime castici, na kterou neptisobi zadné sily. Ve
Schrédingerovée rovnici miizeme proto povazovat potencial vnéjSich sil za nulovy,
tj. V'=0.

Stacionarni stavy

Staciondrni Schrodingerovu rovnici pro volnou ¢astici o hmotnosti M

h_
—ny=E
M 4 .4

feSime pomoci separace proménnych. Z podrobného feSeni vyplyva, ze
stacionarni vlnové funkce miizeme pro volnou Castici psat ve tvaru

v = Aexp[i(kxx+ k,y +kzz)J,

kde A4 je (obecné komplexni) konstanta a vektor k = [k,,k,,k.] spliiuje podminku

k2+k2+k2=—2ME.

X 5% z

Nemaji-li vinové funkce divergovat v nekone¢nu, jsou piipustné pouze nezaporné
energie, E>0. VySe uvedené vlnové funkce nejsou vSak kvadraticky
integrovatelné a neodpovidaji tedy zadnému fyzikéalné realizovatelnému stavu.

Diskrétni cast energetického spektra volné Castice je proto prazdna a nezaporné
energie patii k cdsti spojiteé.

Az na zékladni (£ = 0) je kazda z energetickych hladin degenerovand, nebot
konkrétni volbé energie odpovidd nespocetné mnoho vinovych funkci zadanych

vektory k, které spliuji podminku kx2 + ky2 + kz2 =2ME/h

Vyse uvedené stacionarni vlnové funkce odpovidaji prostorovym castem de

Brogliecho rovinnych monochromatickych vin. Vektor k je tedy vlnovym
vektorem a podle de Broglieho vztahu souvisi s hybnosti studované castice

prostiednictvim vztahu p ="

Ziskané stacionarni vlnové funkce odpovidaji (nerealizovatelnym) staviim volné
¢astice s presné definovanou hybnosti.

Casovy vyvoj

Z teSeni nestaciondarni Schrodingerovy rovnice pro systémy s Cisté spojitym
spektrem pro volnou ¢astici vyplyva, ze Casovy vyvoj vinové funkce ¢, kterou je
mozno v pocateCnim Case £, psat ve tvaru




De Broglieho thlovéa
frekvence.

Prabéh potencialu
Jjednorozmérné

nrAviAthlA
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(p(?,l0)= | \yuc)cxp\mf}a K,

je dan vztahem

qo(F,tjz J ty\ic)cxlekfc.F—wt”a K,

kde
g k)
" oM

je de Broglieho uhlova frekvence ptitazena volné Castici s ostfe definovanou
energii E.

Je-li funkce @ nenulové pouze na malém okoli pevné zvolené¢ho vlnového vektoru

—

k, , popisuje vySe uvedeny integral Siteni tzv. vinového baliku prostorem.

4.5.2. JEDNOROZMERNA PRAVOUHLA POTENCIALOVA
JAMA NEKONECNE HLOUBKY

Potencial

Jednorozmérnd pravouhla potencialova jama nekonecné hloubky odpovida
modelovému potencialu

V(x)=0,  x<(0,L),
V(x)=+o, x&(0,L).

Castice pohybujici se v poli tohoto potencialu bude zfejmé ,,uvéznéna* na tisecce
(0,L). Volba nulové hladiny potencialu i umisténi jdmy na ose x jsou pochopitelné
ponechany na nasi libovlli a fyzikalné relevantni vysledky na nich nezaviseji.
Typicky pribéh pravouhlého potencialu nekonecné hloubky je znazornén na
obrazku.

V(x) =0 X

x=0 x=L

V poli tohoto potencidlu budeme studovat staciondrni stavy a pohyb jediné
Castice, jejiz hmotnost ozna¢me M.
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Stacionarni stavy

Z podrobného teseni staciondarni Schrodingerovy rovnice je plyne, ze

energetické spektrum Castice v jednorozmérné potencidlové jameé nekonecné
hloubky je cisteé diskrétni a nedegenerované. Ptipustné hodnoty celkové energie
jsou dany vztahem
7'h
o =
2M
kde n je ptirozené ¢&islo.

n.,

Témto energiim odpovidaji az na multiplikativni konstantu jednoznacné urcéené
vlastni vinové funkce

w,(x)= Bsin(‘/ﬂ;{E" %) pro x€(0,L),

s

w,(x)=0 pro x¢(0,L).

Pribéh kvadratd jejich moduli |l//n (x)|2 znéazornuje pro ruzné volby kvantového

Cisla n ptipojeny obrazek.

Casovy vyvoj

Z podrobného teSeni nestaciondrni Schrodingerovy rovnice pro systémy s Cisté
diskrétnim spektrem pro castici v nekonecné hluboké pravouhlé potencidlové
Jjdme vyplyva, ze Casovy vyvoj vinové funkce ¢, kterou je mozno v pocate€nim
Case f, psat ve tvaru

n=1

je dan formuli

Prabéh hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu éastice

v jednorozmérné
pravouhlé
potencialové jamé
nekonecné hloubky
pro vybrané
stacionarni stavy.



Casovy vyvoj
hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu Castice

v jednorozmérné
pravouhlé
potencialové jamé
nekonecné hloubky
pro vybrané
stacionarni stavy.
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o(x,t) = i‘ocn exp{—%E (1 —tn)}yn(x),

n=1

kde E, a y, jsou vySe uvedené vlastni energie a odpovidajici vlastni vlnové
funkce.

4.5.3. PRAVOUHLA POTENCIALOVA JAMA KONECNE
HLOUBKY

Potencial

Jednorozmérna pravouhla potencidlova jama konecné hloubky odpovida
modelovému potencialu

V(X) = 0, X e (OaL)a
v(x)=V,, x¢(0,L),

kde ¥, je kladna konstanta. Volba nulové hladiny potencidlu 1 umisténi jdmy na
ose X jsou pochopitelné ponechdny na nasSi libovili a fyzikélné relevantni
vysledky na nich nezaviseji. Typicky pribéh pravouhlého potencidlu konecné
hloubky je zndzornén na obrazku.
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V(x) =V, V(x) =V,

x
n
o
x
n
-

V poli tohoto potencidlu budeme studovat staciondrni stavy a pohyb jediné
Castice, jejiz hmotnost oznac¢me M.
Stacionarni stavy

Z podrobného feSeni staciondrni Schrédingerovy rovnice pro studovany systém
plyne, ze

Prabéh potencialu
jednorozmérné
pravouhlé
potenciélové jamy
konecné hloubky.

energetické spektrum Castice v jednorozmérné potencidlové jamé konecné
hloubky sestava z diskrétni a spojité casti.

Diskrétni energetické hladiny jsou nedegenerované a naintervalu (0,Vo) jsou
uréeny rovnicemi

[tg(ka)—ﬂ _o, [tg(ka)l}o,

K

kde

oo |PMUAZE) ) 2ME
n n

Tyto rovnice nejsou analyticky fesitelné, mizeme je vSak feSit numericky nebo
graficky. Pribéhy kvadrati modulli vybranych staciondrnich vlnovych funkci
znazornuje obrazek.

Pribéh hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu ¢astice

v jednorozmérné
pravouhlé
potencialové jamé
konecné hloubky
pro vybrané
stacionarni stavy.



Casovy vyvoj
hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu Castice

v jednorozmérné
pravouhlé
potencialové jamé
konecéné hloubky
pro vybrany stav (viz
text).
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Spojitd Cast energetického spektra studovaného systému odpovidd intervalu
energii (V,,+o0). Kazda energie patfici ke spojité Casti energetického spektra je

dvakrat degenerovana.

Pro libovolnou energii E >V, miZeme totiz vzdy najit dvé nezavisld feSeni
stacionarni Schrodingerovy rovnice y, a w,, kterd sice nejsou kvadraticky
integrovatelna, nediverguji vSak v nekonec¢nu. Tato feSeni odpovidaji, zhruba

feCeno, Castici nalétavajici na jamu zleva, resp. zprava.

Casovy vyvoj

Zname-li stacionarni stavy systému, muzeme nestaciondrni Schrédingerovu
rovnici tesit standardnim zpiisobem.

V nésledujicim se omezime na vlnové funkce, které je mozno ziskat jako linedrni
kombinaci staciondrnich vlnovych funkci pfisluSejicich diskrétnim energetickym
hladindm. Tyto vinové funkce reprezentuji vazané stavy cdstice a jejich Casovy
vyvoj je zadan formuli

p(x,0)=2 v, () exp[—%E (t- tn)}

kde E a y, jsou piislusné diskrétni energie a jim odpovidajici stacionarni

vlnové funkce a koeficienty ¢, jsou jednoznacné urceny z pocatecni podminky
gD(X, tO) = ch‘//n (x)'

Jako ilustraci vySe uvedené formule uvadime animaci asového vyvoje kvadratu
absolutni hodnoty vlnové funkce ¢(x,f), ktera je v pocatecnim Case ¢, dana

superpozici zdkladniho a prvniho excitovaného stavu ¢astice v potencidlové jame
kone¢né hloubky.”

gm_4 9 5 di_1.avi
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Casovy vyvoj vinovych funkei, které konstruujeme v né&jakém pocateénim case ¢,
jako integralni linedrni kombinaci vinovych funkci pfislusejicich ke spojitym
energetickym hladinam

o(x,t,) = jf(aEl//g +bEl//;)dEa

Yo

je dan formuli

+o0 . . ;
o(x,t) = J. (aEl//E +bEl//E)exp{—gE(t —t. )}a’E
v,

4.54. LINEARNI HARMONICKY OSCILATOR

Potencial

Linedrni harmonicky oscilator je modelovy systém zahrnujici ¢astici vdzanou na
primku, kterd se nachazi v poli sil popsanych potencidlem

Vi(x)= % rx’, Y

kde yje kladna konstanta. Typicky prabéh potencialu V' znazoriiuje obrazek.

\'

Prubéh potencialu
linearniho
harmonického
oscilatoru.

Tento model je ve fyzice mimotfadné vyznamny a uzite¢ny, protoze malé¢ kmity
naprosté vétsiny realnych systémil kolem jejich rovnovaznych poloh je mozno s
dostatec¢nou presnosti popsat praveé pomoci kvadratického potencialu.

V poli tohoto potencidlu budeme studovat staciondrni stavy a pohyb jediné
castice, jejiz hmotnost ozna¢me M.
Stacionarni stavy

Z podrobného teSeni staciondarni Schrodingerovy rovnice pro studovany systém
vyplyva, Ze

energetické spektrum linedrniho harmonického oscilatoru je ciste diskrétni a
nedegenerované. Ptipustné hodnoty celkové energie jsou dany vztahem a)

E,=(n+1/2)h
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kde o= 1/)// M je, podobné jako v klasickém ptipadé, thlova frekvence
oscilatoru a kvantové Cislo n nabyva nezapornych celo¢iselnych hodnot.

Témto energiim odpovidaji az na multiplikativni konstantu jednoznacné urcéené
vlastni vinové funkce, které je mozno po normalizaci k jednicce psat ve tvaru

&~

Hermiteovy
polynomy.

Prabéh hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu ¢astice u
linearniho
harmonického
oscilatoru pro
vybrané stacionarni
stavy.

T

v, (x)=4 M;) ;_H ( @x\exn(—M—;oxﬂ.

N s

Symbolem H, (z) oznacujeme Hermiteuv polynom n-tého stupné. Pribch

kvadrati modulti vinovych funkci |1//n ()c)|2 znazoriiuje pro vybrané volby

kvantového Cisla n nasledujici obrazek.

T T~

Casovy vyvoj

Z podrobného feSeni nestaciondrni Schrodingerovy rovnice pro systémy s Cisté
diskrétnim spektrem pro linedrni harmonicky oscildtor vyplyva, Ze Casovy vyvoj
vlnové funkce ¢, pro kterou je mozno v pocatecnim Case #, psat

(D(X, tO) = Z cnlr//n (X),
n=1

je dan formuli

¢(x,t)=§cneXp{—%E H—A)}%(x),

n=1

kde E, a y, jsou vySe uvedené vlastni energie a odpovidajici vlastni vlnové
funkce linearniho harmonického oscilatoru.

Jako ilustraci uvedené¢ formule znazornuje piipojend animace casovy Vyvoj
|(p()c,t)|2 pro vlnové funkce, které jsou v pocatecnim case f, dany superpozici

dvou sousednich staciondrnich stavii, ¢(x,%,) =y, (x) +y,, (x).
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n=4
Casovy vyvoj
hustoty
pravdépodobnosti
vyskytu castice u
nh=2 linedrniho
harmonického
oscilatoru pro
vybrané stavy (viz
text).
n=0
gm_4_ 9 9 di_1.avi
4.5.5. TUHY ROTATOR
Pod tuhym rotatorem rozumime hmotny bod o hmotnosti M pohybujici se =)
v neménné vzdalenosti kolem pocatku soutadnicové soustavy.
Nahradime-li hmotnost M redukovanou hmotnosti, mizeme tento model pouzit
v nezménéné formé 1 pii popisu rotace soustavy dvou hmotnych bodi kolem
spole¢ného t€zisté, béhem niz se jejich vzdjemnd vzdalenost neméni. Model
tuhého rotatoru se d4 snadno roz$ifit i na obecnou tuhou soustavu linearné
usporadanych hmotnych bodd.
Vramci klasické mechaniky je pohyb tuhého rotatoru rovinny. Prestoze v
mechanice kvantové podobné omezeni neplati, feSime a porovnavdme niZe pro
nazornost oba ptipady — rovinny i obecny, prostorovy tuhy rotdtor.
Rovinny tuhy rotator - stacionarni stavy
Rovinu pohybu rotitoru mlZeme bez Ujmy na obecnosti ztotoZznit se
soufadnicovou rovinou (x,y). Vzhledem k symetrii problému je vyhodné v této
roving piejit do poldrnich souradnic, kdy Laplaceiiv operdtor nabyva tvaru Laplacev operétor
o0 190 1 & v polarnich

souradnicich.

=—+ +—=—.
o’ ror r’ogp’

Protoze je vzdalenost studovaného hmotného bodu od pocatku soutadnicoveé
soustavy konstantni, nebude na ni vinova funkce ¥ sytému zéaviset, ¥ = ¥(¢).
Derivace podle » miizeme tedy ve vySe uvedeném vyrazu pro Laplaceiiv operdtor
zanedbat. Staciondrni Schrédingerova rovnice nabyva takto tvaru

— h_ —_—
2Mr* do®

EY.

Z jejiho podrobného feseni vyplyva, ze

I energetické spektrum rovinného rotatoru je ciste diskrétni: | =)
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-
2Mr*
Kvantové ¢islo / nabyva nezapornych celoc¢iselnych hodnot.

l =

Odpovidajici vlastni vlnové funkce je mozno pro /=0 psat jako linearni
kombinace dvou nezavislych feSeni vysSe uvedené Schrodingerovy rovnice
¥ (p)=exp(ilp) a ¥, (@) =exp(—ilp). Pro /=0 degeneruji tato dv& feeni v

jediné ¥, (@) = konst.

Spektrum rovinného tuhého rotatoru je tedy navic, s vyjimkou zékladni hladiny,
degenerované

Laplacelv operator
ve sférickych
souradnicich.

Operator kvadratu
momentu hybnosti.

Rovinny tuhy rotator - ¢asovy vyvoj

Z podrobného teSeni nestaciondrni Schrodingerovy rovnice pro systémy s Cisté
diskrétnim spektrem pro rovinny tuhy rotator vyplyva, ze Casovy vyvoj vlnové
funkce @, kterou je moZno v po€atecnim case #, psat ve tvaru

O(p,1)) = 4, + f[AI‘PT(r/)) +BY (9]

je dan formuli

O(p,1) =4, + i[AI‘PT (p)+ B Y, () Jexp [—%E (1—t. )],

kde E, a ¥, jsou vySe uvedené vlastni energie a odpovidajici vlastni funkce.

Prostorovy tuhy rotator - stacionarni stavy

V ptipadé prostorového rotatoru je vyhodné vyuzit jeho sférické symetrie a piejit

do sferickych souradnic, v nichz Laplaceny operator nabyva
2 2 2
tvaruA:a—2+zg+i2 a2+c0tg(0)i+ - 21 82 .
or- ror r\o0 06 sin“(0) Op

Vsimnéme si, Zze thlova ¢ast Laplaceova operatoru piipomind operdator kvadratu
momentu hybnosti vyjadieny ve sférickych soufadnicich

. I 2 2
L'=—h cotg(<9)inL . 21 6—2 :
| 06" 00 sin“(0) Op

VInova funkce systému opé€t nezavisi na vzdalenosti od pocatku, kterd je podle
definice tuhého rotatoru neménnd a hraje tedy roli konstantniho parametru,
Y =Y(6,p), a Stacionarni Schrédingerova rovnice nabyva proto tvaru

1
2Mr?

[>W = EY neboli 1> =2Mr*EY.

Stacionarni vlnové funkce prostorového tuhého rotatoru odpovidaji viastnim
funkcim  operatoru  kvadratu momentu  hybnosti, které jsou obvykle
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reprezentovany funkcemi kulovymi, ¥, (8,9)=1Y,,(0,9), kde [ je nezaporné celé

Cisloa m=—1,-1+1,...,/—1,/. Odpovidajici vlastni energie ziskdme z vyrazu pro
vlastni hodnoty kvadratu momentu hybnosti

2MrPE, =1(I+Dh

Spektrum prostorového tuhého rotatoru je tedy ciste diskrétni a kromé zékladni
energetické hladiny degenerované. Kazdé vlastni energii E, odpovida totiz

celkem 2/+1 nezavislych vlnovych funkci.

Prostorovy tuhy rotator - ¢asovy vyvoj

Z podrobného reseni nestaciondrni Schrodingerovy rovnice pro systémy s Cisté
diskrétnim spektrem vyplyva pro tuhy rotator, Ze ¢asovy vyvoj vinové funkce @,
kterou je mozno v po¢ate¢nim Case ¢, psat ve tvaru

+oo [
(I)(@’ w’to) = z z Alelm (09 ¢)7

=1 m=-I

je dan formuli

DO, p,t) = io{ i A,m)’,m(é’,(o)}exp{—%E, (t—t. )},

I=1 Um=-I

kde E, a ¥
funkece.

jsou vyse uvedené vlastni energie a odpovidajici vlastni vinové

Im

4.5.6. JEDNOROZMERNA POTENCIALOVA BARIERA

Potencial

Typicky potencidl zadavajici jednorozmérnou bariéru je zndzornén na obrazku.

Vv

Typicky prubéh
potencialu
jednorozmérné
potencialové
bariéry.

Ma tyto charakteristické rysy:

je nenulovy jen na omezené oblasti osy x (zde interval (a,b) ), vn¢ této oblasti je
nulovy, na zadané oblasti je kladny a ma na ni praveé jedno lokalni maximum a
7adné lokalni minimum.

Resena uloha



Zakon zachovani
energie.

Simulace prdaletu
Castice
potencialovou
bariérou — klasicky
popis.
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Budeme studovat céstici pohybujici se v poli potencidlu reprezentujiciho
jednorozmérnou potencidlovou bariéru. Ve zvoleném pocatecnim ¢ase umistime
¢astici vlevo od bariéry do (libovolného) bodu, v némz je potencidl nulovy, a
udélime ji nenulovou rychlost orientovanou smérem k bariéfe. Zajimadme se
zejména o to, zda Castici nalezneme v dostatecné vzdalené budoucnosti, kdy se jiz
op¢t pohybuje mimo dosah potencialu, vlevo ¢i vpravo od bariéry.

Klasicky popis

Reseni vyse uvedené ulohy mizeme v ramci klasické mechaniky najit pomérné
snadno napftiklad pomoci zdkona zachovani energie

1 1 2
—Mv* +V(x)=—Mv,”,
> (%) 5 MY

kde M je hmotnost ¢astice, x a v jeji poloha a rychlost a v, rychlost po€atecni.
Charakter pohybu ¢astice pochopitelné zavisi na jeji pocatecni rychlosti v, a tedy
1 celkové energii E=1/2M voz. Typické situace ilustruje pro dvé rozdilné
pocatecni podminky E <V, a E>V, (V, je vySka potencidlové bariéry) pro
jednoduchou pravouhlou bariéru ptipojena animace:

qm_4_9_16_b1_1.avi

Z této animace 1 z vySe uvedené rovnice jsou ziejme nasledujici zavery:

Castice s energii £ menSi nez ¥ se od bariéry vZdy odrazi,

Castice s energii v&tsi nez ¥, bariérou vzdy prochazi.

Kvantovy popis

V ramci kvantové mechaniky neni chovani ¢astice tak jednoznacné jako v ptipadé
klasickém.

Bez ohledu na svou energii miiZze ¢astice s jistou pravdépodobnosti bariérou projit
a s jinou pravdépodobnosti se od ni odrazi. Specidln¢ muze dojit k prichodu
bariérou i v piipad¢é, kdy klasicka fyzika ptedpovidd odraz (tumelovy jev), a
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naopak ¢astice se miize od bariéry odrazit i v ptipadé, kdy klasicky popis ptipousti
pouze pruchod.

Pravdépodobnosti prichodu bariérou a odrazu od ni jsou piimo méfitelné
veli¢iny. Jsou definovany takto: Oznatme N celkovy pocet Castic o energii E,
které byly proti bariéfe vyslany. Dale necht” N, oznacuje pocet ¢astic, které se od

bariéry odrazily, a N, pocet Castic bariérou proslych. Pfedpokladame ovSem, Ze
béhem interakce s bariérou zadné castice nezanikaji ani nové nevznikaji, tj.
N=N,+N,. Pravdépodobnost priichodu Ccdstice  bariérou P, a
pravdépodobnost  jejiho  odrazu  od  bariéry P, pak definujeme

. . N
hmﬂaPT= lim —L.
No+o N N—+o N

vztahy P, =

Vzhledem k zachovani poctu ¢astic plati £, + B. =1.

Pravdépodobnost prichodu ¢astice bariérou ¢i odrazu od ni je tedy nutno chapat
statisticky jako veli¢inu meéfenou na zékladé¢ velkého mnozstvi identickych
pokusti provedenych s identickymi ¢asticemi.

V nékterych z téchto pokusti Castice bariérou prochdzeji, v jinych se od ni
odrazeji. Vzdy ale nastava jen jedna z obou moznosti! Pokud napiiklad v
konkrétnim pokusu najdeme ¢éstici za bariérou, nemohla se tatdz ¢astice soucasné
od bariéry odrazit a nemiizeme ji tedy najit pfed bariérou. A naopak, nalezneme-li
castici v konkrétnim pokusu pted bariérou, nemohla tatdz Castice bariérou projit.
Viz téz pfipojend animace.

Pravdépodobnosti P, a P, zaviseji na energii Castice £ 1 na parametrech

charakterizujicich potencidlovou bariéru. Konkrétni zavislosti je mozZno ziskat pro
zadany potencial feSenim odpovidajici staciondrni Schrodingerovy rovnice. Jako
ilustraci  tohoto  postupu uvadime ptiklad pravouhlé  potencidalové

bariéry.JEDNOROZMERNA PRAVOUHLA POTENCIALOVA BARIERA

Potencial

Jednorozmérna pravouhla potencialova bariéra odpovidd modelovému
potencialu

V(x)=V,, xe(0,L),
V(x)=0, x&(0,L),

kde V, je kladna konstanta. Typicky prib&h pravouhlé potencidlové bariéry je
znazornén na obrazku.

Pravdépodobnost
prichodu castice
bariérou.

=




Prubéh potencialu
Jjednorozmérné
pravouhlé bariéry.

Hustota toku c¢astic.

Pravdépodobnost
odrazu a pruchodu
Castice bariérou.
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V(x)=V,

V(x)=0 V(x)=0

Resend uloha

Pro castici s danou energii £ hleddme pravdépodobnosti priniku vySe zadanou
bariérou a odrazu od ni. Jak je popsano na jiném miste, méfeni téchto
pravdépodobnosti miizeme uspotfadat nasledujicim zplisobem: Bariéru ozatujeme
zleva ustdlenym proudem &astic, jemuz odpovidajici hustotu toku” oznagime
symbolem j. Nékteré z ¢astic, které dopadnou na bariéru, se od ni odrazi, jiné
bariérou projdou. OdraZzenym c¢asticim odpovida jistd staciondrni hustota toku,
kterou oznacime j,. Casticim pro§lym bariérou pak piifadime hustotu toku Jr Z

orientace smerd pohybu dopadajicich, odrazenych a proslych castic plyne: j >0,
Jr<0a j,>0.

Pravdépodobnosti odrazu a priichodu bariérou pak miizeme urcit ze vztaht

Jr

J

P =

R

Jr
J

Jr
J

:—‘]—IfaPT:
J

Podle definice poclitame totiz napfiklad pravdépodobnost odrazu P, jako

lim N,/N. Vzhledem ke stacionarnimu usporadani dopadne na bariéru za ¢as ¢
N—+o00

celkem N =| j t| Castic a za stejny cas se od bariéry odrazi N, :| Jr t| castic.
Limitni ptechod N —+co odpovida ziejme ptrechodu ¢ — +oo. Proto mizeme
psat

o 1 .
IRl im
Jz‘ t—+00

Jr

Jr
T ,

J

t—>+0

Podobné uvahy miZeme provést, a ziskat tak odpovidajici vztah, 1 pro
pravdépodobnost priichodu F,.

VysSe popsany experiment ma stacionarni uspofaddani a navic pozadujeme, aby
castice dopadajici na bariéru mély zadanou energii. Hlubsi analyza, kterd vSak
zcela prekracuje ramec naSeho vykladu, ukazuje, Ze hustoty toku

* Pod hustotou toku &astic v zadaném bodé& rozumime poclet &astic, které projdou detektorem
umisténym v tomto bod¢ za jednotku casu. Toto ¢islo navic opatfime znaménkem. Pokud se
castice pohybuji v kladném sméru, ptifadime toku kladné znaménko a naopak.

Prichod
potencia
bariérou

inl~ atns
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pravdepodobnosti odpovidajici stacionarnim vlnovym funkcim je mozno ztotoZnit
s vySe zavedenymi hustotami toka ¢astic. Pfimo se proto nabizi moznost hledat
pravdépodobnosti P, a P. pomoci staciondrni Schrédingerovy rovnice.

Odraz od pravouhlé potencialové bariéry - FeSeni pomoci stacionarni
Schrédingerovy rovnice

Jako ilustraci toho, jak se staciondrni Schrédingerova rovmice pouziva pii
nalezeni pravdépodobnosti prichodu a odrazu ¢astic od pravouhlé potenciadlové
bariéry, si uved'me vysledky plynouci pro Castice, jejichz energie E je mensi nez
vyska bariéry V.

Z podrobného feSeni pro ¢astici o hmotnosti M nachazejici se v poli vyse
uvedeného potencialu vyplyva, ze stacionarni vinové funkce nabyvaji pro zadanou
energii E <V tvaru

w(x) = A, exp(ikx) + B, exp(—ikx) pro x € (—0,0),
w(x) = A, exp(kx) + B, exp(—«x) pro x €(0,L),
w(x) = Ay, exp(ikx) + By, exp(—ikx) pro x & (0,+0),

kde k=\2ME/i" a i =\2M(V, - E)/i

VInovym funkcim tohoto tvaru odpovidaji hustoty tokii pravdépodobnosti

. h
J; =M\|A[| —|B1|2) pro xe(—oo,O),

. h
Jur = ﬁ\lﬂml _|B111|2) pro x € (O>+OO)-

Vievo od bariéry je hustota toku dana souCtem piispévkll odpovidajicich
dopadajicim a odrazenym ¢asticim:

j=(h [ aji=—(n

Vpravo od bariéry se mohou podle zadani nachédzet pouze Castice proslé. Jim

|2

ziejmé& odpovida tok j, = (h ) J,|2. V této oblasti se naopak nemohou
nachdzet zadné Castice pohybujici se v opacném sméru. Proto musime polozit

B, =0.
Pro pravdépodobnosti priachodu ¢astice pravouhlou bariérou a odrazu od ni takto
ziskame

2 2

AI

B

PE = =

Jr
J

Jr
J

a P =

1
Konstanty 4,, B, a A, nejsou ovSem navzajem nezavislé. Z podrobné analyzy

vyplyva, ze napf. konstanty B, a A, jsou nasobky konstanty 4,, kde ptisluSné
multiplikativni faktory zaviseji pouze na energii £ a parametrech zadéavajicich

Stacionarni vinové
funkce pro

jednorozmérnou
potencialovou

bariéru.



Explicitni vyjadfeni
pravdépodobnosti
odrazu a pruchodu
Castice
jednorozmérnou
pravouhlou
bariérou.
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potencidlovou bariéru. Kone¢né formule pro pravdépodobnosti odrazu a prichodu
Castice studovanou bariérou mizeme psat ve tvaru

Y 1 Y 1
P,=1-16| — — P =16| — —
k) A . k) A

kde

1-i& 1+ i%
A =det .
[l + i%}exp(ch) {1 — l%:| exp(—xL)

Shrnuti kapitoly

Reseni nestacionarni i stacionarni Schrodingerovy rovnice je obecné obtiznym
ukolem. Pro nékteré tzv. jednoduché kvantové systémy presto lze nalézt feseni
relativné snadno, n€kdy dokonce v analytickém tvaru. Navic jsou tyto systémy
dilezitymi modelovymi systémy a zakladni rysy jejich feSeni lze pouzit i pro

vvvvvv

Mezi jednoduché kvantové systémy patii: volnd Ccdstice, jednorozmeérna
pravouhla potencidlova jama nekonecné hloubky, jednorozmérnda pravouhla
potencidlova jama konecné hloubky, linearni harmonicky oscilator, tuhy rotator
rovinny i prostorovy a jednorozmeérnd obecna a pravouhla potencialova bariéra.

U kazdého zuvedenych systéml nds zajima predevSim: pribéh potencialni
energie V(7), tvar stacionarnich vlnovych funkci a energetické spektrum (feSeni
stacionarni Schrodingerovy rovnice) a casovy vyvoj (feSeni nestacionarni
Schrodingerovy rovnice).
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Otazky k procviceni a opakovani

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Zrekapitulujte zakladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
volné ¢astice.

Zrekapitulujte zakladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
castice v jednorozmérné pravouhlé potencidlové jamé nekonecné hloubky.

Zrekapitulujte zékladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
castice v jednorozmérné pravouhlé potencidlové jamé konecné hloubky.

Zrekapitulujte zdkladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
castice linearniho harmonického oscilatoru.

Zrekapitulujte zakladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
tuhého rotatoru rovinného a prostorového.

Zrekapitulujte zdkladni poznatky z kvantové-mechanického rozboru problému
priachodu ¢astice jednorozmérnou obecnou a pravouhlou potencidlovou
bariérou.

Zaméite se zejména na prubeh potencialni energie, tvar stacionarnich vinovych
funkci, energetické spektrum a casovy vyvoj uvedenych systémd.

Koresponden¢ni ukol ¢. 8

Vypoctéte pravdépodobnost prichodu elektronu o energii E <V, pravouhlou

potencialovou bariérou vysky ¥, . Hodnoty E a ¥, volte libovolné, nejlépe nékolik

elektronvoltu.
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4.6. MODERNi FORMULACE KVANTOVE MECHANIKY

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e objasnit podstatu Dirakovy moderni formulace kvantové mechaniky;
e formulovat Dirakovy kvantovaci podminky a princip korespondence;
e uvést explicitni tvar operatort zakladnich dynamickych veli€in;
e formulovat presné¢ pomoci operatorové symboliky relace neurCitosti a
pojem nekompatibility dvou veli¢in.
Pojmy k zapamatovani:

dynamicka proménnd, samosdruZeny operdtor, bra-ketova symbolika, Dirakovy
kvantovaci podminky, Poissonovy zavorky, komutdtor, princip korespondence,
Hamiltoniiv operdtor, relace neurcitosti, kompatibilni a nekompatibilni veliciny,
Robertsonitv vitah.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
2 hodiny

Dynamické proménné

Pod dynamickymi  proménnymi  (pozorovatelnymi) rozumime veliCiny
charakterizujici stav studovaného systému (poloha, hybnost, energie atd.)
V kvantové mechanice je reprezentujeme samosdruzenymi operdtory.

Pro¢ samosdruzené operatory - inspirujici priklad

Podle prvniho Bornova postulatu poclitdme stiedni hodnotu k-té souradnice
polohy bodové cCastice, k = 1, 2 a 3, ve stavu popsaném vinovou funkci w podle
vztahu

X, = Jixk |l//|2 d’F = Jvrxpa r.

Pomoci bra-ketové symboliky je mozno tento vztah dale ptepsat do formalné
jednodussiho tvaru

X :<W )A(kl//>9

v némz jsme zavedli operdtor X, , ktery pusobi na vlnovou funkei tak, Ze nasobi

jeji funkéni hodnoty nezavislou proménnou x,, X,|w) E‘ka> =x,|w). Tento

operator je definovan na stavovém prostoru studované¢ho systému (mnozin¢ vSech
kvadraticky integrovatelnych funkci), ktery je, jak je uvedeno na jiném miste,
prostorem Hilbertovym.
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Operator X, je tedy operdtorem na Hilbertové prostoru stavii studovaného
systému. Snadno ovétime, Ze se jednd o operdtor linedrni, ktery méa navic nékteré
specialni vlastnosti. Plati totiz

(p|Xw)= [ o*(xy)d'F = | (g pwa F = (A 2
J

o

A
wewvr

X, je tedy operatorem symetrickym a podrobnéjsi analyza, kterd vSak presahuje

ramec naseho vykladu, vede dokonce k zavéru, ze se jedna dokonce o operdtor
samosdruzeny.

Podobnou tuvahu, jakou jsme pravé provedli pro polohu studované Castice,
muizeme provést i pro jeji hybnost. Na jiném misté je ukdzano, ze stfedni hodnotu
k-t¢ slozky hybnosti ¢astice ve stavu popsaném vinovou funkci  mtzeme urcit

ze vztahu
Polohu a hybnost
_ < Aur\ . Ize reprezentovat
P, =Mv, = .[ w*| —ih Y samosdruzenymi
o° ax, ) operatory.

coz je mozno piepsat pomoci bra-ketové symboliky do tvaru

13/cl//> )

D =<l//

kde jsme zavedli operdtor P, =—ih  x, Tento operator je rovnéz linedrni a =&

samosdruzeny.

Podrobnéjsi analyza vSak opét piesahuje rdmec této prace, ackoliv ovéfeni
samotné symetrie neni nikterak komplikované (pro jednoduchost je provadime jen
v jednorozmérném piipade):

< |f) > T *( " A\ h+20 Aur h+ff/lm*n/ ﬂqp*jd
= —I L _ldx=
i m(" ax ) v dx s\ ax dx

*
_ . W Adm* wor A\ A
h )
- - e ax 2\ ax ) \ I

Zde vzhledem ke kvadratické integrovatelnosti vinovych funkci ¢ a w pokladame
[o*w ] =0.

Reprezentace dynamickych proménnych operatory

Anglicky fyzik P. Dirac, zcela jisté inspirovan zavéry podobnymi tém, k nimz
jsme dospéli ve vyse uvedeném piikladu, navrhl,

aby dynamické proménné byly v ramci kvantové teorie reprezentovany
samosdruzenymi _operdtory pusobicimi na stavovéem prostoru studovaného <)
systému.

Na samosdruzenost téchto operatort ukazuji zietelné¢ vyse nastinéné uvahy, sama
ma vsak jesté dalsi, hlubsi vyznam. Dirac totiz predpokladal,
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Samosdruzené
operatory mayji
realné vlastni
hodnoty.

Diraktv formalismus
neni matematicky
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vyhodou je jeho
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podminky.
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ze vlastni _hodnoty operatori odpovidajicich dynamickym proménnym
reprezentuji piipustné, méfitelné hodnoty téchto dynamickych proménnych, jichz
muze systém nabyvat.

Ty jsou ovSem vzdy realné, a proto ze ziejmych divodi pozadujeme, aby takové
byly i zminéné vlastni hodnoty. A pravé samosdruzené operatory nabyvaji pouze
realnych vlastnich hodnot.

Metodu, jak konkrétnim dynamickym proménnym pfifadit kvantové-mechanické
operatory, shrnul Dirac do svych proslulych kvantovacich podminek. Jejich
pomoci je pak mozno zkonstruovat viceméné piijatelnym zplisobem operatory
vSech vyznamnych dynamickych veli¢in - napt. polohy a hybnosti, energie ¢i
momentu_hybnosti. V ramci operatorové verze kvantové mechaniky je mozno
zobecnit vypolet strednich hodnot a strednich fluktuaci dynamickych
proménnych v zadaném stavu, jakoz i formulaci obecnych relaci neurcitosti.

Dirakovo uvedeni Hilbertovych prostorit a operatort na nich do formalismu
kvantové teorie bylo viibec na pielomu dvacatych a tficatych let 20. stoleti
mocnym impulzem pro jeji dalsi rozvoj. A to jak v rozvijeni teorie samotné, tak i
v konkrétnich aplikacich.

Poznamka

S Dirakovym operatorovym formalismem je mozno seznamit se v jeho vynikajici
puvodni ucebnici ¢i v monografii Forménkové. Zde jsme se museli nutné¢ omezit
jen na vybrand zakladni fakta a zavéry. Pro tUplnost je vSak nutno uvést, ze
Dirakem navrZzené postupy nejsou matematicky zcela korektni. Zejména
reprezentace vlastnich hodnot a vlastnich vektord operatori se spojitym spektrem
pfinasi s sebou nemalé potiZe. Proto se brzy po publikovani Dirakovych ideji
objevilo jejich matematicky pfesné zpracovani. V konkrétnich vypoctech vSak
fyzikové téméf bezezbytku pouzivaji byt ne zcela korektni, formaln& vSak
podstatné jednodus$Si Dirakliv formalismus. Ziskané vysledky jsou vzdy v
dokonalém souladu s experimentem.

4.6.1. DIRAKOVY KVANTOVACiI PODMINKY

Podle anglického fyzika Diraka pfifazujeme v ramci kvantové mechaniky
dynamickym proménnym samosdruzené operdtory pusobici na stavovém prostoru
systému. Pfedpis, jak to ud¢lat, udavaji nasledujici dva postulaty.

Necht' C je dynamicka proménné definovana prostiednictvim jinych dynamickych
proménnych A4 a B vztahem
C= {A’ B }P ?

kde {A, B} , Jsou tzv. Poissonovy zdavorky znamé z klasické mechaniky. Necht

jsou dale dynamickym proménnym A a B pfifazeny samosdruzené operatory A a
B. Pak proménné C odpovida operator C definovany vztahem
[A,E} —in

kde [A,f’)] oznacuje tzv. komutdtor operatora A a B
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Pro¢ se na pravé stran¢ rovnosti [A,ﬁ] =ih vyskytuje multiplikativni faktor i ?

Z definice Poissonovych zdvorek a z rozmérové analyzy plyne predevsim, zZe
rozmér proménné C je dan podilem soucinu rozmért veli¢in 4 a B a soucinu
rozmérd hybnosti a soufadnice. Ten je ovsem J.s (Joule krat sekunda) a na pravé
stran¢ operatorové relace musi tedy nutné stat multiplikativni konstanta stejného
rozméru — tedy J.s. Ukazalo se, ze takovou vhodnou konstantou je ,,Skrtnuta“

konstanta Planckova. Vzhledem k samosdruZenosti operatorii A, B i C musi byt

tato konstanta navic ryze imaginarni.

Princip korespondence

Samotné Dirakovy kvantovaci podminky k jednoznacnému piifazeni operatort
jednotlivym dynamickym proménnym nestaci. Proto se k nim zpravidla pfipojuje
dalsi postulat - princip korespondence.

Necht’ je dynamickd proménna C funkci dynamickych proménnych A4, ..., 4,

C=f(4,...4). Pak ji v ramci kvantové teorie pfifadime operator
C= f (Al,...,AK), kde Al,...,AK jsou operatory prifazené dynamickym
proménnym 4,, ..., 4.

Vyse uvedena funkce f obvykle reprezentuje algebraicky vyraz v proménnych
A, ..., A.. K jeho pfevedeni do operatorové formy uzivame definic algebraickych
operaci pro operatory. Ty mlizeme pomoci McLaurinova rozvoje vyuZzit i k
nalezeni obecnéjSich operdatorovych funkci.

Potize pfi pouziti principu korespondence miize pulsobit fakt, Ze nésobeni
operatori neni obecné¢ komutativni. Pak totiz velmi zalezi na potradi Cinitelt
v operatorovych soucinech. Jejich uspofddani musi byt tedy v konkrétnich
ptipadech vhodné zvoleno (tak, aby teorie byla vnitiné bezesporna a jeji vysledky
souhlasily s experimentem) a lze na n¢ pohliZet jako na dodatecny postulat.

Kazdou dynamickou proménnou je moZno vyjadfit jako funkci zobecnénych
soufadnic a hybnosti studovaného systému. Proto operatory pfifazené
dynamickym proménnym muiZeme vzdy psat jako funkce operatort pfifazenych
souradnicim _a hybnostem. Dirakovych kvantovacich podminek proto musime
nejdiive vyuzit pravé k nalezeni téchto, v jistém smyslu zékladnich, operatori.
Jejich pomoci a s vyuZitim principu korespondence pak jiz relativné snadno
nalezneme operatory vSech dalSich dynamickych proménnych. Mezi jinymi 1 téch,
které hraji v ramci klasické 1 kvantové mechaniky velmi vyznamnou roli - energie
a momentu hybnosti.

4.6.2. POLOHA A HYBNOST

Na zakladé¢ uvah souvisejicich s vypocty stiednich hodnot se pfifazuji
soufadnicim polohy x, a hybnosti p, bodové Castice samosdruzené operdtory

X, =x,,

Poissonovy zavorky.

Princip
korespondence.

Operatory
dynamickych
proménnych jsou
funkcemi operatort
souradnic a
hybnosti.




Dirakovy kvantovaci
podminky pro
operatory souradnic.

Dirakovy kvantovaci
podminky pro

operatory sloZzek
hithinAati
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nebo piesnéji

Xk |(0>Exk(0(7)7

A ) Al 7
P, (p) =—ih

ox,

kde @ je vinova funkce, jejiz nyni nepodstatnou Casovou zavislost zanedbavame.
Na levych strandch defini¢nich rovnosti tuto vinovou funkci zapisujeme pomoci
bra-ketové symboliky.

Ukazme si, ze takto definované operatory spliuji Dirakovy kvantovaci podminky.

Poloha

Pro Poissonovy zdvorky {x,,x,}, miZzeme podle definice psat

kde 6, je Kroneckerovo delta. Podle Dirakovych kvantovacich podminek musi

byt tedy nulovy i komutdtor [Xk ,Xm]. Ptesnéji, pro libovolnou vinovou funkei ¢

z defini¢niho oboru sou¢inu obou operatori musi platit

%, ) =%.X, 0)~X, X0} =|0).

kde |0> oznacuje vlnovou funkci nulovou na celém prostoru. Je tomu skutecné
tak?

Na zaklad¢ definic operatort pfifazenych jednotlivym soufadnicim polohy snadno
ovéiime, Ze plati

ij\(m |¢> _ij\(k |¢> = xkxmgp(’_;) _'xmxk(p\’_;} =V,

nebot’ nasobeni redlnymi Cisly je komutativni. Odpovidajici komutétor je proto
nulovy a definice operatorti pfifazenych jednotlivym soutfadnicim polohy castice
je kompatibilni s Dirakovymi kvantovacimi podminkami.

Hybnost

I pro slozky hybnosti jsou Poissonovy zavorky {p,, p,,}, nulové, a tedy takovymi

musi byt 1 odpovidajici komutdatory. Pro libovolnou vlnovou funkci ¢ z
defini¢niho oboru souginu operatorii P, a P, musi proto platit

(3.2 Jlo) =P, |)~B.B. o) =[0),

kde symbol |O> oznacuje, stejné jako vySe, nulovou vlnovou funkci. Ovéime

platnost této rovnosti.

Na zakladé definice operatort sloZzek hybnosti mizeme psat
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f)k],‘sm

¢> - f)m]’?)k ¢>

_ [ A Am A Am) h; / A*mn Arm
\ ox, ox, o, ox, ) \ ox,ox, o, o, )
Posledni uvedeny vyraz je vsak, vzhledem k zdménnosti potadi parcialnich
derivaci pro dostatecné derivovatelné funkce, nutné nulovy. Nulovost komutatoru
je tedy ovéfena i pro operatory slozek hybnosti.

Poloha a hybnost

Abychom dokoncili ovéfeni Dirakovych kvantovacich podminek pro operatory
slozek polohy a hybnosti bodové c¢astice, musime se jeSt€¢ veénovat jejich
vzajemnym komutacim. Pro odpovidajici Poissonovy zavorky snadno ziskame

3. Op, @ op, O 3
{pk,xm}PEZ( P OX,, 0P me:Z(O—é'kj mj)=—5km,

= 8xj apj 8pj 6xj =

kde o,, opét oznaCuje Kroneckerovo delta. Komutdtor [f’k,fim] musi tedy podle

Dirakovych podminek spliiovat

A A

Pro libovolnou vlnovou funkci z defini¢niho oboru soucinu operatort P, a X

musi tedy platit }‘)k)‘(m | (p) - me)k |(o> =—ih

m

Na zékladé definic uvedenych operatori v§ak mizeme psat

A A Am
P.X, |p)=-in B ho ho o,
S AP
ox,
a tedy téz
f’k5(m|¢>—5(m13k gz)):—ih h

Dirakovy kvantovaci podminky jsou proto ovéfeny i pro vzdjemné komutace
operatord soufadnic polohy a slozek hybnosti.

4.6.3. ENERGIE

Hamiltonuv operator

Dirakovy kvantovaci
podminky pro
polohu a hybnost.

Samosdruzeny operator, ktery v ramci kvantové teorie piifazujeme celkové
energii bodové Castice, nalezneme pomoci principu korespondence.

Celkovou energii Castice o hmotnosti M, kterd se pohybuje ve vné&jSim poli
potencialu V, reprezentujeme v klasické mechanice tzv. Hamiltonovou funkci

H(p,ry=——+v 7).
(p.7) AL




Hamiltontv operator
jako funkce
operatort hybnosti a
polohy.

HamiltonGv operator
po Upravé.

Stacionarni
Schrédingerova
rovnice.
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Odpovidajici kvantovémechanicky operator, ktery se ¢asto nazyva operdtorem
Hamiltonovym, struénéji hamiltonianem, ziskame podle principu korespondence
dosazenim operatorii polohy a hybnosti do vyse uvedeného vztahu. Tedy

S G V(X),
2M

kde jsme zavedli vektorové operatory PELPP PZ,IA’J a XEI_XszaXs]-
(Hranaté zavorky nyni oznacuji slozkovy zapis vektoru, nikoliv komutétor!)
Druhou mocninu operatoru hybnosti a funkci V(X) poditime obvyklym

zpuisobem. Pro libovolnou vinovou funkci ¢ z definiéniho oboru hamiltonianu
tedy miZzeme pomoci definic operatorit hybnosti a polohy psat (v nize uvedeném
vztahu uzivame ¢asteéné bra-ketovou symboliku)

. p 3 AL Am(Fa

p- - 1
Hlp)=—|o)+V(X)|p)=—— | —in h V(7 )i
) 2M|¢’> X)) R o oo ) (F)pnr)

a po upravach

Hip)=-— +V\F)O\F ) =———NO@\F )+ V \F )\ ),
§0> oM = ax; 7)) M Or) TV Ar)ewr)

A

kde symbol A oznacuje Laplaceiiv operdtor. Struénéji tedy

A h
H=———na+V).
M )

Vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru, stacionarni Schrédingerova
rovnice

Podle Dirakovy interpretace reprezentuji vlastni hodnoty samosdruzenych
operdtoru v kvantové mechanice méfitelné hodnoty odpovidajicich dynamickych
proménnych. Vlastni hodnoty Hamiltonova operatoru zadavaji proto
realizovatelné hodnoty celkové energie a odpovidajici viastni vektory (vlnové
funkce) stavy, v nichZ jsou tyto ptipustné hodnoty energie nabyvany. Rovnici pro
vlastni hodnoty hamiltonidnu jednocasticového systému mulzeme psat v
kompaktnim tvaru

Hlp)=E|p)

a po rozvinuti symbolu H téz

h - . -
——— AQP\r)+v\r r)=rp\r).
g BPVITYPT) = Q)

To je ovSem proslulé staciondrni Schrédingerova rovnice.

Rovnice pro vlastni hodnoty hamiltonidnu je tedy totoZzna se stacionarni
Schrodingerovou rovnici studovaného systému a odpovidajici vlastni vinové
funkce odpovidaji vinovym funkcim stacionarnim.
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Nestacionarni Schrédingerova rovnice

Dale téz vidime, ze nestaciondrni Schrodingerovu rovnici mizeme psat pomoci
Hamiltonova operatoru v kompaktnim tvaru

2 . olm)
H|p)=in .

4.6.4. MOMENT HYBNOSTI

Operatory slozek momentu hybnosti

Samosdruzené operdtory, které v ramci kvantové teorie piifazujeme slozkam
momentu hybnosti, nalezneme pomoci principu korespondence.

V klasické fyzice je moment hybnosti bodové ¢astice definovan jako vektorovy
soucin jejiho polohového vektoru a hybnosti

L=rxp,

coz prepsano do slozek dava s pouzitim Levi-Civitova symbolu

3
L, = Z E X Pr-

k=1

Pro odpovidajici kvantovémechanické operatory proto miizeme psat

Levi-Civittv symbol.

3 . _3_ 3
L z &uXi P, .

k=1 Py ax;

Moment hybnosti hraje velmi vyznamnou roli pro ¢astice nachdzejici se v poli
centralnich sil popsanych sféricky symetrickym potencidlem V(r). V klasické
fyzice je totiz v takovém piipad¢ integralem pohybu a zachovava se béhem
casového vyvoje. Protoze je obvykle vyhodné popisovat systémy se sférickou
symetrii pomoci sférickych souradnic, uvedme pro uplnost i odpovidajici
vyjadieni operatorti slozek momentu hybnosti:

. ( A 0
L, =ih —+cotgfcosp— |,
\ 00 op
. [
L, =in i+cotg9sinqz>i ,
L 00 op
. A
L, =inh
op

Operator kvadratu momentu hybnosti

Velmi vyznamnou roli hraje v kvantové mechanice kvadrdt velikosti momentu
hybnosti, jemuz na zakladé principu korespondence pfifazujeme operator

A

=L +L,"+L. .

Operator momentu
hiihinActi vin



Operator kvadratu
momentu hybnosti
ve sférickych
souradnicich.
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Ve sférickych souradnicich mizeme pro néj psat

2o a—(sinﬁij+ 1 & .
| sine 06 00 ) sin’ 0 0¢’

Komutace operatoru pfirazenych momentu hybnosti

A A

Operatory L,, L, a 1:3 navzajem nekomutuji. Da se ukazat, ze plati

Jj?

AR

kde hranatymi zavorkami oznaCujeme komutdtor vepsanych operatorii a €, je

Levi-Civitiiv symbol. Podle kapitoly vénované obecnym relacim neurcitosti neni
proto mozno zméfit vSechny tii slozky momentu hybnosti neomezen¢ piesné.

Viastnimi funkcemi
operatoru kvadratu
momentu hybnosti
Jsou kulové funkce.

Vektor momentu hybnosti neni tedy v ramci kvantové mechaniky méfitelnou
veli¢inou a jeho slozky nejsou kompatibilni pozorovatelné.

Na druhé¢ strané je vSak mozno dokazat, ze operator kvadratu momentu hybnosti
[? komutuje s kazdou z jeho slozek, [I:k,ff } =0.

V ramci kvantové teorie jsou tedy kvadrat momentu hybnosti a libovolna z jeho
slozek, obvykle se voli slozka tfeti, souc¢asné méfitelné. Navic hodnoty I’ a L,

jsou maximalni moznou informaci, kterou miizeme o momentu hybnosti ¢astice v
ramci kvantové mechaniky podat.

Vlastni hodnoty a vlastni funkce operatoru kvadratu momentu
hybnosti

Viastni _hodnoty operatoru [ odpovidaji podle Dirakovy teorie métitelnym
(pfipustnym) hodnotam kvadratu momentu hybnosti. Ziskdme je pomoci
charakteristické rovnice

Cly)=Lw).

ReSeni této rovnice je pomémé obtizné a vyzaduje netrividlni matematické
znalosti. Zde uvedme jen, Ze je ve sférickych souradnicich reprezentovano
kulovymi funkcemi Y, (6,¢) spliujicimi

. I 1 a7 AN 1 A .
L Im = _h 0 Ylm l l h )/lm
| s ob\ 00) sm~ 0 op |
kde / je celé nezaporné Cislo a m nabyva pro zadané [ hodnot -/, -/+1, ..., -1, .V Vedlejsi
atomové fyzice se prvni z téchto Cisel obvykle nazyva vedlejsim kvantovym cislem  magneti
a druhé kvantovym cislem magnetickym. Navic je mozno ukazat, Ze plati kvantove
n AY
L3Y;m = _lh o mh)]lm
op

Kulové funkce jsou tedy spole¢nymi vlastnimi funkcemi operatora [>a I:3.
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4.6.5. STREDNiI HODNOTY A STREDNiI KVADRATICKE
FLUKTUACE

Stredni hodnota

Stifedni  hodnotu veliCiny A, kterou vkvantové mechanice reprezentuje
samosdruzeny operator A, muzeme ve stavu zadaném normalizovanou vinovou

funkci v, J. |l//(17 )| a ¥ =1, poCitat pomoci vzorce (v némz CasteCné pouzivame
0°
bra-ketovou symboliku)

a=(y|Aly)= Iw*(Aw)d?

Vyraz pouzity pro vypocet stfedni hodnoty obecné veliCiny A je inspirovan
vztahy, ktery je mozno v rdmci kvantové mechaniky ziskat pro stfedni hodnotu
polohy a hybnosti ¢astice (viz uvodni ptiklad zde).

Stredni kvadraticka fluktuace

Sti‘edni kvadraticka fluktuace veli¢iny A odpovida podle definice sttedni hodnoté
kvadratu jeji okamzité fluktuace (A -a )2 , coz prepsano do operatorového tvaru

dava

Ad® =(y (A—Ei)2|y/>z IW*[(A—Ei)Z l//:|d37,
o

A

kde 1 je operator identity, tj. pro kazdou vinovou funkci |l//> splnuje relaci

1|l//>=|l//>. Ziskany vyraz mlUZeme dale pfevést umocnénim vyrazu v zavorce

v integralu na levé stran€ do obvykle pouzivaného tvaru

2_ 2 =2
Aa"=a —a’,

v némz jsme zavedli @ = Il//*Azt// d’v \= \(//|A2 |l//>)
R3

4.6.6. RELACE NEURCITOSTI

Na jiném misté ukazujeme, ze stredni kvadratické fluktuace hybnosti a polohy
Castice nejsou nezavislé veliciny. Nyni si ukdZzeme, ze k obdobnym zavérim
muzeme dospét 1 pro dalsi dvojice velicin, k ¢emuz s velkym uZitkem vyuZijeme
Dirakovy operatorové reprezentace dynamickych promeénnych. Dusledné téz
budeme pouzivat bra-ketovou symboliku.

Relace neurdcitosti

Necht A a B jsou samosdruzené operdtory, které v ramci kvantové mechaniky

pfifazujeme dynamickym proménnym 4 a B, a [A,B] necht’ je jejich komutdtor.
Pak plati tzv. Robertsonuv vztah
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b

1 A
AaAb> 5|<1//|[A,B]|1//>

kde Aa a Ab jsou stredni kvadratické fluktuace veli¢in A a B a |‘//> je

normalizovana vlnova funkce popisujici zadany stav studované Castice.
Vyse uvedend formule je zcela jist¢ vhodnym vyjadienim relace neurcitosti pro
veli¢iny 4 a B.
Kompatibilni a nekompatibilni veliciny
Vyse uvedeny komutator operatorti A a B mize byt bud’ nulovy, nebo nenulovy.
Je-li nulovy, tj. plati-li [A,B] =0, fikame, Ze operatory AaB komutuji. V tomto
ptipadé piechazi relace neurcitosti pro 4 a B na trividlni tvar

AaAb >0,

ktery je ovSem vzhledem k definici stfednich kvadratickych fluktuaci vzdy splnén.
Ziskany vysledek mizeme proto interpretovat slovy, Ze méteni veli¢in 4 a B se v
zadaném stavu nijak neovliviiuji a ob¢ veli€iny je mozno v rdmci kvantového
popisu soucasné¢ mefit neomezené piresné. Takové veliCiny nazyvame
kompatibilnimi.

Je-li naopak uvedeny komutator nenulovy, je soucin odpovidajicich stfednich
kvadratickych fluktuaci vzdy vétsi ¢i roven zadanému nezdpornému (zpravidla
kladnému) ¢islu a zmenSeni chyby méfeni jedné veli¢iny znamena proto rist
chyby veli¢iny druhé. Obé¢ veliCiny proto nelze soucasné métit neomezené presné.
Takové veli¢iny nazyvame obvykle nekompatibilnimi.

Poloha a hybnost

Pro komutéatory operatorti pfifazenych odpovidajicim si sloZkdm polohy a
hybnosti bodové Castice, jak odvozujeme na jiném misté, plati

[P X, | =i 2,3.
Dosazenim do Robertsonova vztahu dostavame tak vzhledem k normalizaci
vlnové funkce |‘//>

1 . . h h
drp 2 fwl(=in, L =7

Pro j#k jsou komutatory [f’j,fik] nulové. Nulové jsou i komutatory [)A(J.,)A(k]

a [ﬁ/,f’k}, tentokrat dokonce pro libovolné hodnoty indextt j a k£ Pomoci
Robertsonova vztahu proto mizeme psat

Ax;Ap, 20 (pro j#k), Ax;,Ax, 20 a Ap;Ap, 20 (pro jak libovolne).

To je ale obvykly tvar Heisenbergovych relaci neurcitosti pro polohu a hybnost.

[ Shrnuti kapitoly
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V kvantové mechanice reprezentujeme veliCiny popisujici stav systému
(dynamické veli¢iny) samosdruZzenymi linedrnimi operatory na pfislusném
Hilbertové prostoru vSech stavii. Vlastni hodnoty téchto operatori jsou vzdy
realné a predstavuji vSechny mozné hodnoty dané veliCiny, kterych mize systém
nabyvat a které¢ jediné miizeme naméfit.

Zpusob, jakym dané fyzikalni veliCin¢ piifadit operator, tesi tzv. Dirakovy
kvantovaci podminky a princip korespondence. Zékladnimi veliCinami, jejichz
operatory bychom m¢li znat, jsou poloha, hybnost, energie (Hamiltoniiv operator)
a moment hybnosti.

Operatorovy pfistup spolu s bra-ketovou symbolikou umoziuje zpiehlednit
vypocty stiedni hodnoty a stiedni kvadratické fluktuace dynamickych veli¢in.

Navic Ize zobecnit relace neurcitosti nasledovné: veli¢iny, jejichz hodnoty nelze
m¢éfit soucasné absolutné presné (nekompatibilni veliciny), jsou praveé ty veliciny,
jejichz operatory spolu nekomutuji. Kvantitativné tuto skuteCnost popisuje
Robertsoniiv vztah.

Otazky k procviceni a opakovani
1) Zopakujte si, jak je definovan vektorovy prostor a co je to linearni operator.

2) Pro¢ jsou k reprezentaci dynamickych proménnych pouzity samosdruzené
operatory? Na jakém prostoru pracujeme?

3) Jaky vyznam maji vlastni hodnoty operatoru pfitazeného dané velicing? Jak se
pomoci tohoto operatoru vypocte stiedni hodnota a stiedni kvadraticka
fluktuace této velic¢iny?

4) Definujte Diracovy kvantovaci podminky a princip korespondence. K ¢emu
slouzi?

5) Uvedte konkrétni tvar operatord polohy, hybnosti, energie a momentu
hybnosti. Ktery z téchto operatort se nazyva Hamiltontv?

6) Co je to komutator a jakou roli hraje pti ureni kompatibility dynamickych
velicin? Uved’te matematicky vztah (jak se nazyva?).

Koresponden¢ni ukol ¢. 9

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na otazku €. 3, €. 4, €. 5 nebo
¢. 6 kapitoly 4.6.




84 4. Kvantova mechanika

4.7. SYSTEMY VICE CASTIC

Po prostudovani této kapitoly budete schopni:
e formulovat pojem spinu castice a uvést jeho zakladni vlastnosti;

e objasnit, jak se zapoCteni spinovych efektli projevi v popisu castice
pomoci vlnové funkce;

e definovat fermiony a bosony;

e formulovat tzv. princip nerozliSitelnosti totoznych Ccastic a vysvétlit,
k jakym disledkiim tento princip vede v popisu systému vice totoznych
éastic;
e definovat Slateriiv determinant a uvést jeho vyznam;
e formulovat Pauliho vylucovaci princip a odvodit jej z obecnéjSich
predpokladi.
Pojmy k zapamatovani:

spin, moment hybnosti, vicesloZkova vinova funkce, Pauliho matice, fermion,
boson, totoiné Castice, princip nerozliSitelnosti, permutace, symetrickd a
antisymetrickda vilnova funkce, Slateriiv determinant, Pauliho vylucovaci
princip.

Cas potiebny k prostudovani u¢iva kapitoly:
2 hodiny

4.71. SPIN

Spin je dynamicka proménna, ktera nema v klasické fyzice odpovidajici protéjsek.
Nutnost jeho zavedeni do kvantového popisu ¢astic vyplynula ze slavného
experimentu Sternova-Gerlachova.

Spin je interpretovan jako vlastni moment hybnosti ¢éastice a jemu v ramci
kvantové teorie pfifazené operdtory maji podobné vlastnosti jako operatory
odpovidajici orbitdlnimu momentu hybnosti.

To znamend, Ze operatory piifazené jednotlivym slozkdm spinového vektoru
nekomutuji a samotné slozky nejsou kompatibilnimi velicinami. Sou¢asné proto
muizeme s neomezenou piesnosti urcit napiiklad pouze velikost spinu a hodnotu
jedné jeho vybrané slozky, zpravidla treti, z-tové.

Velikost spinu |§ | je kvantovana stejn¢ jako velikost orbitdlniho momentu
hybnosti. Jeji ptipustné hodnoty jsou proto dany vztahem

|§| =ss+ )i

v némz s je tzv. spinové kvantové cislo. Pro danou castici je toto Cislo
charakteristickou konstantou podobné jako naptiklad jeji hmotnost ¢i naboj.
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V odbornych textech byva casto spinové kvantové cCislo se spinem castice
zaménovano. Pak hovofime strucné o astici se spinem s.

Také treti slozka spinu s. je kvantovana podobné jako tieti slozka orbitalniho
momentu hybnosti:

s, =mh

kde m, je tzv. magnetické spinové kvantové cislo. To miiZe pro Castici se spinem s
nabyvat celkem (2s+1) hodnot: -s, -s+1, ..., s-1, s.

I magnetické spinové kvantové ¢islo byva casto zaméenovano s tieti slozkou spinu
s

z*

Viceslozkové vinové funkce

Zatimco velikost spinu je pro libovolnou castici vzdy konstantni a
charakteristickd, jeho tieti, z-tova slozka mize nabyvat vSech vySe uvedenych
hodnot.

Aby byl stav castice uréen jednoznacné, musime kromé jeji polohy (nebo
hybnosti) zadat i okamzitou hodnotu tieti slozky jejiho spinu. V ramci kvantove-
mechanického popisu se to projevi tim, ze vinovd funkce bude zaviset i na spinové
proménné s_.

Tak napt. v x-reprezentaci musime psat, bereme-li v uvahu spin Castice,
W= l//(F,ms,z ). V matematickém formalismu kvantové teorie je vak obvyklejsi

popis pomoci tzv. viceslozkovych (multikomponentnich) vinovych funkci (spinorii)
(v. (o)
W(r,= L

-

VAGOY,
kde y.(r,))y=wr,m =c,1).

Multikomponentni vinova funkce je reprezentovana sloupcovym vektorem, jehoz
jednotlivé slozky odpovidaji vinové funkci studované ¢astice se zadanou z-tovou
komponentou spinu. Takovy sloupcovy vektor ma pro Castici se spinem s celkem
(2s+1) fadkh. Tak napf. pro Castici se spinem 1/2 (napf. elektrony) musime pouzit
dvoukomponentni vlnovou funkci.

SZ
Je-li viceslozkova vlnova funkce normovana k jednicce, Z J. |\|1 ((7sr ) ar=u
S==s. "

udava vyraz I|\|l§ (rye )| @ r pravdépodobnost, Ze Castici nalezneme v oblasti
Q

prostoru Q a jeji tieti slozka spinu bude mit hodnotu & Pravdépodobnost nalezeni
Castice v oblasti €, bez ohledu na z-tovou komponentu jejiho spinu, je pak déana

jako > j|w§(7,[)| a7 a konedn& vyraz j|w§(7,z,| a 7 udava
$=-5.Q 0

pravdépodobnost, ze tfeti komponenta spinu ¢astice nabyva v zadaném stavu

hodnoty &.

Multikomponentni
vinova funkce
nebo-li spinor.




Reprezentace
operatort maticemi.

Pauliho matice.

Trajektorie ¢astice
je klasicky pojem,
ktery nema
kvantovy protéjsek.
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Operator spinu

Pti pouziti vicesloZzkovych vinovych funkci odpovidaji spinovym staviim c¢astice
se spinem s vektory z (2s+1)-rozmérného Hilbertova prostoru.

Operatory, které jednotlivym komponentdm spinu v rdmci kvantové mechaniky
pritadime, budou proto samosdruzenymi operatory na tomto prostoru a miizeme je
reprezentovat hermitovskymi maticemi o (2s+1) fadcich a sloupcich.

Tak napf. pro Castice se spinem 1/2 vystatime s maticemi 2 X 2, pro ¢astice se
spinem 1 potfebujeme matice 3 X 3 atd.

Operatory pfifazené jednotlivym slozkdm spinu castice splnuji obdobné
komutacni relace, s jakymi se setkavame u orbitdlniho momentu hybnosti,

[sj,skazh o

Pro elektrony (a dalsi ¢astice se spinem 1/2) 1ze operator spinu psat jako

S=1/2h
0 1 0 —i 1 0).
kde o, = , 0, = ao,= jsou tzv. Pauliho matice.
1 0 i 0 0 -1

Vzhledem k tomu, Ze spin nema klasicky protéjSek, neni mozné jej chapat jako
dasledek vlastni rotace studované ¢astice kolem néjaké prostorové osy. Spin je
prosté jen dalsi veli¢inou charakterizujici tuto Castici, podobné jako napft. jeji
hmotnost ¢i naboj.

4.7.2. NEROZLISITELNE CASTICE

Princip nerozlisitelnosti

V ramci kvantovémechanického popisu jsou totozné castice nerozlisitelné.

Totozné Castice je nutno v kvantové mechanice chdpat ponckud odlisn€ od toho,
na¢ jsme zvykli v mechanice klasické. V ramci klasického popisu totiz vzdy
predpokladame, ze i Castice, jejichZ vSechny fyzikalni vlastnosti jsou shodné, je
mozno alespon v principu navzijem odliSit. Napft. tak, Zze kazdé z nich ptidélime
pozorovatele, ktery bude mit za tUkol sledovat jeji trajektorii. Takovému
pozorovateli mizeme pridélit identifikac¢ni Cislo a to mlizeme pak pouzit i k
odliSeni ,,jeho* ¢astice od ostatnich. Zajimame-li se v budoucnosti o nékterou ze
studovanych castic, napt. ¢astici K, stai se obratit na pozorovatele K a ten nam na
ni podle potieby ukéze.

V kvantovém svété ovSem nic takového mozné neni! Pfedevs§im Castice uz nejsou
lokalizovany v prostoru, jejich vlnové funkce se mohou nejriznéjSim zplisobem
piekryvat a klasické trajektorie neexistuji. Proto je nemtze Zadny pozorovatel
»uhlidat®. Navic se v pifipadé mikroskopickych castic jejich sledovani
pozorovatelem neobejde bez podstatného ovlivnéni jejich pohybu. Tak kupf.
pozorovat ¢astici znamend, ze ji musime osvitit svétlem a nasledné registrovat
odrazené (rozptylené) fotony. Srazka fotonu s mikroskopickou ¢astici vSak muze
velmi vyznamné ovlivnit jeji dalsi vyvoj.
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Vinové funkce

Jakékoliv vinova funkce soustavy N nerozliSitelnych ¢astic musi nutné¢ zohlednit
fakt, ze libovolnou permutaci (zameénou) téchto Castic neni mozno zménit stav
studovaného systému. Chceme-li proto pii popisu nerozliSitelnych ¢astic vyuzit
formalismu, ktery jsme zavedli pro Ccastice rozliSitelné, je nezbytné nutné
pozadovat, abychom permutaci dvojic polohovych a spinovych proménnych
jednotlivych ¢&astic, 7,g,, ziskali vlnovou funkci, kterd popisuje stejny
kvantovémechanicky stav jako funkce pivodni. Dvé vinové funkce popisuji ale,
vzhledem ke své statistické interpretaci, stejny stav systému, je-li jedna
(komplexnim) nasobkem druhé.

Permutace argumentli mnohocasticové vlnové funkce se mize tedy v piipadé
nerozliSitelnych ~ Céastic  projevit nanejvyS odliSnosti v komplexnim
multiplikativnim faktoru. Pracujeme-li s normovanymi vlnovymi funkcemi, ma
tento faktor navic jednotkovou velikost.

Specidlnim piipadem permutace je vymeéna (transpozice) dvou Castic, napt. Castice
K a L. Té mizeme piitadit operator P, splitujici

P, l//(...,FK,gK,...,FL,gL,...)Egz/\...,la,gL,...,FK,gK,...).

Ma-li vinova funkce w spravné popisovat systém nerozliSitelnych castic, musi
podle vyse fecen¢ho splitovat pro libovolnou dvojici indexi K a L vztah (a je
komplexni ¢islo)

Py v =ay.
Vzhledem k nerozliSitelnosti studovanych €astic musi byt navic toto Cislo stejné
pro vSechny mozné dvojice indexit K a L. Je velmi snadné urcit jeho hodnotu.
Dvoji aplikace téhoz operatoru transpozice vede totiz k ptivodni vinové funkci

A

y=PyPy, v =Py, ay=a’y.

Odtud jiz vidime, ze a” =1 a samotny multiplikativni faktor tedy nabyva hodnot
+1.

Vhodnymi kandidaty na vinové funkce systému N nerozliSitelnych castic jsou
proto jen ty funkce, které se pii vyméné libovolné dvojice Castic neméni nebo
nanejvys zméni své znaménko. Prvni z uvedenych funkci se nazyvaji vinovymi
Sfunkcemi symetrickymi a druhé vinovymi funkcemi antisymetrickymi. Pfi provedeni
libovolné permutace ¢astic se symetrické vinové funkce nezmeéni a antisymetrické
zméni své znaménko podle znaménka provedené permutace.

Je mozZno dokazat nasledujici tvrzeni, podrobné&jsi analyza vSak piekracuje ramec
této encyklopedie a je j1 mozno najit ve specializované literature.

Charakter vinové funkce libovolného systému obsahujiciho nerozlisitelné Castice
se neméni ani v disledku samovolného ¢asového vyvoje, ani v disledku vnéjsich
zasahl do né;.

Systémy nerozliSitelnych ¢astic se takto pfirozené déli na dve velké skupiny

e ty, které popisujeme symetrickymi vinovymi funkcemi,

Permutace
nerozlisitelnych
castic.
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e ty, které popisujeme vlnovymi funkcemi antisymetrickymi.

Z kvantové teorie pole vyplyva, ze prvni typ Castic nese celoCiselny spin a typ
druhy ma spin polo&iselny. Castice s celo¢iselnym spinem se obvykle nazyvaji
bosony, nebot’ ve velkych (makroskopickych) systémech vyhovuji tzv. Boseho-
Einsteinové statistice. Céstice nesouci spin polodiselny se ze stejného divodu
nazyvaji fermiony. V makroskopické limité totiz vyhovuji tzv. Fermiho-Dirakovu
rozdéleni.

Vyjadreni vicec¢asticovych vinovych funkci pomoci funkci
jednocasticovych

Vinové funkce viceCasticovych systémti Casto vyjadiujeme pomoci vinovych
funkei jednocasticovych. Mozné je to napiiklad pro soustavy neinteragujicich
castic, s pribliznou platnosti ale i pro ¢astice interagujici.

Ozna¢me @, (7,5, ) normované jednocasticové vinové funkce. Pak ziejmé jejich
souCin  @(#,&;5--.s Ty s Gy ) = P15 G )Py \ Ty -Gy ) miZeme chapat jako jednu z

moznych vinovych funkci studovaného N-Casticového systému. V piipadé
rozliSitelnych ¢astic bezezbytku, v piipad¢ ¢astic nerozliSitelnych je tieba zajistit
spravné chovani této funkce vzhledem k permutaci castic.

Tak napft. pro bosony musime pouzit vinovou funkei symetrickou,

W(TsG1ses Ty s G ) = ﬁ%(pl kfp(l)aGp(l))---¢Nk7P(N)sGP(N))-

Suma naznacend v uvedeném vyrazu probiha ptes vSechny rtizné permutace ¢astic

a faktor 1/+/N! je do né&j zahrnut v z4jmu zachovani normalizace viceasticové
vlnové funkce.

Pro fermiony musime naopak pouzit vlnovou funkci antisymetrickou

Pauliho vylu¢ovaci
princip.

W(HsG1sees Ty Gy ) = ﬁ%51811\1')‘/716’;’(1):Qp(l))---ﬁgNU—"}(N)aQP(N))a

kde suma probihd opét pies vSechny rizné permutace Castic a sign(P) oznacuje
znaménko konkrétni permutace P.

Vyznamnym dusledkem ziskaného tvaru antisymetrické vinové funkce fermioni
je Pauliho vylucovaci princip.

Vicecasticovée vlnové funkce konstruované jako antisymetrizovany soucin
vlnovych funkei jednoc€asticovych hraji vyznamnou roli pifi popisu elektronli v
elektronovych obalech atomili a molekul. V atomové fyzice se obvykle vyjadiuji
pomoci Slaterovych determinantii.
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4.7.3. SLATEROVY DETERMINANTY

Antisymetrickou vlnovou funkci soustavy N nerozliSitelnych fermionii
vyjadifujeme cCasto jako antisymetrizovany soucin  vinovych  funkci
jednocasticovych

W(HsG Ty sGy ) = NIl LSy Ubay»Spay )Py Tpny s Spy )>

kde suma na pravé stran¢ probihd vSechny mozné permutace N-prvkové mnoziny
indext a sign(P) oznacuje znaménko konkrétni permutace P.

Népadna je jisté podobnost uzivaného vyrazu s defini¢ni formuli pro determinant

Ctvercové matice NxN: detA= Zsign(P) Aypy--Arpy)- POTOVNAmME-li 0b¢
P

uvedené formule, vidime, ze vlnovou funkci w miZeme psat ve tvaru

determinantu

O(F.G) OUB.G) e WG ) )

V(7 s For o) = ! det ?,(1h,6)  P\5,G) o UGy
199195 /'N>ON _T 9
Oy (1,61)  ON\,6,) e ‘/)N\FNagN)}

ktery je obvykle nazyvan determinantem Slaterovym.

4.7.4. PAULIHO VYLUCOVACI PRINCIP

Dva fermiony se nemohou nachazet ve stejném jednocasticovém stavu.

Diivod je jednoduchy. Popisujeme-li totiz soustavu fermionit pomoci
antisymetrizovaného soucinu jednocasticovych vlnovych funkei (Slaterova
determinantu)

W(H.G1s Ty Gy ) = N LS ¢, Upy»Spay )Py Tpny s Spony )»

kde P oznacuje permutace N-prvkové mnoziny indext {1, ..., N} a sign(P) jejich
znaménko, a pokud by byly nékteré z uvedenych jednoc¢asticovych funkei stejné,
napt. @, =@,, byla by nutné¢ prava strana nulova. Velmi zfeteln€¢ to vyplyne,
zapiSeme-li vice€asticovou vlnovou funkeci pomoci Slaterova determinantu. V
ptipad€ rovnosti jednocasticovych vlnovych funkci ¢, a ¢, by totiz mél tento
determinant dva stejné fadky, a jak je znamo z algebry, je takovy determinant
nulovy.

Nulové vlnova funkce ovSem znamend, Ze odpovidajici stav neni mozno ve
skute€nosti realizovat.

Vinova funkce pro
systém
nerozliitelnych
fermiond jako
soucin
jednocasticovych
vinovych funkci.
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Shrnuti kapitoly

Nekteré Castice se vyznacuji vlastnim momentem hybnosti — spinem. Operator
spinu ma podobné vlastnosti jako operdtor momentu hybnosti. Vlnova funkce
¢astice s nenulovym spinem musi zohlednit riizné spinové stavy této castice. To je
mozné bud’ pridanim z-tové komponenty spinu jako dalsi nezavislé proménné do
vlnové funkce nebo zavedenim tzv. viceslozkové vinové funkce.

Castice s celociselnym spinem nazyvame bosony, Castice s polociselnym spinem
fermiony. Pro ¢astice se spinovym c¢islem '% (napf. elektrony) lze operator spinu
reprezentovat tzv. Pauliho maticemi.

Pro castice stejného druhu (totozné c¢astice) plati v kvantové mechanice tzv.
princip nerozliSitelnosti. Zaménou (permutaci) dvou totoznych Castic se kvantovy
stav systému nemuze zménit. VInova funkce pfi uvedené permutaci zlstava stejna
(symetrickd vlnova funkce) nebo zméni znaménko na opacné (antisymetricka
vlnova funkce). Prvni moznost nastava u bosonti, druha u fermiont.

A4

Slateriiv determinant je nejjednodussi antisymetricka vinova funkce pro systém n
totoznych fermiont. Jednd se o antisymetrizovany soucin n jednocésticovych
vlnovych funkei.

Disledkem antisymetrie vlnové funkce pro systém totoznych fermionu je tzv.
Pauliho vylucovaci princip.

Otazky k procviceni a opakovani

1) Vysvétlete pojem spinu ¢astice. Jaké ma vlastnosti? Které klasické veli¢in€ je
nejpodobné;jsi?

2) Jak je tieba modifikovat vinovou funkci, aby spravné popisovala Castici se
spinem? K ¢emu slouzi Pauliho matice?

3) Formulujte princip nerozliSitelnosti totoznych ¢&astic. Jak se tento princip
projevuje ve tvarech vlnovych funkci popisujicich vicecasticové systémy?

4) Pro¢ musi byt vinové funkce, popisujici systém dvou ¢i vice totoznych ¢astic,
symetrické nebo antisymetrické vi¢i zdméné (permutaci) libovolnych dvou
castic?

5) Co jsou to bosony a jak jsou definovany fermiony? Jakou symetrii se
vyznacuji vinové funkce systému totoznych bosond, resp. fermionti?

6) Definujte matematicky pfesné Slateriiv determinant.

7) Jak zni Pauliho vylucovaci princip? Vysvétlete, z ¢eho a jak jej Ize odvodit.

Koresponden¢ni ukol ¢. 10

Odpovézte pisemné a pokud mozno vlastnimi slovy na vybranou otdzku z
kapitoly 4.7.
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5. KVANTOVA TEORIE POLE

Kvantova teorie pole je univerzalni teorii popisujici chovani elementarnich castic
a jejich vzajemné interakce. Céstice i nositelé fyzikalnich interakci jsou v ramci
této teorie povaZzovany za excitace jim piifazenych kvantovych poli. Jednotlivé
castice jakozto excitace kvantového pole se mohou navzajem preménovat, vznikat
1 zanikat.

V ramci kvantové teorie pole jsou s vysokou ptesnosti popsany zakladni fyzikalni
interakce. Specialnimi ptipady jsou kvantova elektrodynamika — kvantova teorie
elektromagnetickych interakci - a kvantova chromodynamika — teorie silnych
interakci. Ve spojeni s teorii kalibracnich poli poskytla kvantova teorie pole
prostiedek k formulovani sjednocené teorie vSech interakci. Byla vytvofena a
experimentalné potvrzena kvantova teorie elektroslabych interakci sjednocujici
popis elektromagnetickych jevl a jevl, za néz je zodpovédna slabd interakce.
V soucasné dobé je rozpracovavana obecnéjsi teorie sjednocujici popis
elektromagnetickych, slabych 1 silnych interakci. Koneénym cilem je pak
vytvoreni jednotné teorie, ktera by kromé vyse uvedenych zahrnovala i interakci
gravitacni.

Véaznym problémem kvantové teorie pole je, Zze ve vyssich fadech poruchovych
vypoctl diverguje a poskytuje jen nekoneéné vysledky. Nastésti existuje
procedura, jak tato nekonecna z teorie odstranit. Ta pak poskytuje data, ktera jsou
v dokonalém souladu s experimentem. Odstrafiovani nekonec¢nych veli¢in
z kvantové-polnich vypocti je zndmo jako teorie renormalizace.

Kvantova
elektrodynamika a
chromodynamika.

Slabé a silné
interakce.

Renormalizace.
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6. MATEMATICKE DODATKY

6.1. METODA SEPARACE PROMENNYCH

Metoda separace proménnych je metodou fteSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic, které jsou v ramci této metody prevadény na matematicky snadnéji
feSitelnou soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic. Blizs§i pouceni o ni je
mozno najit napf. v prirucce Rektorysove.

Resme parcidlni diferencidlni rovnici
Df (x,,....,x,) =0,

kde D je n&jaky diferencialni operator obsahujici parcialni derivace podle
nezavislych proménnych x,,...,x,. Ve fyzikalnich aplikacich byva obvykle n=2
nebo n=3 a nezavislé proménné odpovidaji soufadnicim (ne vzdy nutné
kartézskym) bodové castice. ReSend parcidlni diferencidlni rovnice je pak

zpravidla staciondrni Schrédingerovou rovnici a D=H-E, kde H je

Hamiltoniiv operdtor a E energie studovaného systému.

Reseni vyse uvedené rovnice hledame ve tvaru

S s x,) = f100) ()1, (%)

tedy jako soucin n novych funkci, z nichz kazdd je funkci jen jediné realné
proménné.

Ocekavame, ze po dosazeni speciadlniho tvaru funkce f do pavodni rovnice
ziskdme novou rovnici

D, £,(x)+D, £(x,) +..+D, f,(x,) =,

kde diferencidlni operatory D . (k=1,...,n) jiz obsahuji pouze obycejné derivace
podle proménné x, a « je n¢jakd konstanta. Pokud se nam podati dosdhnout
tohoto specidlniho tvaru, fikdme, Ze feSena parcialni diferencialni rovnice je v
proménnych Xx,,...,x, separovatelnd.

Nov¢ ziskanou rovnici je ovSem moZno prevést na ekvivalentni soustavu n
obycCejnych diferencidlnich rovnic

D, fi(x) =a,,

D, /,(x,) =a,,

IA)n fn (xn) = an 4
v nichZ nov¢ zavedené konstanty splituji

o +o,+..ta,=a.
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To proto, Ze pokud napf. pfifadime nezadvislym proménnym x,,...,x, pevné
hodnoty a ménime pouze proménnou x,, vidime ze separované rovnice, kterou
muzeme docasné piepsat do tvaru

D, fi(x)=a-D, f,(x,)—..— D, f,(x,),

ze vyraz D, f(x,) zlstava i pfi zménach x, konstantni. Konstantni je totiz prava
strana uvedené rovnice. Pak ale musi existovat takova konstanta ¢, ze

D fi(x)=a,.
Analogickou tvahu mizeme provést i pro ostatni nezavislé proménné.

Ma-1i byt ovSem splnéna plvodni rovnice, nemohou byt konstanty «,...,«,

libovolné.  Musi  spliiovat  vySe  uvedenou  vazebnou  podminku
o +a,+.+ta, =a.

Pii pouziti metody separace proménnych se b&hem feSeni zadané rovnice
omezujeme jen na vybrané funkce specialniho tvaru. Neni to na ujmu obecnosti
feSeni? Neni. Je mozno napiiklad ukazat, ze libovolné fyzikaln¢ pftijatelné feSeni
Schrodingerovy rovnice lze napsat jako linearni kombinaci takto ziskanych
specialnich feseni.

6.2. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Nize podavame jen strucny vyklad zakladnich pojmt a vét. Podrobnosti muize
¢tenaf nalézt napt. v pfirucce Rektorysové.

Definice

Necht' f:[ | je v absolutni hodnoté¢ integrovatelna funkce,
I |f(x1,...,xn)

dx,...dx, <+oo.

Potom funkci f :[ " ktera je definovana predpisem
-~ 1

S kyysk,) =——s j S (x,...,x,) exp(izn:xmkmj dx,..dx,,
(27[) 0 m=1

nazyvame Fourierovou transformaci funkce f. A funkci f !/ 0

g 1 n
(kyyeoisk)) =—— Xp,en X, ) €Xp| =1 ) X,k |dx,..dx,,
F k) = s [ f Gn) p( > ] :

nazyvame inverzni Fourierovou transformaci funkce f.

Poznamka

Fourierova transformace piifazuje kazdé v absolutni hodnoté integrovatelné
funkci f novou funkci f. Oznacime-li mnozinu vSech v absolutni hodnoté

integrovatelnych funkci na [1  symbolem LI(D muizeme fici, Ze zminény
/

ptedpis definuje zobrazeni G: L, (D kde H je mnoZina vSech funkeci, které
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mizeme ziskat Fourierovou transformaci néjaké funkce z L, (D Pak ovSem
/

muizeme ve zkratce psat f = G(f). Funkce f vSak nemusi byt obecné z L (D

/7

Obdobn¢ deﬁnuje pfedpis pro inverzni Fourierovu transformaci zobrazeni
G,:L (D ) ,» jehoz pomoci muiZeme psat j G ,(f). Ani funkce j

nemusi byt obecné z L, (D Vsimneéte si, ze ob€ zobrazeni G1 G, jsou linearni.
/7

Véta (o Fourierové transformaci)

Budiz f spojitad funkce z L, (D " takova, ze jeji Fouriertiv obraz f je rovnéz z

L(- , Pakplati GG () =G (G(/)=1.

Poznamka

V kvantové teorii nepracujeme zpravidla s funkcemi v absolutni hodnoté
integrovatelnymi na []  tedy z L, (D ale s funkcemi, jejichZ absolutni

hodnota je kvadraticky integrovatelnd na [  Obecné vSak takové funkce nemusi
do L, (D \ patfit. Proto pouziti véty o Fourierové transformaci na kvadraticky

integrovatelné funkce vyzaduje jistou obezietnost.

6.3. PRAVDEPODOBNOST

V pfirodnich i technickych védach se velmi casto setkdvame se situaci, kdy
vysledek experimentu, pozorovani ¢i métfeni neni jednoznacny. I kdyz zminény
experiment opakujeme tak, Ze vSechny kontrolovatelné poc¢ate¢ni podminky jsou
ve vSech opakovanich stejné, mohou se ziskan¢ vysledky navzajem liSit.
Maximalni informaci, kterou mizeme o jednotlivych vysledcich ziskat, je mira
ocekavani, Ze ten ¢i onen vysledek v konkrétnim opakovani nastane.

Nize podavame zjednoduSeny vyklad pojmi a postupd, které dovoluji tuto miru
ocekavani kvantifikovat. BliZ8i pouceni o problému je moZno nalézt naptiklad v
pfiruc¢ce Rektorysove.

Statisticky experiment

Experiment s nékolika moZznymi vystupy, které nedokaZeme jednoznacné
predpovédéEt, nazveme experimentem statistickym.

Statisticky experiment provadime opakované se stejnym systémem, vSechny
kontrolovatelné pocatecni podminky experimentu jsou v jednotlivych
opakovanich stejné. O jednotlivych opakovanich experimentu budeme hovofit
jako o pokusech. O konkrétni sérii pokust budeme hovoftit jako o realizaci
statistického experimentu.

Relativni ¢etnost, pravdépodobnost

Oznacme N celkovy pocet pokusi, které jsme v ramci realizace daného
statistického experimentu provedli, a N, pocet pokusli vedoucich ke A-tému

vysledku. Pak pomér N, /N nazveme relativni cetnosti k-tého vysledku.
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Je jasné, Ze se relativni Cetnosti dané¢ho vysledku mohou pro rizné realizace
experimentu liSit, zejména v zavislosti na rtuznych poctech pokusti N. Proto
definujeme velicinu, kterd jiz na poctu pokusii nezavisi - pravdépodobnost k-tého
vysledku

V uvedené definici pravdépodobnosti mlc¢ky predpokladame, ma-li byt korektni,
ze limita na levé stran€ rovnosti existuje. Pokud tomu tak je pro kazdy mozny
vysledek, nazveme pfisluSny experiment statisticky regularnim. V opacném
ptipad¢ hovotime o statisticky nereguldrnim experimentu.

Pravdépodobnost jednotlivych vysledkti pfiblizujeme v konkrétni realizaci
statisticky regularniho experimentu s dostatecné¢ vysokym poctem provedenych
pokust prostfednictvim relativnich Getnosti - B, ~ N, /N. Vé&ime, stejné jako v

ptipad¢ jakéhokoliv jiného méfeni, Ze dostate¢ny pocet opakovani zajisti pouze
minimalni odchylku relativnich ¢etnosti od limitnich pravdépodobnosti.
Rozdéleni pravdépodobnosti, nahodné veliciny

Predpokladejme, Ze dany statisticky experiment ma konecny pocet, feknéme n,
moznych vysledkii. Uspotfadanou n-tici pravdépodobnosti jednotlivych vysledki
statisticky ~ regularniho  experimentu  [£,...P,|  nazveme  rozdélenim

pravdépodobnosti.

Vzhledem k definici pravdépodobnosti ziejmé plati
> P =1
k=1

Rikame proto, Ze rozdéleni [Pl,...,Pn] je normovano k jednicce. Casto viak byva

vyhodné pracovat s pravdépodobnostmi nenormovanymi, které¢ se od
normovanych 1i8i kladnym multiplikativnim faktorem.

Provadime-li v ramci daného experimentu méteni néjaké veli¢iny X, mize tato v
zavislosti na vysledku konkrétniho pokusu nabyvat obecné rtznych hodnot
X, ..., X,. O veli¢iné X proto hovotime jako o veliciné nahodné, nebot’ s riiznymi
pravdépodobnostmi nabyva ndhodné riznych hodnot.

Stredni hodnota, stredni kvadraticka fluktuace

Pro ndhodnou veli¢inu definujeme jeji stedni hodnotu

1 N
x=lim —) x,
N—)+00NK=1

kde N je celkovy pocet pokusti provedenych v konkrétni realizaci daného
experimentu a x, hodnota veli¢iny X namétend v K-tém pokusu.

V konkrétnim meéfeni ovSem stfedni hodnotu x piiblizujeme, za ptedpokladu
velkého poctu opakovani, vztahem
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_ 1 ¢

X~ ﬁz
Stiedni hodnotu veli¢iny X je vSak mozno ziskat i jinym zplsobem. Staci si
uvédomit, Ze v celkovém poctu N pokusii se vyskytne prvni vysledek N, krat,
druhy N, krat atd. Proto miizeme sumu ZZZI X, ptepsat do tvaru ZZ:1 N/, x, a

pro stiedni hodnotu psat

X = Nli_l){l@%ikak = i( lim —jxk Zka

k=1 A\ N2 N k=1

Stfedni hodnota veli¢iny X zadavda primérny vysledek, jehoz méfenim
dosahneme. Konkrétni vysledky ziskané v konkrétnich pokusech (opakovanich
experimentu) se od této stfedni hodnoty obecné lisi. Miru odli$nosti popisujeme
tzv. stiedni kvadratickou fluktuaci

kterou mizeme, podobné jako stfedni hodnotu X, pocitat pomoci alternativni
formule

n

A=Y B (x-%).

k=1

Tento vzorec je mozZno déle po snadnych upravach pievést do formalné
jednodussiho, a proto ¢asto pouzivaného tvaru

2 =2
Ax=\x"—Xx",

kde x° = Zk L bx x,”. Stredni kvadratické fluktuace je vhodnou veli¢inou pro

odhad chyby méfeni veliCiny X.

6.4. HILBERTUV PROSTOR

Hilberttv prostor je uplny linedrni vektorovy prostor se skalarnim soucinem.

Nize podavame stru¢ny vyklad nékterych pouzitych pojmi. Bliz§i pouceni lze
nalézt napt. v u€ebnici Formankové.

Linearni vektorovy prostor

(Komplexni) linearni vektorovy prostor (LVP) je libovolna mnozina V, na které
jsou definovany operace scitani a nasobeni (komplexnim) cislem spliujici nize
uvedené axiomy. Prvky LVP nazyvame vektory a v souladu s konvenci piijatou v
kvantové teorii je budeme oznacovat symboly |a>, b) ap.

Axiomy LVP

|a)+[b) =[b) +|a),
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|a)+(18)+]e)) = (@) +[8)) + <)
EI|0>eV‘v’|a>eV: |a>+|0>:|0>+|a>=|a>,
a(|a)+[8) = ala)+ alp),
(a+p)|a)=ala)+ Bla),
a(p|a))=(ap)|a),
l|a)=|a) (& 0]a)=[o)).

Vektor |0> se obvykle nazyva nulovym vektorem. Nasobek vektoru Cislem, a| a>,
budeme nékdy oznaCovat alternativnim symbolem |ca). Podobné i pro soucet
|a> + |b> uzijeme obcas ekvivalentni zapis |a +b>.

Podle vyse feceného tedy existuje zobrazeni VxV —V, které¢ kazdé dvojici
vektorti |a> a |b> z V pfifazuje jejich soucet |a>+|b>, a zobrazeni [J v,
které komplexnimu cislu « a vektoru |a> ptitfazuje ndsobek a|a>. Tyto operace

musi spliiovat vySe uvedenou soustavu axiomu platnych pro vSechny vektory z V
a vSechna komplexni ¢isla.
Skalarni soucin

Pod skalarnim soucinem na LVP V rozumime zobrazeni VxV —[] které
libovolné dvojici vektorti z V pfitfazuje (komplexni) ¢islo a spliiuje nize uvedenou
soustavu axiomu. Skalarni souéin vektorta |a> a |b> budeme oznacovat v souladu

se zvyklostmi zaZitymi v kvantové teorii symbolem <a|b>.

Axiomy skalarniho soucinu
(alt)=(bla)".
(a| pb) = Blalb),
{alb+c)=(alb)+{d|c),
<a|a> >0; <a|a> =0<:>|a> =|0>.

Hvézdickou oznacujeme v prvnim axiomu komplexni sdruzeni.

Pomoci skalarniho soucinu definujeme dale na V tzv. Eukleidovskou normu

vektoru
)] =al)

Uplnost LVP se skaldarnim soucinem
Z matematické analyzy vime, Ze kazdad posloupnost {e,} realnych (¢i
komplexnich) Cisel spliujici tzv. Cauchyovu podminku

Ve>03n,ell >n0:>|am—a,

n

<&
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ma limitu, je konvergentni. Na obecném LVP se skalarnim soucinem vSak
posloupnost vektort {| an>} splnujicich Cauchyovu podminku

a,)

konvergentni nutn¢ byt nemusi. Jeji eventudlni limita muze napi. lezet mimo
mnozinu V.

Ve>03n, el] >n0:|||am>— <&

LVP se skalarnim soucinem, jehoz kazd4d posloupnost vektorti spliujicich
Cauchyovu podminku je konvergentni, a ma tedy limitu z tohoto prostoru,
nazveme uplnym.

Separabilita

Hilbertovy prostory, které hraji vyznamnou roli v kvantové teorii, jsou
separabilni. Osvétleme proto struéné i tento pojem.

Obecna definice separability Hilbertova prostoru je komplikovand a zcela
ptekracuje ramec této encyklopedie. Pro naSe ucely postaci, budeme-li pod

separabilnim Hilbertovym prostorem rozumét takovy Hilbertlv prostor V, na
némz existuje nejvyse spocemd mnozina vektori |e,) takova, ze libovolny vektor

e,).

|a> muzeme psat jako linearni kombinaci |a> = Zn a

n

V ptipadé nekonecnérozmérnych prostori pfechdzi suma na levé strané na
nekonecnou fadu

+90
|[a)=2.a,le,).
n=1

jejiz konvergenci vysetiujeme pomoci vySe zavedené Eukleidovské normy.

6.5. OPERATORY NA HILBERTOVE PROSTORU

Teorie linearnich operatori na Hilbertovych prostorech tvoii velmi obtiZznou
matematickou disciplinu. Proto niZe uvadime pouze nékteré zdkladni pojmy.
BliZ§i pouceni je moZno nalézt ve specializované literatufe nebo téZ v monografii
Formankové.

Linearni operatory

Operatorem A na Hilbertové prostoru V nazveme zobrazeni z tohoto prostoru do
sebe sama, A:V —> V.

Mnozinu vSech vektorli z V, pro které je toto zobrazeni definovano, nazveme
definicnim oborem operatoru A. Vektor pfifazeny timto zobrazenim vektoru |a)

budeme oznacovat symbolem ‘Aa> nebo téz Ala).

Spliuje-li navic toto zobrazeni pro libovolnou dvojici vektorti |a) a |b) a

libovolné komplexni ¢islo o relace
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A(|a)+|b))=Ala)+Alp),
A(a|a>)=aA|a>,

nazveme operator A [linedrnim.

U linearnich operatort navic vyzadujeme, aby jejich defini¢ni obor byl linedrnim
podprostorem prostoru V. Musi byt tedy uzavieny vzhledem ke s¢itani vektorti a
nasobeni vektori komplexnim ¢islem.

Neomezené operatory

Skalarni  soucin <a|b> zadavda na Hilbertové prostoru normu vektoru:

lla)] =ala)

Operétor, pro n&jz existuje takovéa kladna konstanta K, Ze pro kazdy vektor |a) z
defini¢niho oboru plati
Alal]<]lo)

nazveme operdtorem omezenym. Operator, ktery neni omezeny, nazveme
operatorem neomezenym.

b

Neomezené operatory nejsou zpravidla definovany na celém prostoru V. Vzdy
proto musime dbat na jejich defini¢ni obor. Jednou z velkych matematickych
komplikaci kvantové teorie je, Ze operatory piifazené dynamickym proménnym
jsou az na tfidké vyjimky neomezené. Omezené operatory je naopak mozno vzdy
definovat tak, aby jejich defini¢ni obor splyval s V.

Husté podmnoziny Hilbertova prostoru

Ma-li operator A, jehoz defini¢ni obor nesplyva s celym Hilbertovym prostorem
V, pokryvat V dostate¢né ucinné, musi jeho definicni obor vytvaret na tomto

prostoru dostate¢né¢ hustou sit’. PoZadujeme proto, aby defini¢ni obor operatoru A
byl hustou podmnozinou Hilbertova prostoru V.

Pod hustou podmnozinou ptitom rozumime takovou mnozinu M c 'V, ze pro

libovolny vektor |a)eV a libovolné kladné ¢&islo ¢ existuje vektor |c)eM

takovy, Ze jeho vzdalenost od |a) je mensi nez zvolené &, tj. H| a) —|c>H <e.

Sdruzeny operator

Necht A a A’ jsou linearni operatory definované na V. Necht' navic pro
libovolnou dvojici vektorti |a> a |b> z n¢jaké husté podmnoziny V plati

(b|Aa)=(A"b|a).

Pak operator A' nazveme sdruzenym operdtorem k operatoru A.

Samosdruzené operatory
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~ ~

. 4 r ~ r 2 c_o v 4
Je-li operator roven svému sdruZzenému, A = A, nazveme jej samosdruzenym.

Pozor v§ak! Rovnost A = A" neznamen4 pouze, Ze je na n&jaké husté podmnozing
V splnén vztah <b

Aa> = <Ab‘a>. Navic si musi byt navzajem rovny 1 defini¢ni

obory operatora AaA.

Operator spliujici pouze podminku <b|Aa>:<Ab|a> se nazyva operdtorem

symetrickym.

V zékladnich kursech kvantové teorie se obvykle nebere zfetel na definicni obory
operatort, a proto jsou Casto symetrické a samosdruzené operatory zamenovany.
To ovSem neni zcela korektni, nebot’ pro neomezené operatory samosdruzenost
sice implikuje symetrii, opak ale obecné neplati.

Protoze vzhledem k symetrii samosdruzeného operatoru neni vyznamné, zda stoji
u prvniho ¢i druhého cinitele skalarniho soucinu, piSeme obvykle skalarni soucin
pro samosdruzeny operator A ve tvaru <b|A|a>,

(b|Ala)=(b|Aa)=(Ab|a).

6.6. VLASTNIi HODNOTY A VLASTNi VEKTORY
SAMOSDRUZENYCH OPERATORU

Cast teorie linedrnich operdtorii na Hilbertovych prostorech zabyvajici se jejich
vlastnimi vektory a vlastnimi hodnotami se obvykle nazyva spektrdlni analyza
operatorl. I pro specidlni ptipad samosdruzenych operdtorii se jedna o velice
komplikovanou matematickou teorii, z niz si mizeme nastinit pouze zakladni
pojmy a fakta. Bliz8i pouceni je moZno nalézt ve specializované literature.

Vlastni hodnoty a viastni vektory

Necht A je linearni operator na Hilbertové prostoru V. Nenulovy vektor |a> z

tohoto prostoru nazveme vlastnim vektorem operatoru A odpovidajicim viastni
hodnote (vlastnimu c¢islu) a, je-li splnéna podminka A| a) =a | a).

Mnozinu vSech vlastnich hodnot nazyvame pak obvykle téz spektrem viastnich
hodnot operatoru A.

Vlastnimi vektory operator reprezentujicich v kvantové mechanice dynamické
proménné studovaného systému jsou specidlni vinove funkce. Obvykle je
nazyvame funkcemi viastnimi.

Linearni kombinace dvou vlastnich vektort, které odpovidaji téze vlastni hodnoté

A

operatoru A, je ziejmé rovnéz vlastnim vektorem odpovidajicim stejné vlastni
hodnoté.

Proto mnoZina vSech vlastnich vektori odpovidajicich téZe vlastni hodnoté, k niz
pridame nulovy vektor, tvoii na V linearni podprostor.
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Vlastni hodnoty a viastni vektory samosdruZenych operatort

Vlastni hodnoty samosdruZzenych operatort jsou realné.

Pro (nenulovy) vlastni vektor |a> samosdruzené¢ho operatoru A a odpovidajici

vlastni hodnotu « totiz plati
(a|Ad)=(a|aa)=a(a|a) a (Aa|a)=(aa|a) = a*(d|a).

Vzhledem k samosdruzenosti operatoru A plati ale téz (a‘Aa> = <Aa |a), atedyi

a=a%*.

Vlastni vektory samosdruzen¢ho operatoru, které odpovidaji riznym vlastnim
hodnotam, jsou navzajem ortogonalni.

Jsou-li totiz |a> a |b> vlastni vektory pfislusné k rliznym vlastnim hodnotdm « a

S, miizeme psat
(b|Aa) = (b|aa)=a(b|a),
<Ab\ > (Bbla)= B*(b|a) = B(b|a).

Dile viak plati

(b|Aa) =(Ab|a),
a proto téz

a(b|a)=B(ba).
Vlastni hodnoty « a fjsou ale podle piedpokladu riizné, proto musi nutné platit

(pla)=

6.7. ALGEBRAICKE OPERACE S OPERATORY
NA HILBERTOVYCH PROSTORECH

Scitani operatoru

Necht A a B jsou dva operdtory na Hilbertové prostoru V s definicnimi obory

D, a Dg. Souctem téchto operatord, ktery budeme oznacovat symbolem A+B,
rozumime operator s definicnim oborem D,,, =D, N"D; spliujici pro kazdy
vektor |a) e V (A+]§)|a> = Ala)+B|a).

Vsimnéme si rozdilu v interpretaci symbolu T na levé a pravé stran¢ uvedené

defini¢ni rovnosti. Zatimco vyraz A+B oznacuje s€¢itani na mnoZin¢ operatora
definovanych na Hilbertové prostoru V, tedy operaci nové zavadénou,

A| a) + ]§| a) je ,,obyCejny* soucet vektoru z tohoto prostoru.
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Matematickou indukci je mozno operatorové s¢itani rozsifit na libovolny konecny
pocet s¢itancii. Vzhledem k axiomum linedrniho vektorového prostoru snadno
vidime, ze s¢itani operatorQ je komutativni i asociativni.

Nasobeni operatoru ¢islem

Necht A je operdtor na Hilbertové prostoru V a a obecné komplexni ¢islo. Pak

a-nasobkem tohoto operatoru, ktery budeme oznacovat symbolem aA, rozumime
operator spliujici pro kazdy vektor |a> €D, (defini¢ni obor operatoru aA je tedy

totozny s defini¢nim oborem operatoru A) (aA) la)=a (A| a)).

Podobné jako vySe sCitani je nyni i ndsobeni na levé a pravé strané defini¢ni
rovnosti pon¢kud odlisSné. Zatimco na levé strané nasobime Cislem operator A
pusobici na Hilbertoveé prostoru V, na strané pravé vektor z tohoto prostoru.

Nasobeni operatort

Necht A a B jsou dva operdtory na Hilbertové prostoru V s defini¢nimi obory

D, a D;. Soucinem té€chto operatorii, ktery budeme oznaCovat symbolem AB,
rozumime operator splitujici pro kazdy vektor |a) €V, pro n&jz jsou pozadované

operace definovany,

(AB)[a)= A (B[a).

Piisobeni soucinu dvou operatort neni tedy ni¢im jinym nez vysledkem postupné
aplikace jednotlivych operatord, a to v poradi, v jakém jsou v soudinu zapsany.
Defini¢ni obor operatoru AB je proto ziejm¢ dan nasledujicim predpisem:
D, ={|a>eDB :]§|a> EDA}.

Operatory na Hilbertové prostoru V jsou podle definice zobrazenimi tohoto
prostoru do sebe sama. Nasobeni operatorti pak ovsem odpovida skladani téchto
zobrazeni.

Matematickou indukci je moZno operatorové nasobeni rozSifit na libovolny
kone¢ny pocet Cinitelii tak, ze bude asociativni. Nasobeni operatorti vSak neni
komutativni, obecné zaleZi na potradi Cinitelli v operatorovém soucinu. Je ovSem
distributivni vi¢i operatorovému sc¢itani.

Komutator a antikomutator operatoru

Komutator operatora A a B, zpravidla oznacovany symbolem [A,f}], je operator
definovany predpisem
[A,B]=AB-BA.

V kvantové teorii byva Casto uZziteCny i analogicky definovany antikomutator
dvou operatort:
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Umociriovani operatoru

Pomoci nasobeni operatorti mizeme piimocare definovat jejich obecnou mocninu
s kladnym exponentem

, C . . , . | 7~ .
a pro operatory, k nimz existuje operdtor inverzni A~ , téZ mocninu s exponentem
zdpornym

A =(A).. (A7)

n—krat

n=12,...

Obé definice mtizeme jesté dale doplnit velmi pfijatelnym vztahem

A’ =1,

kde 1 je operator identity, tj. i| a> = |a> pro kazdé |a> eV.

Funkce operatoru

Necht’ f{x) je analytickd funkce, kterou je mozno na okoli x = 0 rozvést do

McLaurinovy fady f(x)= ngxk, kde & = £ (0)/k!, a necht A je operator
k=0

na Hilbertove prostoru V. Pak pod funkci operatoru f (A) rozumime

f(A) = f:gkAk'

Castecné soucty uvedené fady je mozno bez vétSich potizi vycislit pomoci vyse
uvedenych definic s¢itdni a umoctniovani operatorti a nasobeni operatoru cislem.
Konvergenci samotné fady je pak nutno vySetfovat bodové pro rizné vektory z V.

Tj. musime vy$etfovat konvergenci fad typu i (ékAk |a>), kde |a)e V.
k=0

Analogickym zplsobem miZzeme definovat i funkce vice operatori. Musime vSak
davat velky pozor na to, Ze nadsobeni operatord neni obecné komutativni!

6.8. PERMUTACE

Pod permutaci P N-prvkové mnoziny M ={m,,...,m,} rozumime jeji vzdjemné
jednoznaéné zobrazeni na sebe sama, P: M — M.

Chapeme-li tuto mnoZinu jako uspofddanou N-tici prvkl, znamend permutace
zménu jejich poradi.

Celkovy pocet permutaci, které mizeme pro zadanou N-prvkovou mnozinu
zkonstruovat, je dan, bereme-li v uvahu 1 trividlni permutaci, pfi niz se potfadi
prvkd neméni, faktoridlem poctu jejich prvka, N!=1.2...N.

Specidlnim typem permutace je vyména dvou zvolenych prvka. Tuto permutaci
obvykle nazyvame transpozici.
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Je mozno ukazat, Zze libovolnou permutaci mizeme ziskat naslednou aplikaci
jistého poctu transpozic. Pochopitelné existuje vice (nekonecné mnoho) zpisobt,
jak zadanou permutaci ziskat. Proto neni pocet potfebnych transpozic urcen
jednozna¢né. Pro zadanou permutaci P je vSak jednozna¢né urcCeno, zda tento
pocet bude dén lichym ¢i sudym ¢islem. Podle toho pfifazujeme permutaci urcité
znaménko, které oznacujeme obvykle symbolem sign(P). Je-li pocet transpozic
nutnych ke konstrukci permutace P lichy, pfifadime ji znaménko sign(P)=-1 a
hovotfime o ni jako o permutaci liché, je-li naopak sudy, pokladame sign(P) = +1
a permutaci nazveme sudou.
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VYSVETLIVKY

Kvantovani

Pod kvantovanim rozumime fakt, ze nékteré fyzikalni veli¢iny (kupf. energie nebo
moment hybnosti) mohou nabyvat jen nékterych klasicky ptipustnych hodnot,
které jsou od sebe zietelné oddéleny intervaly hodnot zakazanych.

Rychlost svétla
¢=2,997924580-10° m/ s

Boltzmannova konstanta
k, =1,380662-107 J/K

Elementarni elektricky naboj
e=1,6021892-10"" C

Permitivita vakua
£, =8,854187818-10"% F/m

Polarni soufadnice

’ ’ v o v < < o 0y P P 9
Polérni soufadnice v roving (»® (07 <40, 050 <2m) qq,yiceii s kartézskymi

soufadnicemi (x,y) prostiednictvim transformacnich vztahiy ¥ =759 g y=7sm¢.

Potencialové pole

Vektorové pole F(F) nazveme potencialovym, pokud existuje skaldrni funkce

F(F)==vr). kde V je vektorovy operator. Funkci /") pak

F'(F ).

V) spliwjici

obvykle nazyvame potencidlem pole

Gradient

gradszfz(%,%,g—iJ.
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Laplacetv operator
2 2 2
A= a_ 4L 8_2 + 6_2 .
o’ o oz

Kroneckerovo delta
o. =1
if

6,.].50

pro 1=/

proiij

Hustota veliCiny
Hustotu p veli¢iny X spojité rozloZené v prostoru definujeme v zadaném bodé "

p(r)= um 27, : . , o 7
vztahem V=0 kde AV je objemovy element obsahujici bod a AX

mnozstvi veli¢iny X v tomto objemu obsazené.

Hustota toku veli¢iny

Pod hustotou toku veli¢iny X rozumime takové vektorové pole /> jehoz plogny
Yy

: ) jas s . .
integral 2. druhu HEJ udava mnozstvi této veliCiny, které protece za jednotku
¢asu orientovanou plochou Z.

Divergence
R 04
divd=—=+—>+ %
x oy oz

Gaussova-Ostrogradského véta

Pro spojité a spojité diferencovatelné vektorové pole AT g prostorovou oblast V
ov [ diva ar=[) )
V

s dostatecn¢ hladkou hranici muizeme psat kde element

vevr

plochy dS m4 orientaci vektoru vnéjsi normaly k plose ¢

Zobecnéné Kroneckerovo delta
qu El pro q =S (ql :Sla qz :S25 000y q[( :SK)

S Eopro q#s (g, #s, alespoiiprojedno/, 1</ <K)

o
Dynamické systémy

Teorie dynamickych systemii se zabyva teoretickym studiem modeld, jejichz
casovy vyvoj je popsan nelinedrnimi evolu¢nimi rovnicemi. Soustfed’uje se
predevsim na zavislost vyvoje téchto modeld na neurcitosti poc¢ateénich podminek
a pfechod od deterministického chovani k chaosu.
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Modifikovana Gaussova-Ostrogradského véta
Pro spojitou a spojité diferencovatelnou skalarni funkci VAP prostorovou oblast

ov []

Vf d’r=
muzeme psat IV sy kde element

oV

V s dostatecné hladkou hranici
plochy 45 m4 orientaci vektoru vnéjsi normaly k plose

Poissonovy zavorky
— 04 OB 04 OB
(B =X(ae-ga) e .
J kde */ a “/ jsou zobecnéné souradnice a hybnosti
systému.

Levi-Civitiiv symbol

& =signl(/-Hk-Hk- N1 qe symbol sign oznacuje znaménko vyrazu v hranatych

zavorkéch: sign[x] = 1 pro x > 0, sign[x] = -1 pro x <0 a sign[x] = 0 pro x = 0.

Sférické souradnice

Sférické souradnice v prostoru »8® (0<r<io, 0<O<m 0<¢@<2m)

kartézskymi soufadnicemi (x,y,z) prostrednictvim vztahil
x=rcos@sin®, y=rsin@sin0 a z=rcos0.

souviseji s

Kulové funkce
mwmsew‘ﬁﬁﬁwmmm@m@kd

e U (1=0,1.2,...am=-1 -I+1,..., I1,
(1= )Wz am!(? 71)’

2'n & a konstantni

/) jsou pridruzené Legendrovy funkce A=

multiplikativni faktor zajis§tuje vhodnou normalizaci.

Rotace
R 04
[rotAJ E Gyz —a—y,
e 'z
- X a14‘2
[rotAJy = az —g,
5 04

[rotA_‘z = 6; —a—yx
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Hermitovska matice

. v r . . rwv . W .7 .= *
Hermitovska matice je Ctvercova matice, jejiz prvky 4 spliuji relace Ay = 4%,
kde hvézdickou oznacujeme komplexni sdruzeni. V piipadé realnych matic je

. , . o o . A, =A4,.
hermitovskd matice matici symetrickou, “7# ~

Hermiteovy polynomy
dn
dxn

H,(x) = (=1)" exp(x*) ——exp(—x").

Protonové ¢islo
Protonové cislo udava pocet protonli v atomovém jadie a po vyndsobeni
elementarnim elektrickym nébojem i celkovy elektricky néboj jadra.

Zakladni fyzikalni interakce

Mezi zakladni (fundamentdlni) fyzikdlni interakce zahrnujeme interakci
gravitacni, elektromagnetickou, slabou a silnou. Kvantova teorie pole popisuje
velmi dobfe posledni tfi interakce, kvantovani gravitacniho pole neni dosud
uspokojiveé vyieseno.

Elektroslabé interakce

Teorie  elektroslabych  interakci  (GSW  model)  sjednocuje  popis
elektromagnetickych a slabych interakci do jediné univerzalni teorie. V 60. letech
20. stoleti byla formulovana A. Salamem, S. Glashowem a S. Weinbergem.

Kalibraé¢ni pole

V ramci teorie kalibracnich poli jsou existence 1 vlastnosti zékladnich fyzikalnich
interakci (elektromagnetické, slabé a silné) disledkem fundamentalnich symetrii
vesmiru.

Slabé interakce
Slaba interakce je napt. zodpovédna za beta rozpad nékterych atomovych jader,
tedy za emisi elektronti ¢i pozitroni z nich. Ma extrémné maly dosah.
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Silna interakce

Silné interaguji (elementarni) Castice nazyvané hadrony. Mezi né tadime
naptfiklad, krom&€ mnoha jinych, i neutrony a protony. Silnd interakce drzi
pohromad¢é atomova jadra, kterda by se bez ni velmi rychle rozpadla v dusledku
elektrickych odpudivych sil psobicich mezi kladné nabitymi protony. Jeji dosah

1015
je dan zhruba rozmérem atomovych jader (~ L m,

Gravita¢ni interakce

Gravitacni interakce je ze vSech elementdrnich interakci (s vyjimkou interakce
slabé) nejslabsi. V mikroskopickych a makroskopickych méfitcich je zcela
zanedbatelnd, ma vSak nekonecny dosah a je univerzdlni, ptisobi mezi vSemi
télesy ve vesmiru. Jeji vyznam prudce vzrstd v tzv. megasvété (tj. v oblasti
velkych vzdalenosti a zejména velkych hmotnosti). Pro slaba gravitacni pole je
uspésné popsana Newtonovym gravitaénim zdkonem, v ptipadé€ silnych poli je
zapotiebi k popisu gravitacniho pusobeni pouzit Einsteinovu obecnou teorii
relativity.

Per partes

b df b dg
=L == d: b
J [ewso Jas=Lroscol | [rogEw]e tde /@] = 7®)20) - f(@z(@

Nejvyse spocetna mnozina
Pod nejvyse spocetnou mnozinou rozumime mnozinu, ktera je bud’ kone¢na, nebo
nekonec¢nd a spocetna (tedy ekvivalentni mnozin¢ ptfirozenych Cisel).

Inverzni operator

Necht 4:¥ =V je prosty operator na Hilbertové prostoru V s defini¢énim oborem

Dy a oborem hodnot 4+ Pod inverznim operatorem k 4 pak rozumime operator

H

A A-LA _
A"V >V g definiénim oborem 4 spliujici AR = pro kazdé |2) D, a

AA”[5)=[) pro kazdé [b) < H,

Bodovéa konvergence

A

Rekneme, Ze posloupnost operatort A, konverguje bodove na Hilbertové prostoru
V k operatoru A prave, kdyz pro kazdy vektor |4) z pruniku defini¢nich obora
a) (podle

A A

operatord A, konverguje posloupnost vektora A, la) k vektoru

normy zadané skaldrnim sou¢inem na prostoru V).
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