ARITMETIKA 1

Jaroslav Beranek

0. Uvod

Tento text je uréen pro studenty ucitelstvi pro 1. stupenl zakladni skoly. Jelikoz se jedna o
dopln€k k zakladni studijni literatufe [1], nejsou v tomto textu uvadény dikazy jednotlivych
tvrzeni. Pro studium textu je nutno predpokladat znalosti zakladl algebry (mnoZinové operace
a jejich vlastnosti, binarni relace a jejich vlastnosti, relace usporadani a usporadané mnoziny,
relace ekvivalence a rozklad mnoziny, bindrni algebraické operace a jejich vlastnosti,
algebraické struktury a jejich homomorfismy). Standardni je rovnéz oznaceni zdkladnich
¢iselnych mnozin:

N —mnozina vSech pfirozenych ¢isel (samoziejmé véetné Cisla nula)

Z — mnozina vSech celych cisel

0 — mnozina vSech racionalnich ¢isel

R — mnoZzina vSech redlnych cisel

V ucebnici [1] je mnoZina vSech celych ¢isel oznacovana C, my se vSak pfidrzime tradi¢niho
oznaceni mnoziny celych ¢&isel jako Z.

1. Prirozena ¢isla

Umluva: Vsude v dalsim budeme mezi pfirozena Cisla pocitat i ¢islo nula, byt to odporuje
souCasné normé&. Pro ucel Vaseho studia je vSak nutné, abychom nulu za pfirozené cislo
povazovali.

Uvod 1.0. Pfirozena ¢&isla se vyvijela v mysleni lidi od nepaméti. Bylo by jisté velmi zajimavé
studovat predstavy pravékych lovcll nebo napf. ob&antl antického Recka o pojeti mnoZstvi a
vyjadieni poctu véci €i objektt, to vSak neni ucelem Vaseho studia. Objevuje se vSak
problém, jak teoreticky vybudovat pfirozena Cisla a dokéazat jejich vlastnosti (jiz vite
s neutralnim prvkem). Teoreticky nejCastéji se piirozena Cisla zavadeji pomoci Peanovych
axiomil jako prvky tzv. Peanovy mnoziny. Tento zplisob je v matematické literatuie vzdy
vyuzivan, je vSak zcela formalni. Proto byvaji k zavedeni mnoziny N uzivany 1 dva modely
Peanovy mnoziny, tj. kardindlni ¢isla konecnych mnoZin a ordinalni ¢isla dobfe uspotadanych
koneénych mnozin. Budeme tedy mluvit o tfech moznostech zavedeni pfirozenych cisel:
Kardinalni Ccisla, ordinalni ¢isla a prvky Peanovy mnoziny. Vyklad zahajime Peanovou
mnozinou.
Axiomy Peanovy mnoZiny P

Jednou ze zdkladnich charakteristik mnoziny vSech pfirozenych cisel je to, Ze kazdé
pfirozené Cislo mé svého bezprosttedniho nasledovnika (pro kazdé ne N je to Cislo n + 1).
Tento ,,fakt* znaji uz 74ci na 1. stupni ZS a je Gasto didakticky vyuzivan pii vyuce. Existence
nasledovnika vyuZijeme pii teoretickém zavedeni mnoziny piirozenych c¢isel. Nejprve
axiomaticky definujeme tzv. Peanovu mnoZinu a potom ukadZeme, Ze tato mnoZina je
univerzalnim modelem mnoziny vSech pfirozenych Cisel.



(A1) Ke kazdému prvku x mnoziny P existuje jeho nasledovnik, ktery budeme oznacovat x' .
(A2) V mnozin¢ P existuje prvek e € P, ktery neni nasledovnikem zadného prvku mnoziny P.
(A3) Riuzné prvky maji rizné nasledovniky.
(A4) Axiom uplné indukce. Necht M < P. Jestlize plati:

a) eeM,

b) (VxeP) xeM = x' eM, pak M =P.

Véta 1.1. Necht’ x € P, pak plati:
() x=x',
R)x#e= FueP)x=u.

Cast (1) predchozi véty tika, Ze kazdy prvek je rizny od svého nasledovnika. Ze druhé
¢asti pak plyne, ze kazdy prvek x Peanovy mnoziny s vyjimkou prvku e je néasledovnikem
n&jakého prvku u e P. Tento prvek u budeme nazyvat predchiidce prvku x a znacit 'x.

Véta 1.2. Peanova mnozina je nekone¢nd mnozina.

Definice 1.3: Necht’ ae P je libovolny prvek. Necht mnozina U(a) < P je pro kazdy prvek
a € P definovana takto:

(1) a £ Ufa),

(2) Jestlize existuje ‘a, pak 'a € U(a),

(3) xe U(a) = 'xe U(a) (pokud 'x existuje).
Pak mnozinu U(a) budeme nazyvat usek Peanovy mnoziny piislusny k prvku a .

Poznamka 1.4. Je ziejmé, ze pro kazdé a € P je piislusny usek U(a) konecna mnozina.

Poznamka 1.5. Z ptedchoziho plyne, ze Peanovu mnozinu mizeme povazovat za teoreticky
model mnoziny piirozenych &isel. V tomto piipadé prvek e je roven ¢islu 0, nasledovnik x' je
roven ¢islu x + 1 a modely useku ptislusnych ke kazdému ptirozenému ¢islu chapanému jako
prvek mnoziny P si lze ptredstavit takto: U(1) = {0}, U2) = {0, 1}, U(3) = {0, 1, 2}, U(4) =
{0, 1, 2, 3} atd. Je zifeymé, Ze pocet prvki kazdého useku je urCen pfirozenym cCislem, jemuz
dany tusek pfislusi. Proto i v dal$im textu je mozné predstavit si porovnavani prvkli Peanovy
mnoziny (relaci uspofadani v mnozin€ P) a nasledné i operace s¢itani a nasobeni v mnozingé P
pomoci mnoziny ptirozenych ¢isel. I kdyZ teoreticky postup je opacny (z obecné teorie
v mnoziné¢ P plynou specidlni vlastnosti v mnoziné piirozenych cisel), je pro pochopeni
podstaty vhodné uz na tomto misté vyuzit mnoZiny ptirozenych c¢isel jako modelu Peanovy
mnoziny P. Poznamenejme dale, Ze existuje i moznost vybudovat axiomaticky Peanovu
mnozinu tak, ze prvek e je roven Cislu /. V tom ptipad¢€ je samoziejmé nutné vSechny definice
a tvrzeni ptreformulovat.

Relace usporadani v mnoziné P

Definice 1.6: Necht' a, b € P. Pakplati: a < b < a € U(b) .

Poznamka 1.7. Je ziejmé, Ze relace < zdefinice 1.6. je antireflexivni, antisymetrickd a
tranzitivni, jedna se tedy skute¢né o ostré uspotadani v mnoziné P. Pro kazdé dva rizné prvky



a, b mnoziny P vzdy plati pravé jeden ze vztahti ae U(b), be U(a), proto je uspoiadani <
linearni.

Véta 1.8. Necht' @, b € P. Pak plati:
()(Va eP)a<a
(2) Mezi prvky a, a' neexistuje zadny prvek x mnoziny P s vlastnosti a < x < a');
(3) Mnozina (P, <) je dobie usporfadana mnozina.

Operace s¢itani v mnoziné P

Véta 1.9. Na mnozin¢ P existuje pravé jedna operace + takova, ze pro kazdou dvojici x, y
prvkl mnoziny P plati:

() x+te=x,

@) x+y'=@x+y).

Definice 1.10. Operace + z predchozi véty se nazyva operace s¢itani v mnozing P.
Véta 1.11. Operace + je v mnoziné P asociativni a komutativni.

Véta 1.12. V grupoidu (P, +) plati pro kazdé tfi prvky x, y, z mnoziny P implikace
xXty=x+tz=y=z.

Véta 1.13. Necht' x, y € P. Pak nastane pravé jeden z nasledujicich tii pripadu:
() x=y,
(2) existuje p € Psvlastnostix =y +p,
(3) existuje ¢ e Psvlastnostiy =x +gq.

Operace scéitani je spojena s relaci usporddani tadou vztahli. Neékteré jsou uvedeny
v nasledujici vété. PovSimnéte si, Ze tyto vztahy odpovidaji bé€zné¢ znamym vztahim,
uzivanym pii vypoctech.

Véta 1.14. Necht' x, y, z, u, v € P. Pak plati:
Dx<yextz<ytz,
Q) x<yu<v=>xtu<yty,
B)x<y=x'<y.

Operace nasobeni v mnoziné P

Véta 1.15. Na mnozing P existuje pravé jedna operace - takova, ze pro kazdou dvojici x, y
prvkl mnoziny P plati:

)x-e=e,

Q) x-y=x-y+x.

Definice 1.16. Operace - z pfedchozi véty se nazyva operace nasobeni v mnoziné P.
Poznamka 1.17. Pokud v zédpise pocetnich operaci v mnozin¢ P nepouzijeme zévorky, ma

operace nasobeni prednost pied operaci s¢itani. Rovnéz se v zapisech velmi Casto vynechava
oznaceni - operace nasobenim tj. misto x - y piSeme jenom xy.



Véta 1.18. Operace - je v mnozin¢ P asociativni, komutativni, ma neutralni prvek (prvek e) a
s operaci s¢itani je svazana distributivnim zékonem:
Vx,y,zeP:x-(y+z)=x-y+x-z.

Operace nasobeni je spojena srelaci uspofadani fadou vztahli. Nekteré jsou uvedeny
v nasledujici vété (zajimava je analogie s obdobnymi vztahy pro s¢itani).

Véta 1.19. Necht' x, y, z, u, v € P, z #e. Pak plati:
D x<yexz<y-z
2)xz=y-z=x=y
B)xsyusv=x-usy-w

Véta 1.20. Algebraicka struktura (P, +, -) je komutativni polookruh s neutralnim prvkem.

Poznamka 1.21. Z definice mnoZiny P a popsanych vlastnosti relace uspotfaddani a operaci
s¢itdni a nasobeni v této mnoziné vyplyva, ze polookruh vSech pfirozenych ¢isel (N, +, -) je
jednim z moznych modeli polookruhu (P, +, -). Roli prvku e hraje ¢islo 0, nasledovnikem
¢isla x je ¢islo x + 1, Gisek mnoziny NV pftislusny Cislu n obsahuje vSechna pfirozena Cisla od
¢isla 0 po Cislo n — I atd. Je samoziejmé, ze provaddeéni operaci s¢itani a nasobeni podle vét
1.9. a 1.15. se nikde v praxi nepouzivé. O tom pojedname v ¢asti o kardindlnich ¢islech.

Poznamka 1.22. Jako problémova se jevi otazka, kolik modela polookruhu (P, +, -) existuje,
tzn. zda jsou pfirozena Cisla urena jednoznacné, resp. zda vibec néjaky model mnoziny P
existuje. Existenci modelu mnoziny P a tim i existenci pfirozenych ¢isel 1ze snadno ukazat;
jde o kardinalni ¢isla kone¢nych mnozZin. Tém se budeme vénovat v dalSim textu. Odpovédi
na otazku poc¢tu modelti Peanovy mnoziny je tvrzeni, Ze téchto modeld je nekone¢n€ mnoho,
vSechny jsou ale navzdjem izomorfni. Proto lze tvrdit, Ze pfirozend Cisla lze definovat aZ na
izomorfismus jedinym moZnym zplsobem.

Prirozena ¢isla jako kardinalni ¢isla kone¢nych mnoZin

V této Casti se omezime pouze na konecné mnoZiny. I kdyZ v obecné teorii mnoZin jsou
studovana 1 kardindlni ¢isla nekonecnych mnozin, pro ucely konstrukce oboru vSech
piirozenych c¢isel se nekone¢nymi mnozinami nemusime zabyvat.

Vime, Ze dvé mnoziny jsou ekvivalentni, jestlize existuje bijekce (vzdjemné jednoznacné
zobrazeni) jedné na druhou, coZ u kone¢nych mnozin znamena, Ze ob¢ ekvivalentni mnoziny
maji stejny pocet prvki. Tato relace ekvivalence na systému vSech koneénych mnozin 1M
(oznaCujeme ji ~) je ekvivalenci v relaénim smyslu (ziejmé je reflexivni, symetricka a
tranzitivni). Proto generuje jednoznaénym zpusobem rozklad M|~ na systému vSech
koneénych mnozin M. T¥idy rozkladu M|~ se nazyvaji kardinalni ¢isla. Kardinalnim ¢islem
koneé¢né mnoziny M tedy rozumime tfidu rozkladu M|~, ktera obsahuje mnozinu M a vSechny
mnoziny s ni ekvivalentni. Misto ozna€eni kardindlni ¢islo mnoZiny M se Casto uziva téz
pojmu mohutnost mnoziny M (piSeme | M | ). Nyni definujeme ptirozena Cisla jako kardinalni
¢isla kone¢nych mnozin.

Popiseme-li vySe uvedenou konstrukci populdrné (a matematicky ne zcela piesn¢), pak
kardinalni ¢islo kone¢né mnoziny M je systétm mnozin, ktery kromé¢ dané mnoZiny M
obsahuje vSechny mnoZiny (nekone¢né¢ mnoho), které maji tentyZz pocet prvkil jako mnozina



M. Tato jedina spolecna vlastnost vSech téchto mnozin, tj. stejny pocet prvki, je vyjadiena
piirozenym cCislem, které¢ je kardinalnim c¢islem mnoziny M definovéano. Ve Skolské
matematice na ZS proto fikame, Ze pfirozena &isla vyjadiuji poéty prvki koneénych mnozin.

Ptechod od struktury (P, +, -) k jejimu modelu (%, +, -) lze popsat takto: Necht n € P je
libovolny prvek Peanovy mnoziny. Usek mnoziny P piisluiny k prvku n je mnoZina
Umn) = le é\, € e, ..., 'n}. Tato mnozina je kone¢nd, proto jisté nalezi do nékteré t¥idy
rozkladu M|~. Tato tfida rozkladu je kardindlnim ¢islem kone¢né mnoZiny U(n) a
odpovidajici pfirozené Cislo je Cislo n. Lze tedy tvrdit, Ze usek U(n) obsahuje pravé n prvki.
Odtud prvku e odpovida &islo 0, prvku €' ¢&islo 1, prvku €' ¢&islo 2 atd. Uspoiadani
piirozenych Cisel 1ze pak definovat ve shod¢ s definici porovnavani prvkti Peanovy mnoziny
(kazdé cislo nalezejici do U(n) je mensi nez Cislo n).

Jin4 situace je u definice obou zékladnich operaci s¢itani a néasobeni. I kdyz lze tyto
operace definovat stejnym zplUsobem jako v abstraktni Peanové mnozin€, z metodickych
divodu se obé operace zavadéji odlisne€, na zdkladé mnozinovych operaci.

Definice 1.23. (Sc¢itani kardinalnich ¢isel)
Necht’ 4, B jsou kone¢né mnoziny, necht plati 4 N B =¢. Pak definujeme

|A|+|B| =1|4UB|.

Definice 1.24. (Nasobeni kardinalnich cisel)
Necht’ 4, B jsou kone¢né mnoziny. Pak definujeme
|A]-[B| =4 xB].

Definice 1. 25. (Porovnavani kardinalnich ¢isel)
Necht' 4, B jsou kone¢né mnoziny. Pak definujeme| 4 | < | B |, pravé kdyZ mnozina A je
ekvivalentni s vlastni podmnozinou mnoZiny B.

Poznamka 1.26. Lze ukazat, Ze ob¢ operace definované definicemi 1.24. a 1.25. maji vSechny
vlastnosti, které ocekdvame od operaci s¢itani a ndsobeni pfirozenych cisel. PovSimnéme si
nyni omezujici podminky 4 N B = ¢ v definici 1.24. V piipad¢ jejiho vypusténi bude pro
soucet kardinalnich ¢isel mnozin 4, B platit vztah | 4 | + | B| > | A v B |, pfi¢emz ¢islo na
levé stran€ této neostré nerovnosti je obecné vEétsi nez Cislo na pravé strané o pocet prvki
priniku obou mnoZin. Plati tedy rovnost
|A|+|B|-|ANnB| =|4UB|.

Z teoretického hlediska se jednd o princip inkluze a exkluze pro » = 2. Pokud jsou tedy
mnoziny A, B disjunktni, pak |4 » B|= 0 a ptedchozi rovnost pfejde v definici s¢itani
kardinalnich ¢isel podle definice 1.24.

Ptirozena ¢isla jako ordinalni ¢isla koneénych mnoZin

Teorii ordinalnich ¢isel uvedeme pouze popularni formou. Tato teorie je svym formalnim
matematickym popisem velmi komplikovand a nepiehlednd, pficemz jeji duleZitost ve
srovnani s kardinélni teorii je nesrovnatelné¢ mensi. Pijde pouze o to, abyste intuitivné
pochopili, o ¢em se v ordinalni teorii jedna. Podrobné formulace naleznete v ucebnici [1].
Opéct se budeme zabyvat pouze koneénymi mnozinami. Poznamenejme tivodem, ze teorie
ordinalnich ¢isel je ,,aplikace teorie kardindlnich Cisel na uspotddané mnoziny*“. Vime jiz, ze
mnozina je ostie linedrné uspotradana, jestlize je na ni definovéana relace antireflexivni,



antisymetrickd, tranzitivni a souvisla. Pro kazdou koneCnou ostie linedrn¢ usporadanou
mnozinu pak plati, ze kazdy jeji prvek ma jednoznacné urcené poradi (jako napt. ve fronté
osob u pokladny v supermarketu). Lze tedy vzdy oznalit prvni (nejmensi) a posledni
(nejvetsi) prvek této mnoziny. Kazda ostfe linedrné uspotfddana kone¢na mnozina je téz
soucasn¢ dobie uspofaddana (kazda jeji neprazdnd podmnoZzina ma prvni prvek). Na systému G
vSech kone¢nych dobfe usporadanych mnozin je definovéna relace podobnost ~ (jde o
analogii relace ekvivalence mnozin z teorie kardinalnich cisel). Tato relace =~ je reflexivni,
symetrickd a tranzitivni, je to tedy rovnéz relace ekvivalence. Populdrné lze konstatovat, ze
dvé konecné dobte uspofadané mnoziny jsou podobné, maji-li stejny pocet prvki. Lze tedy
analogicky definovat rozklad G |~ syst¢ému G urCeny ekvivalenci = . Ttidy rozkladu G |~ se
nazyvaji ordinalni ¢isla. Ordindlnim cislem konecné dobie uspotadané mnoziny M tedy
rozumime tfidu rozkladu G |~ , kterd obsahuje mnoZzinu M a vSechny mnoziny s ni podobné.
Ordinélni ¢islo mnoziny M budeme oznacovat ord (M).

Popiseme-li vySe uvedenou konstrukci populdrné (a matematicky ne zcela ptesn¢), pak
ordinalni ¢islo konecné dobte uspoifadané mnoziny M je systém dobie usporadanych mnozin,
ktery kromé dané dobie usporadané mnoziny M obsahuje vSechny dobie usporadané mnoziny
(nekone¢n€¢ mnoho), které maji tentyz pocet prvki jako mnozina M. Tato jedind spole¢na
vlastnost vSech téchto mnozin, tj. stejny pocet prvkd, je vyjadiena ptirozenym cislem, které je
ordinalnim ¢islem mnoziny M definovéano. Lze tedy fici, ze pfirozena ¢isla vyjadiuji pocty
prvkl kone¢nych dobie usporadanych mnozin.

Porovnavani ordinalnich &isel a operace s nimi se na ZS takika nepouzivaji, proto je na
tomto misté neuvadime. Lze je nalézt v u¢ebnici [1].

Prirozena Cisla a jejich vlastnosti

Existuji tfi moznosti zavedeni ptirozenych ¢isel: jako Cisla kardinalni, ¢isla ordinalni a prvky
formaln€ zavedené Peanovy mnoziny. V praxi na Skolach je nejdileZitéjsi a nejrozsitené;si
zavedeni ptirozenych Cisel jako ¢isel kardinalnich, kdy pfirozena ¢isla vyjadiuji pocty prvki
kone¢nych mnozin. Ve smyslu ordindlnich ¢isel vyjadiuji pfirozend Cisla pocty prvki
konecnych dobie uspofddanych mnoZin, zatimco pfirozena ¢isla jako prvky Peanovy mnoziny
jsou pouze symboly (nevyjadiuji po€et prvki). Tato posledni moznost se sice Casto vyskytuje
v praxi (telefonni Cisla, ¢isla obCanskych prikazi, bankovnich kont, oznaceni vozidel MHD,
tazena &isla ve Sportce apod). Pii zavadéni pfirozenych &isel na 1. stupni ZS vak disledné
zavadime pfirozena Cisla jako pocty prvkll konecnych mnozin, tzn. jako kardindlni ¢isla.
Nekteré zakladni vlastnosti pfirozenych ¢isel nyni uvedeme (jde pouze o vybér).

Definice 1. 27. (déleni se zbytkem v mnozin¢ piirozenych Cisel)

Pro kazda dvé ptirozena Cisla a, b (b # 0) existuje jedind dvojice ptirozenych Cisel g, z (z <b)
s vlastnosti @ = b - ¢ + z. Cislo a se nazyvé délenec, &islo b se nazyva délitel, &islo ¢ se nazyva
neuplny podil a Cislo z se nazyva zbytek.

Definice 1. 28. Necht' @, b jsou libovolna piirozend ¢isla. Necht' existuje ptirozené Cislo x
s vlastnosti @ = b + x. Potom pfiirozené ¢islo x nazveme rozdilem pfirozenych cCisel a, b a
piSeme x =a —b.

Definice 1. 29. Necht' @, b jsou libovolna piirozend c¢isla. Necht' existuje ptirozené Cislo x
s vlastnosti a = b - x. Potom pfirozené ¢islo x nazveme podilem pfirozenych Cisel @, b a
piSemex =a : b.



Zdkladni viastnosti -operaci scitani a nasobeni plynou p¥imo
z definice komutativniho polookruhu s jednotkovym prvkem.

Predpoklddime, Ze vsechny nize uvedené rozdily a podily pFirozenych Cisel existuji

% (@-b)+b=a . (@a+b-b=a

@ @+b)-c=@-c)+b=a+®-c

S a—(b-c)=(a+c) —b a-(b+c)=(@-b —c
D (@+e)-(b+c)=a—b @—¢) - (B —t)=a—b
& (@:b).b=a . @.b:b=a ‘

& @ b:ic=@:c).b=a.®:¢

< a:("b:c)=(a._‘c):b a:(bﬂ,.c)=-(a:b):c

“ (@.c):(b.c)j=a:b (@:c):(b:¢)=a:b

“* a.0=0.a=0 | |

“ atc=b+c= a=b a.c=b.c= a=b({c=0)
o az0Ab#0 = a.b=0  a.b=0=a=0vb=0

f“a>bes(dxeN,x#0)a=b+x
“a<bh=>ates b+ a<b=a.c<b.c (c#0)
*a+b=0 & a=b=0 a.b=1a=b=1I

» a<b ac<d= ate<b+d a<barce<d= a.c<hb.d



2. Cela cisla

Motivace 2.0. Zname jiz polookruh vSech pfirozenych ¢isel a zndme tedy vSechny jeho
vlastnosti a pravidla pro pocitani s pfirozenymi Ccisly. Problémem ale je, Ze v oboru
pfirozenych Ccisel nelze neomezené odc¢itat ani délit. Problém s odecitdnim vyfeSime
zavedenim celych ¢isel. Obor celych ¢isel musi mit tedy nésledujici vlastnosti:

1. Musi v ném platit vSechna pravidla a vlastnosti operaci jako v oboru pfirozenych cisel.

2. Musi byt zajisténo neomezené od¢itani kazdych dvou celych Cisel.

3. Pfirozena cCisla musi byt soucésti (podmnozinou) celych Cisel. Matematicky fikame, ze
polookruh ptirozenych ¢isel 1ze izomorfn€ vnofit do oboru integrity celych ¢isel.

Konstrukce 2.1. Pti konstrukei oboru integrity celych ¢isel postupujeme takto:
Vyjdeme z kartézského soucinu N x NV, na kterém definujeme pro kazdé dvé dvojice /a, b/,
[c, d] € N x N relaci ~ vztahem:

[a, b] ~ [c,d] =a+d=b+c.
Tato relace je ekvivalence (je reflexivni, symetricka a tranzitivni), existuje tedy rozklad
kartézského soucinu NV x NV na tfidy; tento rozklad budeme oznacovat Nx N /- .

Definice 2.2. Ttidy rozkladu Nx N /. kartézského soucinu Nx IV urceného ekvivalenci ~ se
nazyvaji cela Cisla. Cela Cisla jsou tedy tfidy navzajem ekvivalentnich usporadanych dvojic
ptirozenych cisel.

Poznamka 2.3. Z definice relace ekvivalence ~ plyne, ze vSechny navzijem ekvivalentni
usporadané dvojice ptirozenych ¢isel maji tentyz rozdil mezi prvni a druhou slozkou. Tento
rozdil urcuje celé ¢islo, danou tfidou definované. V dalSim textu o celych cislech je proto
nutno rozliSovat mezi pfipadem, kdy /a, b/ bude oznaCovat tuto jednu konkrétni usporadanou
dvojici pfirozenych Cisel a ptipadem, kdy bude hrat roli reprezentujici dvojice néjakého celého
¢isla. V tomto druhém piipad€ budeme uzivat tu¢ného oznaceni [a, b/. Plati tedy napt. /4, 2] =
{2 0], [3, 1], [4, 2], [5, 3], [6, 4], ...}. Celé Cislo je vzdy reprezentovano nekonecnou
mnozinou navzajem ekvivalentnich uspofadanych dvojic ptirozenych ¢isel. Podle
dohodnutého oznaceni je nutno také rozliSovat nasledujici vztahy: Napf. pro uspotfadané
dvojice /5, 3], [6, 4] plati [5, 3] =[6, 4], [5, 3] ~ [6, 4], pro dv¢ cela ¢isla [5, 3], [6, 4] ale
plati rovnost /5, 3] = [6, 4], protoZe obé& tyto dvojice jsou reprezentanty téze tiidy rozkladu
systému N x N |~. Poznamenejme, Ze v dalSim textu budeme pro zjednoduSeni oznacovat cela
¢isla velkymi tuénymi pismeny, napt. A, B, .... Toto oznaceni neni v rozporu s uvedenou
konstrukci; vzdy lze piejit k reprezentaci pomoci uspotadanych dvojic, napt. 4 = [a, b], B =

[c, d], ...

Véta 2.4. Vnoieni v : N - Z grupoidu N do grupy Z je definovano takto pro kazdy prvek
n € N predpisem
w(n) ={[n 0]; neN}.

Operace s celymi Cisly a jejich vlastnosti

Definice 2.5. S¢itani na mnozin€ celych Cisel je definovano predpisem

[a, b] + [c, d] = [a + ¢, b +d].



Véta 2.6. Operace + z predchozi definice je komutativni, asociativni, ma neutralni prvek 0
reprezentovany dvojici [n, nJ pro libovolné ne N a ke kazdému celému cislu A = [a, b]
existuje praveé jedno opacné Cislo —A4 = [b, a.

Véta 2.7. Algebraicka struktura (Z, +) je komutativni grupa, ve které jsou feSitelné zakladni
rovnice, tj rovnice A + X = B mé vzdy feSeni v mnoziné Z pro kazda dvé cela Cisla 4, B.

Véta 2.8. V grupé (Z, +) existuje prave jedna inverzni operace k operaci s¢itani. Tato operace
se nazyva odcitani a je definovéna vztahem A —B =A + (-B).

Poznamka 2.9. Z ptedchozi véty a véty 2.6. 1ze odvodit pocetni pravidlo pro operaci od¢itani:
[ay b] —[C, dl=[a +d, b+ C].

Pov§imnéme si, Ze v definici od¢itani vystupuji na pravé strané pouze soucty prirozenych
¢isel, tzn. operace od¢itani je neomezené definovana a tedy algebraicka struktura (Z, —) je
grupoid. Tento grupoid neni pologrupou, protoze operace od¢itani zfejme neni asociativni ani
komutativni.

Definice 2.10. Na mnozin¢ Z definujme bindrni operaci - nasledujicim zptisobem:
[a, b] - [c, d] = [ac + bd, ad + bc].

Tuto operaci nazveme nasobenim v mnozing celych cisel. Tato operace je v mnoziné
Z neomezeng definovand, struktura (Z, -) je tedy grupoid.

Véta 2.11. Grupoid (Z, ) je asociativni, komutativni a ma neutrdlni prvek I reprezentovany
dvojici [n+1, nf pro libovolné ne N .

Véta 2.12. V grupoidu (Z, -) pro kazda tii celd Cisla x, y, z, x # 0 plati implikace
X-y=x-z=>y=z.

Véta 2.13. Operace nasobeni je v mnoziné celych cisel svazana s operaci scitani
distributivnim zdkonem, tj.
A,B,CeZ: A-(B+C)=A-B+A4-C.

Véta 2.14. Algebraicka struktura (Z, +, -) je komutativni okruh s neutralnim prvkem, ktery
neni télesem. V tomto okruhu neexistuji vlastni délitelé nuly, je to tedy obor integrity.

Poznamka 2.15. V oboru integrity vSech celych cisel (Z, +, -) plati fada tvrzeni, b&ézné
uzivanych pfi vypoctech. Uved’'me nékteré piiklady.

Véta 2.16. Necht' A4, B, C € Z. Pak plati:
(1) ) =4;

(2) {4+B) =(-A) + (-B);

(3) (A-B)=B -A;

4)A-B-C) =(4+C)—-B;

(5) ((4)-B=A4-(-B)=—A-B).



Poznamka 2.17. Operace déleni neni v mnoziné¢ Z neomezené¢ definované, proto nemuze
existovat obecny vzorec pro vypocet podilu kazdych dvou celych ¢isel. Chceme-li zjistit podil
dvou celych cisel 4 : B = X, je nutno postupovat podle definice podilu. Vztah 4 : B = X
piepiSeme na tvar 4 = B - X , dosadime za A, B reprezentujici usporadané dvojice a feSime
soucin 4 = B - X jako rovnici. V piipadé, ze podil existuje, je mozno ho timto postupem urcit.

Relace usporadani v mnoziné celych cisel

Definice 2.18. Necht A4 = [a, b] je celé &islo. Rekneme, Ze toto &islo je kladné a piseme
A > 0, prave kdyz plati a > b. Je-li a = b, pak Cislo A = 0 ; ve zbyvajicim ptipade pro a < b
tikame, ze celé Cislo 4 je zaporné a pisSeme 4 < 0.

Poznamka 2.19. Je ziejmé, ze jeden z ptedchozich ptipadli vZdy musi nastat. Kazdé celé ¢islo
je tedy bud’to kladné nebo zaporné nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad mnoziny vSech
celych cisel na ¢isla kladna, nulu a Cisla zaporna. Ve shodé s béZznou terminologii zavadime i
oznaceni A < () a tikame, Ze Cislo 4 je nekladné, resp. v ptipadé 4 > 0 je toto Cislo nezaporné.

Definice 2.20. Necht A4, B jsou cela ¢isla. Rekneme, e 4 < B, pravé kdyz plati 4 — B < 0.
Je-liA — B = 0, pak A = B ; ve zbyvajicim piipad¢ pro 4 —B > 0 pak plati 4 > B.

Poznamka 2.21. Je ztejmé, ze i v predchozi definici jeden z ptipadi vzdy musi nastat. Relace
usporadani vSech celych Cisel je tedy linearni. I zde se bézné uziva neostra nerovnost A < B
pro piipad A —B < 0 a analogicky A > B pro ptipad A — B > 0.

Véta 2.22. Necht' A je celé ¢islo. Pak plati:
1HA>0= -A4A<0.
2)A< 0= -A4> 0.

Véta 2.23. Necht’ 4, B jsou kladna cela cisla. Potom jejich soucet A + B i soucin 4 - B jsou
také kladna cela Cisla.

Poznamka 2.24. VySe definovana relace uspofddani v mnoziné vSech celych ¢isel je spojena
s operacemi v této mnozing fadou vztahli. Uved'me alespon néktere.

Véta 2.25. Necht' 4, B, C, D jsou libovolna cela ¢isla. Pak plati:
(1) Jestlize A >B a C < 0, potom AC < BC;

(2) Jestlize A+ C >B + C, potom A > B;

(3) Jestlize AC >BC a C > 0, potom A > B;

(4) Jestlize AC >BC a C < 0, potom A <B;

(5) JestlizeA >BaC > D,potomA+C > B+D;

(6) JestlizeA>BaC>DaC>0aB> 0,potomA-C>B-D.

Véta 2.26. Necht' A, B jsou libovolna cela cisla, pficemz B # (. Pak existuje jednoznacné
urcena dvojice celych cCisel Q, R (pficemz 0 < R <| Bl ) s vlastnosti 4 =B -Q + R. Cislo 4
se nazyva délenec, Cislo B délitel, Cislo Q je podil (n€kdy téZ neuplny podil) a Cislo R je
zbytek. Proces nalezeni Cisel Q, R se nazyva déleni se zbytkem v mnoziné celych ¢isel.

Definice 2.27. Absolutni hodnotu | 4| celého &isla 4 definujeme takto:



(1) Je-lid > 0, pak | Al =4 ;
(2) Je-lid < 0, pak | Al =-A.

Véta 2.28. Necht’ 4, B jsou libovolna cela ¢isla, pak plati:
(1) |4l =|-4l;

2) A< Al;

(3) |4l2=42

4)|l4-Bl =
(5) | 4 + Bl
6) |4 - Bl

A|+|B|;

A-|Bl;
|
| Al-| Bl .

<
>

Poznamka 2.29. Vnoteni y: N - Z grupoidu N do grupy Z je definovano pro kazdy prvek
n € N predpisem w(n) = {[n,0]; ne N}. Kazdé celé¢ kladné (tj. pfirozené) Cislo n je tedy
reprezentovano dvojici /n, 0], ¢islo nula je reprezentovano dvojici /0, 0] a kazdé celé zaporné
¢islo — n je reprezentovano dvojici /0, n].

3. Racionalni ¢isla

Motivace 3.0. Zname jiz obor integrity vSech celych ¢isel a zname tedy vSechny jeho
vlastnosti a pravidla pro pocitani s celymi ¢isly. Problémem ale je, ze v oboru celych Cisel
nelze neomezené délit. Problém s délenim vyfeSime zavedenim raciondlnich ¢isel. Obor
racionalnich ¢isel musi mit tedy nasledujici vlastnosti:

1. Musi v ném platit vSechna pravidla a vlastnosti operaci jako v oboru celych cisel.

2. Musi byt zajisténo neomezené déleni kazdych dvou racionalnich ¢isel (kromé déleni nulou).
3. Cela cisla musi byt soucasti (podmnozinou) raciondlnich ¢isel. Matematicky fikame, ze
obor integrity celych ¢isel 1ze izomorfn€ vnoftit do télesa racionalnich ¢isel.

Konstrukce 3.1. Pti konstrukei télesa racionalnich ¢isel postupujeme takto:
Vyjdeme z kartézského soucinu Z x Z — {0}, na kterém definujeme pro kazdé dvé dvojice
[a, b], [c, d] € Z xZ — {0} relaci ~ vztahem:

[a, b] ~ [c,d] =a-d=b-c.
Tato relace je ekvivalence (je reflexivni, symetricka a tranzitivni), existuje tedy rozklad
kartézského soucinu Z x Z — {0} na ttidy; tento rozklad budeme oznacovat Z x Z — {0}/- .

Definice 3.2. Ttidy rozkladu Z x Z — {0}/- kartézského sou€inu Z x Z — {0} urceného
ekvivalenci ~ se nazyvaji raciondlni Cisla. Raciondlni c¢isla jsou tedy tfidy navzdjem
ekvivalentnich uspotadanych dvojic celych cisel.

Poznamka 3.3. V dal§im budeme kartézsky soucin Z x Z — {0} oznaCovat M a nazyvat
mnozina vSech zlomki. Protoze se racionalni ¢isla bézné¢ vyjadiuji pomoci zlomkti, budeme

uspotadané dvojice z mnoziny M zapisovat jako zlomky, tedy misto /a, b/ budeme psat %.

Odtud je také ziejmé, pro¢ se v mnoziné¢ M pro druhé slozky vSech dvojic nepiipousti Cislo
nula.



Poznamka 3.4. Raciondlni ¢isla jsou podle této konstrukce tfidami rozkladu M |-, tedy
tfidami navzdjem ekvivalentnich zlomkt. Vnofeni v : Z — @ okruhu Z do télesa Q je
definovano pro kazdy prvek z € Z piedpisem

Z-X
w(z) = {7; xeZ—{0}}.
Poznamka 3.5. Analogicky jako u celych ¢isel budeme rozliSovat jeden konkrétni zlomek od

LI, < < < a o
racionalniho ¢isla. Tuénym oznacenim ’ budeme oznacovat stav, kdy tento zlomek bude

SO IINET ; Xy o a ¥ .
reprezentovat racionalni Cislo, zatimco béznym zpusobem 2 budeme oznacovat tento jeden

konkrétni zlomek. Plati tedy napf. — =4 ; % % % ..}. Poznamenejme, ze v dalSim

textu budeme pro zjednodusSeni oznacovat raciondlni ¢isla velkymi tuénymi pismeny, napft. A,
B, .... Toto oznaceni neni, tak jako u celych ¢isel, v rozporu s uvedenou konstrukci; vzdy lze

s . . s . y a b
piejit k reprezentaci pomoci uspoiadanych dvojic, napt. 4 = —-, B = b—’,
a, 2

Véta 3.6. Operace s€itdni v mnoZiné¢ vSech raciondlnich cisel je definovana vztahem
a ¢ _ad+bc

b d  bd

raciondlnimu ¢islu existuje pravé jedno cislo opacné a jsou feSitelné zékladni rovnice.
Algebraicka struktura (Q, +) je tedy komutativni grupa.

. Tato operace je komutativni, asociativni, ma neutralni prvek, ke kazdému

Poznamka 3.7. V grupé (Q, +) plati analogické vlastnosti a vztahy jako v grupé (Z, +), neni
tedy nutné je na tomto misté znovu uvadét. Poznamenejme jen, ze neutralnim prvkem je ¢islo

0 " e @ a .
0 reprezentované tfidou ry a opacnym racionalnim ¢islem k &islu y je Cislo R které lze

” -a o a
reprezentovat bud’to tiidou e nebo tfidou —.

Poznamka 3.8. Analogicky jako pro celd Cisla lze zavést operaci od¢itani jako pficteni
opacného prvku, tedy A — B = A + (=B). Takto lze snadno odvodit bézn¢ uzivany vztah pro
odcitani zlomki:

a c¢ _ad-bc

b d  bd

Poznamka 3.9. Operace od¢itdni ma v mnoziné vSech raciondlnich Cisel tytéz vlastnosti jako
v mnozing celych ¢isel (tj. neni komutativni ani asociativni).

Véta 3.10. Operace nasobeni v mnozin€ vSech raciondlnich cisel je definovdna vztahem
a ¢ _ac

b d bd . Tato operace je v mnozin¢ @ komutativni, asociativni a méd neutrdlni prvek.

, 1oz .oy o . a s s
Timto neutralnim prvkem je Cislo I reprezentované tfidou zlomka —. Algebraickd struktura
a

(O, -) je komutativni pologrupa s neutrdlnim prvkem. Operace nasobeni je distributivni
vzhledem k operaci s¢itdni v mnoziné€ vSech racionalnich ¢isel.



Poznamka 3.11. Budeme-li zkoumat i existenci inverznich prvki a feSitelnost zakladnich
rovnic vzhledem k operaci nasobeni v mnoziné @, snadno zjistime, ze jedinym prvkem, ktery
neumoziuje platnost téchto vlastnosti, je ¢islo 0. Po jeho odstranéni z mnoziny @ muzeme
vyslovit nasledujici vétu.

Véta 3.12. (1) Algebraicka struktura (Q — {0}, -) je komutativni grupa.
(2) Algebraicka struktura (Q ,+, -) je komutativni téleso.

) , Co @b o y
Poznamka 3.13. Inverznim prvkem k racionalnimu ¢islu s je ¢islo — . Toto ¢islo vzdy
a

jednoznacéné existuje (b # 0 podle konstrukce raciondlnich cisel a a = 0 podle piredpokladu

-1
z poznamky 3.11. a véty 3.12.), nazyva se prevracené Cislo k ¢islu % a oznacuje (%) . Pri

) . . 1
oznadeni racionalniho Cisla A4 se pievracené &islo kromé zapisu 4~ zapisuje téz vE

V mnozin€ Q — {0} jsme nyni pfipraveni k definici operace déleni.

Definice 3.14. Déleni v mnoziné Q — {0} je definovéano jako ndsobeni pfevracenym ¢islem, t;.
A:B=A-B™.Vyjadteno pomoci definice operace nasobeni a pievraceného &isla dostavame
a ¢ _ad
b'd bc

Poznamka 3.16. Pfipomeiime znovu, Ze existence pievraceného Cisla i operace déleni jsou
neomezené definovany v mnoziné Q — {0/, tedy ze skute¢né¢ nemiize dojit k ,,d¢leni nulou®.
Pro operace déleni a nasobeni plati rovnéZ fada vlastnosti, z nichZ uvedeme napt-:

Véta 3.17. Necht' A, B, C € Q. Pak plati:
(1) A7) =4;

(2) (A . B)—I =A4"1. B_I,'

3) (4-B7)"=B-A7;

4) A-B7)-C7'=4-B-O7;

5) A-B-C)'=@A-C)-B.

Relace usporadani v mnoZziné racionalnich ¢isel

Definice 3.18. Necht 4 = — je racionalni &islo. Rekneme, Ze toto &islo je kladné a piseme

a
b
A > 0, pravé kdyz plati a 1 b jsou bud'to obé soucasné kladna celd Cisla nebo obé soucasné
zéaporna cela Cisla. Je-li a = 0, pak Cislo A = 0 ; ve zbyvajicim piipade (jedno z Cisel a, b je
kladné celé ¢islo a jedno zaporné) fikame, Ze raciondlni Cislo 4 je zaporné a piSeme 4 < 0.

Poznamka 3.19. Je ziejmé, ze jeden z predchozich piipadii vzdy musi nastat. Kazdé
racionalni ¢islo je tedy bud'to kladné nebo zaporné nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad
mnoziny vSech racionalnich ¢isel na Cisla kladnd, nulu a ¢isla zdporna. Ve shodé s béznou



terminologii zavadime i oznaceni 4 < 0 a fikame, Ze Cislo A je nekladné, resp. v piipadé
A 2 0 je toto Cislo nezaporné.

Definice 3.20. Necht 4, B jsou racionalni &isla. Rekneme, e A < B, pravé kdyz plati
A-B< 0. Jelid—-B =0, pak A = B ; ve zbyvajicim piipad¢ pro 4 — B > 0 pak plati
A>B.

Poznamka 3.21. Je ziejmé, Ze 1 v predchozi definici jeden z piipadii vZdy musi nastat. Relace
uspotradani vSech raciondlnich cisel je tedy linearni. I zde se bézn€ uziva neostrd nerovnost
A < B pro ptipad A —B < 0 a analogicky 4 > B pro ptipad A — B > 0.

Poznamka 3.22. Pro relaci uspotadani v mnozin¢ racionalnich ¢isel a jeji spojeni s operacemi
v mnozin€¢ @ plati analogické vztahy jako v mnoziné€ celych cisel, stejné¢ je definovana i
absolutni hodnota racionélniho ¢isla. Vzhledem k tomu, ze (Q ,+, -) je komutativni téleso,
nemé smysl v mnozin€ raciondlnich ¢isel zavadét déleni se zbytkem. Plati vSak zajimavéa
vlastnost relace uspotadani racionélnich Cisel, kterd v mnozinach ptirozenych ani celych cisel
platit nemohla.

Definice 3.23. Uspotfadani v mnoziné racionalnich ¢isel je husté, tzn.
Vx,y €eQx 2y, 3ze Q:x<z<y.

Poznamka 3.24. Definice hustého usporadani tika, ze ,,mezi kazda dve€ rizna racionalni Cisla
1ze vlozit dalsi racionalni Cislo®.

Desetinné rozvoje racionalnich ¢isel

Poznamka 3.25. Je ziejmé¢, Ze raciondlni ¢isla nevyjadiujeme vyluéné ve tvaru zlomku, napf.
velmi Casto se setkdvame s jejich vyjadienim pomoci desetinnych rozvojt.

Véta 3.26. Kazdé racionalni Cislo lze vyjadiit pomoci desetinného rozvoje, pfi¢emz tento
desetinny rozvoj je bud’to ukonceny nebo je periodicky. Ukonceny je praveé tehdy, je-1i dané

racionalni ¢islo tvaru

IR tj. obsahuje-li rozklad jeho jmenovatele na prvocinitele pouze

prvocisla 2 nebo 5.

Poznamka 3.27. Pievod zapisu racionalniho ¢isla ze zlomku na desetinny rozvoj provadime
délenim Ccitatele jmenovatelem; opacny pievod bud’to prechodem na desetinny zlomek a
upravou (v ptipadé¢ konecného rozvoje) nebo pfimym vypocltem, popf. uzitim souctu
konvergentni geometrické fady.

4. Realna cCisla

Poznamka 4.1. Podle definice 3.23 a poznamky 3.24 se ,,laickym pohledem* zd4, Ze kazdy
bod ¢iselné osy je obrazem racionédlniho ¢isla. To vSak neplati. Snadno lze dokézat, Ze na
¢iselné ose jsou ,,mezery*; napf.\/z je Cislo, které zcela jisté existuje (délka uhlopficky
¢tverce o stran€ 1), avSak neni raciondlni (nelze ho vyjadfit pomoci zlomku).



Definice 4.2. Kazda mezera v usporddané mnoziné (Q, < ) urCuje pravé jedno iracionalni
¢islo. Oznac¢ime-li mnozinu vSech iraciondlnich Cisel I, pak pro mnozinu vSech realnych ¢isel
RplatiR=Q U1 .

Véta 4.3.

(1) Linearn¢ uspotadana mnozina (R, <) je spojité usporadana (neobsahuje mezery).
Q) Vx,yeRx<y FzeQ:x<z< Y.

(3) Desetinny rozvoj iracionalnich Cisel je nekonecny a nikdy neni periodicky.

(4) Algebraicka struktura (R, +, ) je komutativni téleso.

Poznamka 4.4. Protoze linearn¢ uspoiddand mnozina (R, <) neobsahuje mezery, lze
konstatovat, ze kazdy bod cCiselné osy je obrazem pravé jednoho redlného Cisla a naopak,
kazdé reélné Cislo lze jednoznacné znézornit na ¢iselné ose.

Poznamka 4.5. Problém dikazu existence iracionalnich ¢isel je velmi stary. Jiz v antickém
Recku se objevila tzv. prvni krize matematického mysleni, ktera se tykala ,,nesoumdfitelnosti
usecek®. V tehdejsi matematice byla zndma racionalni Cisla i to, ze jakékoliv racionalni Cislo
lze pfesnou geometrickou konstrukci zobrazit na ¢iselné ose. Spolecn€ se znalosti hustoty
usporadani racionalnich Cisel byl tehdy vSeobecné pfijiman nazor, Ze jina Cisla nez racionalni
neexistuji, ze kazdé Cislo lze vyjadfit zlomkem a ze kazdy bod ciselné osy je obrazem
néjakého racionalniho ¢isla. Objev faktu, Ze v jakémkoliv ctverci jsou jeho strana a tthlopticka
tzv. nesouméfitelné a ze délku uhlopticky nelze vyjadrit zlomkem (ma-li strana ¢tverce délku
a, ma uhlopticka délku~/2 a), zpusobil v tehdejsi dobé doslova pozdvizeni, nebot’ nebylo
znamo, jak vznikly problém vytesit. Z teorie uz vime, ze princip nesouméfitelnosti znamena
to, ze linearn¢ uspofaddand mnozina racionalnich c¢isel obsahuje mezery. Vyieseni problému
nesoumcétitelnosti, tj. zavedeni iracionalnich ¢isel, mohlo byt Gspésné teoreticky ukonceno az
mnohem pozdéji.

5. Ciselné soustavy

Poznamka 9.1. Problematika zéapist Cisel provazi lidstvo uZz od starovéku. Je zndma fada
poznatkii o zplisobech numerace béhem historického vyvoje, naptf. numerace ve starém
Egypté a Mezopotamii, numerace antického Recka a Rima nebo numerace starych Mayii.
Jedna se o velmi zajimavé otazky, kterymi se vSak na tomto mist¢ nemlzeme zabyvat.
Konstatujme pouze, Ze béhem vyvoje se vykrystalizovaly dva typy ¢iselnych soustav, a to
pozi¢ni a nepozicni. Zakladni rozdil je v tom, Ze nepozi¢ni soustavy nerozliSuji fad cislice
v zapisu Cisla, kdeZto pozi¢ni soustavy ano. VétSina numeracnich soustav v davné historii byla
nepozi¢éni (Egypt, Mezopotamie, Recko, Rim), zatimco v dneini dobé se uzivaji vyhradné
pozi¢ni soustavy. Jedind nepozicni soustava, se kterou se jest¢ dnes muizeme setkat, jsou
fimské Cislice. Uvédomme si ovSem, ze s fimskymi Cislicemi nepocitame (neprovadime zadné
pocetni vykony), slouzi pouze jako zapisy letopoctl atp. Pozi¢ni soustavy, jak uz bylo feceno,
rozliSuji Tad cislice. Proto je potfeba mit urcen tzv. zédklad pozi¢ni ¢iselné soustavy. Dnes se
uziva pro bézné pocitdni vyhradné soustava se zékladem deset (desitkova soustava). Ve
vypocetni technice se mlizeme setkat jeSt¢ se soustavami, jejichz zdkladem jsou nékteré
mocniny c¢isla dvé (soustava dvojkova, Ctyrtkova, osmickova a Sestnactkovd). Pozicnim
¢iselnym soustavam bude vénovéna tato kapitola. Budeme se zabyvat pfevody zapisi Cisel a
pocetnimi vykony v nedesitkovych ¢iselnych soustavach. Ziejmé se miizeme omezit pouze na



kladna cCisla; zacneme Cisly pfirozenymi a nasledné si uvedeme i1 prevody zapist Cisel
raciondlnich.

Priklad 9. 2. Nepozi¢ni soustavy nerozlisuji fad ¢islice, zatimco pozicni soustavy ano. Tedy
napft. v zapise fimskymi cCislicemi je ¢islo I I I rovno tiem, zatimco v desitkové soustavé je
¢islo 111 rovno sto jedenacti. Nepozi¢ni soustavy nemaji symbol pro nulu, ktery je naopak
v pozi¢nich soustavach nutny. Napf. ¢isla stojedna, tisic jedna jsou zapsana v desitkové
soustavé 101, 1001, zatimco pomoci fimskych ¢islic CI, M L.

Véta 9. 3. Necht’ zje pevné zvolené piirozené Cislo vétsi nez jedna, necht’ a je libovolné
piirozené Cislo. Pak plati:

(1) Existuje piirozené &islo n s vlastnosti 2" < a < 2.

(2) Cislo a lze vyjadiit pravé jednim zptsobem ve tvaru

a=apn2"+ a1 + a2+ Lt tarz+ao, (%)

kdea;,i=0, I, 2, ..., n jsou nezdporna cela Cisla mensi nez z.

Definice 9. 4. Necht plati oznaceni ptedchozi véty a pro Cisla a, n plati vyjadieni (x). Pak
fikame, Ze jsme Cislo a vyjadiili v Ciselné soustavé o zdkladu z. Zkracen€ piSeme a =
(ann-1...ap): , pfitemz zavorky lze v zapisu vynechat. Cislo znazyvame zéklad ¢&iselné
soustavy, symboly a; , i = 0, ..., n se nazyvaji ¢islice (cifry). O €islici a; fikame, ze je fadu i,
¢islo ¥ se nazyva jednotka faduipro i =0, ..., n.

Poznamka 9. 5. Je-li z > 10, plyne z ptedchozi véty, Ze v soustavé o zdkladu z musi existovat
praveé zriznych cifer 0, 1, ..., z — I. ProtoZze v bézné¢ uzivané desitkové soustavé mame
k dispozici pouze deset cifer 0, ..., 9, je nutno doplnit dal§i symboly. Podle mezinarodni
konvence se uziva 4 = 10, B =11, C =12, D = 13, E = 14, F = 15. Soustavy o zakladu
vétsim nez 16 se jiZ nepouzivaji, proto neni potfeba zavadét dalsi symboly.

Poznamka 9. 6. (Porovnavani ¢isel). V kazdé pozicni Ciselné soustavé plati stejnd pravidla
pro porovnavani cisel jako v soustavé desitkové. Obsahuje-li zapis pfirozené¢ho cisla a
v &iselné soustavé o zékladu z pravé n &islic (¢islice nejvyssiho ¥adu je nenulova), pak 2"~ <
a < z". Jsou-li zapsdna dvé pfirozena Cisla a, b v Ciselné soustavé o stejném zéakladu (Cislice
nejvyssiho fadu jsou nenulové), pak plati:

1. To ¢islo, v jehozZ zapisu je vice Eislic, je vEtsi.

2. Maji-li zépisy obou cisel stejny pocet Cislic, pak je vétsi to Cislo, v jehoZ zapisu Eislice
nejvyssiho fadu oznacuje vétsi ptirozené Cislo.

3. Necht’ dvé rtizna Cisla a, b jsou zapsana v téZe soustavé zapisem o stejném poctu Eislic, tj.
(An@n-1...a0)=, (bubn-1...bg)-. Existuje-li ¢islo k (0 < k < n) s vlastnosti @; = b; proi =n, n—I, ...,
k+1, ar # by, pak vEtsi je to Cislo, v jehoZz zapise Cislice fadu k oznacuje vétsi piirozené Cislo.

Poznamka 9. 7. (Pfevadéni zapisu ptirozenych Cisel) Pii prevadeéni zapisu ptirozeného Cisla a
z desitkové soustavy do Ciselné soustavy o zakladu z postupujeme tak, Ze Cislo a vyd€lime
Cislem z se zbytkem. V dalSim kroku vezmeme neuplny podil ptfedchoziho déleni a opét
délime zakladem soustavy. Takto pokracujeme tak dlouho, dokud neni neuplny podil roven
nule (po kone¢ném poctu déleni tento pfipad musi nastat). Hledany zéapis €isla a v soustavé o
zakladu z je ur€en vSemi zbytky po vSech provedenych délenich, které napiSeme vedle sebe
poc¢inaje od posledniho k prvnimu. Pfi praktickém pfevadéni vyuzivame nejcastéji
jednoduchou tabulku, kterou si ilustrujeme nejprve pro a = 986, z = 4, pak pro a = 2507, z =



16. V tabulce o dvou sloupcich zapiSeme do zahlavi Cisla a, z, do levého sloupce piSeme
neuplné podily a do pravého sloupce zbytky. Obraceny prevod z nedesitkové do desitkové
soustavy se provadi rozvojem v nedesitkové soustave.

Priklad 9. 8.

986
246
61
15
3
0

L W~ N N

986 = 331224.
Zkouska: 31224 =3 . 4*+3. £+ 1. #+2.4+2=3.256+3.64+16+8+2=986.

Priklad 9. 9.

2507 16
156 11
9 12
0 9

2057 = 9CBys .

Zkouska: 9CBis=9.16°+12.16+11=9.256+ 12 .16+ 11 =2304 + 192+ 11 = 2507.
PovS§imnéme si, ze v ptipadé z > 10 ptepisujeme dvouciferné zbytky pomoci pismen a opacné,
pii rozvoji ¢isla misti pismene pouzijeme ptislusné dvouciferné ¢islo.

Poznamka 9. 10. Na zéklad¢ poznamky 9.7. 1ze nyni pievést zapis jakéhokoliv pfirozeného
¢isla z desitkové soustavy do nedesitkové a naopak. V ptipad€, Ze chceme pievést zapis
ptirozeného ¢isla zapsaného v nedesitkové soustavé do jiné nedesitkové soustavy, je
nejvyhodnéjsi prechod pies desitkovou soustavu. Existuji ovSem piipady (a jsou hojné
vyuzivany zejména v informatice), kdy lze takovy pievod mezi dvéma nedesitkovymi
soustavami provést piimo. To Ize provést tehdy, jestlize pro dva zaklady soustav z; , z> plati
vztah z; = z" pro néjaké pfirozené Cislo n. S ohledem na praktické vyuZiti jsou dilezité
zejména piimé pievody mezi soustavou dvojkovou a ctyfkovou, dvojkovou a osmickovou,
dvojkovou a Sestnactkovou, resp. mezi Ctytkovou a Sestnactkovou. Prevody se provadi na
zaklade nasledujici véty:

Véta 9. 11. Necht’ pro dva zaklady soustav z; , z> plati vztah z; = z2" pro néjaké ptirozené
¢islo n. Pak cislo zapsané n ciframi v Ciselné soustavé o zakladu z; lze zapsat jedinou cifrou
v Ciselné soustave o zékladu z; .

Priklad 9. 12. Preved’te ¢islo /1701100101102 do soustavy se zdkladem §.

Vime, ze 8§ = 2°. Plati : 110101010110,=1.2" +1.21+0.2°+1.2240.27+1.2°+0
24122 40.224+1.2241.240=(1.22+1.240).2P+@1.22+0.2+1).
2P +0.22+1.2+0).22+(1.2°+1.2+00=6.8+5.8+2.8+6=065265.

Poznamka 9. 13. Postup uvedeny v pfedchozim piikladu je tézkopadny a nepiehledny.
V praxi postupujeme tak, Ze pii pievodu zapisu pfirozeného Cisla ze zédkladu z> na zéklad z; =



z)" zapiSeme dané Cislo ve zkraceném tvaru v soustavé zz, rozdélime zprava na n-ciferné
skupiny, pfi¢emz kazda takova skupina » cifer da podle véty 9. 11. jednu cifru v soustave z;.
Priklad 9.12. 1ze pak psat takto: 1/0110010110, = 110/110/010/110>= 6526s. Pti opacném
pievodu postupujeme analogicky. Musime si vSak uvédomit, Zze vzdy vytvaiime z kazdé cifry
v soustave z; skupinu z cifer v soustave z», tedy napi. 3014 = 1100012, 301s = 011000001 ,
tzn. napft. ¢islo nula je zapsano v prvnim piipadé¢ dvéma nulami, zatimco ve druhém piipadé
tfemi nulami.

Poznamka 9.13. Pro pocitani v nedesitkovych soustavach plati stejna pravidla jako pro
pocitani v desitkové soustaveé. Pravidla pro provadéni pisemného scitani, od¢itani, ndsobeni a
déleni v desitkové soustavé lze vSechna ,,pienést” i pro pocitdni v nedesitkové soustavé.
Procviceni takovych pocetnich vykonl poznate v seminafi.

Poznamka 9.14. V zavéru textu jsou jako ptilohy dvé tabulky. Prvni z nich obsahuje pfevody
¢isel od 0 do 40 do vSech soustav od zdkladu 2 az do zakladu 16, ve druhé tabulce jsou
uvedeny pievodni vztahy pro pfimé prevody mezi nedesitkovymi soustavami v pifipadech, kdy
to je mozné (az do zdkladu 16).
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