Cela ¢isla

Motivace. Obor celych ¢isel musi mit tyto vlastnosti:

1. Musi v ném platit vSechna pravidla a vlastnosti operaci jako
V oboru pfirozenych Cisel.

2. Musi byt zajistétno neomezene¢ odcitani kazdych dvou
celych Cisel.

3. Pfirozena cCisla musi byt soucasti (podmnozinou) celych
Cisel. Matematicky fikame, Ze polookruh ptirozenych Cisel 1ze
1zomorfn€ vnoftit do oboru integrity celych ¢isel.

Konstrukce.
Vyjdeme z kartézského soucinu N x N, na kterém definujeme

pro kazdé dvé dvojice [a, b], [c, d] € N x N relaci ~ vztahem:
[a,b] ~ [c,d]=a+d=Db+c.
Tato relace je ekvivalence (je reflexivni, symetrickd a

tranzitivni), existuje tedy rozklad kartézského souc¢inu N x N
na tiidy.

Definice. Ttidy rozkladu kartézského soucinu Nx N urc¢ené¢ho
ekvivalenci ~ Se nazyvaji cela Cisla. Cela Cisla jsou tedy tiidy
navzajem ekvivalentnich usporfadanych dvojic ptirozenych
Cisel.

Poznamka. Z definice relace ekvivalence ~ plyne, zZe

vSechny navzdjem  ekvivalentni uspofddané  dvojice
pfirozenych cisel maji tentyZ rozdil mezi prvni a druhou
slozkou. Tento rozdil urCuje celé <¢islo, danou tfidou
definovane¢. V dalSim textu o celych ¢&islech je proto nutno
rozliSovat mezi piripadem, kdy [a, b] bude oznacovat tuto



jednu konkrétni uspofadanou dvojici piirozenych c¢isel a
ptipadem, kdy bude hrat roli reprezentujici dvojice né&jakého
celeho Cisla. V tomto druhém pfipadé budeme uZivat tu¢ného
oznaceni [a, b]. Plati tedy napf-.

[4, 2] = {[2, 0], [3, 1], [4, 2], [5, 3], [6, 4], ...}-

Celé cCislo je vzdy reprezentovano nekonecnou mnoZinou
navzajem ekvivalentnich uspotfadanych dvojic pfirozenych
Cisel. Podle dohodnutého oznaceni je nutno také rozliSovat
nasledujici vztahy: Napft. pro uspoiadané dvojice [5, 3], [6, 4]
plati [5, 3] #[6, 4], [5, 3] ~ [6, 4], pro dv¢ cela ¢isla [5, 3],
[6, 4] ale plati rovnost [5, 3] = [6, 4], protoze obé¢ tyto dvojice
jsou reprezentanty téze tiidy rozkladu systému N x N.

Poznamenejme, Ze v dalSim textu budeme pro zjednoduSeni
oznacovat cela Cisla velkymi tuénymi pismeny, napt. A, B, ....
Toto oznaceni neni v rozporu s uvedenou konstrukci; vzdy lze
piejit k reprezentaci pomoci usporadanych dvojic, napt. A =

[a,b],B=[c,d],C=[e 1], ...
Operace s celymi Cisly

Definice. Scitani na mnoziné¢ celych cisel je definovano
predpisem

[a,b] + [c,d]=[a+c, b+d].
Véta. Operace + zpiedchozi definice je komutativni,
asociativni, ma neutralni prvek O reprezentovany dvojici [N, N]
pro libovolné ne N a ke kazdému celému cislu A = [a, b]
existuje prave jedno opacné ¢islo —A = [b, a].

Véta. Algebraicka struktura (Z, +) je komutativni grupa, ve
které jsou tesitelné zakladni rovnice, tj rovnice A + X = B ma
vzdy teSeni v mnoziné Z pro kazda dvé cela Cisla A, B.



Véta. V grupé (Z, +) existuje pravé jedna inverzni operace
K operaci scitani. Tato operace se nazyva odcCitani a je
definovana vztahem A —B = A + (-B).

Poznamka. Z predchozi véty Ize odvodit pocetni pravidlo pro
operaci od¢itani:
[a,b] —[c,d]=[a+d,b+c].

Definice. Na mnozin¢ Z definujme binarni operaci
nasledujicim zptusobem:

[a, b] - [c, d] = [ac + bd, ad + bc].

Tuto operaci nazveme nasobenim v mnozing celych Cisel. Tato
operace je v mnozin¢ Z neomezené definovana, struktura (Z, -)

je tedy grupoid.

Véta. Grupoid (Z, -) je asociativni, komutativni a ma neutralni
prvek 1 reprezentovany dvojici [n +1, n] pro libovolné ne N.

Véta. Operace ndsobeni je v mnoziné celych ¢isel svdzana
S operaci sCitani distributivnim zdkonem, tj.

AB,CeZ:A-(B+C)=A-B+A-C.

Véta. Algebraicka struktura (Z, +, -) je komutativni okruh
s neutralnim prvkem, ktery neni télesem. V tomto okruhu
neexistuji vlastni délitelé nuly, je to tedy obor integrity.

Véta. Necht' A, B, C € Z. Pak plati:
(1) (A=A

(2) (A+B)=(-A)+(-B);

(3) (A-B)=B-A;

4 (A-B-C)=(A+C)-B;
®) (-A)-B=A-(B)=—HA-B).
6) (-A)-(-B)=A-B.



Poznamka. Operace dé¢leni neni v mnoZin¢ Z neomezené
definovan¢, proto nemiize existovat obecny vzorec pro
vypocet podilu kazdych dvou celych ¢isel. Chceme-li zjistit
podil dvou celych ¢isel A : B = X, je nutno postupovat podle
definice podilu. Vztah A : B = X pfepiSeme natvar A=B - X,
dosadime za A, B reprezentujici uspofadané dvojice a feSime
sou¢in A = B - X jako rovnici. V pripad¢, ze podil existuje, je
mozno ho timto postupem urcit.

Relace usporadani v mnoziné celych cisel

Definice. Necht A = [a, b] je celé ¢&islo. Rekneme, Ze toto
¢islo je kladné a piSeme A > 0, pravé kdyz plati a > b. Plati-li
a = b, pak cislo A = 0; ve zbyvajicim pfipad¢ pro a < b
fikame, Ze celé Cislo A je zdporné a piSeme A < 0.

Poznamka. Je ziejmé¢, Ze jeden z predchozich piipadl vzdy
musi nastat. Kazde celé Cislo je tedy bud'to kladne nebo
zaporn€ nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad mnoziny
vSech celych Cisel na Cisla kladna, nulu a ¢isla zaporna.

Definice. Necht A, B jsou cela cisla. Rekneme, 7¢ A < B,
pravé kdyz plati A— B < 0. Je-li A-B =0, pak A = B; ve
zbyvajicim piipad¢ pro A —B > 0 pak plati A > B.

Poznamka. Je ziegme¢, Ze¢ 1 v predchozi definici jeden
Z ptipadit vZdy musi nastat. Relace usporadani vSech celych
Cisel je tedy linearni.

Véta. Necht’ A je celé Cislo. Pak plati zfejmé tvrzeni:
1) A>0= -A<0.
2) A<0=-A>0.



Véta. Necht' A, B jsou kladna cela Cisla. Potom jejich soucet
A + B isoucin A - B jsou také kladna cela cisla.

Diikaz: @) Soucet. Necht A=1[a,b] > 0,tj.a > b.
Necht také B = [c, d] > O, tj. ¢ > d. Nerovnostia > b,c > d
seCteme. Dostanemea +Cc > b+ d,tedy A+ B > 0.

b) Soucin. Necht A =[a, b] > 0,tj.a > h.
Necht’ také B = [c, d] > 0, tj. ¢ > d. Proto existuje nenulové
ptirozené Cislo ¢ — d. Timto ¢islem vynasobime nerovnost
a>b.
a>Db|-(c—-d)
a-(c—-d)>b-(c-d

ac —ad > bc —bd

ac + bd > ad + bc
tedy plati A- B > 0.

Véta: a) necht A>0aB <0, potomA-B<Q0.
b) necht A<0aB >0, potomA-B<O0.
c) necht A<0aB <0, potomA-B>0.

Diikaz:.
A)A>0AB<0=>A>0A(-B)>0=A-(-B)>0=
HA-B)>0=A-B<0.
b)A<OAB>0=(-A)>0AB>0=(-A)-B>0=>
HA-B)>0=A-B<0.
C)A<0AB<0=(-A)>0A(-B)>0=(-A)-(-B)>0
= A-B>0.

Véta. Necht' A, B, C, D jsou libovolna cela cisla. Pak plati:
(1) Jestlize A>BaC < 0, potom AC < BC;

(2) Jestlize A+ C >B + C, potom A >B;

(3) Jestlize AC >BCaC > 0, potom A >B;



(4) Jestlize AC >BCaC < 0, potom A <B;

(5) JestlizeA>BaC > D,potomA+C > B+D;

(6) JestlizeA>BaC>DaC>0aB >0,
potomA-C > B-D.

Dukazy vsech Sesti tvrzeni predchozi vety jsou v ucebnici,
Jjedna se o cviceni 199/16. Uvedeme 7 priklady.

Diikaz tvrzeni (1): Jestlize A>BaC < 0, potomA -B>0a
(-C) > 0. Potom (A —-B) - (-C) >0 = BC - AC > 0, tzn. plati
AC < BC.

Diitkaz tvrzeni (4). Necht AC >BC, pak AC —BC > 0. Odtud
(A—B) - C > 0. Tento soucin je kladné Cislo, tedy obé Cisla
musi byt bud’to kladna nebo ob¢ zaporna. Podle predpokladu
C < 0, tedy tak¢ A—B < 0. To ale znamena, ze A <B.

Diikaz tvrzeni (6): A>BaC > 0,potomA-C>B-C,
C>DaB>0,potomB-C>B-D.
Relace uspofadani je tranzitivni, proto A- C > B - D.

Vnoreni N do Z: Podle vztahli pro operace s celymi Cisly
plati:

[a, 0]+ [b, 0]= [a + b, O],

[a, 0] - [b, O]=[a- b, O].
Pokud tedy zvolime za reprezentujici dvojici pro kazdé
nezaporné celé ¢islo n dvojici [n, 0], pocitame pii obou
operacich pouze s prvnimi slozkami. To umoznuje definovat
vnoieni . N — Z polookruhu N do oboru integrity Z. Toto
vnofeni je zobrazenim, které je definovano pro kazdé
ptirozené ¢islo n e N predpisem y(n) = {[n, 0]; ne N}. Kazdé
cele kladné (tj. pfirozené) Cislo n je tedy reprezentovano
dvojici [N, 0], ¢islo nula je reprezentovano dvojici [0, 0] a tedy



také misto celého ¢isla [N, 0] mizeme nadale psat pouze n.
Vime ale také, ze ke kazdému celému c¢islu [a, b] existuje
opacné cel¢ Cislo —[a, b] = [b, a] . Tedy i ke kazdému celému
¢islu [n, 0] existuje opacné celé cislo —[n, O0]= [0, n].
Vzhledem k vyse dohodnuté reprezentaci nezaporného celého
(tj. prirozeného) cCisla n uspotfadanou dvojici [n, 0] je tedy
kazdé celé zaporné Cislo — n reprezentovano dvojici [0, n].
Proto miZzeme bézné oznacovat celé ¢isla malymi pismeny.

Definice. Absolutni hodnotu |A | celého &isla A definujeme
takto:

(1) Je-liA> 0, pak| Al =

(2) Je-li A < 0, pak | Al = —A. (opagné celé &islo!!)

Véta. Necht’ A, B jsou libovolna cela ¢isla, pak plati:

1) |Al =]

2) A<|Al-

(3) |Al2=Az

@) |A-Bl =|Al-|Bl;
(5) A+B| | Al

(6) Bl > |Al-|Bl.

Diitkaz tvrzeni (1): pro A = 0 je tvrzeni ziejmé.
a) Necht’ A >0, pak | Al = :
potom ale —A < 0, pak | -Al = —(-A) = A.
b) Necht' A <0, pak | Al = -A ;
potom ale —A > 0, pak | —A|l = —A. Tvrzeni tedy plati.

Diitkaz tvrzeni (4): pro A = 0 nebo B = 0 je tvrzeni ziejmé.

a) Necht A>0AB>0,pak A-B>0.Potom|A-B|l=A-B.
Plati A >0, pak | Al= A, B >0, pak | Bl = B. Proto plati
|Al-1Bl =



b) Necht A>0AB<0,pak A-B<0,tedy|A-Bl=—(A-B).
Plati A >0, pak|A| = A, B <0, pak| Bl = —B. Proto plati
|Al-|Bl =A - (-B)=—(A-B).

¢)Necht A<OAB>0,pak A-B<0,tedy|A-Bl=—(A-B).
Plati A <O, pak|A| =-A, B >0, pak| Bl = B. Proto plati
|Al-|Bl =(-A)-B=—(A-B).

d) Necht A<OAB<0,pak A-B>0,tedy|A-Bl=A-B.
Plati A <0, pak | Al = —A, B <0, pak | Bl = —B. Proto plati
|Al-|Bl =—(A)- (-B)=A-B.

Véta. Necht’ a, b jsou libovolna cela Cisla, pricemz b = 0. Pak
existuje jednoznacné urcend dvojice celych €isel q, z (pfiCemZz
0 < z <|bl) svlastnosti a = b - q + z. Cislo a se nazyva
délenec, cislo b délitel, Cislo q je podil (n€kdy téz netplny
podil) a Cislo z je zbytek. Proces nalezeni cisel g, z se nazyva
déleni se zbytkem v mnozZin¢ celych ¢isel.

Priklady: Pro kladna ¢isla a, b jsou vypocty ziejmé.
a)a=-19,b=4.Pak-19=4.(-5)+1,t,g=-52z=1.
b)a=26,b=-7.Pak26=-7-(-3)+5,t,9g=-3,z2=5.
c)a=-31,b=-9.Pak-31=(9)-4+5,t,q=4,z=5.
da=-43,b=8.Pak-43=8-(-6)+5,t,g=-6,z=5.
e)a=61,b=-11.Pak61=-11-(-5) +6,t),g=-5,z=6.
fla=-1,b=-6.Pak-1=(-6)-1+5,t,q=1,z=5.



Racionalni Cisla

Motivace. Zname obor integrity vSech celych ¢isel a zname
vSechny jeho vlastnosti a pravidla pro pocitani s celymi ¢isly.
Problémem ale je, Ze v oboru celych cCisel nelze neomezené
delit. Probléem s délenim vyfeSime zavedenim raciondlnich
Cisel. Obor racionalnich c¢isel musi mit tedy néasledujici
vlastnosti:

1. Musi v ném platit vSechna pravidla a vlastnosti operaci jako
Vv oboru celych Cisel.

2. Musi byt zajisténo neomezené dé€leni kazdych dvou
racionalnich Cisel (kromé& déleni nulou).

3. Cela cisla musi byt soucasti (podmnoZinou) raciondlnich
Cisel. Matematicky fikame, Ze obor integrity celych Cisel 1ze
1zomorfné vnoftit do télesa racionalnich Cisel.

Konstrukce.
Vyjdeme z kartézského soucinu C x C — {0}, na kterém
definujeme pro kazdé dvé dvojice [a, b], [c, d]e C x C —{0}
relaci ~ vztahem:

[a,b] ~ [c,d]=a-d=b-c.
Tato relace je ekvivalence (je reflexivni, symetricka a

tranzitivni), existuje tedy rozklad kartézského soucinu
C x C—{0} na tiidy.

Definice. Tridy rozkladu kartézského souc¢inu C x C — {0}
urCen¢ho ekvivalenci ~ se nazyvaji racionalni Cisla.

Raciondlni c¢isla jsou tedy tfidy navzdjem ekvivalentnich
uspotradanych dvojic celych Cisel.



