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0.1 Axiom rovnobéznosti
a neeukleidovské geometrie

Uvazujeme-li rovinu urcéenou piimkou p a bodem A ¢ p, vime, Ze v této roviné existuje
jedina primka prochézejici bodem A, ktera nemé s piimkou p zadny spolecny bod.

Tuto nam zifejmou skutecnost neni mozné odvodit z dosud zavedenych axiomi
incidence a uspotradani, a to ani tehdy, kdyz knim pfidame dalsi dvé skupiny axiomi —
axiomy shodnosti a axiomy spojitosti, se kterymi se seznamime v dalsim textu. Tuto
skutec¢nost je tfeba také zavést axiomaticky a vyjadiuje ji tzv. axiom rovnobéznosti
(znadmy také jako paty Eukleidav postulat), ktery oznacime R.

R: Necht p je pfimka a A bod, ktery na ni nelezi. Pak v rovin& urdéené
primkou p a bodem A existuje pravé jedna primka prochazejici bodem
A, ktera nema s pirimkou p Zadny spoleény bod.
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Obr. 1

Pifimka prochéazejici bodem A, o niz se hovoii v axiomu R, se nazyva rovnobézka s
primkou p. Axiom R zavadi do geometrie vztah rovnobéznosti primek.

Definice 0.1 RovnobéZnymi nazyvame takové dveé primky, které lezi v jedné roviné a
nemaji spole¢ny bod, nebo dvé splyvajici primky.

Vztah rovnobéznosti primek je zfejmé reflexivni a symetricky a téz tranzitivni.

Véta 0.1 Necht p, q, v jsou tri libovolné primky. Plati-li Ze p || q a q || v, pak je téz
pllr

Dukaz: Veéta zrejmé plati, je-li ¢ = r nebo p = q nebo p = r. Predpokladejme tedy, Ze
primky p, q, v jsou po dvou ruzné€ a wvaZuyme dvé moznosti:

1) p, q, r lezi v jedné roving,
2) p, q, v neleZi v jedné roviné.

Ad 1) Primky p, r nemohou mit spoleény bod, nebot pak by timto bodem prochdzely
dvé rizné rovnobézky s primkou q. Je tedy p || q.

Ad 2) Rovinu, v niZ lezi primky p, q¢ oznacme « a rovinu, v niz lezi primky q, r,
oznacme (3. Protoze qNr =0 aanNpB =gq, jeanr=10. ProtofepNqg=0,pC a a



Obr. 2

anNp =gq, je také BNp=10. Zvolme na primce r bod R a rovinu uréenou primkou p
a bodem R oznacme vy (viz obr. 1.19).

Protoze R & «, je yNa = p. Vzhledem k tomu, Ze fNa=q, yNa=p apng =1,
jean BN~y =~0. ProtoZe p ¢ 3, je 3 # ~, ale bod R € fN~. To znamend, Ze eristuje
primka k = BN ~. ProtoZe plati a NN~y =0, jekNa =10 atéZknqg=10. ProtoZe
Rek,jer==k. Jetedyr C~ aplatirNa =0. ProtoZep C «, je téZr Np = 0.

Celkem tedy dostdavame: r C vy, p C v arNp=10. Odtud plyne, Ze p || r, coZ jsme
meli dokdzat. O

Geometrie vybudovana jen z uvedenych ¢tyt skupin axiomt (incidence, usporadani,
shodnosti a spojitosti) se nazjva geometrie absolutni.! P¥iddme-li k témto axiomim
jesté axiom rovnobéznosti, formulovany ptvodné jako V. Eukleidiv postulat, dosta-
vame tzv. eukleidovskou geometrii.? Eukleidovskd geometrie je pravé ta geometrie,
kterou jsme intuitivné zavedli na zakladni a stfedni Skole, v niz tvrzeni axiomu rov-
nobéznosti bereme jako ziejmou skutecnost. Jak jiz bylo naznaceno v historickych
souvislostech na strané 16, pravé fakt, ze tvrzeni axiomu rovnobéznosti neni mozno
odvodit z vyse uvedenych axiomi, patii v matematice k objeviim zasadniho vyznamu.

Dlouhé staleti se jej matematici beztispésné snazili dokazat z predchozich ¢tyt, coz
nakonec vedlo v 19. stoleti® k objevu neeukleidovské geometrie. Neeukleidovska
geometrie — nékdy také nazyvana Lobacevského geometrie — je tedy takova geometrie,
ktera k prvnim ¢tyfem skupindm axiomu pfidava negaci axiomu rovnobéznosti. (Tj. v
axiomu rovnobéznosti nahradi tvrzeni ,existuje pravé jedna“, bud tvrzenim ,neexistuje
zadna“ nebo ,existuji alespon dvé“.)

1V absolutni geometrii lze dokazat, Ze existuje v roviné uréené piimkou p a bodem A alespor
jedna primka, kterd prochdzi bodem A a nemad s pfimkou p zadny spoleény bod. Pak bychom axiom
rovnobéznosti mohli vyslovit se silnéjsim tvrzenim prdvé jedna na misto nejvyse jedna.

2Paty postulat formulovany Eukleidem ve spise Zdklady, viz strana 14, postulat V., obsahuje
tvrzeni ekvivalentni uvedenému axiomu R.

3Vice historickych pozndmek k objevu neeukleidovské geometrie na strané 16.
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Podle toho, jakym zpiisobem paty axiom popieme, rozlisujeme dva zakladni typy
neeukleidovské geometrie — sférickou geometrii a hyperbolickou geometrii.

Sféricky axiom: Nechf p je pfimka a A bod, ktery na ni nelezi. Pak v roviné
urcené primkou p a bodem A neexistuje zadna primka vedend bodem A, ktera
neprotind p.

Hyperbolicky axiom: Nechf p je pfimka a A bod, ktery na ni nelezi. Pak v
roviné urcené primkou p a bodem A existuji nejméné dveé rizné primky vedené
bodem A, které neprotinaji p.

Obr. 3 Sféra Obr. 4 Pseudosféra

Tyto geometrie si nelze snadno predstavit v roviné, ale mnoho vztaht a souvislosti
neeukleidovskych geometrii je mozné pochopit na modelech geometrii, kdy misto ro-
viny uvazujeme tzv. Lobadevského rovinu* nebo plochy, které jsou néjakym zptisobem
zakiivené. Nazvy eliptickd geometrie (resp. sférickd) a hyperbolickd geometrie vychazi
pravé z toho, jaky maji tyto geometrie model. Nejjednodussim modelem eliptické ge-
ometrie je povrch koule (sféra), kde ptimky jsou ,velké“ kruznice (priniky sféry s
rovinami, které prochéazeji jejim stfedem), viz obr. 1.20. Hyperbolickou geometrii 1ze
kreslit naptiklad na tzv. pseudosféru, viz obr. 1.21.

Poznamka 0.1 V neeukleidovskych geometriich plati néktera tvrzeni zcela odlisnéa
od tvrzeni, ktera zname v eukleidovské geometrii. Napr. uvedeme souvislost axiomu
rovnobéznosti, pripadné jeho negace, se souctem uhlt v trojihelniku. Jednou ze zéklad-
nich vét eukleidovské geometrie je ta, kterd tika, ze soucet velikosti vSech vnitinich

4Model Lobadevského roviny pochézi od matematikit E. Beltramiho (1835 — 1900) a F. Kleina
(1849 — 1925). Uvazujeme rovinu ve smyslu eukleidovské geometrie a necht je v této roviné dan kruh.
Lobagevského rovinou (tj. L-rovinou) rozumime mnozinu v8ech vnit¥nich bodt tohoto kruhu. Tyto
body jsou body Lobacevského roviny, tj. L-body. L-pfimkami rozumime vSechny tétivy uvazovaného
kruhu, ale bez jejich krajnich bodu. Napf. vztah L-bod lezi mezi jinymi dvéma L-body je stejny jako
pro tyto body v eukleidovské roviné a podobné v tomto modelu neni obtizné provérit, ze plati axiomy
incidence a usporadani. Shodnost je vSak definovand jinak nez v eukleidovské geometrii. Z tohoto
modelu je zfejmé, Ze bodem A prochézi dokonce nekoneéné mnoho ptrimek, které nemaji s primkou p
spole¢ny bod.



thlt v trojihelniku je roven 180°. Tato véta je ekvivalentni axiomu rovnobéznosti.
V neeukleidovské geometrii se tedy soucet thli v trojahelniku lisi od 180°:°

e Ve sférické geometrii je soucet velikosti vSech vnitinich thla v trojahelniku vétsi
nez 180°.

e V hyperbolické geometrii je soucet velikosti vSech vnitinich tthld v trojuhelniku
mensi nez 180°.

Pro predstavivost poslouzi modely na obrazcich 1.20, 1.21. Dtkazy pfesahuji ramec
tohoto textu a lze je nalézt napt. v [?].

Fakt, ze existuje vice geometrii, vede prirozené k otazkam, zda jsou vSechny tyto
geometrie odrazem urcité oblasti objektivni reality, jaké je jejich vyuziti a jaka je ge-
ometrie naseho vesmirného prostoru, nebot rozvijet tyto geometrie jen na modelech
by nemélo hlubsiho smyslu. Tyto otazky jiz znacné presahuji vymezeny ramec tohoto
textu. Poznamenejme tedy jen struc¢né, ze neeukleidovska geometrie méa skutecné odraz
i v nasi objektivni realité — napt. v Einsteinové obecné teorii relativity je ¢asoprostor
zaktiveny v disledku pritomnosti hmoty a hybnosti, tj. m& neeukleidovskou geome-
trii. V soucasnosti se geometrie pofad vyviji a to jak geometrie prakticka (napiiklad
vypocetni geometrie a pocitacova grafika), tak teoretickd, kterd ma tizkou souvislost
s teoretickou fyzikou.

5Tzv. thlovou v§chylku trojihelnika nezavisle studovali v obou zmitiovanych geometriich mate-
matici C. F. Gauss a J. H. Lambert.
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0.2 Polohové vlatnosti bodu, primek a rovin

Vlastnosti bodi, pfimek a rovin, které jsou zalozeny na vztazich incidence, usporadani
a rovnobéznosti nazyvame polohové viastnosti. Zakladni polohové vlastnosti bod, pri-
mek a rovin jsou vysloveny v axiomech incidence, usporadani a rovnobéznosti. Z nich
se pak odvozuji dalsi vlastnosti a vztahy (napt. véty 1.2, 1.3, 1.4, 1.8). V nésledujicim
textu uvedeme ve vétach 1.9 az 1.15 dalsi polohové vlastnosti tykajici se vzajemnych
poloh primek a rovin.

Véta 0.2 (O vzajemné poloze dvou primek)
Dvé primky v prostoru magi pravé jednu z téchto ctyr vzajemngych poloh:

A. primky splyvayt,
B. primky maji jeden spolecny bod,
C. primky nemaji spolecny bod a leZi v téZe roving,

D. primky nemaji spolecny bod a neleZi v Zadné roviné.

Piimky z ptipadi A. a C. nazyvame rovnobézné, z pripadu B. riznobézné a z pripadu
D. mimobézné.

Dukaz: Pri dikazu této véty je treba ukdzat, Ze moznosti A. - D. mohou nastat a Ze
nemuze nastat Zadny jiny pripad vzdajemné polohy dvou primek.

Pripad A. nastane tehdy, maji-li obé primky spoleéné dva rizné body, nebot témito
bodu je podle axiomu I, urcena jedind primka.

Pripad B. plyne z axiomu I3 a I;. Podle I3 existuji tri rizné body, které neleZi v téZe
primce. Oznacme je A, B, C. Pak je podle axiomu I, urcena body A, B jedind primka
a body A, C rovnéz jedind primka. Tyto primky maji jeding spolecny bod A.

Pripad C. plyne z axiomu I3, I; a axiomu rovnobéznosti. Podle I3 existuji tri riuzné
body, které nelezi v téze primce. Oznacme je opét A, B, C. Body A, B je podle I
urcena jedind primka a bod C' na ni nelezi. Z axiomu rovnobéznosti plyne, Ze bodem
C prochdzi pravé jedna rovnobézka s primkou AB, tj. primka, kterd nemd s primkou
AB Zadnyg spolecny bod a lezi s ni v jedné€ roviné, coZ je rovina ABC.

Pripad D.: Podle azxiomu Iy existuji ctyri rizné body, které nelezi v téZe roviné.
Oznacéme je A, B, C, D. Necht body A, B urcuji primku p, body C, D uréuji primku
q. Je zrejmé, Ze neexistuje rovina, v niz by leZely obé primky p, q. Pokud by tyto primky
mely spolecny bod P, pak by rovina APC obsahovala podle axiomu Ig obé primky a
tedy i body A, B, C, D, coz by byl spor s predpokledem, Ze body A, B, C, D nelezi v
teze rovine. Primky p, q tedy nemaji spolecny bod.

Tim je dokdzdno, Ze pripady A. — D. mohou nastat. Abychom ukdzali, Ze Zadny dalsi
pripad j7iZ nastat nemizZe, provedeme v ndsledujicim schematu dichotomické trident



dvojic primek.5

splyvaji, pripad A. rovnobézZné
o maji spolecny bod, pripad B. ruznobézné
dvé primky L o . s o
nesplyvagi B o, lezi v jedné rovine, C. rovnobézZné
nemagi spolecny bod T ) e
nelezi v jedné roviné, D. mimobézZné

Ze schematu je nyni zrejmé, Ze Zadny dalsi pripad kromé pripadi A. — D. vzdjemné
polohy dvou primek 71z nastat nemuze. Tim je véta dokdzdna. [

Dalsi véty o vzajemné poloze piimek a rovin uvadime bez dikazt. Pti jejich dika-
zech bychom postupovali obdobné jako v dikazy véty 1.9.

Véta 0.3 (O vzajemné poloze primky a roviny)
Primka a rovina magi prave jednu z téchto tri vzdajemnych poloh:

A. primka leZi v roving,
B. primka md s rovinou jeden spolecny bod,
C. primky nemd s rovinou Zddny spolecny bod.

V pripadé B. fikdme, ze piimka je rtiznobézna s rovinou, resp. ze rovina je rtiznobézna
s primkou, resp. ze primka a rovina jsou rtiznobézné. V pripadé C. fikdme, ze pfimka
a rovina jsou rovnobézné, resp. ze primka je rovnobézna s rovinou, resp. ze rovina je
rovnobézna s ptimkou. Také v ptipadé A. fikdme, ze pfimka a rovina jsou rovnobézné.

Véta 0.4 (O vzdajemné poloze dvou rovin)
Dvé roviny magi pravé jednu z téchto tri vzajemngych poloh:

A. obé roviny splyvaji,
B. roviny maji spolecnou pravé jednu primku,
C. roviny nemaji spolecny Zadny bod.

Dvé roviny v pripadech A. a C. nazyvame rovnobézné, v pripadé B. riuznobézné. Spo-
lecna primka v pripadé B. se nazyva prisecnice rovin.

Véta 0.5 (O vzajemné poloze tii ruznych rovin)
Tri ruzné roviny maji prave jednu z ndsledjicich péeti moznych vzajemngjch poloh:

s

A. kazdé dvé roviny z danych rovin jsou rovnobézné,

B. dvé z dangch rovin jsou rovnobéezné, treti je protind ve dvou rovnobéeZnych pri-
secnicich,

6Pro tplnost jesté poznamenejme, Ze dvé riizné piimky maji nejvyse jeden spoleény bod. Pokud
by totiz mély vic nez jeden spolecny bod, splynuly by.
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C. wvsechny tri roviny prochdzeji jednou primkou,
D. kazZdé dve roviny se protinaji, kazdé dvé prusecnice jsou ruzné rovnobezky,
E. vsechny tri roviny maji spolecny jediny bod.

Pro stru¢né vyjadrovani zavedeme nasledujici nazvy: v pfipadé C. budeme hovotit
o svazku rovin, v pripadé B. o dvojsvazku rovin, v pripadé D. o trojsvazku a v pripadé
E. o trsu rovin.

B 0.1 Jako cviceni si vzdjemné polohy tii rovin uvedené ve vété 1.12 nacértnéte a
vymodelujte.

Véta 0.6 (Kritétium rovnobézZnosti primky a roviny)
Je-li primka p rovnobéznd alespon s jednou primkou roviny p, je primka p s rovinou p
rovnobéznd.

Uzijeme-li stejné oznaceni jako v obr. 1.22, miizeme vétu 1.13 zapsat symbolicky takto:

(pllangCp)=plp.

Obr. 5
Obr. 6

Véta 0.7 (Kritétium rovnobéznosti dvou rovin)
Obsahugje-li rovina p dvé ruznobézky, z nichZ kazdd je rovnobéznd s rovinou o, je rovina
p rovnobézna s rovinou o.

Uzijeme-li stejné oznaceni jako v obr. 1.23, mizeme vétu 1.14 zapsat symbolicky
takto:
(affbhaCpAbCpAhallonb|o)=plo.

Véta 0.8 Primka p je rovnobézna se dvéma riznobéezZnymi rovinami prave tehdy, kdyZ
je rovnobéznd s jejich prusecnici.

Také v tomto pripadé je mozné uzitim stejného oznaceni jako v obr. 1.24 vétu 1.15
zapsat symbolicky takto:

(affSApllanp|pf)e(@ns=rAplr) .



Obr. 7

Vv ,
Cviceni:
B 0.2 Ovétte, ze relace ,,piimka x je rovnobézna s primkou y* v mnozin€ vsech piimek
prostoru je ekvivalence. Jak nazyvame tiidy rozkladu piislusné této ekvivalenci?

B 0.3 Jsou dény ¢tyfi navzajem ruzné piimky a, b, ¢, d téze roviny takové, ze a || b,
¢ || d. Jaky ttvar mize byt pranikem rovinnych past s hrani¢nimi pfimkami a, b, resp.
c, d.

B 0.4 Zvolte bod X uvnitt strany AB a bod Y uvnitf strany BC' trojihelniku ABS.
Usecky AY, CX maji spole¢ny bod. Zdtivodnéte.
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