Prirozena ¢isla

Umluva: VsSude v dalSim budeme mezi pfirozena cisla
pocitat 1 ¢islo nula. VSude v této ¢asti se omezime pouze na
kone¢né mnoZiny.

Poznamka. Existuji tf1i mozZnosti zavedeni pfirozenych
Cisel: jako Cisla kardinalni, Cisla ordinalni a prvky Peanovy
mnoziny. V praxi na Skolach je nejdulezitési a
nejrozSitené)Si zavedeni prirozenych Cisel jako Cisel
kardinalnich, kdy pfirozend cCisla vyjadiuji pocty prvku
kone¢nych mnozin. Ve smyslu ordinalnich ¢isel vyjadiuji
piirozena Cisla poCty prvki kone¢nych dobie usporadanych
mnoZin, zatimco piirozena cisla jako prvky Peanovy
mnoZiny jsou pouze symboly (nevyjadiuji pocet prvki).
Tato posledni moznost se sice Casto vyskytuje v praxi
(telefonni Cisla, Cisla obcanskych priukazi, bankovnich
kont, oznaCeni vozidel MHD, taZena cisla ve Sportce
apod). Pfi zavadéni pfirozenych ¢&isel na 1. stupni ZS viak
dusledné zavadime piirozend cisla jako pocty prvki
kone¢nych mnoZzin, tzn. jako kardinalni ¢isla.

Prirozena Cisla jako kardinalni ¢isla koneCnych mnozin

Vime, ze dvé mmnoziny jsou ekvivalentni, jestlize
existuje bijekce (vzajemné jednoznacné zobrazeni) jedné
na druhou, coZ u konenych mnozin znamend, ze ob¢
ckvivalentni mnoziny maji stejny pocet prvki. Tato relace
ekvivalence na systému vSech koneCnych mnozin #
(oznaCujeme ji ~) je ekvivalenci vrelanim smyslu



(zfteyme je reflexivni, symetrickd a tranzitivni). Proto
generuje jednoznacnym zpusobem rozklad na systému
vSech kone¢nych mnozin .#. Ttidy tohoto rozkladu se
nazyvaji kardinalni cCisla. Kardindlnim cislem konecné
mnoZiny M tedy rozumime tfidu ze systému .#, kterd
obsahuje mnozinu M a vSechny mnoZiny s ni ekvivalentni.
Misto oznaceni kardinalni ¢islo mnoziny M se Casto uziva
téz pojmu mohutnost mnoziny M (piSeme | M | ). Nyni
definujeme ptirozena Cisla jako kardinalni ¢isla konecnych
mnozin.

PopiSeme-li vySe uvedenou konstrukci popularné (a
matematicky ne zcela presn¢), pak kardinalni ¢islo kone¢né
mnoziny M je systém mnoZin, ktery krom¢ dan¢ mnoZziny
M obsahuje vSechny mnoZiny (nekonecné mnoho), které
maji tentyz pocet prvkll jako mnozina M. Tato jedina
spoleCna vlastnost vSech téchto mnoZzin, tj. stejny pocet
prvkli, je vyjadiena pfirozenym cCislem, které je
kardinalnim cCislem mnoziny M definovano. Ve Skolske
matematice na ZS proto fikame, Ze piirozena ¢isla
vyjadiuji poCty prvkl konecnych mnozin.

Definice. (Porovnavani kardinalnich ¢isel)

Varianta 1: Necht' A, B jsou kone¢né mnoziny. Pak
definujeme | A | <| B |, pravé kdyZ mnozina A je
ekvivalentni s vlastni podmnozinou B” mnoziny B.
Varianta 2: Necht’ A, B jsou kone¢né mnoziny. Pak
definujeme | A | <| B |, pravé kdyzZ existuje prosté
zobrazeni celé mnoziny A do mnoziny B (nikoliv na celou
mnozinu B).



Definice. (Sc¢itani kardinalnich Cisel)
Necht' A, B jsou koneéné mnoziny, necht plati A "B =¢.
Pak definujeme

[Al+[B[=[AUB].

Poznamka. PovSimnéme si nyni omezujici podminky

A N B = ¢ v pfedchozi definici. V pfipadé jejiho
vypusténi bude pro soucet kardinalnich ¢isel mnozin A, B
platit vztah |A |+ |B| >| A UB |, pficemz ¢islo na levé
stran¢ této neostré nerovnosti je obecné vetsi nez Cislo na
prave stran¢ o pocet prvkl priniku obou mnozZin. Plati tedy
rovnost

IA|+|B|-|ANB| =|AUB|

Pokud jsou tedy mnoziny A, B disjunktni, pak |A NB|=0a
piedchozi rovnost prejde v definici sCitani kardinalnich
Cisel podle definice.

Definice. (Nasobeni kardinalnich Cisel)
Necht’ A, B jsou kone¢né mnoziny. Pak definujeme

[A[-1B] =]AxB]J.

Poznamka. Lze ukazat, ze ob¢& operace definované
definicemi 1.24. a 1.25. maji vSechny vlastnosti, které
ocekavame od operaci sCitani a nasobeni piirozenych Cisel.

Prirozena Cisla jako ordinalni ¢isla kone¢nych mnoZin
Poznamenejme uvodem, ze teorie ordindlnich ¢isel je ve

své podstaté ,aplikace teorie kardinalnich cisel na
usporadané mnoziny*“. Vime jiZ, Ze mnoZina je ostfe



linearné uspotfadana, jestlize je na ni definovédna relace
antireflexivni, antisymetrickd, tranzitivni a souvisla
(oznacujeme ji [M]). Pro kazdou kone¢nou ostfe linearn¢
usporddanou mnozinu pak plati, ze kazdy jeji prvek ma
jednoznacné urCené poradi (jako napt. ve fronté osob u
pokladny v supermarketu). Lze tedy vzdy oznacit prvni
(nejmensi) a posledni (nejvéEtsi) prvek této mnoziny. Kazda
ostie linearné usporadana kone¢na mnozina je téz soucasné
dobte usporadand (kazda jeji neprazdnd podmnozina ma
prvni prvek). Na systtmu G vSech konecnych dobie
usporadanych mnozin je definovana relace podobnost =
(jde o analogii relace ekvivalence mnoZin z teorie
kardinalnich ¢isel).

Dv¢ dobie usporadané mnoziny [A], [B] jsou podobné,
piSeme [A] =~ [B], jestlize existuje podobné zobrazeni
f mnoziny [A] na mnozinu [B], pro které plati:

(1) f je vzajemn¢ jednoznacné zobrazeni mnoziny [A] na
mnozinu [B], tedy A ~ B;
(2) zobrazeni f zachovava usporadani (mezi vzory a jejich

obrazy).

Popularné lze konstatovat, Ze¢ dvé konené dobie
usporadané mnoZiny jsou podobné, maji-li stejny pocet
prvk.

Relace podobnost =~ je reflexivni, symetricka a tranzitivni,
je to tedy rovnéz relace ekvivalence. Lze tedy analogicky
definovat rozklad G systému G urceny ekvivalenci = .
Ttidy rozkladu systému G se nazyvaji ordinalni cisla.
Ordinalnim ¢islem kone¢né dobie uspofddané mnoziny [M]
tedy rozumime tfidu ze systému G, ktera obsahuje mnozinu



[M] a vSechny usporddané mnoziny sni podobné.
Ordinalni ¢islo uspofddané mnoziny [M] budeme
oznacovat ord [M].

PopiSeme-li vySe uvedenou konstrukci popularné (a
matematicky ne zcela presn€), pak ordinalni Cislo konecné
dobfe usporddané¢ mnoziny [M] je systém dobie
usporadanych mnozin, ktery kromé dané dobte usporadané
mnoziny [M] obsahuje vSechny dobie usporadané mnoziny
(nekone¢né mnoho), které¢ maji tentyZz pocet prvki jako
mnozina [M]. Tato jedina spolecna vlastnost vSech téchto
mnozin, tj. stejny pocet prvki, je vyjadiena piirozenym
Cislem, které je ordindlnim Ccislem mnoziny [M]
definovano. Lze tedy fici, Ze prirozena cCisla vyjadiuji
pocCty prvkil kone¢nych dobte usporadanych mnoZzin.

Poznamka: Dalsi informace o ordinalnich ¢islech uvedeme
rovnéZ pouze populdrni formou. Jde o formalné slozite
formulace, pricemz ordinalni ¢isla se v praxi na 1. stupni
ZS pouzivaji jen velmi malo (sned jen u piiklada
vyuzivajicich ¢iseln€ osy).

Definice. Necht’ [M] je uspofadana mnozina, necht’

a € [M]. Pak usek dobie uspofadané mnoziny [M]
prislusny prvku a zapisujeme U(a) a definujeme jako dobie
usporadanou podmnozinu vSech takovych prvkli mnoZiny
[M], které predchazi v usporadani pred prvkem a

v pivodnim pofadi uréeném v mnozin¢ [M].

Poznamka. Popularné si lze predstavit usek takto. Necht
uspofadana mnozina [M] je reprezentovana frontou osob
stojici u pokladny v obchod¢. Zvolime-li libovolnou osobu



ve fronté, pak usek pfisluSny této osob¢ je Cast fronty pred
timto cClovékem beze zmény poradi. Jakmile bude
obslouzZen tento usek, je zvolena osoba na radé. Je ziejme,
ze usek dobte usporadané mnoziny [M] je vzdy jeji vlastni
podmnoZinou.

Definice. (Porovnavani ordinalnich ¢isel)

Varianta 1: Necht' [A], [B] jsou konecné dobie usporadané
mnoziny. Pak definujeme ord [A] < ord [B], pravé kdyz
dobfe uspofadana mmnozina [A] je podobna S nékterym
usekem dobfe usporadané mnoziny [B].

Varianta 2: Necht A, B jsou kone¢né mnoziny. Pak
definujeme ord [A] < ord [B], prave¢ kdyz existuje podobné
zobrazeni celé mnoziny [A] do mnoziny [B] (nikoliv na
celou mnozinu B).

Definice. (S¢itani ordinalnich ¢isel)
Necht’ [A], [B] jsou kone¢né dobie usporadané mnoziny,
necht’ plati A H B =¢. Pak definujeme

ord [A] + ord [B] = ord [A UB].

Definice. (Nasobeni ordinalnich Cisel)
Necht' [A], [B] jsou kone¢né dobie usporadané mnoziny.
Pak definujeme

ord [A] - ord [B] = ord [A x B] .

Poznamka. U definic sCitani 1 nasobeni ordinalnich Cisel je
tieba urcit také usporadani v mnozinach [A U B], [A x B].
Tato usporadani uvedeme opét pouze popularni formou.



Usporadani v mnozin¢ [A ¢ B] mizeme verbalné popsat
pomoci tfi podminek:

1. Usporadani prvka v mnoziné [A] zlstava beze zmény.
2. Usporadani prvkl v mnoziné [B] zlstava beze zmény.
3. Nejprve se do usporadané mnoziny [A C B] zaradi
mnozina [A], za ni pak mnozina [B].

Priklad: Necht [A] = {a, b, c}], [B] = {u, v}]. Pak
[A UB]=l{a b, c, u, v}l

Usporadani v mnoziné [A x B] mizeme verbalné popsat
pomoci nasledujicich dvou podminek. Pfipomenme, Ze
mnozina A x B obsahuje uspotfadané dvojice.

Necht [ai, b1], [az, b2] € A x B libovolné.

1. Je-li b1 < b2, pak [a1, b1] < [az, b2];

2. Je-li b1 = b2 a soucasné a1 < az, pak [a1, b1] < [az, b2].

Rozhodujici je tedy druha sloZka, v pfipadé€ jeji rovnosti
pak rozhoduje prvni slozka.Tomuto uspotadani se tika
lexikografické, lidove t€z princip telefonniho seznamu.
Povazujeme-li v telefonnim seznamu dvojici ,,jméno,
piijmeni* za uspotfadanou dvojici, pak rozhodujici je
piijmeni. V piipadé¢ stejného piijmeni pak rozhoduje

kfestni jméno, napf.
Antonin Novak

Bretislav Novak

Cyril Novak

Cestmir Novak

Dusan Novak
Emil Novak

Xaver Novak
Zdenék Novak



Priklad: [A] = {a, b, ¢}, [B] = {u, v}]. Pak
[A x B] =L {[a, u], [b, u, [c, ul, [a, V], [b, V], [c, V]}..

Peanova mnozina

Axiomy Peanovy mnoziny P

Jednou ze zékladnich charakteristik mnoZiny vSech
piirozenych Cisel je to, Ze kazdé ptirozené Cislo ma svého
bezprostfedniho nasledovnika (pro kazdé ne N je to ¢islo
n + 1). Tento ,fakt znaji uz Zaci na 1. stupni ZS a je Gasto
didakticky vyuzivan pii vyuce. Existence nasledovnika
vyuzZijeme pii teoretickém zavedeni mnoZiny piirozenych
Cisel. Nejprve axiomaticky definujeme tzv. Peanovu mnoZinu
a potom ukaZeme, Ze tato mnoZina je univerzalnim modelem
mnoziny vSech prirozenych ¢isel.

(Al) Ke kazdému prvku X mnoziny P existuje jeho
nasledovnik, ktery budeme oznacovat X' .
(A2) V mnozin¢ P existuje prvek ee P, ktery neni
nasledovnikem Zadného prvku mnoZiny P.
(A3) Rizné prvky maji rizné nasledovniky.
(A4) Axiom uplné indukce. Necht M c P. Jestlize plati:
a)eeM,
b)(V xeP) xeM = x' e M, pak M =P.

Véta 1.1. Necht’ x e P, pak plati:
(1) x = X',
(2)x=e= (FueP)x=u\

Cast (1) predchozi véty Fika, Ze kazdy prvek je riizny od
sveho nasledovnika. Ze druhé¢ ¢asti pak plyne, ze kazdy prvek



X Peanovy mnoZiny s vyjimkou prvku e je nasledovnikem
n¢jakého prvku ue P. Tento prvek u budeme nazyvat
piedchiidce prvku X a znadit X.

Véta 1.2. Peanova mnoZina je nekone¢nd mnozina.

Definice 1.3: Necht ae P je libovolny prvek. Necht’ mnozina
U(a) <P je pro kazdy prvek ae P definovana takto:

(1) a # U(a),

(2) Jestlize existuje ‘a, pak 'a € U(a),

(3) xe U(a) = xe U(a) (pokud 'x existuje).
Pak mnozinu U(a) budeme nazyvat usek Peanovy mnoziny
ptislusny k prvku a.

Poznamka 1.4. Je ziejme, Ze pro kazdé¢ ae P je prislusny
usek U(a) kone¢na mnozina.

Poznamka 1.5. Z ptedchoziho plyne, Ze Peanovu mnozinu
muiiZeme povazovat za teoreticky model mnoziny ptirozenych
¢isel. V tomto piipadé prvek e je roven &islu 0, nasledovnik x'
je roven Cislu X + 1 a modely usekt ptislusnych ke kazdému
pfirozenému ¢islu chapanému jako prvek mnoziny P si lze
predstavit takto: U(1) = {0}, U(2) = {0, 1}, U(3) = {0, 1, 2},
U@4) = {0, 1, 2, 3} atd. Je zfejmé, ze pocet prvki kazdého
useku je urcen pfirozenym cislem, jemuz dany usek ptislusi.
Proto i v dalSim textu je mozné piedstavit si porovnavani
prvki Peanovy mmnoziny (relaci usporadani v mnozin¢ P) a
nasledné 1 operace sCitani a nasobeni v mnoZin¢ P pomoci
mnoZiny piirozenych Cisel. I kdyz teoreticky postup je opacny
(z obecné teorie v mnozin€¢ P plynou specialni vlastnosti
v mnozin¢ piirozenych ¢isel), je pro pochopeni podstaty
vhodné uZ na tomto misté vyuzit mnoZiny ptirozenych Cisel



jako modelu Peanovy mnoziny P. Poznamenejme dale, Ze
existuje 1 moznost vybudovat axiomaticky Peanovu mnoZinu
tak, ze prvek e je roven Cislu 1. V tom piipad¢ je samoziejmé
nutne¢ vSechny definice a tvrzeni preformulovat.

Relace usporadani v mnoziné P
Definice 1.6: Necht' a,b € P. Pak plati: a < b < a e U(b) .

Poznamka 1.7. Je ziejmé, ze relace < zdefinice 1.6. je
antireflexivni, antisymetrickd a tranzitivni, jednd se tedy
skutecné o ostré uspofadani v mnoziné P. Pro kazdé dva ruzne
prvky a, b mnoziny P vzdy plati pravé jeden ze vztaht ae
U(b), b e U(a), proto je usporadani < linearni.

Véta 1.8. Necht’ a, b € P. Pak plati:
(1) (VaeP)ac<a'
(2) Mezi prvky a, a' neexistuje zadny prvek X mnoZiny P
s vlastnosti a < X < a');
(3) Mnozina (P, <) je dobie uspofadana mnozina.

Operace s€itani v mnoziné P

Véta 1.9. Na mnozZin¢ P existuje pravé jedna operace +
(sCitani) takova, ze pro kazdou dvojici X, y prvkll mnoziny P
plati:

() x+e=x,

(2) x+y'=(x+y).

Véta 1.10. Operace + je vmnoziné P asociativni a
komutativni a ma neutralni prvek.



Operace nasobeni v mnoziné P

Véta 1.11. Na mnozin¢ P existuje pravé jedna operace -
(nasobeni) takova, Ze pro kazdou dvojici X, y prvkii mnoZiny
P plati:

(1) x-e=e,

(2)X-y'=x-y+X.

Véta 1.12. Operace - je v mnozin¢ P asociativni, komutativni,
mé& neutrdlni prvek a soperaci sCitdni je svazana
distributivnim zédkonem:

VX,y,Z eP:x-(y+2)=Xx-y+x-2.

Véta 1.19. Algebraickd struktura (P, +, :) je komutativni
polookruh s neutralnim prvkem.

Poznamka 1.20. Z definice mnoziny P a popsanych
vlastnosti relace usporadani a operaci scitani a nasobeni v této
mnoZzin¢ vyplyva, Zze polookruh vSech pfirozenych Ccisel
(N, +, -) je jednim z moznych modeld polookruhu (P, +, -).
Roli prvku e hraje ¢islo 0, nasledovnikem cisla X je cislo
X + 1, usek mnozZiny N pfislusny ¢islu n obsahuje vSechna
ptirozena Cisla od c¢isla 0 po ¢islo n — 1 atd. Je samoziejmé, Ze
provadéni operaci s¢itani a nasobeni podle vét 1.9. a 1.11. se
nikde v praxi nepouziva.

Prirozena Cisla a jejich vlastnosti

Existuji tfi moZnosti zavedeni pfirozenych ¢isel: jako Cisla
kardinalni, ¢isla ordinalni a prvky formalné zavedené Peanovy
mnoziny. V praxi na Skolach je nejdulezité;si a nejrozsifené;jsi
zavedeni pfirozenych ¢&isel jako ¢&isel kardinalnich, kdy

piirozena Cisla vyjadiuji pocty prvkll koneénych mnoZzin. Ve



smyslu ordindlnich ¢isel vyjadiuji pfirozena Cisla pocty prvki
kone¢nych dobfe uspofddanych mnoZin, zatimco pfirozena
Cisla jako prvky Peanovy mnoZiny jsou pouze symboly
(nevyjadiuji pocet prvki). Tato posledni mozZnost se sice €asto
vyskytuje v praxi (telefonni Cisla, ¢isla obcanskych prikazi,
bankovnich kont, oznaceni vozidel MHD, tazena cisla ve
Sportce apod), pri vyuce vSak dusledné¢ zavadime piirozena
Cisla jako pocty prvki koneénych mnozin, tzn. jako kardinalni
Cisla. Neéktere¢ zakladni vlastnosti pfirozenych ¢&isel nyni
uvedeme (jde pouze o vybér).

Definice 1. 21. (déleni se zbytkem v mnozin¢ piirozenych
Cisel)

Pro kazda dvé prirozena ¢isla a, b (b = 0) existuje jedina
dvojice prirozenych ¢isel g, z (z <b) s vlastnostia=b - q +
Cislo a se nazyva délenec, &islo b se nazyva délitel, &islo q se
nazyva neuplny podil a Cislo z se nazyva zbytek.

Definice 1. 22. Necht' a, b jsou libovolna piirozena disla.
Necht existuje piirozené Cislo X S vlastnosti a = b + X. Potom
pfirozené Cislo X nazveme rozdilem pfirozenych Cisel a, b a
piSeme X =a —b.

Definice 1. 23. Necht a, b jsou libovolna pfirozena Ccisla.
Necht existuje prirozené ¢islo X s vlastnosti @ = b - X. Potom
prirozené Cislo X nazveme podilem pfirozenych cCisel a, b a
piSeme X =a : b.

Poznamka 1. 24. Vlastnosti sCitani, ndsobeni a porovnavani: :

Scitani: ND, K, A, EN

Nasobeni: ND, K, A, EN -D+

Porovnavani: AR, AS, T, SO (ostr¢ linearni uspoiadani).
Z vlastnosti SO plyne, ze kazda dv& pfirozena Ccisla lze
porovnat.



Zdkladni viastnosti “operaci scitani a ndsobeni plynou pfimo
z definice komutativniho polookruhu s jednetkovym prvkem.

Predpoklddime, Ze vSechny niZe uvedené rozdily a pedily pFirozenych Cisel existuji

& (a-b)+b=a . (@+b)-b=a

@ (@+b) -c=@-c)+b=a+(-c

X d—(b—é)=(a+c)—b a—-(b+tc)=(@(@@->b)—c
X (a+'c)—(b‘+c)=a-—b (a-—c)—(b—c)=a—b
@ (a:"b).b=a ' (@a.b):b=ua ‘

X (a.b):-c=(a:c).b=a.(b:c)‘

< a:("b:c)=(a.:c):b a:(b‘.’.c)=(a:b):c

“ (@.c):(b.c)=a:b (@:c):(b:¢)=a:b

“ a.0=0.a=0 | |
“*atc=b+c=a=b a.c=b.c=> a=bc#0)
v ax0Ab#0 = a.b=0  a.b=0=a=0vb=0

fPa>be(dxeN,x#0)a=b+x

S a<b=>ates bye a<b=>a.c<b.c (c#0)
X a+b=0<:)a=bé0' a.b=1c a=b=1

* a<bac<d= atc<btd a<bre<d= a.c<b.d



Cela ¢isla

Motivace 2.0. Zname jiz polookruh vsech prirozenych Cisel a
zname tedy vSechny jeho vlastnosti a pravidla pro pocitani
s prirozenymi Cisly. Problémem ale je, Ze v oboru pfirozenych
Cisel nelze neomezené odcitat ani délit. Problém s odecitanim
vyfesime zavedenim celych Cisel. Obor celych Cisel musi mit
tedy nasledujici vlastnosti:

1. Musi v ném platit vSechna pravidla a vlastnosti operaci jako
V oboru pfirozenych cisel.

2. Musi byt zajisténo neomezen¢ odcitani kazdych dvou
celych Cisel.

3. Piirozena c¢isla musi byt soucasti (podmnoZinou) celych
Cisel. Matematicky tfikame, Ze polookruh ptirozenych Cisel 1ze
izomorfné vnoftit do oboru integrity celych Cisel.

Konstrukce 2.1. Pii konstrukci oboru integrity celych cCisel
postupujeme takto:

Vyjdeme z kartézského souc¢inu N x N, na kterém definujeme
pro kazdé dvé dvojice [a, b], [c, dJe N x N relaci ~
vztahem:

[a,b] ~ [c,d]=a+d=Db+c.

Tato relace je ekvivalence (je reflexivni, symetrickd a
tranzitivni), existuje tedy rozklad kartézského souc¢inu N x N
na tridy.

Definice 2.2. Tridy rozkladu kartézského soucinu NxN
ur¢en¢ho ekvivalenci ~ se nazyvaji cela Cisla. Cela ¢isla jsou
tedy tfidy navzijem ekvivalentnich uspotfadanych dvojic
piirozenych Cisel.



Poznamka 2.3. Z definice relace ekvivalence ~ plyne, ze
vSechny navzijem ekvivalentni uspofdadané  dvojice
piirozenych ¢isel maji tentyZz rozdil mezi prvni a druhou
slozkou. Tento rozdil urCuje celé¢ <¢islo, danou tfidou
definované. V dal$im textu o celych Cislech je proto nutno
rozliSovat mezi ptipadem, kdy [a, b] bude oznacovat tuto
jednu konkrétni uspotadanou dvojici piirozenych cCisel a
piipadem, kdy bude hrat roli reprezentujici dvojice né&jakého
celého ¢isla. V tomto druhém piipadé budeme uzivat tuéného
oznaceni [a, b]. Plati tedy napf.

[4,2] ={[2, 0], [3, 1], [4, 2], [5, 3], [6, 4], ...}.

Celé cislo je vzdy reprezentovano nekoneCnou mnoZinou
navzajem ekvivalentnich usporddanych dvojic pfirozenych
Cisel. Podle dohodnutého oznaceni je nutno také rozliSovat
nasledujici vztahy: Napf. pro uspofadané dvojice [5, 3], [6, 4]
plati [5, 3] #[6, 4], [5, 3] ~ [6, 4], pro dvé cela cisla [5, 3],
[6, 4] ale plati rovnost [5, 3] = [6, 4], protoze obé tyto dvojice
jsou reprezentanty téze tiridy rozkladu systtmu N x N.
Poznamenejme, Ze v dalSim textu budeme pro zjednoduSeni
oznacovat cela Cisla velkymi tuénymi pismeny, napt. A, B, ....
Toto oznaceni neni v rozporu s uvedenou konstrukei; vzdy lze
piejit k reprezentaci pomoci uspotfadanych dvojic, napt. A =

[a, b], B =[c,d], ....
Operace s celymi Cisly a jejich vlastnosti

Definice 2.4. Sc¢itani na mnozin¢ celych cCisel je definovano
piredpisem

[, b] + [c,d]=[a+c, b+d].
Véta 2.5. Operace + zpiedchozi definice je komutativni,
asociativni, ma neutralni prvek 0 reprezentovany dvojici [N, n]



pro libovolné ne N a ke kazdému celému cislu A = [a, b]
existuje praveé jedno opacné Cislo —A = [Db, a].

Véta 2.6. Algebraicka struktura (Z, +) je komutativni grupa,
ve které jsou teSiteln¢ zakladni rovnice, tj rovnice A+ X = B
ma vzdy feSeni v mnozZing Z pro kazda dve cela Cisla A, B.

Véta 2.7. V grupé (Z, +) existuje praveé jedna inverzni operace
K operaci scitani. Tato operace se nazyva odcitani a je
definovana vztahem A —B = A + (-B).

Poznamka 2.8. Z predchozi véty a véty 2.6. lze odvodit
pocetni pravidlo pro operaci od¢itani:

[a,b] —[c,d]=[a+d, b+c].
PovSimnéme si, 7e¢ v definici od¢itani vystupuji na pravé
stran¢ pouze soucty piirozenych Cisel, tzn. operace od¢itani je
necomezené definovana a tedy algebraicka struktura (Z, -) je

grupoid. Tento grupoid neni pologrupou, protoze operace
odcitani zfejmé neni asociativni ani komutativni.

Definice 2.9. Na mnozin¢ Z definuyme bindrni operaci -
nasledujicim zplisobem:

[a, b] - [c, d] =[ac + bd, ad + bc].
Tuto operaci nazveme nasobenim v mnoziné celych cisel.

Tato operace je v mnozin€ Z neomezené definovana, struktura
(Z, -) je tedy grupoid.

Véta 2.10. Grupoid (Z, :) je asociativni, komutativni a ma
neutralni prvek 1 reprezentovany dvojici [n+1,n] pro
libovolné ne N .



Véta 2.11. V grupoidu (Z, -) pro kazda tfi cela Cisla X, Yy, z,
X # 0 plati implikace
X-Yy=X-Z=>y=1z.

Véta 2.12. Operace nasobeni je v mnoZzin¢ celych Cisel
svazana s operaci s¢itani distributivnim zdkonem, tj.
AB,CeZ: A-B+C)=A-B+A-C.

Véta 2.13. Algebraicka struktura (Z, +, -) je komutativni
okruh sneutralnim prvkem, ktery neni télesem. V tomto
okruhu neexistuji vlastni d¢litelé nuly, je to tedy obor
integrity.

Poznamka 2.14. V oboru integrity vSech celych ¢isel (Z, +, -)
plati fada tvrzeni, bézné uzivanych pi1 vypoctech. Uved'me
nckteré priklady.

Véta 2.15. Necht’ A, B, C € Z. Pak plati:
(1) (A=A

(2) H(A+B)=(-A)+(-B);

(3) (A-B)=B-A;

4 (A-(B-C) =(A+C)-B;

®) (-A)-B=A-(B)=—HA-B).

Poznamka 2.16. Operace déleni neni v mnozin€é Z neomezené
definovan¢, proto nemuiZe existovat obecny vzorec pro
vypocet podilu kazdych dvou celych ¢isel. Chceme-li zjistit
podil dvou celych ¢isel A : B = X, je nutno postupovat podle
definice podilu. Vztah A : B = X pfepiSeme natvar A=B - X,
dosadime za A, B reprezentujici uspotadané dvojice a feSime
sou¢in A = B - X jako rovnici. V pripad¢, ze podil existuje, je
moZzno ho timto postupem urcit.



Relace usporadani v mnoziné celych cisel

Definice 2.17. Necht A = [a, b] je celé &islo. Rekneme, Ze
toto Cislo je kladné a piSeme A > 0, pravé kdyz plati a > b.
Je-li a = b, pak ¢islo A = 0 ; ve zbyvajicim pfipadé proa < b
fikame, Ze cel€ Cislo A je zaporné a piSeme A < 0.

Poznamka 2.18. Je zieym¢, Z¢ jeden z predchozich pripadi
vzdy musi nastat. Kazdé celé Cislo je tedy bud’to kladné nebo
zaporn¢ nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad mnoZiny
vSech celych ¢isel na ¢isla kladna, nulu a Cisla zaporna.

Definice 2.19. Necht A, B jsou celd &isla. Rekneme, Ze
A < B, pravé kdyz plati A—B <0. Je-li A-B =0, pak A = B;
ve zbyvajicim ptipad¢ pro A —B > 0 pak plati A >B.

Poznamka 2.20. Je zifeyme, Ze i v pfedchozi definici jeden
Z ptipadt vZdy musi nastat. Relace uspofadani vSech celych
Cisel je tedy linearni.

Véta 2.21. Necht’ A je cel¢ Cislo. Pak plati:
1) A>0= -A<0.
2) A<0=-A>0.

Véta 2.22. Necht' A, B jsou kladna cela c¢isla. Potom jejich
soucet A + B 1 soucin A - B jsou take kladna cela Cisla.

Poznamka 2.23. Vyse definovand relace uspotadani
v mnozin¢ vSech celych Cisel je spojena s operacemi V této
mnozin¢ fadou vztahll. Uved’'me alespon nékteré.



Véta 2.24. Necht' A, B, C, D jsou libovolna cela ¢isla. Pak

plati:

(1) Jestlize A>BaC < 0, potom AC < BC;

(2) Jestlize A+ C >B + C, potom A > B;

(3) Jestlize AC >BCaC > 0, potom A >B;

(4) Jestlize AC >BCaC < 0, potom A <B;

(5) JestlizeA>BaC > D,potomA+C>B+D;

(6) JestizeA>BaC>DaC>0aB> 0,potomA-C >
B-D.

Véta 2.25. Necht’ A, B jsou libovolna cela ¢isla, pficemz B =
0. Pak existuje jednoznac¢né urcena dvojice celych Cisel Q, R
(pficemz 0 < R <|Bl) s vlastnosti A=B-Q + R. Cislo A se
nazyva délenec, Cislo B délitel, Cislo Q je podil (nckdy téz
neuplny podil) a Cislo R je zbytek. Proces nalezeni Cisel Q,
R se nazyva déleni se zbytkem v mnozZing celych ¢isel.

Definice 2.26. Absolutni hodnotu |A | celého &isla A
definujeme takto:

(1) Je-liA> 0, pak|Al =

(2) Je-liA <0, pak|Al =-

Véta 2.27. Necht’ A, B jsou libovolna cela Cisla, pak plati:

1) |Al =]

2) A<|Al;

(3) |Al2= Az

4 |A-B| =

(5) A+B| < |A+|Bl;
(6) Bl > |A-|B.



Poznamka 2.28. Vnoreni . N — Z grupoidu N do grupy
Z je definovano pro kazdy prvek n € N predpisem

w(n) = {[n,0]; ne N}. Kazdé celé kladné (tj. pfirozené) Cislo
n je tedy reprezentovano dvojici [n, 0], cislo nula je
reprezentovano dvojici [0, 0] a kazdé celé zaporné Cislo — n je
reprezentovano dvojici [0, n].

Racionalni Cisla

Motivace 3.0. Zname jiz obor integrity vSech celych cisel a
zname tedy vSechny jeho vlastnosti a pravidla pro pocitani
s celymi Cisly. Problémem ale je, Ze v oboru celych Cisel nelze
neomezené délit. Problém s délenim vyfeSime zavedenim
racionalnich ¢isel. Obor raciondlnich cCisel musi mit tedy
nasledujici vlastnosti:

1. Musi v ném platit vSechna pravidla a vlastnosti operaci jako
V oboru celych Cisel.

2. Musi byt zajistétno neomezen¢ déleni kazdych dvou
racionalnich Cisel (kromé déleni nulou).

3. Cela cisla musi byt soucasti (podmnoZinou) racionalnich
Cisel. Matematicky fikame, Ze obor integrity celych ¢isel lze
1izomorfné vnoftit do télesa raciondlnich Cisel.

Konstrukce 3.1. Pfi konstrukci télesa racionalnich cisel
postupujeme takto:

Vyjdeme z kartézského soucinu C x C — {0}, na kterém
definujeme pro kazdé dv¢ dvojice [a, b], [c, d] e C x C —{0}
relaci ~ vztahem:

[a,b] ~ [c,d]=a-d=b-c.

Tato relace je ekvivalence (je reflexivni, symetricka a
tranzitivni), existuje tedy rozklad kartézského soucinu

C x C—{0} na tridy.



Definice 3.2. Tridy rozkladu kartézského soucinu C x C —{0}
urcen¢ho ekvivalenci ~ se nazyvaji raciondlni Cisla.
Racionalni ¢isla jsou tedy tfidy navzijem ekvivalentnich
usporadanych dvojic celych Cisel.

Poznamka 3.3. V dalsim budeme kartézsky soucin
C x C — {0} oznacovat M a nazyvat mnozina vSech zlomkd.
ProtoZe se racionalni Cisla b&Zné vyjadiuji pomoci zlomki,
budeme usporddané dvojice z mnoziny M zapisovat jako
zlomky, tedy misto [a, b] budeme psat % Odtud je také

ziejmé, pro¢ se v mnoziné¢ M pro druhé slozky vSech dvojic
nepiipousti Cislo nula.

Poznamka 3.4. Racionalni Cisla jsou podle této konstrukce
tiidami rozkladu mnoziny M urcené¢ho ekvivalenci ~, tedy
ttfidami navzajem ekvivalentnich zlomku. Vnoteni y: C — Q
okruhu C do télesa Q je definovano pro kazdy prvek z € C
predpisem y (2) = %

Poznamka 3.5. Analogicky jako u celych cisel budeme

rozliSovat jeden konkrétni zlomek od racionalniho Cisla.

Tuénym oznaCenim % budeme oznaCovat stav, kdy tento

zlomek bude reprezentovat racionalni Cislo, zatimco b&€znym
zpusobem % budeme oznacovat tento jeden konkrétni zlomek.

Plati tedy napt. > = {Z.¢ 7 =2/ 1 Poznamenejme, Ze
1 48 12" 28

v dalSim textu budeme pro zjednoduSeni oznacovat racionalni

Cisla velkymi tu¢nymi pismeny, napt. A, B, .... Toto oznaceni

neni, tak jako u celych Cisel, v rozporu s uvedenou konstrukci;



vzdy lze piejit k reprezentaci pomoci uspotradanych dvojic,
napi. A= %4, B= LIB

a, b,

Véta 3.6. Operace s¢itani v mnoZzin¢ vSech racionalnich Cisel

a,c_advbe  Tato operace je
b d  bd

komutativni, asociativni, ma neutralni prvek, ke kazdému
racionalnimu ¢islu existuje pravé jedno Cislo opacné a jsou
fesitelné zakladni rovnice. Algebraicka struktura (Q, +) je
tedy komutativni grupa.

je definovana vztahem

Poznamka 3.7. V grupé (Q, +) plati analogické vlastnosti a
vztahy jako v grupé (C, +), neni tedy nutné je na tomto misté
znovu uvadét. Poznameneyme jen, Ze neutralnim prvkem je

Cislo O reprezentované tfidou % a opaCnym raciondlnim cislem
K Cislu % je Cislo —%, které lze reprezentovat bud'to tiidou "T"

nebo tiidou ib.

Poznamka 3.8. Analogicky jako pro cela ¢isla lze zavést
operaci odcitani jako pfiteni opacneho prvku, tedy A — B =
A + (-B). Takto lze snadno odvodit bézné uzivany vztah pro
odcitani zlomk:

a c_ad—bc

b d bd

Poznamka 3.9. Operace od¢itdni ma& v mnoziné vSech
racionalnich Cisel tytéz vlastnosti jako v mnozZing celych Cisel
(t). neni komutativni ani asociativni).

Véta 3.10. Operace nasobeni v mnoziné vSech racionalnich

Cisel je definovana vztahem %-2:%. Tato operace je



v mnoziné¢ Q komutativni, asociativni a ma neutralni prvek.

Timto neutrdlnim prvkem je Cislo 1 reprezentované tiidou
a

zlomkt £. Algebraickda struktura (Q, -) je komutativni

a

pologrupa S neutralnim prvkem. Operace nasobeni je
distributivni vzhledem k operaci sc¢itdni v mnoZiné¢ vSech
racionalnich ¢isel.

Poznamka 3.11. Budeme-li zkoumat i existenci inverznich
prvkl a feSitelnost zakladnich rovnic vzhledem Kk operaci
nasobeni v mnoZzin¢ Q, snadno zjistime, Ze jedinym prvkem,
ktery neumoziuje platnost té€chto vlastnosti, je ¢islo 0. Po jeho
odstranéni z mnoziny Q miZeme vyslovit nasledujici vétu.

Véta 3.12.
(1) Algebraicka struktura (Q — {0}, -) je komutativni grupa.
(2) Algebraicka struktura (Q ,+, -) je komutativni téleso.

Poznamka 3.13. Inverznim prvkem k racionalnimu ¢islu % je

¢islo 2 . Toto &islo vzdy jednoznaéné existuje (b = 0 podle
a

konstrukce racionalnich ¢isel a a # 0 podle piedpokladu
z poznamky 3.11. a véty 3.12.), nazyva se prevracené cislo

-1
K Cislu % a oznacuje (%) . Pfi oznaceni racionalniho ¢isla A

se prevracené Cislo kromé& zapisu A™ zapisuje téz %.

V mnozin¢ Q — {0} jsme nyni pfipraveni k definici operace
déleni.

Definice 3.14. D¢leni v mnoziné Q — {0} je definovano jako
nasobeni pievracenym &islem, tj. A : B = A - B™ . Vyjadieno
pomoci definice operace nasobeni a prevracené¢ho ¢cisla
dostavame
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Poznamka 3.16. Prfipomenme znovu, Ze existence
prevracen¢ho Cisla 1 operace déleni jsou neomezeng
definovany v mnoziné Q — {0}, tedy Ze skute¢n¢ nemuze dojit
k ,,déleni nulou®. Pro operace d€leni a nadsobeni plati rovnéz
fada vlastnosti, z nichz uvedeme napt.:

Véta 3.17. Necht’ A, B, C € Q. Pak plati:
1) (A=A

(2) (A-B)1=A1.B7

3) (A-BH1=B-A;

4 (A-BH)-C*=A-(B-O)F

5) A-B-CH1t=(A-C)-B™.

Relace usporadani v mnoziné racionalnich cisel

Definice 3.18. Necht A = B je racionalni &islo. Rekneme, Ze

toto Cislo je kladné a piSeme A > 0, praveé kdyz plati a i b jsou
budto obé¢ soucasné kladna celd cCisla nebo obé soucasné
zaporna cela Cisla. Je-li a = 0, pak ¢islo A = 0 ; ve zbyvajicim
pripadé (jedno z Cisel a,b je kladné celé Cislo a jedno zaporné)
fikdme, Ze racionalni Cislo A je zaporné a piSeme A < 0.

Poznamka 3.19. Je zieyme, Ze jeden z predchozich ptipadi
vzdy musi nastat. Kazd¢ racionalni Cislo je tedy bud’to kladné
nebo ziporné nebo je rovno nule. Existuje tedy rozklad
mnoziny vSech raciondlnich Cisel na ¢isla kladna, nulu a Cisla
zaporna.



Definice 3.20. Necht' A, B jsou racionalni ¢isla. Rekneme, Ze
A < B, pravé kdyz plati A —B < 0. Je-li A -B =0, pak
A = B ; ve zbyvajicim ptipadé¢ pro A —B > 0 pak plati A >B.

Poznamka 3.21. Je ziejmé, Ze 1 v predchozi definici jeden
z ptipadii  vZdy musi nastat. Relace wuspotfadani vSech
raciondlnich ¢isel je tedy linearni.

Poznamka 3.22. Pro relaci usporadani v mnoZziné racionalnich
Cisel a jeji spojeni s operacemi v mnoziné¢ Q plati analogické
vztahy jako v mnoziné celych dCisel, stejné je definovana i
absolutni hodnota racionalniho Cisla. Plati zajimava vlastnost
relace uspofadani raciondlnich ¢Cisel, ktera Vv mnoZinach
piirozenych ani celych Cisel platit nemohla.

Definice 3.23. Uspotfadani v mnoziné racionalnich c¢isel je
husté, tzn.
X,y €eQ,Xxzy; 72eQ:X<z2<Yy.

Poznamka 3.24. Definice hustého uspotadani fika, Ze ,,mezi
kazda dvé ruzna racionalni Cisla lze vlozit dal$i racionalni
Cislo‘.

Desetinné rozvoje racionalnich ¢isel

Véta 3.25. Kazdé raciondlni Cislo lze wvyjadfit pomoci
desetinného rozvoje, pricemz tento desetinny rozvoj je bud’to
ukonceny nebo je periodicky. Ukonceny je pravé tehdy, je-li

dané racionalni ¢islo tvaru tj. obsahuje-li rozklad jeho
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jmenovatele na prvocinitele pouze prvocisla 2 nebo 5.



