Binarni operace v mnoziné

Definice 1: Necht’ M je libovolna neprazdna mnozina. Binarni operaci
o V mnoziné¢ M rozumime zobrazeni z mnozZiny kartézského sou¢inu M
X M do mnoZiny M.

e Jestlize v binarni operaci je vzoru [X,y] € M x M pfifazen obraz
Z € M, piSeme:
1. x oy =1z, prvek z € M se nazyva vysledek operace o,
2. o:MxM — M.

Poznamka 1. Zapisu [[X,y], z] € o, odpovida zapisx oy =z

Priklad 1. a) Zapisu [[1,2], 3] € +, odpovida 1 +2 =3
b) Zapisu [[2,3], 6] € -, odpovida 2 - 3 =6

Poznamka 2. Oznaceni binarnich operaci: +, -, o, «, O,..

Priklady binarnich operaci ve Skolské matematice:
1) Scitani (+), od¢itani (-), nasobeni (), déleni (3),

2) Sjednoceni (v ), pranik (n), rozdil ( - ), symetricky rozdil
(A) mnozZin,... (pracujeme s Nimi v systémech mnozin).

Urceni operace: 1. Operacni tabulkou
2. Funk¢nim piedpisem

Vlastnosti binarnich operaci:

Oznaceni:
e N-{1,2,3,4,..}- mnozina vSech prirozenych cisel
e No-{0,1,2,3,4,..} - mnozina vSech prirozenych cisel s nulou
(mnozina vSech nezapornych celych cisel)
e C-{..,-2,-1,0,1, 2, 3,4, ...} - mnoZina vSech celych Cisel
e Q- mnoZina vSech raciondlnich cisel (zlomky)
e R -mnozina vSech realnych cisel



Definice 2: Binarni operace o v mnoziné M, ktera ma vlastnost, zZe je

definovana pro kazdou uspotradanou dvojici [X,y] € M x M, se nazyva

operace neomezené definovana v mnoziné¢ M. Zna¢ime ND.
Symbolicky: (Vx,y e M)(Fz < M)[x oy =12].

Priklad 2.
e operace séitani (+)....... v mnozin¢ N, C, Q je ND
e operace od¢itani (-)...... v mnozin¢ N neni ND
v mnozin¢ C, Q, R je ND
e operace nasobeni (¢)..... vmnozin¢ N, C, Q je ND
e operace déleni (%)....... v mnozin¢ N, C, Q, R neni ND
v mnozin€ Q - {0}, R- {0} je ND

Definice 3: Binarni operace o definovana na mnozin¢ M (je ND), se
nazyva komutativni prave tehdy, kdyz plati:
(VX,ye M)[xoy=yox].

Znacime K.
Priklad 3.
e operace scitani (+)....... namnozing N, C, Q jeK
e operace odcitani (-)...... na mnoziné C, Q, R neni K
e operace nasobeni (¢)..... namnoziné N, C, Q je K
e operace déleni (7)........ na mnoziné Q - {0}, R - {0} neni K

Definice 4: Binarni operace o definovana na mnoziné¢ M, se nazyva
asociativni prave tehdy, kdyz plati:

(VX y,ze M)[(xoy)oz=xo(yoz)]
Znacime A.

Priklad 4:
e operace scitani (+)....... na mnoziné N, C, Q je A
e operace od¢itani (-)...... na mnozin¢ C, Q, R neni A
e operace nasobeni (¢)..... na mnozin¢ N, C, Q je A
e operace déleni (3)........ na mnozin€ Q - {0}, R - {0} neni A



Definice 5: Necht v mnozin¢ M je definovana bindrni operace o.
Existuje-li prvek e € M, pro ktery plati:

(VxeM)[xoe=eox=x].
Pak se prvek e € M nazyva neutralnim prvkem mnoziny M vzhledem
Kk operaci o.
ZnacCime EN.

Priklad 5:
e operace scitani (+)....... na mnozin¢ N nema vlastnost EN ({j.
neexistuje neutralni prvek v mnoziné N vzhledem ke scitani)
e operace s¢itani (+)....... na mnozin¢ Ny, C, Q ma vlastnost EN (t;.

existuje neutrdlni prvek vzhledem ke sc¢itani e=0,tj. x+ 0 =
0 + x= x plati pro kazdé x e M)

e operace od¢itani (-)...... v mnozin¢ N, C, Q, R nema vlastnost EN
(tj. neexistuje neutralni prvek vzhledem k odcitani)

e operace nasobeni (*)..... na mnozin¢ N, C, Q ma vlastnost EN (t;.
existuje neutralni prvek vzhledem k nasobeni e=1,tj. x-1=
1 - x= xplati pro kazdé x < M)

e operace déleni (7)........ v mnoziné N, C, Q, R nema vlastnost EN
(tj. neexistuje neutralni prvek vzhledem k déleni)

Poznamka 3. Je-li operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti EN
Ize vynechat jedna ze dvou stran rovnosti X o e nebo e o x.

Definice 6: Necht v mnozin€ M je definovana binarni operace o a
necht’ e je neutralni prvek mnoziny M vzhledem k operaci o. Prvek a
€ M nazyvame inverznim prvkem K prvku a e M v operaci o

v mnoziné M pravé tehdy, kdyz plati:

aoca=aoa =e

Jestlize (Vae M)(3acM)[aoa=aoa =e], ickneme, ze ke
kazdému prvku mnoZiny M existuje prvek inverzni vzhledem k
operaci o. Zna¢ime El.



Priklad 6:

operace séitani (+)....... na mnozin¢ No nema vlastnost EI
operace scitani (+)....... na mnozin¢ C, Q ma vlastnost EI (tj.
existuje inverzni prvek ke kazdému prvku z dané mnoziny
vzhledem ke scCitani tak, aby platilo a + a=a + a = 0. Inverzni
prvek k prvku a vzhledem ke scitani se nazyva prvek opacny a
znacime jej

a=-a)

operace od¢itani (-)...... v mnozin¢ N, C, Q, R nema3 vlastnost EI
(nebot nema vlastnost EN)

operace nasobeni (¢)..... na mnozin¢ N, C, Q nema vlastnost EI
operace nasobeni (+)..... namnozin€ Q - {0}, R-{0} ma vlastnost
El (tj. existuje inverzni prvek ke kazdému prvku z dané
mnoZziny vzhledem k nasobenti tak, aby platilo

a-a=a-a = 1.Inverzni prvek k prvku a vzhledem k nasobeni
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operace d¢leni (3)........ v mnoziné N, C, Q, R nema vlastnost EI
(nebot nema vlastnost EN)

Poznamka 4. Je-li operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti El lze
vynechat jedna ze dvou stran rovnostia ca=a o a.

Definice 7: Necht v mnozin¢ M je definovana binarni operace o.
Existuje-li prvek g € M, pro ktery plati:

(VxeM)[xog=gox=g].

Pak se prvek g € M nazyva agresivnim prvkem mnoziny M vzhledem
k operaci o.
Znacime AG.

Priklad 7.

operace scitani (+)....... na mnozin¢ N, C, Q nema vlastnost AG
(tj. neexistuje agresivni prvek vzhledem ke sc¢itani)
operace nasobeni (¢)..... na mnozin¢ Ny, C, Q, R ma vlastnost AG

(tj. existuje agresivni prvek vzhledem k nasobeni g=0: x - 0
=0-x=0)




Poznamka 5. Je-li operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti AG
|ze vynechat jedna ze dvou stran rovnosti x o g nebo g o x.

Definice 8: Rikame, Ze binarni operace o definovana na mnoziné M ma
vlastnost reSitelnost zakladnich rovnic pravé tehdy, kdyz plati:

(Va,beM))(Ix,ye M)[aox=b A yoa =bh].
Znacime ZR.

Poznamka 5. Je-li operace o komutativni, pak v zapisu vlastnosti ZR
Ize vynechat jedna z vyrokovych forema o x=bneboyoa =b.

Priklad 8:

e opecrace scitani (+)....... na mnoziné¢ N, nemd vlastnost ZR (tj.
rovnice a + X = b neni pro vSechny prvky mnoziny N reSitelnd)
e operace séitani (+)....... na mnozin¢ C, Q, R ma vlastnost ZR (t;.

rovnice a + X = b je pro vSechny prvky uvazovanych mnozin
reSitelna: x=Db - a)

e operace nasobeni (+)..... na mnozin¢ N, C, Q, R nema vlastnost
ZR (tj. rovnice a - X = b neni pro vSechny prvky uvazovanych
mnoZin reSitelna)

e operace nasobeni (¢)..... na mnoziné Q - {0}, R - {0} ma vlastnost
ZR (tj. rovnice a - X = b je pro vSechny prvky uvaZzovanych
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