MAO0005 Algebra 2 — Shirka fesenych prikladii
Lukés Mésilko

4. ¢ervence 2024

Cviceni 10

Prevaznou ¢ast posledniho cviceni vénujeme vlastnim ¢islim a vlastnim vek-
torim linearni transformace ¢ : V' — V vektorového prostoru V. Ve Skrip-
tech je tomu vénovana Kapitola 11 (Tyden 11) na str. 109-114. Na zaveér si
ukazeme dva priklady vyuzivajici vase dosavadni znalosti o linearnich zobra-

zenich.
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10.1 Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Vlastnim vektorem (smérem) linedrni transformace ¢ : V' — V rozumime

vektor v € V' takovy, ze
o) = A 0.

Cislo A\ se nazyva vlastni ¢islo (hodnota) pifslugejici vlastnimu vektoru 7,
ktery se tedy pomoci ¢ zobrazi na sviij vlastni A\-nasobek. Plati, Ze vlastni
vektory jsou linearné nezavislé, a kazdy z nich tvori vektorovy podprostor.

Reseny piiklad 10.1.a
Zadan{]

Linearni transformace ¢ : R?* — R? je zaddna matici

10 0
C=|(-13 0
3 2 =2

Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.

ReSeni
Z definice vlastniho vektoru plati (¢(v) =) C' - ¥ = X - ¥. Pokud tuto rovnici
vynasobime zleva jednotkovou matici a upravime, dostavame:

C-0 = X7 /-E
E-C-% = \NE-¥
C-T—X-E-7 =0
7-(C—X-E) =0

Je patrné, ze vektor o' lezi v jadru transformace dané matici C'—\- E. Hledame
¢islo A tak, aby byl tento vektor nenulovy. V jadru takové transformace lezi
nenulovy vektor pravé tehdy, kdyz ma systém v - (C'— A - F) = 0 nekonecné
mnoho Teseni, tedy determinant matice C'— A - F je nulovy. To znamena

1-A 0 0
0=|C—A-E|=| -1 3-2x 0[=(1-N-B=\ (=2-)
3 2 —2—A

Rovnice (1 — A) - (3 —A) - (=2 — A) = 0 plati pro t¥i rizné vlastni hodnoty,
k nimz najdeme vlastni vektory:

e )\ = 1:dosadime do systému 7-(C'— - E) = 0 a spocitame jeho FeSent:
1-1 0 0 skrtni
-1 3-1 0|~ -12 0 N(_éé_g)
3 2 —2-1 3 2 -3 +3ry

Zpétnym chodem zacneme u druhé rovnice 8xy — 3z3 = 0. Polozime
r3 =t,t € R, plati 8z = 3t, z ¢ehoz xy = %t. Vyjadreni xo dosadime

1Uloha 11.6 ze Skript na str. 116



do 1. rovnice —x1 + 2x9 = 0. Dostaneme —z; + 2 - %t = 0, z ¢ehoz
dostavame z, = gt. Vlastnim vektorem odpovidajicim vlastni hodnoté
A1 = 1 je vektor

6/8 6
o= 38 |~ 3
1 8

e )\ = 3 : dosadime do systému 7-(C'— - E) = 0 a spocitame jeho Fesent:

1-3 0 0 -2 0 0 —2ry
-1 3-3 O]~ —-10 0 ~1 -1 0 0
3 2 —2-3 3 2 =5 +3ry 0 2 -5

Zpétnym chodem zacneme u posledni rovnice 2x5 — 523 = 0. Polozime
r3 = t, t € R, tedy plati 2z = 5t, z ¢ehoz x5 = gt. Zbyvajici nenu-
lovy fadek znamend rovnici —x; = 0, z niz rovnou dostaneme x; = 0.
Vlastnim vektorem odpovidajicim vlastni hodnoté Ay = 3 je vektor

0 0
G=1| 572 |~ 5
1 2

e \; = —2: dosadime do systému ¢ - (C' — X\ - E) = 0 a spocitame jeho

feSeni:
1—(-2) 0 0 3 00 +379
-1 3—-(-2) 0]~ -1 50 ~
3 2 —2—(-2) 320 +379
Skrtni 1 50
-5 0 ~ 0 17 0
0 17 0

Zpétnym chodem zacneme u druhého fadku, ktery znamena rovnici
1729 = 0, z niz rovnou vychéazi xo = 0. Prvni fddek mtizeme pfepsat do
rovnice —x1 + bxo = 0. Dosadime do ni 5 a mame z; = 0. Ziejmé x3
muze nabyvat libovolné hodnoty, tedy x3 = ¢, ¢ € R. Vlastnim vektorem

odpovidajicim vlastni hodnoté A3 = —2 je vektor
0
v3=1| 0
1

Reseny ptiklad 10.1.b

Zadani
Linearni transformace ¢ : R?* — R3 je zaddna matici

-1 2 0
A, = 2 3 -1
0 -1 —1



Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.
Reseni
Z definice vlastniho vektoru v plati rovnice A, - U = A - ¥, po jejiz tpravé
dostaneme

g(Aw—)\Eg):O,

Spocitame determinant matice A, — A - E3 a polozime jej roven nule:

—1—A 2 0
|A, = A E| = 2 3—A ~1
—1 —1-)\
= (“1=0)" BN - [(-1=X1) (1) + (-1-1)- 27
= (1+2A+A2) (B=A)+1+A+4+4)

[34 6N 4327 — X —2)\2 = X3 +5 4 5\
AN+ N+ 100 +8=0

Posledni rovnici vynasobime —1, ¢imz dostaneme kubickou rovnici
A=A —10\A—-8=0,
pro niz se pokusime najit celociselné koreny pomoci Hornerova schématu:

-1 —-10 -8
0 —-10 —-18
-2 =8 0

|
—_
e e e e e T Y
|
w
|
ot

Zelené jsme vyznacili kofeny kubické rovnice odpovidajici vlastnim ¢isltim, k
nimz nyni najdeme vlastni vektory:

e )\; = —1 dosadime do systému A, — A - ' = 0 a najdeme TeSeni:
—1—-(-1) 2 0 0o 2 0 +2r3
2 3—(—1) -1 |~12 4 -1 +drs ~
0 -1 —-1-(-1) 0 -1 0
skrtni 9 0 —1
e 0l Lo -1 0
0 -1 0

Zpétny chod: druhy tadek je rovnici —xy = 0, z ¢ehoz okamzité do-
stavame xo = 0. Prvni fadek znamena rovnici 2z; — x3 = 0. Zvolime
x3 = t,t € R a dosadime: 221 —t = 0, z ¢ehoz po upraveé dostavame

T, = %t. Vlastnim vektorem odpovidajicim vlastni hodnoté \; = —1 je
vektor
1/2 1
U, = ol~1o0
1 2



e )\; = —2 dosadime do systému A, — A - F = 0 a najdeme TFeSeni:

-1-(-2) 2 0 1 2 0
2 3—(-2) -1 |~1 2 5 -1 —2r; ~
0 -1 -1-(-2) 0 —1 1

1 2 0 1 2 0

0 1 -1 ~1 0 1 —1 ~ ((1) ? _(1)>

0 -1 1 +79 skrtni

Zpétny chod: druhy radek je rovnici xo — 3 = 0, z ¢ehoz okamzité
dostavame xo = x3. Zvolime x3 = t,t € R, a tedy: x5 = t. Prvni radek
prepiseme do rovnice x; + 2x5 = 0, dosadime za x, a po upravé do-
stavame xy = —2t. Vlastnim vektorem odpovidajicim vlastni hodnoté
Ay = —2 je vektor

e )3 = 4 dosadime do systému A, — A - ' = 0 a najdeme TeSeni:

~1-4 2 0 -5 2 0
2 3—-4 -1 |~ 2 —1 =1 | Bro+2r ~
0 -1 -1-4 0 -1 =5

-5 2 0 -5 2 0

0 -1 =5 ~ 0 -1 =5 N(_g _?
0 -1 -5 —7Ty Skrtni

Zpétny chod: druhy fadek je rovnici —x9 — bx3 = 0, z ¢ehoz dostavame
Ty = —bxz. Zvolime z3 = t,t € R, a tedy: xo = —5t. Prvni radek
prepiseme do rovnice —b5x; + 2z = 0, dosadime za x5 a po upravé do-
stavame xy = —2t. Vlastnim vektorem odpovidajicim vlastni hodnoté
A3 = 4 je vektor

-2

v3= | —5H

1

Poznamka: Vsimnéte si u piedchoziho prikladu matice A,. Je totiz symet-
ricka. To ma za nasledek nékolik fakti:

1. Vlastni vektory v7,vs, U3 tvoii ortogonalni bazi transformace ¢, viz
Skripta a Véta 29 na str. 113.

2. K transformaci ¢ existuje dle Véty 30 (viz Skripta, str. 113) diagonalni
matice D slozend z vlastnich ¢isel na hlavni diagonéle:

-1 00
D = 0 -2 0
0 0 4

Podrobnéji viz Skripta a text na str. 113-114 vénovany podobnym maticim
a diagonalni maticim line4rni transformace ¢, jejiz matice A, je symetricka.

b}



Reseny ptiklad 10.1.c

Zadani

Linearni transformace ¢ : R?* — R? je zad4na matici ve standardni bazi:

1 2 -3
A, = 2 4 —6
r —2 3

Vlastnimi ¢isly ¢ jsou A\; =8, Ay 3 = 0.
1. Vypocitejte hodnotu prvku .

2. Urcete vlastni vektory linearni transformace ¢ odpovidajici vlastnim
Cislim )\1 = 8, )\273 =0.
Reseni
Spocitejme nejdiive determinant z matice A, — X\ - E:

1—\ 2 -3
A, — A\ E| = 24—\ —6
T -2 3-=A
= +[(1T=XN)-UA-=-XN-B=N)+2-(-2)-(=3)+x-2-(—6)]
[z (4=A)(=3)+ (1 =A) (=2)- (=6)+2-2- (3=}
= (1=XN)-4=XN-B=N)+12— 120+ 12z — 3z)A — 12+ 12\ — 12 + 4\
= (1-X)-(4—=XN)-(3=X) —3zA+ 16\ — 12

Kdyz do posledniho vyrazu, ktery polozime roven 0, dosadime obé vlastni
¢isla, méli bychom zjistit hodnotu neznamé x:

e A=0:(1-0)-(4—0)-(3-0)—32-0+16-0—12=12—12=0.

e \=8:(1-8)-(4—8)-(3—8)—3x-8+16-8—12=—24 — 24z = 0,
7 ¢ehoz x = —1.

Nyni uré¢ime vlastni vektory k vlastnim ¢islim A\; = 8, Ay 3 = 0O:

e )\; = 8 dosadime do systému A, — A - /' = 0 a najdeme TeSeni:

1-8 2 -3 —7 2 =3\

2 4-8 6|~ 2 -4 -6 ~

-1 -2 3-8 “1 =2 =5 /) 1
~1 -2 -5 ~1 -2 -5 -1 -2 -5
2 -4 -6 | 42r, ~| 0 —8 —16 ~ o0 -8 —16
—7 2 =3 ) - 0 16 32/ +2r

Zpétny chod: posledni nenulovy fadek je rovnici —8zy — 16235 = 0. Po-
kud zvolime z3 = t,t € R a dosadime do uvedené rovnice, dostaneme po
upraveé o = —2t. Obé vyjadfeni vlozime do rovnice —xy —2x5—5x3 = 0
vyjadiujici prvni fadek matice. Dostaneme —xy + 2t — 5t = 0, z ¢ehoz

6



r1 = —3t. Vlastnim vektorem odpovidajicim vlastni hodnoté A\; = 8 je
vektor
-3
T
1

e )\y3 = 0 dosadime do systému A, — A - I/’ = 0 a najdeme feSeni:

1-0 2 -3 1 2 =3 1 2 -3
2 4-0 —6 | ~ 2 4 -6 =2ry ~
—1 -2 3-0 -1 -2 3 +rq

Zpétny chod: jediny nenulovy radek je rovnici 1 + 229 — 323 = 0. Po-
kud zvolime zo = s,x3 = t,s,t € R a dosadime do uvedené rovnice,
dostaneme x; + 2s — 3t = 0, z ¢ehoz 1 = —2s + 3t. Vlastnimi vek-
tory odpovidajicimi vlastni hodnoté Ay 3 = 0 jsou vektory piislusejici
parametrim s, ¢:

9 3
GH= 1], @&=1|0
0 1

Priklad 10.1.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Linearni transformace ¢ : R?* — R3 je zaddna matici
2 1 -3
A,=|3 —2 -3
1 1 =2

Najdéte vlastni vektory (sméry) a vlastni ¢isla (hodnoty) této transformace.

Piiklad 10.1.e (pouze s vysledkem)

Zadani
Linearni transformace ¢ : R?* — R? je zad4dna matici ve standardni bazi:
11 2
A, = 0 2 2
x 1 3

Vlastnimi ¢isly ¢ jsou Ay =1, Ay =2, A3 = 3.
1. Vypocitejte hodnotu prvku =x.

2. Urcete vlastni vektory linearni transformace ¢ odpovidajici vlastnim
¢islim )\1 = 1, )\2 = 2, )\3 = 3.

10.2 Motivaéni priklady na linearni zobrazeni

Na zavér 10. cviceni i celé sbirky nabizime dva fesené ptiklady, v nichz chceme
ukazat, jak ,hezky“ se daji pouzit znalosti a dovednosti ziskané v celém kurzu

MAO0005 Algebra 2.



Reseny priklad 10.2.a

Zadani

Urcete matici Ag zobrazeni ¢ (ve standardni bézi), které preklopi vektory
prostoru R? podle piimky p : x — 2y = 0.

Napovéda: Zkuste najit jinou bazi «, vhodnéjsi nez standardni, pro niz
bude snadné urcit matici zobrazeni A, které pieklapi vektory podle zadané
pfimky. Pomoci matic pfechodu a jejich kombinaci s A, potom snadno do-
staneme matici Ag.

Reseni

1. Volba baze

Budeme se drzet nipovédy a hledat vhodnéjsi bazi o. Jsme v prostoru R2,
béaze by tedy méla obsahovat dva linearné nezavislé vektory. Jako prvni volme
vektor a) lezici na pfimce p, napriklad

- (3)

Ten se preklopenim zobrazi sdm na sebe. Druhy vektor baze volime tak,
aby bylo snadné jej ,preklopit® podle primky x — 2y = 0 a zaroven nebyl

. ’ v s . , — N N — _1 ;. /
linedrné zavisly na a;. Pokud naptiklad uréime ap = < 9 ) , ktery je kolmy

k primce p, jeho preklopenim dostaneme vektor

_; ) opacny k vektoru

p. Nézorné jsou vektory vidét na Obrazku [1}

Obrazek 1: Vektory ai, as nové zvolené baze
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2Viz video ,Matice pfechodu a zobrazeni motiva¢né“ na webové strance
www.isibalo.com/matematika/linearni-algebra/
matice-prechodu-a-zobrazeni-motivacne.



2. Nalezeni matice zobrazeni v nové zvolené bazi

Matici zobrazeni ¢,
a b
()

v nové zvolené bazi o vytvorime na zakladé obrazi bazovych vektort, které
jsme si stanovili. Je vSak tireba nejdiive najit jejich souradnice v bazi a.

Pro prvni vektor o) zadany ve standardni bazi hledame souradnice z1, o
takové, aby

(1), () () = ()70,

Druhy bazovy vektor as se zobrazi na vektor —aj k nému opacény. Oba
je mame zadané ve standardni bazi, proto hleddme souradnice v bazi «, tj.
koeficienty y1, ya, 21, 22 € R takové, aby

(), = (D) () = ()2 (),
(=), = (D)= (52) = (L) (),

Nyni je mozné pristoupit ke spocitani prvka matice A, zobrazeni ¢ pro
vektory zadané v bazi a. Vime, ze

e = () (o)=(0)
e = (0a)(1)=(21)

7 uvedenych systémil sestavime rovnice, pficemz sdruzime k sobé ty odpovi-
dajici koeficienttim a, b a ty, které nam umozni spocitat c, d:

elq): a-1406-0 =1, ¢-14+d-0 = 0
plas):  a-04+b-1 = 0, ¢-04+d-1 = —1

Po jednoduchych tpravach mame matici A,:

1 0
Aa:(o _1>7

3. Nalezeni matic pifechodu

Abychom pomoci matice A, mohli ur¢it matici zobrazeni Ag podle stan-
dardni baze, je tfeba nalézt matice pfechodu mezi bazemi S a a. Nalezeni
matice pfechodu P, s je jednodussi. Vektory baze « jsou totiz zadany vzhle-
dem ke standardni bazi, jejich soutadnice tedy pouze sloupcové vlozime do

matice prechodu:
2 —1



Opac¢nou matici pfechodu Ag_,, je mozné vypocitat tak, ze nalezneme in-
verzni matici k P,_,g.

2 =111 0 2 =111 0 10 0] 4 2 1.1021
1 2101 0 5 |—-1 2 0 5|—-1 2 5\0 1|-1 2

Je tedy
1 2 1
PS—mz:g'(_l 2)

4. Nalezeni matice zobrazeni Ag
Abychom pomoci matice A, a matic pfechodu urcili matici Ag ve standardni
bézi, je tfeba provést nasledujici tii kroky:

1. Vektor (@)s ve standardni bazi prevést do baze a, tj. uréit (@),.
2. Pomoci matice zobrazeni A, najit obraz vektoru (@), tj. uréit (p())a.

3. Obraz vektoru @ v bazi a prevést zpatky do standardni baze S, tj. najit

(p(@))s-

K témto akcim ndm postupné poslouzi matice Ps_,o, Ay, Pyyg. Jejich sloze-
nim dostaneme kyzenou matici Ag, coz pro nas vlastné znamena je vynasobit
ve spravném poradi:

AS'E = (Pa%S'Aa'PS%o)'a)
AS = Pa—>S'Aa'PS—>a

Jednodussi bude zacit souc¢inem P,_,g - A,:
2 —1 10 2 1
rest=(15) (0 5) = (1 3)
Néasledné mtzeme tuto matici vynasobit matici pfechodu Ps_,,:
2 11 /2 1\ 1 /2 1\ /2 1\ 173 4
1 =2 5 -1 2 ) 5 1 =2 -1 2 ) 5 4 -3
Mame tedy hledanou matici Ag:
(3 4
4 -3

1
AS == g
Reseny piiklad 10.2.b

Zadani

Naleznéte vlastni ¢isla a vlastni vektory linedrni transformace ¢ prostoru R?
zadané matici
5 3
Ac =

ve standardni bazi. Nésledné ovéite, ze body [z, y] jednotkové kruznice (tj.
vektory (z,y)) se pomoci zobrazeni ¢ zobrazi na body elipsy, jejiz délky
poloos budou rovny vlastnim ¢isltim.

10



Reseni
1. Nalezeni vlastnich cisel a vlastnich vektori
Standardnim zptisobem najdeme vlastni ¢isla a vlastni vektory zobrazeni .

|As—M\-E| = (5—=X)*=9 = 25—10-A+\*—9 = > —=10A+16 = (A\—2)-(A\—8) = 0
Vlastni ¢isla: Ay = 2, Ay = 8.

Vlastni vektory: Najdeme feseni systému Ag — A - E = 0 dosazenim \; = 2
a Ay = 8 misto A.

1. \M=2: ﬁM:(_i).

Protoze je matice Ag symetrickd, jsou oba vlastni vektory ortogonélni (tj. na
sebe kolmé). Vime také, ze ndsobky vlastnich vektorii se zobrazi na nasobky
sama sebe. Napriklad

A(0)=5) () =)= ()
(1)=(53) ()= (R) == (1)

2. Vektory jednotkové kruzZnice
Podivejme se ted na jednotkovou kruznici a vektory, které ji tvori. Urcité
zname vektory ¢; = (1,0) a €3 = (0,1), pfipadné vektory k nim opacné:

fi = (—1,0), resp. fo = (0,—1). Ty v8ak nejsou nasobky vlastnich vektori,
takze se nezobrazi na své nasobky. Pomoci matice Ag je zobrazime takto:

f(0)=(3) e ()= (5)(0) = (5) ()= (5)

Nas zajimaji také vektory, které jsou nasobky vlastnich vektort. Podivejme se
na vektor w3 lezici na primce y = x, ktery je jisté nasobkem vlastniho vektoru

1
fakti: velikost vektoru us je 1, thel, ktery svird s osou x, je o = 45°. Plati
tedy, ze

1
Uy, = ) (viz Obréazek |2)). Jeho soufadnice (xg, yo) lze uréit pomoci dvou

Zo
cosdbh’ = — = x9=

V2
2

2

sin 45° = % = Y= \/7—

Je ziejmé, ze uy = < gg > a z toho u] = ( _g

11



Obrazek 2: Jednotkova kruznice a vektory uj, u3, nasobky vektort )y, , iy,

-1.2 1.2

3. Linearni zobrazeni jednotkové kruznice
Zobrazime-li oba vektory pomoci ¢, pfejdou na své vlastni nasobky.

P = (g g)'(_gg>:(_£>:2'“?=A1'UY;

= (59) ()~ () o

cos
sin «v
kruznici, tj. vektory velikosti 1 vychazejici z pocatku pod uhlem «, ktery
sviraji s osou x. Zobrazi se na elipsu d, jejiz stfed je v pocatku. Hlavni
poloosa a o velikosti 8 lezi na pfimce y = = a je totozna s vektorem us,
vedlejsi poloosa b velikosti 2 je na primce y = —x a totozna s vektorem .

Pro vykresleni elipsy d v Geogebfe je tieba znat soutadnice obou ohnisek
E, F. Obé lezi na hlavni ose (pfimka y = z) ve vzdalenosti

e=+va2— 02 =8 —22 =60

Podobné jsou na tom i dalsi vektory @ = < urcujici jednotkovou

od stiedu elipsyE| Geogebra umoznuje zadani bodu i ,,goniometrickym* zpu-
sobem, tj. pomoci vzdélenosti od po¢atku (velikost vektoru) a thlu, ktery

3Parametr e se nazyva excentricita (vystfednost) elipsy.
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tsecka spojujici pocéatek a bod svird s kladnou poloosou x (argument vek-
toru). Oboji uz zname, a tak v Geogebfe nejprve vypocitame ohniska pomoci
prikazi

E
F

(excos(pi/4), exsin(pi/4))
(-excos(pi/4), -exsin(pi/4))

a nasledné vykreslime elipsu pomoci prikazu
d = Elipsa(E, F, 8)

Vektor fA1 na Obrazku 3| je roven p(u3), vektor fA2 je p(u}).

Obrazek 3: Elipsa d, vysledek zobrazeni jednotkové kruznice

6

1
101d: \y=-2: =1 |, A=—-1:10 ], =1:11 ],
1 1
0 1 2
10.1lecx=—-1, \y=1: 2 0, =2:(11],X=3:] 2
-1 1
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