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Cvicéeni 2

Ve skriptech jsou vypoctu determinantu vénovany prednasky 1, 2. Ve Véte
2 zacinajici na str. 12 je uvedeno Sest vlastnosti Dy,..., Dg determinantu

¢tvercové matice, které si v této casti sbirky podrobné procvicime.
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2.1 Laplacetiv rozvoj determinantu

Laplacetiv rozvoj je podrobné popsan ve vysvétleni vlastnosti D5 (viz Pred-
naska 2, str. 17). V této shirce si jej detailné vysvétlime v Reseném piikladu
2.1.a, kde narozdil od skript budeme pouzivat pojmy submatice a minor (tj.
determinant k submatici). ReSeny ptiklad 2.1.b jiZ nerozvedeme do takovych
podrobnosti. Upozorniujeme, ze je vyhodné si k Laplaceovu rozvoji vybrat
takovy radek ¢i sloupec obsahujici co nejvice nul, protoze poté nam ubyde
prace a vypocet nebude tak nachylny k chybam.

Reseny ptriklad 2.1.a

Zadani
Uzitim Laplaceova rozvoje podle Vami vybraného fadku ¢i sloupce vypoctéte
determinant z matice

-1 2 4 =2

3 1 =3 5

A= -3 4 -1 =5
5 =2 -4 1

Reseni

Matice A neobsahuje prvky s nulovou hodnotou, proto ptili§ nezalezi na tom,
jaky tadek ¢i sloupec si k rozvoji vybereme. Zkusme tedy pracovat s 1. fad-
kem. Pro kazdy jeho prvek a;;, kde j € {1,2,3,4}, konstruujeme soucin
skladajici se ze tii ¢initelt:

e znaménka, které uréime vyéislenim vyrazu (—1)'17
e samotného prvku a;; a
e determinantu ze submatice (téz minoru) A;; piislusnému k prvku as;.

Tento soucin si postupné pro vSechny ctyri prvky 1. fadku sestrojime. Jeli-
koz submatice budou typu 3 x 3, jejich determinant lze spocitat Sarusovym
pravidlem, jehoz pouziti uz nebudeme podrobné rozvadét tak, jak jsme Cinili
v 1. ¢asti této sbirky.

1. Pro prvek a;; = —1 obsahuje submatice Aj; ty prvky (vyznaceny
modfe), které nelezi na 1. fadku a 1. sloupci:

-1 2 4 =2
3 1 -3 5

A=1 3 4 _1 =5
5 —2 —4 1
Soucin k prvku a;; = —1 je tedy roven tomuto vyrazu:
1 -3 5 1 -3 5
(D (=1)-| 4 -1 -5 |=—| 4 -1 —5|=
-2 —4 1 -2 —4 1

— —{+[—1 — 30 — 80]—[10 + 20 — 12]} = 129
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2. Pro prvek a;5 = 2 obsahuje submatice Aj3 ty prvky (vyznaceny modie),
které nelezi na 1. radku a 2. sloupci:

-1 2 4 =2
3 1 -3 5
-3 4 -1 -5
5 -2 -4 1

A:

Soucin k prvku a;, = 2 je tedy roven tomuto vyrazu:

3 -3 5 3 -3 5
(=1)*2.2.| =3 =1 =5 |=(-2)-| -3 —1 —5 |=
5 -4 1 5 —4 1

= (=2) - {+[-3+ 75+ 60]—[—25+ 60 + 9]} = —176

3. Pro prvek a;3 = 4 obsahuje submatice A;3 ty prvky (vyznaceny modfe),
které nelezi na 1. fadku a 3. sloupci:

-1 2 4 -2
3 1 -3 5
-3 4 -1 -5
5 -2 -4 1

A=

Soucin k prvku a;3 = 4 je tedy roven tomuto vyrazu:

3 1 5 3 1 5
(—1)*3.4.| =3 4 —5|=4.| -3 4 —5|=
5 -2 1 5 -2 1

=4 {+[12 — 25 + 30]—[100 + 30 — 3]} = —440

4. Pro prvek a;y = —2 obsahuje submatice Ay4 ty prvky (vyznaceny
modre), které nelezi na 1. fadku a 4. sloupci:

—1 2 4 -2
3 1 -3 5

A=l 3 4 1 -5
5 -2 —4 1
Soucin k prvku a;4 = —2 je tedy roven tomuto vyrazu:
3 1 =3 3 1 =3
5 —2 —4 5 —2 —4

= 2. {448 — 5 — 18]—[—60 + 6 + 12]} = —58



Kdyz Laplacetiv rozvoj podle 1. fadku sestavime dohromady, dostavame:

-1 2 4 =2
3 1 -3 5 " bosoo L
5 4 1 s (- (=D -| 4 -1 =5 |+ (-2 2.
5 —2 —4 1 2 4l
3 1 5
(-3 4. =3 4 —5 |4+ (=) (-2)
5 -2 1

129 — 176 — 440 — 58 = —545

Reseny piiklad 2.1.b

Zadani
Uzitim Laplaceova rozvoje podle Vami vybraného radku ¢i sloupce vypoctéte
determinant z matice

0 2 —4 —6
1 1 0 5
A= 3 4 1 9
3 -2 0 1

Reseni

Pti vybéru radku ¢i sloupce pro Laplacetiv rozvoje je vyhodné zvolit 3. slou-
pec obsahujici hned dvé nuly. Diky tomu budeme, misto ¢tyt, pocitat pouze
dva determinanty matice fadu 3 x 3. Nejprve si provedeme rozvoj a pak si
spocitame dil¢i minory, abychom na zavér vypocetli vysledek. Pro rozvoj dle
3. sloupce plati:

-1 15 0 2 —6
Al = (- (=4)-| -3 4 0|+ (-1D*?.0-| -3 4 0|+
3 -2 1 3 -2 1
0 2 —6 02 —6
(=1 (=1)-| -1 1 5 |+(=D*".0-|-1 1 5
3 -2 1 -3 4 0

Druhy a ¢tvrty soucin bude nulovy, zaméime se tedy pouze na prvni a treti,
u nichz si nejprve spocitejme minory:

-1 15

—3 4 0| = +[-4+0+30—[6040—3]=26—57=—31
3 -2 1

0 2 —6

~1 1 5| = +[0+30—12]—[-184+0—2] =18 +20 = 38
3 -2 1

Nyni vysledky obou determinanti dosadime do rozvoje a ziskame vysledek:
|A| (=) (=4) - (=31) + 0+ (=1)*" - (=1) - 384+ 0
= (—4)-(-31)+(—1)-38 =286
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Piiklad 2.1.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Uzitim Laplaceova rozvoje podle Vami vybraného radku ¢i sloupce vypoctéte
determinant z matice

3 -2 0 —4
3 -4 1 2
A= 0 -3 -7 —9
2 0 -1 3

Piiklad 2.1.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Uzitim Laplaceova rozvoje podle Vami vybraného fadku ¢i sloupce vypoctéte
determinant z matice

1 -5 =3 -1

-2 0 -1 0

A= 3 2 4 5
-2 1 0 =3

2.2 Dalsi vlastnosti determinantu matice

Shriime si nyni zbyvajici vlastnosti uvedené ve skriptech (Pfednéasky 1, 2),
jejichz vyuzitim si jesté vice muzeme zjednodusit Laplacetv rozvoj:

D1: |M| = |MT|, kde MT je transponovand matice M (viz Skripta, str. 12);

D2: Jestlize matice M’ vznikne z matice M vyménou dvou fadku, pak
|M| = —|M'| (viz Skripta, str. 13);

D3: Jestlize matice M’ vznikne z matice M vynasobenim nékterého fadku
nenulovym ¢slem k& € R — {0}, pak |M| = - M| (viz Skripta, str.
13-14)

D4: Determinant matice M se nezméni, pricteme-li k nékterému radku ne-
nulovy k-nasobek jiného fadku, kde k € R — {0} (viz Skripta, str. 16);

D6: Pokud néktery radek, napi. I-ty (I € N), je linedrni kombinaci jinych
radkl, napt. dai, ds, ..., a; (k € N), E]tak je determinant matice nulovy
(viz Skripta, str. 19).

1Jde spise o diisledek vlastnosti D3, tzv. linearity p¥i vijpoctu determinantu, ktery je
uveden ve Skriptech na str. 14

2tj. existuji realné koeficienty ci, ca, ..., ci takové, Ze dj = c1-dj +co-ds+ - + ¢ - dis
(viz také Skripta, Definice 7 na str. 13)



Reseny priklad 2.2.a

Zadani
Vypoctéte determinant z matice

1 -4 -1 8
-3 =12 0 15
9 3 =7 3
-3 -2 0 -4

A=

Reseni

Pouzijeme nejdrive vlastnost D3 u 2. fadku, v némz jsou vSechny prvky
nasobky 3. Poté si zvolime ,pivota“ a;; = 1, pod kterym budeme nulovat
vyuzitim vlastnosti D4.

1 -4 -1 8 1 -4 -1 8 1 -4 -1 8
-3 —12 0 15 % _a -1 -4 0 5| +rm 3. 0 -8 -1 13
9 3 =7 3 9 3 =7 3| -9 0 39 2 —69
-3 =2 0 —4 -3 =2 0 —4 | +3r 0 —-14 -3 20

Je patrné, Ze rozvoj podle 1. sloupce zajisti vypocet pouze jednoho determi-
nantu z matice typu 3 x 3, plati tedy:

-8 -1 13 -8 —-1 13
Al =3-(-D)"-1.] 39 2 —69|=3-| 39 2 —69
—14 -3 20 ~14 -3 20

V determinantu, ktery je tfeba spocitat, se vyskytuji pomérné velké cisla,
zkusme jej jesté upravit, napfiklad vynulovat (dle vlastnosti D4) sloupec
pod prvkem —1 na 1. fadku a 2. sloupci:

8 —1 13 8 —1 13
30 2 —69|42m — | 23 0 —43 :(—1)1“-(—1)-’ o j‘g'
14 -3 20| —3n 0 0 —19

Determinant matice typu 2 x 2 napravo uz spocitame pomoci Kiizového
pravidla a kalkulacky: 23 - (—19) — 10 - (—43) = —437 4+ 430 = —T7.
Celkoveé je tedy
Al =3-(=7) = —21.

Reseny priklad 2.2.b

Zadani
Spoctéte determinant

ResSeni

21 -1 2 -1
-4 3 2 -1 1
35 =2 1 =2
22 -1 3 -1
-12 3 1 3

Laplacetv rozvoj se samoziejmé da pouzit i pro determinanty ze ¢tvercovych
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matic vys$sich fadkid. Uplatnéme vlastnost D2 a prohodme 1. a 2. fadek,
abychom na 1. fadku a 5. sloupci dostali prvek s hodnotou 1. Nasledné pou-
zijeme vlastnosti D4 a pod pivotem vynulujeme 5. sloupec.

2 1 -1 2 —1|} 4 3 2 -1 1
4 3 2 -1 1|n 2 1 -1 2 —1|+4n
35 -2 1 -2 — | 35 —2 1 —2|+2r, =
2 2 -1 3 -1 2 2 -1 3 —1|4n
-1 2 3 1 3 -1 2 3 1 3|-3n

—4 3 2 -1
-2 4 1 1
=—| -5 11 2 -1
-2 ) 1 2
1 -7 =3 4

2 4 1 1
-5 11 2 -1
2 5 1 2| ~®
11 -7 -3 4

N elNeoNol S
|
|
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|
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|

Pokracujeme nyni v Laplaceové rozvoji determinantu z matice typu 4 X 4.
Opét je vyhodné pouzit vlastnost D4 na tadku, jehoz pivotem je prvek o
hodnoté +1, tedy napt. prvek na 1. fadku a 4. sloupci:

2 4 1 1 ) 4 1 1
-5 11 2 —1|+4r _ |-T 15 3 0| _
W=7l 92 5 1 2|-2r 2 -3 -1 0|
11 -7 -3 4| —4r 19 —-23 -7 0
-7 15 3
= (-1 2 =3 -1 =g
19 —-23 -7

A jesté jednou mizeme uplatnit vlasnost D4, kdyz si zvolime pivota —1 na
2. radku a 3. sloupci a budeme nulovat zbylé hodnoty 3. sloupce:

7 15 3|43, -1 6 0 e
w=| 2 -3 -1 —| 2 -3 -1 :(—1)2+3-(—1)-' - _2‘—
19 —23 —7|—Tr 5 -2 0

= —28

Priklad 2.2.c (pouze s vysledkem)

Zadani

Vypoctéte determinant z matice

3 4 -1 =2

-1 -4 0 5

A= 3 -1 -7 =5
6 4 0 8



Piiklad 2.2.d (pouze s vysledkem)

Zadani

Vypoctéte determinant z matice

1 2 2 =2

-1 -2 -1 4

A= 4 8 0 2
-2 =3 5 -2

2.3 Vypocet determinantu ipravou na
schodovy tvar

Pfipomenme si nejdrive, ze matice A libovolného typu je ve schodovém tvaru,
jestlize v kazdém jejim fadku je zleva vice nul nez v tom ptfedchozim, nebo
se jedna fadek samych nul (viz také Skripta, Definice 8, str. 16).

Vlastnosti D1, D2, D3 a D4 tedy mtzeme pouzit pfi vypoctu deter-
minantu také tak, ze postupné ,nulujeme” prvky pod hlavni diagonalou, tj.
prevadime matici na schodovy tvar. Kdyz se nam to podari, tak determinant
je roven soucinu prvki na hlavni diagonéle.

Reseny piiklad 2.3.a

Zadani
Vypocitejte determinant z matice A ipravou na schodovy tvar, je-li

2 0 -1 3

-1 -4 0 5

A= 6 1 -7 -1
-3 -2 0 -4

Reseni

Zacneme tak, ze prohodime prvni dva fadky (vlastnost D2), abychom na
pozici pivota dostali prvek —1. Nasledné pomoci vlastnosti D4 vynulujeme
prvky v 1. sloupci pod pivotem:

2 0 -1 3L -1 -4 0 5 -1 -4 0 5
-1 -4 0 5|t _ 2 0 -1 3|42 0 -8 —1 13
6 1 -7 -1 6 1 =7 —=1|+46r, | 0 =23 =7 29
-3 -2 0 -4 -3 =2 0 —-4|-3n 0 10 0 -19

Na porzici [2, 2] potfebujeme mit pivota, pod nimz budeme ,nulovat® 2. slou-
pec. Abychom z —8 dostali pfijatelnéjsi hodnotu, mizeme 2. fadek nejprve
vynasobit —3 (vlastnost D3) a poté k nému pricist 3. fadek (vlastnost D4),
¢imz na pozici pivota dostaneme prvek 1. Dalsimi kroky uz poté ,nulujeme*
2. sloupec:



-1 -4 0 5 —1 -4 0 5

0 -8 —1 13]-(=3) _ ) 0 24 3 —=39|+4rs
0 —23 -7 29 =—(=3) 0 —23 —7 29

0 10 0 -19 0 10 0 -19

-1 -4 0 5 -1 -4 0 5
L]0 1 —4 —10 L0 1 —4 10 B
T30 =23 =7 29|42+, 3| 0 -3 -7 —9| 43,
0 10 0 -19 0 10 0 —19| —10r
-1 —4 0 5
.01 -4 —10
3 0 0 —-19 =39
0 0 40 81

Na porzici [3, 3] potfebujeme mit pivota, pod nimz budeme ,nulovat® 3. slou-
pec. Abychom znovu z —19 dostali prijatelnéjsi hodnotu, mizeme 2. fadek
nejprve vynasobit 2 (vlastnost D3) a poté k nému pficist 4. fadek (vlastnost
D4), ¢imz na pozici pivota dostaneme prvek 2. Dalsimi kroky uz poté ,nu-
lujeme® 3. sloupec:

-1 —4 0 5 -1 —4 0 5
L0 1 -4 —10 .0 1 -4 —10
300 0 —-19 —-39[-2 6| 0 0 —38 —78|+4ry
0 0 40 81 0 0 40 81
-1 —4 0 5 -1 -4 0 5
. 0 1 —4 10 01 -4 —10
6 0 0 2 3 6 0 0 2 3
0 0 40 81| —20rs 0o 0 0 21

(=1)-1-2-21] = -7

Reseny piiklad 2.3.b

Zadani

Vypocitejte determinant z matice A tpravou na schodovy tvar, je-li

1 4 3 -1

2 51 —~1

A= -1 6 2 1
-3 2 2 1

Reseni
Na porzici [1,1] prvniho pivota se nachazi prvek 1, takze nic nebrani tomu,
abychom zacali s ,nulovanim“ 1. sloupce:

1 4 3 -1 1 4 3 -1 1 4 3 -1
2 51 —-1|-2r |0 =3 =5 1 _ 5 0 -3 =5 1
-1 6 2 1| +r 0 10 ) 01]:5 0 2 1 0
-3 2 2 1| +3rm 0 14 11 -2 0 14 11 -2



Na porici [2, 2] potfebujeme mit pivota, pod nimz budeme ,nulovat® 2. slou-
pec. Abychom z —3 dostali pfijatelnéjsi hodnotu, mizeme k 2. fadku pricist
3. fadek (vlastnost D4), ¢imZ na pozici pivota dostaneme prvek —1. Dal$imi
kroky uz poté ,nulujeme” 2. sloupec:

1 4 3 -1 1 4 3 -1
|0 3 =5 14 _ 0 -1 4 1
0 2 1 0 0 2 1 0|+2r
0 14 11 -2 0 14 11 —2|+1dn
1 4 3 -1 1 4 3 -1
R . R .
0 0 -7 2 “lo 0 -7 2
0 0 —45 12| -7—45n 0 0 0 -6

= £ [1+(=1) (=7) (~6)] = =30

Vsimnéte si, ze pti ,nulovani® 3. sloupce jsme c¢islem 7 nasobili ¢tvrty radek,
od néhoz jsme pak odecitali 45-nasobek tfetiho fadku. Aplikovali jsme tak
soucasné vlastnost D3 i D4 a zvySovali jsme 7-krat hodnotu determinantu.

Proto jsme v dal$im kroku museli determinant nasobit ¢islem %

Piiklad 2.3.c (pouze s vysledkem)

Zadani
Vypocitejte determinant z matice A tpravou na schodovy tvar, je-li

s

I
W~ O
=W NN
W — = =
N W NN

Piiklad 2.3.d (pouze s vysledkem)

Zadani
Vypocitejte determinant z matice A tpravou na schodovy tvar, je-li

1 =3 0 -1
2 31 2
A= 3 4 2 -1
1 -2 0 -2

2.4 Linearita pii vypoctu determinantti

V predchozich kapitolach 2.1, 2.2 a 2.3 jsme si uvadéli vlastnosti D1, ...,
D6 determinantu ¢tvercové matice. V této casti si ukazeme, jak lze jesté
pouzit pravidlo linearity, tj. vlastnost D3 spocivajici v tom, ze determinant
je linearni v kazdé slozce (podrobnéji viz Skripta, str. 13). Ukazme si to na
dvou tesenych prikladech.
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Reseny priklad 2.4.a

Zadani
Provedte Laplacetv rozvoj matice M podle 5. sloupce a vyuzijte linearity
determinantu, abyste redukovali pocet determinantt 4. radu.

210 21
1021 2
M=|12120 2
02211
21120

Reseni
Nejdrive provedeme Laplacetiv rozvoj podle 5. sloupce:

1021 910 2
1210 1210
o\ 1 245 o
(M| = (D771 g g g [ FEDT 20 0 o |
91 1 2 91 1 2
2910 2 210 2
1021 102 1
_3+5'_ _4+5'_ —
+ DT 2 gy o [P EDTL o g [
9 1 1 2 91 1 2

V predchozim rozvoji, v prvnich dvou determinantech, vyznacime cervené
radky, které jsou pro oba stejné (tj. 2., 3. a 4. fadek). Ve 3. a 4. determinantu
jsou naopak stejné modfie vyznacené fadky 1, 2 a 4. Prvni dvojice se tedy lisi
pouze v 1. fadku, druha dvojice ve 3. radku:

10 21 210 2 210 2 210 2
_ 1 210 _o. 1 21 19, roz21 11021 _
* 0 2 21 0 2 21 0 2 21 1 210 °
211 2 211 2 211 2 211 2

Vlastnost D3 nyni pouzijeme v opa¢ném sméru, pricemz:

e prvni fadky u, v prvnich dvou determinantt spojime do jednoho touto
linearni kombinaci: @ — 2 - ¥, zatimco

o treti fadky 7,y 3. a 4. determinantu spojime touto linedrni kombinaci:

2.7 —7.
1-2:2 0—-2-1 2—-2.0 1—-2-2| |2 1 0 2
1 2 1 0 1 0 2 1
>~ 10 2 2 1 2.0-1 2-2-2 2.2-1 2-1-0
2 1 1 2 2 1 1 2
-3 -2 2 -3 2 10 2
|21 0 | 1021
o 22 1 -1 2 3 2
2 11 2 2 1 1 2

Dalsi vypocet jiz nechavame na ¢tenafi. Vysledek by mél byt 30.
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Reseny priklad 2.4.b

Zadani

Provedte Laplacetv rozvoj matice M podle 3. sloupce a vyuzijte linearity
determinantu, abyste redukovali pocet determinantt 4. fadu. Nasledné do-
koncete vypocet determinantu.

31113
2 3 2 3 3
M=|3 201 2
112 2 3
3211 2

Reseni
V tomto prikladu pouzijeme stejného postupu, ktery uz nebudeme prilis ko-
mentovat.

233 3 311 3
392 1 2 392 1 2
o \43 1. )23 o
M| = (-1) 11123+(1) 21123+0+
39 1 2 39 1 2
31 1 3 31 1 3
233 3 2 33 3
_4+3'_ _5+3'_
D2 gy g [ F DT g
32 1 2 112 3
233 3 31 1 3 31 1 3 311 3
_ 3212 03212 ,|2333| |2333
= 11123 112 3 32 1 2 32 1 2
392 1 2 392 1 2 32 1 2 112 3
411 -3 3 11 3
22|l 2 33 3
=1 112 3 3 21 2|7
321 2 5 -3 0 -1

Povsimnéte si nyni v prvnim determinantu dvou stejnych fadki, druhého a
¢tvrtého. Dle disledku vlastnosti D2 (viz Skripta, str. 13) to znamend, Ze
je tento determinant roven 0. Dale uz tedy budeme pocitat pouze ten druhy
determinant napravo.

3 11 3 31 1 3
|2 33 3/-31, |-T 0 0 —6| _
Tl 3 21 2|-2r " |-3 0 -1 —4|

—5 =3 0 —1|+3n 40 3 8

—7 0 —6 7 0 —6
= (-2 1| =3 -1 -4 =—|-3 -1 —4| =
4 3 8| +3n 5 0 -4
7 —6



Vysledky prikladi

2.1.c: 7, 2.1.d: 49
2.2.c: 14, 2.2.d: 26
2.3.c: —2, 2.3.d: —11
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