PREDNASKA 3

Integrace racionalni lomené funkce

§ 3.1. Racionalni lomené funkce

DEFINICE 3.1. Raciondlni lomend funkce je funkce dana predpisem

p(x)
fx) = —"—, (3.1)

q(x)

kde p je polynom stupné n a g je polynom stupné m.
Defini¢nim oborem takové funkce je mnozina R \ {c1,c2,...,cm}, kde ¢y, ca, ..., Cpy jSOU

kofeny polynomu g ve jmenovateli vzorce (3.1).

§ 3.1.1. Ryze a neryze lomené funkce

DEFINICE 3.2. Raciondlni lomend funkce f se nazyva ryze lomend, je-lin < m. V ostatnich
piipadech (t. j. jestli m > n) fikdme, Ze je to funkce neryze lomend.

: £, X+1 x3
jsouryze lomené a 35, 57

3 x_ x*>—x+3
x—2° x2+41° x3+1

Napt. funkce

jsou neryze lomené.

VETA 3.3. Kazdou neryze lomenou raciondlni funkci lze vyjadrit jako soucet polynomu a
ryze lomené funkce.
Toto 1ze vZdy provést délenim polynomd.

2x343
x3+x

2x3 +3|x3+x
—2x3 —2x 2
—2x+3
obdrZime rozklad dané funkce na soucet polynomidlni a ryze lomené Casti:
2x3 43 3-2x
— =2 .
x3+x X3+ x

PRIKLAD 3.4. Funkce dand predpisem x +— je neryze lomen4. Vydélime-li' polynom

2x3 + 3 polynomem x3 + x:

§ 3.1.2. Parcialni zlomky

Vv

Pro nejjednodussi ryze lomené vyrazy se uziva ndzvu parcidlni (nebo ¢aste¢né) zlomky, a to
z toho divodu, Ze ty slouzi jako jednotlivé ¢asti rozklada libovolnych ryze lomenych vyrazi.
Uved me jednoduchy piiklad, na némz lze myslenku snadno pochopit.

leipomeﬁme si, Ze je postup pii déleni polynomil podobny postupu pii béZném rucnim déleni Cisel. Je potieba
oba dva polynomy upravit a sefadit mocniny sestupné. Pak pracujeme s koeficienty polynomt, v podstaté, jako
kdyby to byla desetinnd mista.



PRIKLAD 3.5. ZjednoduSme lomeny vyraz
1
x2—1
Reseni. Jmenovatelem tohoto ryze lomeného vyrazu je (x — 1)(x + 1). Lze proto vyslovit
hypotézu, Ze je pravdépodobné linedrni kombinaci vyrazii - L a7
1 1 A B
X2—1 x—Dkx+1 Tyl +x—|—1'

Po dpravé na spole¢ného jmenovatele je zifejmé, Ze toto bude platit pravé tehdy, kdyZ pfi
libovolném x je

1
G—Dx+D) -

Ax+ 1)+ Bx—1) =1, (3.2)

coz znamend rovnost dvou linedrnich polynomi. Dva polynomy jsou totozné prave tehdy, kdyz
maji stejné koeficienty. Prirovnanim koeficientii dostaneme A + B = 0, A — B = 1 a tudiz
bude’ A = % B = —%. Potom

1 11 1 1 (33)
(x—l)(x+1)_2x—l 2x +1° '
coZ je hledand linedrni kombinace vyrazii —— a 7 x+1 U

Rovnost (3.3) je ptikladem rozkladu ryze lomeného vyrazu na soucet elementarnich ryze
lomenych vyrazt (parcidlnich zlomk). Tento postup lze zobecnit na libovolné ryze lomené
vyrazy (véta 3.8).

DEFINICE 3.6. Parcidlni zlomky jsou ryze lomené vyrazy nasledujicich tvart:

A
1) —,kdek =1,2,...
(1 (x = oy’ Rde
A B
(2) o2 +xo;_+ ﬂ)k,kdek =1,2,... apolynom x? 4+ ax + B m4 zdporny diskriminant

(t.j. a2 — 4B < 0)

PRIKLAD 3.7. Piiklady parcidlnich zlomku jsou —=— +3, (x_§)3, )SC;‘ +; - +1)2 Naopak, ;‘ +§,

ﬁ parcidlnimi zlomky nejsou.
Budiz f(x) = p (x) § ryze lomend.
VETA 3.8. Vyjddfeme g (x) ve tvaru soudinu vyrazi typu (x — ¢)* a (x2 + ax + B)™, kde
a? < 4p (t. . diskriminant je zdporny). Pak plati
p(x) _
q(x)

kde S je soucet néjakych parcidlnich zlomkd, jejichZ typ a pocet se urcuje jednotlivymi ¢leny
rozkladu jmenovatele ¢ (x) takto:

(3.4)

(1) obsahuje-li rozklad ¢ (x) &len (x — ¢)¥, pak je potieba do S pridat vyraz

A A A
! + 2 + ... k ;
x—c (x—c¢)2 (x — o)k

(3.5)

“Mohli bychom uvazovat i takto: vztah (3.2) ma platit pro vSechna x a tudiZ, mimo jiné, i pro kofeny polynomu
ve jmenovateli (¢isla —1 a 1). Dosazenim do (3.2) x = +1 dostaneme A + B =0, A — B = 1 atd.
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(2) obsahuje-li rozklad ¢ (x) &len (x> 4+ ax + B)¥, pak je potieba do S piidat vyraz
Aix + By Arx + By
x2 4+ ax + B T (x2 4+ ax + B)F
Koeficienty Ay, By, A,, B, atd. po pfevedeni na spolecného jmenovatele vypocitdme z podminky,
Ze ma platit (3.4).

(3.6)

Véta 3.8 znamend, Ze, zvolime-li sprdvné typy parcidlnich zlomkd, jeZ do rozkladu S patif,
pak nezndmé koeficienty vypoctem vZdy jednoznacné urcime tak, aby platila poZadovana rovnice
(3.4).

Poznamka 3.9 (o uréeni koeficientli rozkladu na parcidlni zlomky). Nezndmé
hodnoty koeficientil v rozkladu na parcidlni zlomky vypocitame feSenim odpovidajici soustavy
linearnich algebraickych rovnic. Tyto rovnice ziskdme jednim z nésledujicich zptsobti nebo
jejich kombinaci:

Pfirovndnim koeficientl u mocnin. Soucet parcidlnich zlomki prevedeme na spo-
lecného jmenovatele a prirovname Citatel k Citateli pivodniho vyrazu %. Vznika tak rovnost
dvou polynomt, jeZ plati, jsou-li sob& rovny koeficienty u jednotlivych mocnin x°, x!, x? atd.
Prirovname-li odpovidajici koeficienty z levé a pravé strany rovnosti, obdrzime soustavu rovnic
pro urceni hodnot koeficientt.

Dosazenim kofenl jmenovatele. Soustavu rovnic pro ureni hodnot koeficienti 1ze
obdrzet i tak, Ze do rovnosti Citateld postupné dosadime néjaké hodnoty x (nejlépe zacit u kofent
jmenovatele, nebot” tak fada ¢lenti ihned zmizi).

§ 3.1.3. Integral racionalni lomené funkce

/ 4G
qx)
kde p je polynom stupné n a g je polynom stupné m (takovy integrand se nazyva raciondlni
lomenou funkci). Neni-li funkce ryze lomena (t. j. n > m), integrand dé€lenim polynoma

upravime na soucet polynomu a ryze lomené funkce. Polynomy se integruji velice snadno a
tudiz staci rozebrat pouze piipad ryze lomené funkce, kdyz plati n < m.

Jsou to integrély tvaru

§ 3.1.3.1. Integrace ryze lomené funkce

Pro integraci ryze lomené funkce dle véty 3.8 vypocitime jeji rozklad na soucet parcidlnich
zlomkd,? jejichZ integraly bud’ jsou tabulkové nebo se daji na tabulkové zredukovat (podrobnéji
viz § 3.1.3.2). Pfipomeneme si princip rozkladu na parcidlni zlomky.

TVRZENT 3.10. Vyjadifme-li jmenovatel g(x) ve tvaru souéinu vyrazi typu (x — c)¥ a

(x2 + ax + B)¥ (kde a? < 4p), rozkladem podilu % na parcidlni zlomky bude soucet vyrazi

typu XDTIC + (xl_) i)2 +... (xl_) Ic()k , odpovidajicich kazdému vyskytu v rozkladu ¢lenu (x — c)¥, a

vyrazii typu % +---+ %, jez odpovidaji &lentim (x2 + ax + B)¥.
Koeficienty se v rtiznych parcidlnich zlomcich lisi a jejich hodnoty je tfeba vypocitat z
podminky, Ze vSechny vypsané ¢leny maji v souctu davat ptivodni funkci (prevedeme vse na

spolec¢ného jmenovatele a zajistime, aby byl Citatel rovny p(x)).

3Parcidlni zlomky jsou nejjednodussi ryze lomené funkce typt = _Ac)k nebo (xZﬁZ :f %> kdek =1,2,... a

polynom x2 + ax + B md zdporny diskriminant (t. j. «® — 48 < 0); viz § 3.1.2.
Poznamenejme, Ze jmenovatelé (x — ¢)¥ a (x2 + ax + B)¥ zde popisuji viechny mozné typy &lend v rozkladu
polynomu na soucin kofenovych Ciniteld, kdyz ho zapisujeme bez pouziti komplexnich Cisel.
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Dovedeme-li nalézt kofeny polynomu ve jmenovateli ryze lomeného vyrazu, jeho integraci
pomoci tvrzeni 3.10 miZeme vzdy zredukovat na integraci parcidlnich zlomka.
PRIKLAD 3.11. Vypoctéme integral

dx
2 —a2

Refeni. V piikladé 3.5 jsme odvodili,* Ze pro integrand plati rozklad (3.3) a tudiz

dx 1 1 1 1
= — dx — = dx
x2—-1 2) x—-1 2/ x+1

D=1 = S+ 1) = L1 | 22 -0
=—Injlx—-1|—=In|x = —In .
2 2 2 |x+1
Vzorec (3.7) plati v intervalech, neobsahujicich body 1 a —1. Pak dle (3.7)
/ dx 1/ dx 1/ d(%) I -1 1 |x—a
_— _— = — —_—mmm = —-—-NnN|—| = — 1IN .
x2—a? a2 (£)2_1 a (1)2_1 a2 |Z4+1| 2a |x+a

Posledni rovnost plati v intervalech, neobsahujicich a a —a. U
PRIKLAD 3.12. Vypoctéme integral

/ dx
x4—1

Reseni. Jednd se o integraci ryze lomené funkce, vyuZijme tedy rozkladu integrandu
na parcidlni zlomky dle tvrzeni 3.10. Rozklad polynomu ve jmenovateli na soucin redlnych
kofenovych ¢initeld je (x2 — 1)(x%2 + 1) = (x — 1)(x + 1)(x2 + 1) a proto dle tvrzeni 3.10 lze
zvolit prislusné konstanty tak, aby platilo

I 1 A N B n Cx+D
x4—1 (x—Dx+DE2+1D x—1 x+1 x241°
Po prevedeni vyrazi vpravo na spolecného jmenovatele obdrzime, Ze pro vSechna x musi byt
l=Ax+ D>+ 1) +Bx—-1DE*+ 1)+ (Cx + D)(x — D(x + 1). (3.8)

Dosadime-1i° do této rovnosti kofeny jmenovatele x = 1 a x = —1I, obdrZime rovnice 1 = 44,
1 = —4B, odkud ihned A = §, B = —3. Zbyvi tedy urgit hodnoty C, D.

JelikoZ to, Ze pro vSechna x plati (3.8), znamend rovnost dvou polynomti, musi tyto polynomy
mit stejné koeficienty. U polynomu na pravé strané rovnice (3.8) koeficientu x° je A — B + D
a koeficientu x! je A + B — C (je-li ¢lend vice, mizeme pro pohodli tohoto vypo&tu zdvorky
rozndsobit). Na levé strané (3.8) vSak je konstanta 1, coz je polynom stupné 0. Proto musi
bytA— B+ D =0,A+ B — C = 0. Dosadime-li jiZ vypoctené hodnoty A, B, dostaneme
% + D =0,—-C =0atudiz D = —%, C = 0. V rozkladu na parcidlni zlomky (3.8) jsou tedy
znamy vSecky koeficienty, coZ umoziuje integral prevést na soucet jednodussich integrald

/ dr 1/ dx 1/ dx 1/ 1
= - — = - = dx
x4 —1 4 ) x—-1 4) x+1 2J) x24+1

Dl = 1= S 1) L aret b
=-Injx—1]—-In — —arctgx = —1In
g g p ACEX =4

— — arctg x.
x4+ 1 2 £

x—l‘ 1

“Mohli bychom, samoziejmé, i bezprostiedné rozloZit na parcilni zZlomky —-

X2—a2"
>Jelikoz mé dany vztah platit pro vSechna x, pak zcela jist€ i pro kofeny polynomu ve jmenovateli. Dosazeni
téchto kofend je vyhodné, samoziejmé, proto, Ze se takto odstrani vSechny Cleny s piislusnymi kofenovymi Ciniteli.
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Poznamenejme, Ze misto shrnuti Clend se stejnou mocninou bychom mohli rovnice pro C,
D obdrzet dosazenim do (3.8) néjakych Cisel, i kdyz dalsi redlné kofeny jmenovatele k dispozici
nemame (Zadné Cleny s kofenovymi Ciniteli v tomto pfipadé nezmizi). Napf. pfi x = 2 bude
1 =154+ 5B 4 3(2C + D). Dosazenim 0 vZdy dostaneme rovnost konstantnich ¢lent; zde
bude | = A— B — D, pro¢ez D = A— B —1 =1 —1=—1. Dosadime-li nalezené 4, B, D
do pfedchozi rovnice, dostaneme 1 = 2 + 6C — 2, C = 0. O

Pozndmka 3.13 (o zpisobu urceni nezndmych koeficientli u parcidlnich
zlomkt). Koeficienty vZdy mizZeme vypocist tak, Ze prirovname koeficienty u jednotlivych
mocnin na obou strandch rovnosti (v pfipade, kdy polynom ve jmenovateli ma komplexni
kofeny, se tomu nevyhneme). Dosazeni kofenti jmenovatele vypocet urychluje (typickym je
priklad 3.12).

§ 3.1.3.2. Integrace parcidalnich zlomka

Podle hotejsiho 1ze vypocet integrdlu ryze lomené funkce prevést na integraci prislusnych
parcidlnich zlomki, dokdZeme-li rozlozit jmenovatel na souin kofenovych Cinitelt; pak 1ze
povazovat dlohu integrace za vyreSenou. Je tedy potfeba umét integrovat jednotlivé parcidlni
zlomKky.

Parcidlni zlomky 1. druhu

Integrace parcidlnich zlomku 1. druhu ﬁ (definice 3.6) je vZdy jednoducha:

/ A dx — Aln|x —c| prok = 1;
(x—o)f 7 |Af(x—c)Fdx—c) = A (x—c)'F prok > L.

Parcidlni zlomky 2. druhu

U parcidlnich zlomku 2. druhu (xZﬁZ—i_fﬂ)k’ k =1,2,...,byvaintegrace technicky slozitéjsi,

ovsem také je vZzdy moznd. V praxi zvlasté Casto potkdvame rozklady na parcidlni zlomky,

», s, v o o A Ax+B
skladajici se z ¢lend typu GooF @ PtaxtB

Piipad k = 1

k Ax+B
x2+ax+pB’
a? < 4B a polynom proto lze pievést na tvar souctu &tvercl. Standardnimi dpravami dostaneme

2 4ax+B=Kx+E*+17

kde je £ = %a, n=,/B-— %az, a integral zapiSeme ve tvaru
/‘ Ax + B d Ax + B

—_—dx = -

x2+ax+p (x +£)2 4+ n?

Ve jmenovateli je polynom kvadraticky a v Citateli — polynom linedrni. Upravme tedy lomeny
vyraz tak, aby v Citateli vznikla derivace jmenovatele ((x + £)* + %)’ = 2(x + £) = 2x + a:
Ax+B A 2x+% _A2x+oz+%—oe

(X+E2+1 2O+ 2 (xHEHE P

kde je diskriminant polynomu x2 + ax + 8 zaporny:°
7

Jednd se o parcidlni zlome

by opacném piipadé bychom dovedli tento polynom déle rozloZit na soucin redlnych kofenovych Cinitelt a tim
tlohu zredukovat na piedchozi piipad parcidlnich zlomku 1. druhu.
1

7x2+ax+,3:x2+2-x-%a+ﬂ:x2~l—2-x-%a+%a2~|—ﬂ—%a2=(x—ia)2+,3—%oe2.
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Pii integraci dostaneme soucet dvou integrald

Ax + B A 2x + o A (2B dx
———dx == | ——————dx+ - | ——« —_—
(x+8)?2>+n 2) x+8>+n 2\ 4 (x+8)?>+n

pricemz oboji dovedeme vypocitat:

2x + o dx:/((x+§)2+772

) dx =In((x + &>+ n?)

(x +8&)2*+n? (x +8)2*+n?
a
/ dx :/ dix + &) =larctgx+§
(x +§)2 +n? (x+862+n* 7 n

Integrél [ xz‘fa—tﬁﬂ dx tedy je linedrni kombinaci ¢lend s logaritmem jmenovatele a arcus

tangens posunutého argumentu.
Piipad k > 1

V piipadg, kdyz k > 1, je vypolet integralu [ —(xzﬁzj f e dx technicky slozitgjsi

komplikované vypocty se takovymi pripady zabyvat nebudeme; vzorce vsak lze dle potfeby
nalézt v literature).
Vy¢lenime-li v Ax + B derivaci (x2 + ax + B)' = 2x + «, miiZeme integral

/ 2x + o d
X
(x2 + ax + B)k

vypocist substituci x2 + ax + B = ¢. Pi tipravé viak vznika také integral tvaru

1
Ik(X) = / mdx

Pro tyto integraly lze odvodit rekurentni formuli, vyjadtfujici i (x) ptres Ix—1(x).

PRIKLAD 3.14. Vypoctéme integral

/3x3+x2—9x—3
x2+x+1

X.

Reseni. Déleni polynomi

3x3 +x%2 —9x —=3|xZ4+x+1
—3x3 —3x%2 —3x 3x =2

—2x2—12x =3
2x2 +2x+2
—10x —1
dava
3x3 4+ x2—-9x -3 10x + 1
=3x—2———
x24+x+1 x24+x+1
Pak bude
3x3 2_9x—3 10 1
/ i al dx=/(3x—2)dx—/x—+dx
x2+x+1 x24+x+1



Polynom x2 + x + 1 m4 zdporny diskriminant a se pfevadi na soudet &tvercli: x2 +x + 1 =
x2+2x1 4+ 41+ 2 =(x+2)?+ 3. Derivaci x? + x + 1 je (x? + x + 1)’ = 2x + 1, proto
posledni integréal upravme takto:

10x + 1 2x + 1 2x+1—1+1
[—x—i- dx:S/—5 dx=5/ 2 dx
x24+x+4+1 x24+x4+1 x2+x+1

d(x? 1 1
:5/()C+—)H_)_4/—dx
x24+x+1 x24+x+1

1
:51n(x2+x+1)—4/ﬁdx
(X+§)2+Z

Profmdx bude
— dX = X — | = —=arCig| —(—= | X — .
(x+3)2+3 (x+ 12+ (@)2 2) V3 V3 2

Vyuzili jsme vzorce
f 1 1 ¢ (X)
——— = —arctg (— ).
x2+a> a & a




