PREDNASKA 5

Integraly, jez se prevadi na integral racionalni lomené funkce

Zde rozebereme nekteré typy integrald, jeZ 1ze prevést na integral raciondlni lomené funkce
(tzv. ,racionalizovat*).

§ 5.1. Integraly typu [ R(e®'*,e*2*,...,e%*)dx, kde R je racionalni
lomena funkce

Integrély tvaru
f R(e*™)dx,

kde R je raciondlni lomend funkce, 1ze vypocist zavedenim nové proménné t = e“*. Dostaneme
dt = ae**dx,dx = L dt = % dt a tudiz

aedx

1 1
/ R(e*)dx = — / —R(t)dt,
o t
coz je integralem raciondlni lomené funkce. Podobnym zpiisobem lze upravit integral tvaru
[ R(e“'™, e** ..., e"")dx,

v némZ R je raciondlni lomend funkce n proménnych a oy, 3, . . . , &, jsou celd Cisla: poloZime-li
t =e*,budedx = %dt,

1
/R(e““‘,e"‘zx,...,e“"x) dx = f ;R(t“l,t"‘z,...,t"‘")dt, (5.1)
kde pak opét integrujeme vyraz racionalni lomeny. Jsou-li &y, o2, .. ., o, soudélnd, je vhodné
polozit t = e“*, kde « je nejvétsi spolecny délitel téchto Cisel.
V pftipadé¢ raciondlnich oy, o3, ..., @, po vykondni stejné substituce vzniknou v (5.1)

odmocniny #; bude to integral typu f R(x, "{xm, "/xm2, ..., "/x™)dx, kde my, ry, ms,
..., My, Iy jsou prirozend Cisla (viz § 5.3).

6x 3
[ ¢+ dx.
e3* 46

Reseni. Polozime-li 1 = €3 (neboli, coZ je totéZ, x = 11Int), bude dx = 1 df a tudiz

6x 13 1 [12+31 1 12+3 1 2t —1
/—e + dx:—/ +—dz=—[—+ dz=—f 1 —3——|di,
e3* +6 3) t+6t¢ 3J t(t+6) 3 t(t+6)
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PRIKLAD 5.1. Vypoctéme




1243

y _ 36t 21 s 31 _ 11, 13 1
protoZe ;572 = 1 + 5775, Rozkladem i Te) ha CdsteCné zlomky je o = e: T ered
proto [ fre dt = —gnle| + B 1n|r + 6|. Po vypottu a dosazeni t = ¢3* dostaneme

e 4+ 3 1 1 13 1, 3 13 3
/e3X+9dx:§t+§1n|t|—gln|f+6l=§ex+5x—zln(ex+6).

§ 5.2. Integraly typu [ R(cos x,sinx),kde R jeracionilni lomena funkce

Integraly, v nichZ integrand je lomenou funkci ¢lent cos x a sin x:

/R(cos x,sinx)dx, (5.2)

lze vzdy prevést na integral raciondlni lomené funkce anebo — v urcitych pripadech — i
vypocist bezprostfedné s pomoci elementarnich tprav integrandu.

§ 5.2.1. Univerzalni trigonometricka substituce

S pomoci univerzdlni trigonometrické substituce

f=tg> 5.3
=5, (5.3)
kde —% <t < %, integral tvaru (5.2), kde R je raciondlni lomenou funkci podle kazdého z
argumentd, prevedeme na integral raciondlni lomené funkce. VyuZité v ndzvu slovo ,,univerzalni*
zddraziuje to, Ze tato substituce je ucinna pro jakykoliv integral typu (5.2).

Univerzdlni trigonometrickou substituci ¢ = tg 5 provadime podle vzorci

11—t . 2t 2dt¢
cosx = ——, sinx = ——, dx = ——, (5.4)
1+12 1 +1¢2 2+ 1
jez se snadno odvodi takto: x = 2arctgs, dx = ﬁ dz,
cos? ¥ —sin® % 1—tg?% , 2sin3 cos 3 tg%
Cosx = 5y — > x° Smx = o x 2 x
cos? 5 +sin“5  1+1tg*5 cos? 5 + sin” 5 1 +tg* 35

§ 5.2.2. Specialni pripady

Pro nékteré Casto vyuZzivané typy integrald, jeZ jsou specidlni piipady (5.2), 1ze pro integraci
doporucit urcité specifické techniky.
§ 5.2.2.1. Specidlni trigonometrické substituce

Uziti univerzalni substituce (5.3) je zpravidla spojeno s pracnéj$Sim vypoctem a proto je
vhodné se napfed zamyslet, zda neni mozné integral vypocist snadnéji. Casto je uziteCna
ndsledujici rada.

UVAHA 5.2. Je-li integrél ve tvaru (5.2), kde R je raciondlni lomen4 funkce dvou argumentd,
majici jednu z vlastnosti:

R(—u,v) = —R(u,v), R(u,—v) = —R(u,v), R(—u,—v) = R(u,v) (5.5)

pro vSechna (u, v), pak lze pro integraci vyuzit jedné ze substituci ¢ = sinx, t = cos x resp.
I =tgx.

Substituce, doporucend tivahou 5.2, miZe byt v praxi vhodnéjsi nez univerzalni trigonomet-
ricka substituce (5.3).



PRIKLAD 5.3. Vypoctéme integral

dx
cosx
Uved 'me tfi zpUsoby feSeni (v§imnéme si riznych tvara vysledka!).

Reseni 5.3.1. Integrand je raciondlni funkci vyrazu cos x a tudiZ lze vyuZit obecnou
trigonometrickou substituci = tg 7. Dle vzorcii (5.4) obdrzime

dx 1+ 2 dt
COS X 1—1212+1 1 —1?
U integralu [ 19 rozkladem na Edstecné zlomky dostdvime -5 = 315 — 35,
dt 1 1 1 1
/zz 1:5/z Y A
- (5.6)
r+1

11|z 1 11|z+1| Ly
=—-Injt—1|—=<In = —1In
2 2 2

a tudiz

t-l—l': _ sin 7 + cos 3

tg%—l—l‘
tg5 —1

X

r—1 :

dx 1
=2-In
COS X 2

(sin 5 +cos %)2

2 x
Sin >

1 +sinx

X
S1n > COS

in2 X 2x in X X
sin” 5 + cos 2—|—251n20052

=In =In

2X _ qin2 X
Cos” 5 —sIn” 3

— 2 X
COs8~ 5

=In

=In +tgx

COS X COS X

Reseni 5.3.2. Po vyndsobeni Citatele a jmenovatele Elenem cos x vznikd myslenka zavést
novou proménnou vztahem s = sin x. Tuto substituci doporucuje i tivaha 5.2, jelikoZz R(u,v) =
1/u je lichou funkci podle u. Bude

dx cos X cos X d(sin x) ds
= dx = ————dx= | ———— = .
CoS X cos? x 1 —sin®x 1 —sin?x 1—s?

Pro posledni integral pouZijme (5.6):

sinx — 1
sinx + 1|°

dx 1 , 1 _ 1
= —In|sinx — 1| — = In|sinx + 1| = =1In
cosx 2 2 2

PRIKLAD 5.4. Vypoctéme integral

/ cos? x sin> x dx.

Refeni 5.4.1. VyuZiti univerzalni substituce = tg 5 dle vzorci (5.4) vede na integrdl

1—12\> 83 2 3(1—12)°
/coszxsin3xdx=/( ) 3 dt:16/(—2d1
L+22) 1 +2)° 2 +1 (1+12)

Dostavame tedy integrdl neryze lomené funkce, pficemZ i po vy€lenéni ryze lomené Casti
zlstava dloha vypocetné ndrocnou jakoZto integrace parcidlniho zlomku s vysokym stupném
jmenovatele bez redlnych kofend. Zkusme proto radéji najit jinou cestu.
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Reseni 5.4.2. Dany integrdl mé tvar (5.2) s R(u, v) = u?v3. Funkce R je lichd podle v a

tudiz dle tvahy 5.2 pouZijme substituci ¢ = cos x. Dostaneme d = —sinx dx, +sinx = —dz,
—dr
/coszxsin3xdx = /coszxsinzxsinxdx =— |z (1 —z‘z)dt = /t4dt —/tzdt
= 1t5 — 1t3 = lcossx — lcosSJC,
5 3 5
coz je vyrazné jednodussi neZ prislusnd integrace v feSeni 5.4.1. U

§ 5.2.2.2. Integrdly [ sin”x cos™x dx, kde n, m jsou celd &isla

Integraly z prikladd 5.3, 5.4 jsou typu

/ sin”x cos”x dx,
kde n, m jsou cela Cisla. Je to specidlni pripad integralu (5.2) a tudiZ Ize pro takovy integral
vzdy vyuzit univerzalni trigonometrické substituce. V nékterych pripadech vsak lze najit méné
naroCné a tudiz 1 lep$i feSeni. Mimo jiné, 1ze Casto vyuZit specidlni trigonometrické substituce
dle uvahy 5.2.

Ptipad, kdyZ jedno z ¢isel n, m je liché

Je-lin = 2k + 1, 1ze napsat sin" x = sin?*x sinx = (1 — coszx) sin x a zavést substituci
t = cosx. Dostaneme dt = —sinx dx, sinxdx = —dr,

—dt

. k TR k
/s1n2k+1x cos"xdx :/(l —coszx) cos"x sinx dx :/(l—lz) t™dte,

kde integrandem je racionalni lomena funkce (pfi kladnych k, m polynom). Podobné tomu v
ptfipadé lichého m vyuZijeme substituce ¢ = sin x.

v v,

Ptipad, kdyZ obé ¢isla n, m jsou sudd nebo licha

V tomto piipadé dle tvahy 5.2 1ze aplikovat substituci # = tg x (anebo t = cotg x). Jsou-li n,
m sudd, integrand obsahuje jen sudé mocniny kosinu a sinu, pri¢emz kazd4 z nich — a rovnéz i

diferencidl d = cos12x dx = (l + tgzx) dx — se raciondlné vyjadiuji pfes tg x s pomoci vzorct

1 . 1 tg?x
——, sin“x = = .
1 + tg?x 1 + cotg?x 1+ tg?x
V ptipadé, kdyZ jsou obé Cisla n, m licha kladnd, m4 integrand tvar
2k ! 2k

(5.7)

COS2)C =

il’12k+1 21+1

S X COS x = sin®*x cos? x sin x cos x = sin®*x cos* x tg x cos?x,

kde 1ze opét vyuzit vzorct (5.7).Je-1i jedno z Cisel n, m zaporné, lze v integrandu vyclenit vyraz

X anebo S2X ) coz rovnéz vede na hotejsi substituci.

cos X sinx ’

Ptipad, kdyZ n, m jsou sudd a nezdporna

2

V tomto piipadé se integrand skldd4 z pfirozenych mocnin vyrazi sin® x a cos? x. S pomoc{

vzorcu
1 1
cos? x = 5 (1 4 cos2x), sin® x = 3 (1 —cos2x)dx (5.8)
lze tyto mocniny sniZit o polovinu, coZ dal$i vypocty zjednodusi.
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Ptipad zdpornych n, m

Je-lin = —k, m = —[ s kladnymi k a /, 1ze mocniny ¢lenti ve jmenovateli sniZit ipravou

1 sin?x + cos2x 1 1
/k—d)C: k—dX: de-i‘ k—dx
sin“x cos/ x sin“x cos/x sin““x cos’ x sin®x cos/—2x

§ 5.3. Integraly typu [ R( ‘/‘;zig) dx, kde R je racionalni lomena

funkce

Integraly tohoto druhu lze pfevést na integrdl raciondlni lomené funkce zavedenim nové
proménné ¢ s pomoci substituce
ax + p
yx +68°
Pro realizaci substituce potfebujeme sestrojit i substituci zpétnou, t. j. vyjadfit x pres ¢:
t"(yx+6) =ax+ B, (yt" —a) = p — 61",

m __

(5.9

B — §im

X=-——

yim — o

m /
a vypoéist diferencidl: dx = (ff t_,,fia) dt,
—m8t"™ H(yt™ — a) — (B — §t™)ymi™! §—
dx = M ( ;’2 (fz ymi™ g — m—(“[m ﬂy)ztm—l dr.
yit —o yivt —o

_ )& ax+B __ ABx+B _ B.
yx+8 — Adx+8 — 8>

Substituci lze provést, je-li «§ # By (v opacném pfipadé & = —

m ozx—i—

znamena to vSak, Ze se jednd o integrand, v némz 5 fakticky neni).

PRIKLAD 5.5. Vypoctéme

X
—— dx.
(/$Q+1 x

Reseni. Dle doporuéeného vzorce (5.9) polozme x = ¢3. Pak bude dx = 3¢2dzt,t = ¥/x,

x 2, t°
—dx = 3t°dt =3 de,
Ix+1 t+1 t+1

coZ je integralem neryze lomené funkce. Délenim polynomi 7> a ¢ + 1 dostaneme

r° i 3 1
=t —r 4+ —t+1-——
t+1 t+1

[ a dx=3/ ﬂ—4?+ﬂ—t+1——i— dt
Jx+1 t+1

35 34 3 32
==t —=t 17—t 3t—3In|t+1
ot = njt+ 1|

3 3 3
:g%cs—z«? x4—|—x—§\/3 x2+3Yx=3In|Yx +1].

Podobnym zptisobem Ize integrovat nékteré obecnéjsi vyrazy, obsahujici vice ¢lent s radikaly.

a1 i
Je-li v integrandu nékolik vyrazi typu (‘;‘/fc ig ) , (‘ff; iSﬂ ) ,...,kde g1, qa, ... jsouraciondlni

Cisla, 1ze rovnéZ vyuzit substituce (5.9), v niZ zvolime za m spole¢ny jmenovatel zlomk ¢4, ¢,



PRIKLAD 5.6. Vypocétéme

Jxdx
Ix+1
Reseni. Zaved'me ¢ vztahem x = ¢° (aby se ,,umocnilo® jak ¥/x, tak i /x). Pak bude
dx = 61°dt, /x = 13, J/x = 2, a obdrZime integral raciondlni lomené funkce proménné ¢:

d t3 t8
JEX:—6/ zﬂn=6/ dr.

Yx4+1 12+ 1 12+ 1
. 8 p , v 1v P v P DI
Vyraz 0 neni ryze lomeny, proto z né€j délenim vyclenime polynomialni Cast:
18 2 +1
— 18— 16 16—t 121
— 16
1%+t
t4
—t*t—1?
— 12
> +1
1
o 8 _ .6 4 2 1
a obdrZime A = -+ — 1+ tzH.Pakbude

A 6 4 .n dt A &
t2+1dl: (=t +1>—1)dr + 21— 7 5 T3 lTactkr

o
=
L"‘| N

7
) < d 6
Po ndvratu k proménné x dostaneme | Yxdx _ ¢ (ﬂ -+

1 1
Vx+1 7 — X6 -l-arctgxe). d0

§ 5.3.1. Integraly typu [ R(x, \/cxx2 + Bx + y)dx, kde R je racionalni
lomena funkce

vvvvvv

prevést kvadraticky polynom na soudet nebo rozdil étvercl: ax?+Bx+y = « ((x +£)2 £ az)
v zavislosti na tom, zda je jeho diskriminant kladny nebo zaporny. Proto staci umét pracovat s
integrandy, obsahujicimi &leny typu +/x2 + a2, v/a? — x2, v/x2 — a2.

K dpravé a vypoctu téchto integrall 1ze vyuzit riznych zplsobi, jejichz podrobnéjsi popis
dle potteby nalezneme v odborné literature. Pro obecnou predstavu zmifime se stru¢né o jednom
z moznych postupli, jenZ je zaloZen na trigonometrickych substitucich.

Integrdl [ R (x, Vx2 + a2) dx

. “ 2
Zavedeme-li proménnou ¢ vztahem x = atgt, bude x> + a®> = A dx = 4-dra
dostaneme integrél typu [ R(cost,sin?) dz.

PRIKLAD 5.7. Vypoctéme

/ dx
VX2 ¥ a2
kde a > 0.



Reseni. Pfipomeiime si vzorec tg2 x + 1 = 7 azaved'me substituci x = atgr, 1 € (=%.%).
2 2 [,2te2 2 _ 2 _
Pak v/x2 +a —\/a tgst +a —a\/tgt—l-l—cmtadx =27 47, odkud

dt

/ / _d .
./x2 + a? m cos~ t cost

Pro | t vyuzijme feSeni 5.3.1 prikladu 5.3:
dt
— ‘——i—tgt + K =1In|y/1+1tg2t +tgt| + K
cost
a tudiz
/ dx . 1+x2+x+K . x+1 a2 4+ K
———=1In — + — =In|—-+-vx*+4a
Jera 2" a a a
= ln}x + Vx2 4+ az} + C, (5.10)
kde C = K —Ina. O

Integrdl [ R (x, Va? - x2) dx
Vezmeme-li x = asint, podobné hofej$imu dostaneme dx = acostdt, a> — x? =
a? —a?sin®t = a®cos? t a dostaneme integral typu [ R(cos?,sint)dr.

PRIKLAD 5.8. Pro a > 0 vypoctéme integral

/«/az—xzdx. (5.11)

Redeni. Integrdl ma smysl pro |x| < a. Polozme x = asint, kde —% <t < %.Budedx =

acostdr, vx2 —a2 = (/a?(1 —sin?t) = ~va2cos2t = acost (@ > 0 arovnéz cost > 0 pro

—7% <t < %) adostaneme

2
a
/\/az—xzdxzfacost-acostdt=a2fcosztdt=7/(1+c052[)dl
@, @ 2 d(21) @9 o= e intcost
= —t+ — [ cos = —1 + —sin2t = —t + — sint cos
2T 2Ty 2' T
2 2

a 1 a X 1
=—t+ Ea sinfvVa2 —a2sin®t = Earcsin (—) + Exx/az —x2,

2 a

Integrédl [ R (x, Vx2— a2) dx

V tomto pifpadé lze polozit x = -4 . Pak bude x> = a?tg®t + a2, dx = a8 dt a
cost cos<t
dostaneme integrél typu [ R(cos?,sint)dr.

PRIKLAD 5.9. Vypocétéme
/ Vx2—a?dx,

kde a > 0.



ResSeni. PoloZme x = %. Bude x? = a?tg?t +a?, dx = a% dr,

. . 2
sint sin” ¢
sz—azdxza/tgt-a dt=a2/tgt 3 dt=a2/ 5 dt
cos?t cos? t cos3t
5 sin? 5 sin? ¢t .
=ua costdt =a (l—d(smt)

cost ¢ —sin?1)2

2 2
2 s st —1+1
=a /—(1_52)2ds—a /—(1_52)2 ds

1 1
_ 2 2
=aq /—(1_S2)2ds—a [—l_szds,

kde po substituci sin ¢ = s jsme dostali integraly parcidlnich zlomku. Integral se takto podafilo racionali-
zovat. Vzhledem k nutnosti pracovat s parcidlnimi zlomky v druhé mocniné je vSak pro vypocet tohoto
integralu vhodnéjsi vyuZit jiného postupu. Ve vypoctech tedy pokracovat nebudeme.

sint
2




