PREDNASKA 6

Integral urdcity

Pojmy primitivni funkce a integralu neurcitého jsme zavedli pfi popisu operace opacné k
derivovani. Historicky vSak pojem primitivni funkce vznikl ve spojeni s otdzkou urceni obsahu
plochy rovinného utvaru, coz vede na integral urCity. Nyni se budeme zabyvat integralem
urcitym. UkdZe se, Ze oba dva pojmy spolu uzce souvisi, pfi¢emz je dokonce prirozenéji tyto
pojmy zavadet v opacném poradi.

Mluvime-li o obsahu néjaké plochy, v elementdrni geometrii si obvykle predstavujeme
trojuhelnik, obdélnik a obecnéji riizné utvary, jez lze z trojihelnikd sestavit. Jinak tomu je u
vzorce pro obsah kruhu, avSak i ten se odvodil s pomoci konstrukce sjednoceni ,,nekonecné
uzkych* trojihelnikovych vyseci (byl v tom, samoziejmé&, prechod k limité). Pojem integrdlu
urcitého zobecniuje myslenku urceni obsahu ptibliznym rozkladem figury na elementarni dilce a
jeho postupnym zjemnénim.

§ 6.1. Primitivni funkce a obsah plochy pod kfrivkou

Odvozeni znamého vzorce pro obsah kruhu s pomoci pfibliZzeni pravidelnymi mnohouihelniky
a jejich rozkladu na trojihelnikové dilce vyuZiva soumérnosti (dilce jsou o stejné plose). Tyto
uvahy selhavaji v pfipadé€ plochy jiného tvaru bez pfedpokladu jeji soumérnosti a proto je logické
pro takové pripady hledat néjakého obecnéjSiho postupu. MySlenka, jiz zde lze vyuZit, vede
pravé na pojem integralu ur¢itého. Uvadi ji Barrow a Newton v X VII st.

Uvazujme néjakou spojitou funkci f jedné redlné proménné. Jeji grafem je souvisla kiivka.
Polozme si otdzku uréeni obsahu plochy rovinného ttvaru o7 A€ ¥, jenz lezi pod touto kiivkou
nad né&jakym omezenym intervalem [a, b] (viz obrdzek 6.1)." Takovy geometricky titvar se obcas
nazyva kiivocary lichobéznik.

Je-li kiivka 8% lomenou Carou, staci pro vypocet obsahu plochy o7 A€ % vzorec pro obsah
trojihelniku, protozZe je takova plocha ve skutecnosti sjednocenim kone¢né mnoha trojihelnika.
Otézkou vsak je, jak vypocist obsah plochy s libovolnym tvarem hranice %%, pficemz v tomto
piipadé si navic uvédomime, Ze nemiZeme ani piesné fici, co vlastné hledanym obsahem je —
byl totiZ definovan jen pro trojihelniky a dtvary, jeZ se z n¢ sklddaji. I kdyzZ je intuitivné jasné,
7e plocha pod souvislou kiivkou obsah pravdépodobné mé4, k presnéjsi formulaci se dostaneme
pozdéji.

V tomto paragrafu tedy predpoklddejme, Ze je pojem obsahu plochy rovinného ttvaru daného
typu korektné definovan a ma pfirozené ocekavané vlastnosti:

(1) obsah prazdného utvaru je roven 0;
(2) pro plochy, tvofené sjednocenim trojihelnikii, obdrzime vysledek shodny s obsahem,
vypoctenym metody elementdrni geometrie;

IPxi pohledu na &7 8% & se piirozené nabizi predstava pozemku, z jedné strany ukonceného hranici nepravi-
delného tvaru (potok, skdla apod.).



(3) obsah plochy sjednoceni dvou disjunktnich ttvara je vZdy roven souctu obsahi jednot-
livych ploch.

Budiz S(x) obsah plochy tdtvaru o7 %" %', jehoZ prava mez je na Grovni x (viz obrazek 6.1);
definujeme tedy funkci S : [a, b] — [0, 00). Obsah plochy pod grafem o7 A€ % v mezicha a b
pak udava hodnota S(b). Ocividné, S(a) = 0.

Zvolme libovolné x mezi a a b. Posuneme-li x o néjaké § doprava, zvetsi se obsah plochy
na S(x + §).

Dle Weierstrassovy véty funkce spojitd na omezeném uzavieném intervalu nabyva v néjakych
bodech intervalu [x, x 4+ §] svych nejvétsi a nejmensi hodnoty. Z obrazku je ziejmé, Ze pro
prirdstek obsahu S(x + §) — S(x), coZ je obsah zasrafované plochy, plati

dm(x,8) < S(x+68)—S(x) <éM(x,0),
kde m(x, 8) a M(x, §) znaci nejmensi a nejvétsi hodnotu f v intervalu [x, x 4 §]. JelikozZ § > 0,
lze tuto nerovnici napsat ve tvaru
Sx+68)—Sx)
)

Budeme-li § neustdle zmenSovat, diky spojitosti funkce f dostaneme m(x,8) — f(x) a
M(x,8) — f(x) pri 6 — 0 a tudiz vzhledem k nerovnici (6.1) bude

- S(x 4+8)—S(x) — .
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§—0 )
Podle definice derivace tento vztah znamend, Ze f(x) = S’(x), t.j. S je funkei primitivn{ k
f . Rlzné primitivni funkce k f* se mohou lisit jen o konstantni s¢itanec a tudiZ, vezmeme-li
Jakoukoliv funkci F, jez je primitivni k f, pak s néjakym C jisté bude

S(x) = F(x) + C (6.2)

pro vSechna x z daného intervalu. Jelikoz S(a) = 0, musi byt F(a) + C = 0, t. j. hodnota
konstanty C v (6.2) je C = —F(a) a plati

S(x) = F(x) — F(a)
proa < x < b. Mimo jiné, obsah plochy pod grafem f v mezicha a b je
S(b) = F(b) — F(a). (6.3)

Takto jsme odvodili, Ze pro ureni obsahu plochy kfivocarého lichobéznika v mezich a a b
staCi nalézt funkci primitivni k f a vypocist rozdil jejich hodnot v bodech b a a. Vztah (6.3) je
znam pod nazvem Newton-Leibniziv vzorec.

m(x,8) < < M(x,§). (6.1)
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Z vyse uvedeného vSak stdle neni jasné, jak matematicky korektné urcit, jestli néjaky
kiivocary lichobéznik ma obsah ¢i nikoliv, a jak pojem jeho obsahu obecné definovat. Déle to
upresnime.

§ 6.2. Plocha pod krivkou a integral kladné funkce

Myslenka, vedouci na zptisob vypoctu velikosti plochy pod libovolnou kiivkou, spoéiva v jeji
priblizném nahrazeni jednodussim dtvarem s lehce vypocitatelnou plochou, a sice sjednocenim
malych obdélnikt. Touto cestou vznika definice pojmu velikosti plochy figury obecného tvaru a
rovnéz 1 moznost posoudit, zda dana plocha obsah ma4 ¢i nikoliv.

Méjme spojitou funkci f', nabyvajici na [a, b] nezdpornych hodnot. Uvazujeme-li ,kiivocary
lichobéznik“, jeZ ohranicuji souvisld kifivka o rovnici y = f(x), vodorovna soufadnd osa a
svislé pfimky s rovnicemi x = a, x = b, k zavedeni pojmu obsahu jeho plochy miiZzeme
pristupovat takto.

Zvolme v intervalu [a, b] libovolné body x, x5, ..., X,—1 a zahrneme do né i koncové body
tak, aby byloa = xo < x1 < X3 < -+- < Xp—1 < X, = b. Tyto body rozd¢li interval [a, b] na
subintervaly; nazvéme tuto konstrukci rozdélenim intervalu. Nad kazdym z téchto subintervalt
[Xk, Xk+1] miZeme sestrojit obdélnik o vysce f(xx) (anebo f(xx+1); vezméme napi. vzdy
f(xx)). SeCteme-li obsahy vsech téchto obdélnikl, dostaneme

n—1

> F ) (et — x0). (6.4)

k=0

coz lze povaZzovat za pribliznou hodnotu obsahu kfivocarého lichobéZnika (viz obrizek 6.2).
Pro velké hodnoty n jsou vSechny veli€iny xz4+; — xx malé a tudiZ sestrojené obdélniky
dostatecné dobre kopiruji tvar pivodni plochy. Proto, budeme-li pocet bodii, vloZenych mezi a a
b, zvétsovat, bude chyba pribliZeni ¢im dal tim mensi. Potom lze obsah kfivocarého lichobéznika
chapat jako limitu souctl (6.4), kdyZ se pocet bodd v rozdéleni intervalu neustdle zvétSuje.
Vysledna limitni hodnota je urcitym integrdlem funkce f na intervalu [a, b] a se znaci

b
/ f(x)dx. (6.5)

Hodnoty a, b se nazyvaji dolni a horni meze integralu. Symbol [, jehoZ za¢al uZivat Leibniz,
pochdzi z rukopisné podoby pismena S ve slové ,,.Summa*“, a samotné slovo ,,integrdl* pak
zavedl Ioh. Bernoulli (podle lat. ,,cely*). Myslenka integrélu se tedy odviji od soucti typu (6.4).

Integral urcity tedy udavd obsah plochy kfivocarého lichobéZnika a je limitni hodnotou
souctl (6.4). Je potieba vsak upresnit detaily, tykajici se zminéného limitniho prechodu.

§ 6.3. Integralni soucty a definice integralu
Uvazujme funkci na [a, b] a néjaké libovolné rozdé€leni tohoto intervalu
A=X0<X] <Xg <+ <Xp_1 <XxX,=>, (6.6)

pricemz zde jiZ vypustime predpoklad o nezdpornosti a spojitosti funkce. Hodnotu nejvétsi
vzdélenosti mezi sousednimi body

A= max (xg4+1 — Xk)
0<k<n

nazveme jemnosti tohoto rozdéleni.
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Vezmeme-li v kazdém z intervall [xg, xx+1] libovolny bod &, nad kazdym z té€chto intervald
muiZeme sestrojit obdélnik o Sifce xx4+1 — xx a vySce f(&x). Soulty

n—1
S =" FE) 1 — x0). 6.7)
k=0
jez se nazyvaji integrdlni (anebo Riemannovské) soucty, pak lze povazovat za ptiblizné hodnoty
obsahu plochy. Limitu téchto souctli pfi zmenseni jemnosti rozdéleni budeme chépat takto.

DEFINICE 6.1. Soucty (6.7) maji limitu / pii A — O:
lim S =1, (6.8)

A—0
jestlize k libovolné malému & > 0 Ize najit 6, > 0 tak, aby pfi libovolném rozdéleni intervalu o
jemnosti A < §, bylo

IS — 1] <e,
a to nezdvisle na volbé bodu &y, &1, .. ..

Totéz lze vyjadrit jazykem posloupnosti rozdéleni intervalu. UvaZujeme-li posloupnost
rozdé€leni intervalu o jemnostech Ay, A, atd. takovou, Ze je lim,,— o0 A, = 0, miZeme rov-
nost (6.8) chdapat tak, Ze pro libovolnou takovou posloupnost rozdéleni intervalu konverguji
odpovidajici hodnoty souctu Sy, S, ... k I nezavisle na volbé bodt &, &1, .. ..

s Y7

Konecné &islo 1 v (6.8) se nazyva integrdlem urCitym |, ab f(x)dx. Funkce, pro niZ existuje
limita (6.8) a tudiZ je korektné definovén integral (6.5), se nazyva integrovatelnd v daném
intervalu.

TVRZENI 6.2. Funkce integrovatelna na omezeném intervalu musi byt na tomto intervalu
omezena.

Dukaz. Vezméme libovolné rozdéleni intervalu [a, b]. Je-li f neomezena na [a, b], pak je
neomezena na néjakém subintervalu [xx, Xx+1] zvoleného rozdé€leni. Toto znamen4, Ze existuje
posloupnost bodu 7y, 15, ... takova, Ze xx < r, < Xg+1 pro vSechnam alim,,— ;oo f(rn) =

4



+00. Zvolime-li postupné & = ry, & = r, atd., zjistime, Ze konecnd limita soucti (6.7)
existovat nemuizZe. 0

§ 6.4. Horni a dolni soucty

Uvazujme soucty

n—1 n—1
Y= ZMk(xk-l—l —Xk), 0= ka(xk+1 — Xk), (6.9)
k=0 k=0
kde My, my znaci nejvetsi (resp. nejmensi) hodnotu f na subintervalu [xg, xx+1]. Jelikoz
predpokladame spojitost funkce f, nabyva tato funkce svych extremalnich hodnot v néjakych
bodech subintervalu (v obecném pripadé bychom definovali My, my jako jeji nejmensi horni a
nejvetsi dolni meze). Soulty (6.9) se nazyvaji horni a dolni soulet (také soucty Darboux). Je
ziejmé, ze X' > o. Porovname-li vzorce (6.9) a (6.7), 1ze dokazat, ze X', o jsou nejmensi horni
a nejvetsi dolni meze vSech mozZnych integralnich souctd (6.7), uvaZzujeme-li libovolné zptisoby
volby bodi &y, &1, .. .. Plati tedy
o<§ <.

TVRZENTI 6.3. Priddme-li k rozd€leni intervalu dalsi body, hodnota o se nezmensi a X' se
nezvetsi.

Dikaz. Pfidejme mezi x; a Xg4 bod z. ObdrZime nové rozdéleni, jemuZ odpovidaji urcité
hodnoty souctd ¢’ a X’. Soucty ¥ a X’ se li$i pouze u ¢lent, odpovidajicich subintervalu
[Xk, Xk+1]:

Y=o M1 — X))+ ..y =+ M(z—xk) + M} (X1 —2) + .. .,
kde M/, M,g’ znaci horni meze f na [xg, z], [z, Xk +1]. Je zfejmé, Ze M,é < Mg, M]é’ < My a
tudiz
My (z — xi) + My (xg+1 — 2) < Mi(Xp1 — Xk,

coz dokazuje, ze je X’ < X. Podobné bude 0’ > 0. O

TVRZENI 6.4. Vzdy plati

o <X, (6.10)

a to i v pripadech, kdyzZ se o, X' pocitaji podle riznych rozdéleni intervalu.

Dikaz. Bud'te oy, X soucty, odpovidajici libovoln€ zvolenému rozdéleni intervalu. Zvolme
néjaké jiné rozdéleni a sestrojme piisluSné horni a dolni soucty o,, X>,. Sjednotime-li zvolena
dvé rozdé€leni, obdrzime nové rozd€leni, jemuZ odpovidaji soucty o3, X'5. Pak dle tvrzeni 6.3
Y3 < Xi,03 > 01 arovnez X3 < X5, 03 > 0,. Jelikoz 03 < X5, dostaneme

010322323,
atudiz o; < X,. O
VETA 6.5. Funkce f je integrovatelnd na [a, b] pravé tehdy, kdyZ

lim (X — o) = 0.
A—0

VETA 6.6. Funkce spojitd na omezeném intervalu je na ném integrovatelna.



