PREDNASKA 7

Integral urdcity I1

Integral urcity nezdporné funkce uddva obsah plochy kfivocarého lichobéZnika, ohrani¢eného
grafem této funkce, vodorovnou osou a meznimi hodnotami argumentu. Definice integralu jako
limity integralnich souctli umoziuje rozsitit tento pojem na funkce libovolného znaménka.

Dile 1ze definici rozsifit tak, aby bylo moZné uvaZzovat |, ba f(x)dx pro a < b; pak podle
definice

a b
/ f(x)dx = —/ f(x)dx. (7.1)
b a
Ve specidlnim piipadé, kdyz a = b, podle definice je
a
/ f(x)dx = 0. (7.2)

TVRZENI 7.1 (nutnd podminka existence integrdlu). Aby existoval integrél | ab f(x)dx,
musi byt funkce f na intervalu [a, b] omezena.

Integrél | ab f(x)dx existuje ne pro kazdou omezenou funkci f; existuji tedy omezené,
avSak neintegrovatelné funkce. Nejdiilezité;jsi tfidu integrovatelnych funkci tvoii funkce spojité.

VETA 7.2. Pro funkci f, jeZ je spojita (anebo alespon po Castech spojitd) na omezeném
intervalu [a, b], existuje fab f(x)dx.

Vyraz ,,po ¢astech spojitd* znamend, Ze je funkce spojitd vSude na daném intervalu, vyjma
konecné mnoha bodi. Vsude déle se zabyvame zejména piipadem spojité funkce.

§ 7.1. Vlastnosti integralu urcitého

TVRZENI 7.3. Je-li f(x) = c konstantni na [a, b], plati

b
/ f(x)dx =c(b—a).

Diikaz. Staci uvazovat integralni soucet pro libovolné rozdéleni a = xo < x; < x5 <

< Xpeg < Xp = b YR FED (kg — xk) = ¢ Y p_b (kg1 — Xk) = ¢(Xq — Xo) =
c(b—a). O

Plati tedy fab ldx = fab dx =b —a.

TVRZENI 7.4. Existuje-li [ f(x)dx, pak existuje i [© f(x)dx, kdea > a, B < b.

Tedy funkci integrovatelnou na [a, b] 1ze integrovat i na vSech subintervalech [«, 8] C [a, b].
TVRZENI 7.5. Existuji-li fab fi(x)dx afab f>(x) dx, pak existuji také fab (fi(x) + fo(x))dx

a fab f1(x) f2(x)dx. V piipadé, kdyZz f> # 0 aje % omezena, existuje i fab gg; dx.
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TVRZENI 7.6 (linearita). Existuji-1i |, ab filx)dxa [ ab f2(x) dx, pro libovolné konstanty A1,
A, plati

b b b
/ O fi() + As o)) dx = Ay / A dx + A5 / fo(x) d. (1.3)

Mimo jiné, konstantni Cinitel Ize vZzdy vytknout pied znak integrdlu. Relace (7.3) vyjadiuje
stejnou vlastnost linearity, jiZ m4 integral neurdity.

TVRZENI 7.7 (aditivita). Je-li ¢ libovolny bod lezici mezi a a b a existuje-li | ab f(x)dx,
pak

/abf(x)dx=/acf(x)dx+/cbf(x)dx. (7.4)

Ijmluvy (7.1), (7.2) umoznuji v (7.4) uvazovat hodnoty a, b, ¢, umisténé na ose libovolnym
zpusobem (t. j. napf. b < ¢ < a), pficemz rovnost (7.4) bude zachovana.

Tato vlastnost se nazyvé aditivita podle intervalu, nebot’ (7.4) znamend, Ze integral funkce
na sjednoceni navzdjem disjunktnich intervall je souctem integrali téZ funkce na jednotlivych
intervalech. Je to vlastnost velmi pfirozend vzhledem k tomu, Ze urcity integral kladné funkce
ma vyznam velikosti plochy geometrického ttvaru.

Vsude dadle budiz a < b.

TVRZENT 7.8 (monotonie). Existuji-li fab f(x)dx, fab g(x)dx aje-li f(x) > g(x) pro
a < x < b, plati

/a  fd = / g dx.

Mimo jiné, je-li f nezdpornd na [a, b] a existuje-li [ ab f(x)dx, plati

b
/ f(x)dx = 0.

TVRZENI 7.9. Integral fab f(x)dx existuje pravé kdyz existuje fab | f(x)|dx, pricemz plati
b
[ reoax
a

TVRZENI 7.10. Existuje-li fab f(x)dxajelim < f(x) < M piivSechnaa < x < b, plati

b
5/ /()] dox.

b
m(b —a) < / f(x)dx < M(b —a). (7.5)

Pro kladnou funkci f ma nerovnost (7.5) ocividny geometricky vyznam: obsah plochy pod
kiivkou lze odhadnout shora a zdola obsahy prislusnych obdélnikii, odpovidajicich nejvétsi a
nejmensi hodnotdm funkce v daném intervalu.

TVRZENI 7.11. Je-li f spojitd na [a, b], existuje & € [a, b] takové, Ze

1 b
1O =5 [ 1w

Dtkaz. Podle Weierstrassovy véty spojita funkce f nabyva na uzavieném omezeném
intervalu [a, b] svych nejmensi a nejvétsi hodnot m, M. Vzhledem k tvrzeni 7.10 bude

1

b
mfmfa f(x)dx < M.

2



Avsak f jakoZto funkce spojitd nabyva vSech hodnot mezi m a M a tudiZ, mimo jiné, i hodnoty

— fab f(x)dx, t. j. existuje pozadované . 0

_ Vyraz S fabv f(x) dx se nazyvi integrd{m’ stiedni hodnota fu.nvlfce f na[a, b] a poskytuje
prirozené zobecnéni pojmu aritmetického priméru diskrétnich velicin.

§ 7.2. Newton-Leibnizuv vzorec

Pro vypocet integralu urcitého sta¢i umét nalézt k dané funkci pfisluSnou funkci primitivai
(t. j. vypocitat odpovidajici integral neurdity). Platf totiz Newton—Leibniziiv vzorec.!

VETA 7.12 (Newton—Leibnizlv vzorec). Budiz f funkce po ¢astech spojitd na [a, b]. Pak

b
| rerax=re) - F. 7.6
kde je F funkce primitivni k f na daném intervalu.

Dikaz. Je-li f po Castech spojita, 1ze (a, b) vyjadrit jako sjednoceni kone¢né mnoha disjunktnich
intervald, z nichz v kazdém je f spojitd. JelikoZ integral podle sjednoceni intervald bude souctem
integralt na jednotlivych intervalech tohoto sjednocenti, staci uvazovat piipad, kdyz je f spojitd na (a, b).
PoloZime-li pro kazdé x z daného intervalu

X
Fo = [ s @)
a
obdrzime jistou funkci F'. Pak se dokdaze, Ze je F funkci primitivni k /. Podle vlastnosti linearity integralu
(§ 7.1) bude
F(x+h) —Fkx) 1 /x+h 1 /X 1 /X+h
= - t)ydt — — H)ydt = — t)dz.
. P rod—4 | rwa= g [ o

2

Dile tdpravou obdrzime

Fx+h)-F(x) _1

x+h 1 [xth
) [ vo=rea g [ e

1 x+h
—i | v senars . (7.8)

Vzhledem k spojitosti f 1ze oCekdvat, Ze prvni s¢itanec vpravo bude pfi # — 0 nekone¢né malym.
Vskutku, diky spojitosti f v bod€ x k libovolné malému ¢ > 0 Ize najit 5 > 0 tak, aby bylo | f(¢) —
f(x)] <e,jeli|t — x| < 8. Proto pfi ¢ dostatecné blizkych k x (t. j. spliiujicich |t — x| < ) bude

1

h

x+h x+h x+h
| so=renal =g [ iro-rwraes g [ ear =

coz vzhledem k libovolnosti € znamena4, Ze

1 x+h
lim—/ (f@®)— f(x))dt =0.
h—0 h x
"V zorec (7.6) mize slouZit i jako definice integrélu [ : f(x)dx spojité funkce f.
27de si znovu vyuZijeme linearity a vytkneme pted znak integralu konstantni ¢len f(x), jenZ je na integracni
proménné ¢ zcela nezavisly:

1

x+h x+h x+h
e =g [ e = preo [ a0 =

jelikoz [X*" 1dr = h.



Vyuzijeme-li tohoto v (7.8), podle definice derivace dostaneme
F(x+h)— F(x)
h
procez je F skutecné funkci primitivni k f. Ted’ si staci jen uvédomit, Ze podle definice funkce F pomoci
(1.7)je F(b) = |, : f(t)dt a F(a) = 0, coz vede na (7.6). Bude-li misto F pouZita jind primitivni funkce,
vztah (7.6) bude porad zachovén, nebot’ se dvé riizné primitivni funkce li${ pouze aditivni konstantou. [

= F'(x),

fx) = lim

§ 7.3. Vypocet integralu urcitého

Vzhledem k Newton-Leibnizovu vzorci (véta 7.12) i pro integral urcity zdkladnimi ndstroji
jsou stale metoda substituce a metoda per partes, jez je tieba v tomto piipadé ponékud uzpisobit.

§ 7.3.1. Metoda integrace po ¢astech

Metoda integrace po Castech pro integral urcity se formuluje téméf stejnym zptisobem jako
v pripadé integrdlu neurcitého.

Mg¢jme dvé funkce u a v, jeZ maji v daném intervalu spojité derivace. Pak (uv) = uv’+u'v,
odkud uv" = (uv)’ — vu’ a proto

b b b
/ u(x)v'(x)dx =/ (u(x)v(x))/dx—f v(x)u'(x)dx. (7.9)

a

Funkci primitivni k derivaci soucinu (uv)’ je, samoziejme, soucin uv. Vzhledem k Newton—
Leibnizovu vzorci (7.6) pro libovolnou funkci g se spojitou derivaci plati

b
| gwar=e0)- s 7.10)
nebo, coz je totéz,
b
| s = ) - s(@. an
Proto .
/ (u(x)v(x)) dx = u(b)v(b) —u(a)v(a) (7.12)
a z (7.9) obdrzime ’
b b
/ u(x)v'(x)dx = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / v(x)u'(x)dx. (7.13)

Integrace per partes pro urcity integrdl spoc¢iva v uziti vzorce (7.13), jenZ se Casto zapisuje ve
zkraceném tvaru

b b
/ u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)]z —/ v(x)u'(x)dx. (7.14)

Ptipady vhodného vyuziti této metody pro integrél urcity jsou tytéz jako v pfipadé¢ inte-
grilu neurcitého. Integrace po Castech je vhodné vyuzit, jestlize ve vysledku bude integral
[ v(x)u’(x) dx jednodussi nez [ u(x)v’(x)dx (t.]. zderivovéni u pfi soucasném zintegrovani
v’ zpét na v situaci zlepSuje).

Vzpomeneme-li si ted’ na pojem diferencidlu funkce, pro lepsi zapamatovani miZeme
rovnost (7.14) zapisovat ve tvaru

b b
/ u(x)dv(x) = [u(x)v(x)]z —/ v(x)du(x). (7.15)
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PRIKLAD 7.13. Vypoc&téme fo% x sinx dx.

Reseni. JelikoZ (cosx)’ = —sinx, pak sinx = v/(x) pro v(x) = —cos x. Vezmeme-li
déle u(x) = x, plati u’(x) = 1 a podle vzorce (7.14) obdrzime

T b1 b4
/ xsinxdx:—/ x(cosx)’dxz[xcosx]g—/ l-(—cosx)dx
0 0 0
=ncosn—OcosO+/ COSXdXZ—]T+/ cosx dx
0 0

1
=-7 +/ (sinx)'dx = —7 + [sinx]y = —7 + sinw —sin0 = —x.
0
V poslednich fadcich jsme pouZili zakladni vlastnost integralu (7.10).

§ 7.3.2. Metoda substituce

Substitu¢ni metoda je zaloZend na vzorci’®

b
/ F@() dp(x) = F$(B)) — F(d(a)).

kde F je primitivni funkce pro f, t.j.

b
/ f(@(x)¢'(x)dx = F(¢(b)) — F(¢(a)).

Vypocet se provadi substituci ¢t = ¢(x), odkud d¢ = ¢’(x) dx a pokud ma integrand tvar
f(p(x))g'(x), pak 1ze x z vyrazu tGplné vyloucit a obdrzime integrdl vzhledem k nové proménné
t. Tim padem staci odvodit neurcity integral z f a dosadit odpovidajici (ztransformované) meze.
Tento posledni krok, jenZ nemd obdobu pro integrdl neurcity, je velmi duleZity, jelikoZ nesprdvné
meze integrace zpusobi chybu.

VETA 7.14. Ma-li funkce ¢ na (a, b) spojitou derivaci, pro kazdou spojitou funkci f plati

¢ (b)

b
[ o= [ fwd (7.16)

¢(a
Vztah (7.16) znamend, Ze v pfipadé integralu | ab f(p(x))¢p'(x)dx se jednd, vlastn€, o
integral [ f(t) dr v mezich ¢ (a) a ¢ (b). Novou proménnou ¢ tedy zavadime vztahem 1 = ¢(x).
Metodu substituce obCas pouzivame v alternativni podobé, a sice tak, Ze se vzorec (7.16)
precte ,,v opaéném sméru*.
VETA 7.15. Necht’ [«, f] a [a, b] jsou uzaviené intervaly a funkce v : [o, B] — [a, b] je
takovd, Ze ¥ (a) = a, ¥ (B) = b. Ma-li funkce ¥ na [, B] spojitou derivaci, pak pro kazdou
spojitou funkci f plati

b B
/ F(x) dx = / FO ()Y () ds. (7.17)

Maiéme-li vypocist fab f(x)dx, rovnice (7.17) nam umoZiiuje tento integral upravit na jiny

tvar | f f(r(s))y¥'(s)ds; zavadime tedy novou proménnou s vztahem ¥ (s) = x. Vhodnost
volby substituce ¥ (s) = x se snazime posoudit podle tvaru diferencidlu dyr(s) = ¥'(s) ds.

3Tento vztah je pifimym disledkem metody substituce pro neurcity integrdl a Newton—Leibnizova vzorce (7.6).
Metoda substituce pro neurcity integral je disledkem pravidla derivovani slozené funkce.
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Pozndmka 7.16. Vzorce metody substitu¢ni znamenaji rovnost hodnot integrald urcitych,
coZ jsou cisla. Po pfevedeni integrdlu na jiny tvar s pomoci substituce tedy neni potieba se
vracet k puvodni proménné.

V praxi vypocty provadime nejCastéji tak, ze vzorec explicitné nezapisujeme a pokracujeme
pfimo k zaméné proménné. Pfitom vykondme ndsledujici kroky:
(1) vySetfime vyraz pod integrdlem a zkusime nalézt vhodnou substituci;
(2) zavedeme novou proménnou, dosadime do integrandu a piivodni proménnou z inte-
grandu a diferencidlu zcela vylou¢ime;
(3) vypocitdme nové integracni meze.
PRIKLAD 7.17. Méjme integral

3 xdx

-1 X +2.

Reseni 7.17.1. Integrand obsahuje dva linedrni ¢leny: x a x + 2, oba dva majf stejny
diferencial.* Proto zaved'me substituci x +2 = t. Pak x = t —2 adt = d(x +2) = dx. Jelikoz
se promeénnd x méni v mezich od —1 k 3, potom¢ = x +2seméniod —1+2=1k3+4+2 =5.

3 _xdx / (l—2)dt >tdt > dt
-1 vx—i— 1 1 \/_ «/—

t%_’_l 3 [—%-{‘1
1 1 + 1 —5+1

1
2 1 2 1

3
2 —1 2 10
= —2— =§(\/§)3—4ﬁ+?

2

Regeni 7.17.2. Jinak bychom mohli také zavést substituci /x + 2 = 5. Pak x = s2 —2
aprotodx = 2s ds.’ Déle jelikoz —1 < x < 3,pak 1 < x 4 2 < 5 a vzhledem k monotonnosti

funkce x > +/x +2plati 1 < /x +2 < /5. Dosazenim do integralu obdrZime, samoziejmée,
stejny vysledek:

d V5 (s2-2).2sd
xXdax _ (S ) N 522/ (S2—2)dS
—14/x+2 1 s 1
V5 V5 $17° 2 10
=2/ s2ds—4/ ds=2[?] —4(\/5—1)=§(f5)3—4\/§+?
1 1

1

PRIKLAD 7.18 (substituce a integrace per partes). Vypoctéme

2 3
/ x’e* dx.
0

Reseni. Miizeme si viimnout, Ze plati d(x>) = 3x2 dx a proto je pfirozené zavést substituci
t=x>. (7.19)

4Zde vyuZijeme pojmu diferencidlu funkce jedné proménné. Diferencidlem funkce f v bod€ x se nazyva vyraz
df(x) = f'(x)dx, (7.18)
kde ., f/(x) dx* tlumo&ime jako ., f'(x) - dx*. Pfipomin4 to také oznadeni pro derivaci ve tvaru f'(x) = 4/&)

dx
odkud obdrzime (7.18) formalnim vyndsobenim vyrazem dx (jemuz se fika diferencidl nezavisle proménné). S

diferencialy se pracuje stejné jako s odpovidajicimi derivacemi
>Mohli bychom také odvodit ds = d(+/x + 2) = 2J7 dx,pakdx = 2/x +2ds = 2sds.
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Potom mame d¢ = 3x%dx a tudiz x>dx = % dt. Déle, jelikoZ se x méni v mezich od 0 k 2:
0 < x < 2,pakt podle (7.19) je v mezich 0 az 23 = 8:0 <t < 8. Dosad’me toto do integralu:

2 3 2 3 2 3 1 1 8
/ x’e* dx =/ x3e* . x%dx =/ x3e* . —d(x?) = —/ te’ dt (7.20)
0 0 0 3 3Jo

a pro vypocet f08 te' dt pouZijme metodu per partes:

8 8 8 8
/ te' dt = / t(e") dt = (tet)}z —/ 1-e'dt =2e* —0e° —/ el dt =2e% — [e’]z
0 0 0 0
=2e% — (¥ —e%) =2 —e® + 1.
Dosazenim tohoto vyrazu do (7.20) obdrzime
/zxsex3 gro 2+l
0 3
PRIKLAD 7.19. Vypoctéme

2
[ x(2—x%)7dx.

1

Reseni 7.19.1. Thned na prvni pohled je zfejmé, e se jednd o integral polynomu, pro
jehoZz vypocet staci vyraz v integrandu algebraicky upravit a nasledné integrovat podle vzoru
mocninné funkce. Mnohem jednodussi je ale vykonat vhodnou substituci (feSeni 7.19.2), jelikoz
v tomto pripadé nemusime zdlouhavé upravovat polynom stupné 15. U

Refeni 7.19.2. MiZeme si v§imnout, Ze se ten nejsloZit&jsi vyraz (2 — x2)7 zjednodust,
jestli zavedeme novou proménnou ¢ = 2 — x2. Pak bude (2 — x?)7 = 7 adr = —2x dx. Navic
dédle vypocitavat dx (dx = —;—;, x2 = 2 — 1) neni potfeba vzhledem k p¥itomnosti &lenu ,,x “,
jenz muzeme k diferencidlu priradit, a tak staci mit vztah x dx = —% dz.

Vypoctéme nové meze integrovani: x = -1 =t =2—x>=1,x=2=t=2—x% =
2 — 4 = —2.% Pak obdrzime

2 2 -2 1 1 -2
/ x(2—x2)7dx:/ (2—x2)7-xdx=/ t7-(——dt):——/ t7dt
—1 —1 1 2 2

118772 1 . 255
- [55]1 =~ (2° =1 = -T2

6Poznamenejme, 7e nové meze integrovani 1 a —2 vychazi{ opacné€ usporddané: dolni mez je vetsi nez ta horni,
1 > —2. Neni to chyba; diivodem je skutecnost, Ze na intervalu (—1, 2) neni funkce x +— 2 — x?2 rostouci.
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