StatSoft

Rozdéleni ndhodné
veliciny

V naseho vzdeélavaciho serialu jsme si ukazali
nejzakladnejsi miry variability, které vhodne doplnuji miry polohy
vramci popisné statistiky, ale také jsou zakladem pro celou radu
statistickych testd. Nyni bychom se na rozdéleni nahodnych velicin
podivali obecne.

Zméh’me—li nejakou veli¢inu, jde z hlediska teorie o nahodny pokus. Pfedpis, ktery pfifazuje kazdému vysledku naseho
néhodného pokusu urcité ¢islo, se nazyva ndhodné velicina. Z matematického hlediska je tedy ndhodné velicina
reélné funkce definovand na mnoziné viech elementérnich jevd (jednotlivé mozné vysledky pokusu), kterd kazdému jevu
pfifadi redlné cislo. Pravdépodobnost, s kterou ndhodné proménna nabyva urcité hodnoty nebo je obsazena v uréitém
intervalu hodnot se nazyva pravdépodobnostni rozdélen.

Pro vysvetleni principu zacnéme snad nejtypictejsim prikladem. Vpravo vidite minci, pokud
s touto minci hodite a sledujete, co padlo, provedete tim nahodny pokus.

Defini¢nim oborem (moznymi vysledky) tohoto pokusu jsou 2 moznosti:

> prvni moznost = padne lic (panna)
> druha mozZnost = padne rub (orel)

Obor hodnot je mnozina {0,1}. Pro tuto situaci vlastné definiéni obor a obor hodnot
splyvaji, ale jak uvidime v dalsich pfikladech, nemusf tomu tak byt.

Diskrétni nahodna velicina

N&hodné veliciny mohou byt v zasadé dvojiho typu — diskrétni a spojité. Jiz podle Uvodniho pfikladku s minci jisté
vytusite, ze diskrétni ndhodna veli¢ina se vyznacuje tim, ze mize nabyvat pouze spocetné izolovanych hodnot z néjaké

mnoziny (vzpomente, o diskrétnich velicinach jsme mluvili také v prvnim dile naseho ).
Kazdéd ztéchto hodnot { , ,.., } pak miZe byt nabyta s urcitou

pravdépodobnosti { , .., }. Pravdépodobnostni rozdéleni je tedy popsano | Xi | X1 | X2 | - | Xy
v tomto pfipadé tabulkou vpravo. Kazdé hodnoté  je tedy pfifazena prave jedna

hodnota , pficemZ plati, Ze soucet  je roven jedné. To, Ze je soucet prave jedna, Pi|P1|P2]| - |Pn

nahlédneme jednoduse - pokud vypiseme do tabulky vsechny mozné hodnoty, které mize veli¢ina nabyvat, pak hodnota
mensi neZ jedna by znamenala, Ze mizZe nastat i néco jiného nez moZnosti v tabulce, naopak hodnota vétsi neZ jedna by
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znamenala, Ze pravdépodobnost nabyti kterékoli z moznosti v tabulce je vétsi nez jedna ( { , ,.., D >1, coz
neni mozné.

Tabulka pro priklad s minci by vypadala nasledovné, pokud tedy predpokladédme, Ze mince neni
,cinkl&”. X

Pi

Rozdéleni diskrétnich ndhodnych velicin 1ze popsat nékolika zpUsoby (vSechny déavaji stejnou plnou informaci o
rozdéleni):

NIr

N[ =

1. Tabulkou pravdépodobnosti (fada rozdeleni).

Takovouto tabulku jsme si jiz ukazali.

2. Pravdépodobnostni funkci ( = )=
Pro vdechny moznosti vysledku nahodné veliciny pfifazuje danou pravdépodobnost.

3. Distribu¢ni funkci ()= ( = ).

Ta tedy udavd, jaké je pravdépodobnost, Ze vysledek ndhodné veli¢iny bude mensi nebo roven

Spojita nahodna velicina

Spojité nahodné veliciny jsou takové veliciny, které mohou nabyvat nekonecné hodnot. Prikladem takové veliciny mdze
byt napfiklad doba ¢ekani na néjakou udéalost nebo délka soucastky.

Rozdélenf spajité nahodné veliciny Ize popsat nasledovne:

1. Hustotou ().
2. Distribu¢nifunkei ()= ( = ).

Vztah mezi hustotou a distribu¢ni funkcf je nasledujict: ()= ()

Priklady pravdépodobnostnich rozdéleni

Pomoci distribuc¢nich funkci ¢i hustot jsou v statistickych publikacich popsany nejriiznéjsi typy rozdéleni nahodnych velicin.
Cilem tohoto ¢lanku nenf popisovat do detailu néco, co uz bylo nekolikrét kvalitné popsano, ukazme si proto spise jen
nékteré priklady pravdépodobnostnich rozdéleni a kde na né mdzeme v rediném zivoté narazit.

Pro zékladni pfehled o rozdélenich bychom napfiklad doporucili nasledujici publikace:
nebo

Pojdme se podivat na nekteré priklady pouziti rozdélenf pro diskrétni i spajité veliciny, zacneme diskrétnimi veli¢cinami.
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Diskrétni rozdéleni nahodnych velicin

Alternativni rozdéleni

Tyké se nadhodnych velicin, které mohou mit pouze dva rlizné vysledky. Pravdépodobnost jednoho z nich je , druhého
1— . Znaceni tohoto rozdéleni ().

Priklad 1:  Zminovany hod mincis = 0,5 a moznymi vysledky {0,1},

Priklad 2: V pytliku mame tfi kulicky ¢erné barvy a jednu bilé barvy, vysledkem pokusu bude vytaZeni ¢erné ¢i bilé
kulicky, bilé s pravdépodobnosti = 0,25 a ¢erné s pravdépodobnosti 1 — =0,75.

Rovnomérné rozdélenf

Je  moznych vysledkd a viechny jsou stejné pravdépodobné, tedy| = —.[Znaceni ().
Priklad 1:  Hod kostkou. Pravdépodobnost, Ze padne 1 je stejna x; | 1 213 4 |5 6
jako pravdépodobnost, ze padne 2, atd. T T ) 1 ) 1
Pil 6| 6|6 |6 |66

Priklad 2a: Ruleta (evropska). Pravdépodobnost, ze se kulicka
zastavi na daném cisle z rozmezi od 0 do 36je = —.

“’}Q"‘ Priklad 2b: Ruleta (americkd). Zde je pravdépodobnost — =—.
R

08

Divite se, proC je to jinak nez v pfedchozim pfikladu?
Neni se ¢emu divit, na americké ruleté je totiz navic
kromé ¢isel od 0 do 36 jesté cislo 00.

Binomické rozdéleni

Veli¢ina s binomickym rozdélenim je souctem nezavislych velicin s rozdélenim alternativnim, parametry tohoto rozdéleni
jsou tedy jednak  a poté jesté pocet pokusti . Toto rozdéleni se typicky zna¢f jako  (, ). Pravdépodobnostnf
funkce vypada takto

(=)= a-) .

kde mudzZe nabyvat hodnot 0, 1, 2 az
Priklad 1:  Pocet Sestek pfi hodu 3 kostkami. Napfiklad o P ® b

pravdépodobnost, 7e padne jedna Sestka je o (] § s .

@ o |
(=1)=3-- =—=0347. o/ e
1 « LY
« '-' ® ’
- w



Otazka: Ktomuto pitkladu by nas mohla napadnout naptiklad otazka: Co méa vétsi pravdépodobnost? Ze
hodime tfemi kostkami jednu Sestku nebo Sesti kostkami dvé Sestky? Co myslite?

Odpoved: Pro tii kostky a jednu Sestku jiz vypocet mame, staci tedy provést jesté vypocet binomického

rozdélenipro =6a =-.Tedy ( =1)= g - - =02 Pravdépodobnost hozenf jedné

Sestky tfemi kostkami je tedy vétsi.

Priklad 2:  Hod jednou kostkou. Sledujeme, zda padne $estka. Toto jsme zde jiz méli, toto je pokus s rozdélenim -

coZ je vlastné 1,-.

Poznamka: Binomické rozdélent je napiiklad ten pifpad, kdy neméame stejny defini¢ni obor a obor hodnot u nahodné
veliciny. Vezméme pfiklad Sesti kostek: definicni obor jsou viechny vysledky hodu (napfiklad padlo: 1, 2, 2,
4, 6, 6). Nicméné oborem hodnot je pouze pocet Sestek.

Poissonovo rozdélen

Nabyva kladnych celych cisel vcéetné 0 a vétsinou vyjadfuje pocet vyskytd malo pravdépodobnych jevd v néjakém
Casovém ci objemovém intervalu. Toto diskrétni rozdéleni také vznikne jako limitnf pfipad binomického rozdéleni pro
velkd . Poissonovo rozdéleni mé jeden parametr, vétsinou znaceny jako , ktery je zéroven stfedni hodnotou i

rozptylem. Rozdéleni zna¢ime jako (). Pravdépodobnostni funkce pak vypadéa takto

(=)=—!

Pfiklady: ~ Pocet Grazl za uréity interval, pocet tiskovych chyb na jedné strance, pocet branek za fotbalovy
zapas, pocet vadnych vyrobkd za ¢asovy interval, atd.

Priklad z nasi kuchyné:  Pocet zadosti o technickou podporu za den. Vyzkousejme poissonovo rozdéleni na
readlna data z nasi firmy, vytéhli jsme si z databadze pocty zadosti o technickou podporu za posledni
priblizné pdlrok, histogram vidite na obrazku. Spolu s histogramem je vidét i proloZzeni odhadnutym
poissonovym rozdélenim. Sami mizete posoudit, jak se k sobé skutecna data a teoretické rozdéleni bliZi.

number of support
Poissonovo rozdéleni

support = 152*1*poisson(x; 0,7829)
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Geometrické rozdélenf

Geometrické rozdéleni je definovano jako pocet Uspéchl pred prvnim nedspéchem. Vsechny pokusy musi byt nezavislé a
mit konstantni pravdépodobnost Uspéchu . Rozdéleni () je definovéno jako

(=)= Q=)

Priklad 1:  Hod minci. Jaka je pravdépodobnost, ze hodime pannu az v patém hodu?
( =4)= - 1—- =0,03125.

Negativné binomické rozdéleni

Toto rozdéleni je zobecnénim geometrického rozdéleni. (, ) modeluje pocet Uspéchl pied -tym nedspéchem.

+ —1

(:): (1—)

Spojita rozdéleni nahodnych velicin

Rovnomérné rozdélenf

Stejné jako pro diskrétni rovnomerné rozdélent, i zde plati nepreferovanost  [eremems 1 S i

nékterych hodnot nad jingmi. Hustota rovnomérného rozdélent (, ) |[4 & - uw-[BIrDxS|A
na intervalu ( , ) je konstantni ansro: [Nahodng isio T [oasle <] [0k
Typ dat Déka: |8
( ) = — na intervalu ( ) ),jinak ( ) =0. [F1Vimae  [|Popis | |Stav prip=du Kod ChD: $335339%8 [o]

Formét zobrazeni

Priklad 1:  Kazdy spravny generator nahodnych cisel by mél byt
schopen generovat z rovnomérného rozdéleni na intervalu
(0,2). Ve STATISTICE nagenerujeme nahodné cisla napriklad
pomoci funkce Rnd (viz obréazek vpravo).

Dlouhé jméno (popis & vjraz s ) Priv. funkeei

=rnd(1)

Priklad 2:  Zaokrouhlovaci chyba. Pokud zaokrouhlime realné ¢islo na

cele dislo, pak zaokrouhlovaci chyba bude mit
Pro papisy poufifte libowolny text. Pro wirazy pouifte jm. prom. i v1, v2..., vl pro &. pFipadu
rozdélerﬂ - Priklady: (a) = mean(v1:v3, sait{v7), AGE) b) = v1+v2; komertaF fpo ;)

Priklad 3:  Doba ¢ekani na metro. V nahodny okamzik vejdeme do stanice metra, vime, Ze interval mezi pfijezdy
jednotlivych viakl je 8 minut. Doba ¢ekani na metro bude mit tedy rovnomeérné spojité rozdéleni  (0,8).

Exponencialni rozdélenf

Exponencialni rozdéleni () ma hustotu

()= pro =0,jinak ()=0.

Typicky vyjadfuje ¢as mezi ndhodné se vyskytujicimi se udalostmi.



Priklady: Doba ¢ekani mezi poruchami pfistroje, doba Zivotnosti zarovky, aplikace v teorii hromadné
obsluhy — doba ¢ekani ve fronté, atd.

Poznamka: Exponencialni rozdéleni mé& specialni vlastnost, je to takzvané rozdéleni ,bez pameti”. Demonstrujme si
to na pfikladu Z&rovky, pokud se doba Zivotnosti Zarovky chova podle exponencialntho rozdeéleni, pak
to, Ze vime, Ze Zarovka jiz néjakou dobu svit, nam nepfinese Z&dnou informaci o tom, jak dlouho jesté
bude svitit — pravdépodobnost je stejna jako bychom zarovku rozsvitili poprvé.

Normalni rozdélenf

Vv

A konecné se dostdvame k nejzndméjsimu a snad nejdUlezitéjsimu rozdéleni. Oznacovano také jako
. DlleZité je pfedevsim z dlvodu platnosti centralnf limitni véty, ktera fika, Ze soucet nezavislych ndhodnych
velicin ma pfiblizné normélini rozdéleni (Cim vice veli¢in secteme, tim I1épe), coZ znamena, Ze Ize aproximativné pouZzit
procedury, které byly na zakladé normaélniho rozdéleni navrzeny, pro proménné, které se timto rozdélenim nefidi. Toto
rozdéleni se objevuje u jev(, jejichz proménlivost je zplsobena velkym mnozstvim nezavislych veli¢in. Normalni rozdéleni
(, ) mahustotu

Parametry a jsou stfedni hodnota a smérodatna odchylka rozdeéleni, témito dvéma parametry je jiz normalni
rozdéleni urceno jednoznacné.

Priklady:  Typicky se normalnim rozdélenim popisuje napfiklad vyska osob v populaci, télesna teplota, vynosy téze
plodiny na rdznych polich, chyby méreni, rychlost molekul v plynu, atd.

Normalni rozdéleni
70

60

40

30

Potet pozorovani

20

N ﬁ

155 160 165 170 175 180 185 190 195 200
vyska

i

Normalnf rozdéleni  (0,1) nazyvame normované normalni rozdélenl. |[a s - 10~ |B D%
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Dlouhé méno (popis & viraz s ) Privv. funkcemi
=RndNormal(1)|

Pro popisy pouZite libovolny text. Pro virazy pouZite jm. prom. & w1, v2..., w0 pro &. pFipadu
Ffildady: {g) =mean(v1v3, sot{v7), AGE) ib) = v1+vZ: komerta fpo ;)
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Rozdéleni vychézejici z norméiniho rozdéleni

Na zavér bychom si predstavili rozdélent, ktera z normalniho rozdélenf vychazejf a se kterymi se setkavame hlavné v teorii
testovani hypotéz. Témito rozdélenimi jsou:

Chi-kvadrét rozdélenf

() je rozdéleni veliciny, ktera vznikne jako ¥ , kde  jsou nezavislé ndhodné veliciny s rozdélenim
01).

Poznamka: Chi-kvadrat rozdéleni znadme napfiklad diky aplikaci chi-kvadrat testu. Nicméné skrze
Studentovo a F rozdéleni, které jsou na chi-kvadrat rozdéleni zalozeny, se promité i do vétsiny
dalsich parametrickych test.

Studentovo t rozdéleni
Studentovo rozdéleni o stupnich volnosti () je rozdéleni ndhodné veliciny —, kde ma  (0,1)

rozdélenia mé& () rozdéleni, a jsou nezavislé.

Poznamka: Studentovo rozdélenf je vyuzivano napfiklad v testech na shodnosti stfednich hodnot nebo
v regresi pfi testech nulovosti regresnich koeficientd.

Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni (nebo také F rozdéleni)

F rozdéleni vznika jako rozdéleni podilu dvou nezavislych ndhodnych veli¢in s chi kvadrat rozdélenim, tedy
velicina s rozdélenim  (, ) ma stejné rozdélenf jako velicina 5 kde a jsounezavisle, ma ()

a ma () rozdéleni.

Poznamka: F rozdéleni je napfiklad vyuzivano v analyze rozptylu.

Pokud se Vam zda, ze jsme jiz clanek pfilis natahli, nenechte se mylit, téma pravdépodobnostnich rozdéleni Je mnohem
Sirsi nez by se mohlo zdéat. Jako dlkaz pfijméte ochutnavku knih profesora .

, a . Kazda
z téchto knih ma okolo 700 stran a to se jedna pouze o jednorozmerna rozdelent.
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Pravdépodobnostni kalkulator

. Kalkulator pravdépod. mderenil

Wy

Rozdéleni

Exponencialni
Extrém. hodnot
F (Fisherovo)
Gama
Laplaceovo
Log-nomalni
Logisticke

[ Inverze [ Do protakolu
[T]Oboustranné ~ [—] Viytv. araf
Ko
[ (1 4eumul. p)
t: 1,000000 E| s 1 E|
p: 750000 [4]
Hustota: Rozdéleni:

Paretovo

Rﬂ eiihovo

t (Studentovo -
Weibullove

Z (nomalni) . g

spojitych rozdéleni mizete vyuzit

Pravdépodobnostni kalkulator -> Rozdéleni...

s o vypocet hodnot distribucnich funkci, hustot ¢i kvantilovych funkci
v softwaru STATISTICA. V softwaru jej najdete v menu Statistiky ->

Zaskrtnutim volby Vytv. Graf a potvrzenim tlacitkem Vypocet mizete

vytvofit graf s kfivkami v okéncich dole.

Pro srovnani jednotlivych rozdéleni jsme vykreslili néktera rozdéleni
v tomto nastroji — viz obrazky nize, jedna se o hustoty a distribu¢ni
funkce pfislusnych rozdéleni. Carkované je zaznacen 95 procentnf
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