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REGRESE A KALIBRACE.
Ludék Dohnal

Volny pteklad prace (8).

1. Uvod

Kalibrace je nutnd k docileni konsistence méfeni.
Obvykle je jeji soucdsti zjistovani zavislosti mezi ode-
zvou piistroje a jednou nebo vice referenénimi (vztaz-
nymi) hodnotami. Jakmile je tato zdvislost urcena,
slouzi k predikci (pfedpovédi, uréeni) hodnoty (napft.
koncentrace) z odezvy piistroje. Tento ¢lanek pojedna-
va o nejcastéji pouzivané statistické metod¢ k modelo-
véani zavislosti mezi odezvou a koncentract, t.j. o linear-
ni regresi metodou nejmenSich Ctvercd. Linedrni re-
gresni metody se obecné pouZzivaji k urceni nejen piim-
kovych zdvislosti. Clinek se soustieduje na praktické
pouZiti linedrni regrese a interpretaci regresnich statis-
tik. Pro ty, ktefi se cht&ji dozv&dét vic o teorii a regres-
nich vypoctech, existuji vyborné prace, napt. (1 - 3).

Pozndmka: Kazdému, kdo zamysli pouzivat linedrni
regresi metodou nejmenSich Ctvercl, lze doporucit
pouzivani statisticko-grafického pocitacového progra-
mu. Tim se m.j. urychli vytvafeni grafi potfebnych k
ovéteni validity regresnich statistik. Ve spreadsheetech
(tabulkovych kalkulatorech, napt. Excel, Lotus) byvaji
zabudovany funkce, které je rovnéZ moZno pouZivat.
Posledné zminéné 1ze ovSem pfipustit pouze za piedpo-
kladu, Ze byly tyto rutiny validovdny na pfesnost, napf.
s pouZitim standardnich datovych sad (4) a pokud jsou
jimi pouZivané algoritmy vypoctu dostate¢né podrobné
znamy.

2. Co to je regrese?

Ve statistice se tento termin pouziva k vymezeni
skupiny metod, které popisuji stupeni zavislosti mezi
jedou proménnou (nebo sadou proménnych) a druhou
proménnou (nebo sadou proménnych). VétSinou se
pouZiva dnes béZny statisticky postup - regrese meto-
dou nejmensich ctverct. Je to nejjednodussi zptisob, jak
proloZit ¢aru experimentdlnimi body tak, aby byl soucet
¢tvercll (druhych mocnin) odchylek experimentilnich
bodil od této ¢ary co nejmensi, tedy ¢aru nejlepsi shody
(best fit).

Obrazek V.1 ukazuje vysledky typickych kalibra-
ci zpracovanych linedrni regresi s pfimkovym mode-
lem. PInd pfimka pfedstavuje ¢aru nejlepsi shody prolo-
Zenou experimentdlnimi body (krouzky). Dale jsou zde
uvedeny anebo zakresleny tyto tdaje: korela¢ni koefici-
ent (correlation coefficient), odchylky (residuals),
smérnice (slope), dsek na ose zdvisle proménné (inter-
cept), meze spolehlivosti regresni pfimky (confidence

limits for the regression line) a meze spolehlivosti pre-
dikce (confidence limits for the prediction). Co vSechny
tyto pojmy znamenaji?

3. Korelacni koeficient

At uz se pouzije kalkulacka, spreadsheet nebo sta-
tisticky program, vétSinou pracovnici posuzujici vy-
sledky analyz si nejdiive vypocitaji korelacni koefici-
ent, ktery byvd oznacovan r. Korelacni koeficient se
miZze pohybovat v intervalu od -1 (dokonald negativn{
zavislost) do +1 (dokonald positivni zdvislost). Nula
znamend Zzadnou zdvislost, viz obrdzky V.2a az 2c.
Korela¢ni koeficient je mirou POUZE LINEARNI
ZAVISLOSTI mezi dvéma sadami dat. Korelaéni koe-
ficient blizky jedni¢ce (nebo minus jedné) je nutnou
nikoliv vSak postacujici podminkou "dobré" linedrni
zavislosti. V praxi byva velmi Casto Spatné interpreto-
van pfedevS§im z tohoto hlediska (5). Obrazky V.2d a
V.2e ukazuji ptipady, kdy samotnd hodnota korela¢niho
koeficientu miiZze vést ke zcela mylnému zdvéru. Je
proto nezbytné vzdycky zkonstruovat a vizudlné¢ posou-
dit graf vzdjemné zavislosti proménnych (tzv. korelacn{
graf).

Podobné jako u t-testii (6), je statistickd vyznam-
nost hodnoty korela¢niho koeficientu zavisld na mnoz-
stvi dat n. Ke zjiSténi, zda konkrétni hodnota r ukazuje
na statisticky vyznamnou zdvislost, miZeme pouZit
testovani Pearsonova korela¢niho koeficientu (7) - viz
obrazek V.3. Mame-li jen Ctyfi body, pak pocet stupnd
volnosti (number of degrees of freedom, D.F.) je 2 a
linearni korelac¢ni koeficient (correlation coefficient)

metodou nejmensich ¢tverct r = -0.94 (r2 = 0.884) neni
vyznamny na hladiné spolehlivosti 95% (95% confi-
dence level). Jestlize ale mame vice nez 60 bodu, pak

napf. hodnota r = 0.26 (2 = 0.0676) ukazuje na vy-
znamnou, byt ne pfili§ silnou, positivni linedrni zavis-
lost. Je dobré si uvédomit, Ze zdvislost, kterd je statis-
ticky vyznamnd, nemusi mit vyznam prakticky. Tento
test samotny nedokazuje linearitu nebo dobrou shodu.
V praxi je vétSinou nejlepSi vizudln€ posoudit data
vynesend do grafu a to, jak moc pfiléhaji k regresni
care, kterd je pomoci nich vypoctena.

Je rovnéz dulezité upozornit, Ze samotnd statistic-
ky vyznamna korelace dvou proménnych nemiize byt
hodnocena jako indikator kauzality (pfi¢inné souvislos-
ti) mezi témito proménnymi. U automobilu existuje
napf. negativni korelace mezi celkovym poctem ujetych
kilometrii a u¢innosti katalyzatoru. Avsak pocet ujetych
kilometri neni pficinou snizovani ucinnosti katalyzato-
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ru. Pfi¢inou je usazovani sloucenin siry a fosforu, které
postupné otravi katalyzator. Obecné se kauzalita doka-
zuje jen velmi tézko. Je tfeba provést fada systematic-
kych experimentdi, pfi nichZ je tfeba nezdvisle na sob¢
menit kritické parametry (pokud moZzno v kazdém expe-
rimentu zmeénit pouze jeden parametr) a méfit odezvu
systému na kazdou zménu.

4. Smérnice (slope) a isek na ose zdvisle proménné
(intercept)

Pfi linedrni regresi se vétSinou pfedpoklada vyjad-
feni vztahu mezi X a Y pomoci piimky Y = a + bX (viz
obrdzek V.1). Pfimkovy model je vhodny pouze tehdy,
kdyZ data asponi pfiblizné¢ spliluji pfedpoklad linedrni
zavislosti. To miiZeme posoudit tfeba tak, Ze data vyne-
seme do grafu a posuzujeme kiivost (napi. obrdzek
V.2d). Anebo vyneseme residua proti predikovanym
hodnotdm eventuelné proti hodnotdm Y (zméfenym) -
viz obrdzek V.4. Residua (residuals) by méla mit nor-
mdlni rozloZeni, coZ lze posoudit vizudlné (tvoii pfi-
blizn¢ rovnomérné husty a pravidelny "mrak" bodd).
Jejich normalitu je moZno rovnéZ testovat statisticky
(8).

Ackoliv mtize byt v konkretnim pfipadu znamo,
7e zdavislost je nelinedrni a je popsdna jinou funkci,
napf. exponencielou, provadi se nékdy "linearizace" dat
pomoci transformace proménné Y a/nebo proménné X.
Typicka je napf. transformace logaritmicka nebo moc-
ninnd. (Poznamka o tom, Ze tato operace pro docileni
dobré shody muze vyzadovat vdZenou regresi, je uve-
dena nize.)

Tabulka V.1

5. Residua a smérodatnd odchylka residut (residual
standard error = residual standard deviation)

Residuum je rozdil mezi predikovanou hodnotou
a aktualni (naméfenou) hodnotou (viz obrazek V.1).
Graf zdvislosti residui vs. predikované (nebo namétené)
hodnoty je mocnym diagnostickym ndstrojem. Umoz-
fiuje odhalit v datech eventudlni periodicitu nebo jinou
zavislost eventuelné moznou odlehlou hodnotu (possi-
ble outlier) - obrdazek V.4. Je ho moZno téZ pouZit k
odhaleni vlivnych bodl (viz bias, "leverage" a odlehlé
hodnoty).

Smérodatnd odchylka residui (RSE = residual
standard error) je statistickou mirou odchyleni dat od
regresni ¢ary. RSE se pouziva pfi vypoctu fady uZitec-
nych regresnich statistik, napf. intervalti spolehlivosti a
pfi testovani na odlehlé hodnoty.

(n—-D(-r?)
(n—2)

RSE =5,

6. Intervaly spolehlivosti

Podobn¢ jako vétSina statistik jsou téZ smérnice
(b) a dsek na ose zdvisle proménné (a) odhady, které
jsou vypoctené z konecné velkého vzorku, takZe jsou
zatiZzeny urcitou nejistotou. Pfesné feceno tato, nejistota
je dusledkem ndhodné variability mezi jednotlivymi
vybérovymi soubory (sadami dat). Mohou existovat téz
jiné typy nejistoty, napt. plynouci z bias (nespravnosti)
méfeni. Ty vSak presahuji rdmec tohoto sdéleni. Nejis-
tota je ve veétsiné statistickych postupt kvantifikovdna
pomoci mezi spolehlivosti a dalSich statistik, jako jsou
smérodatnd odchylka pruméru a p-hodnoty. Piiklady
takovych statistik jsou v tab. V.1.

Statistiky ziskané pomoci funkce Regresni analyza (Excel 97) aplikované na data pouzita pro konstrukci kalibra¢niho

grafu na obr. V.1.

koeficienty "standard t hodnota p hodnota 95% interval spolehlivosti

error” dolni mez horni mez
intercept  -0.0460000 0.0396488 -1.1601853 0.2794236 -0.137430 0.0454305
slope 0.1123636 0.0063900 17.5843202 1.1176E-07 0.097628 0.1270990

Vsimnéte si, na jak velky pocet €islic jsou vysled-
ky uvadény. Ve skutecnosti u Zadné z vySe uvedenych
hodnot neni zaru¢eno vice nez 3 platné cislice.
P-hodnota je v tomto pifpadé pravdépodobnost, Ze
nenulovd hodnota veli€iny vznikla ndhodné, jestlize
prava hodnota veli¢iny je nula. Z tabulky vidime, Ze
existuje 28% pravdépodobnost, Ze nenulovy intercept je
pouze ndhoda a soucasné pouze 0.00001% pravdépo-
dobnost, Ze nenulovy slope je pouze ndhoda. Existuje
konvence, Ze p-hodnota mensi nebo rovna 0.05 indikuje
vyznamné nenulovou statistiku. TakZe pfi posuzovani
napf. vysledkt z tab. V.1 vidime, Ze neni divod k za-
mitnuti hypotézy, kterd tikd, Ze intercept (dsek na svislé
ose) je nulovy, a soucasné Ze je divod k zamitnuti hy-
potézy, ktera 1ikd, Ze slope (smérnice) je nulova. Jinymi
slovy, intercept je nevyznamné odliSny od nuly (tedy

prakticky nulovy), a slope je vyznamné odliSny od nuly
(v daném piipadé€ néco kolem 0.11).

Interval spolehlivosti pro regresni piimku mutize
byt zndzornén pro vSechny body podél vodorovné osy.
Na obr. V.1 jsou jeho hranice znizornény teckované.
Jak vidime, prakticky to znamend, Ze model je urcité&jsi
v prostiedni ¢dsti, smérem k okrajim jeho urcitost kle-
sd. To je dtlezity poznatek ptredevsim pro pifipad, kdy-
bychom uvaZovali o extrapolaci.

Po zkonstruovani{ kalibracniho modelu pro analy-
zu pomoci regrese je kalibracni graf obvykle pouZivan
k predikci (pfedpovidéani, uréovani) hodnot koncentrace
(vodorovnd osa) z odezvy piistroje (svisld osa). Tato
predikce ma rovnéZ svou nejistotu vyjddfenou interva-
lem spolehlivosti, na obrdzku V.1 jsou jeho hranice
zndzornény ¢arkované.



(Y —a)
Xpredicted = (Tj

Interval spolehlivosti predikce je
v i[t(RSE)) 11, r=yf
predicted b n n bZ (n _ 1)55

JestliZze chceme zmenSit velikost intervalu spolehlivosti
predikce, miZeme tak ucinit nékolikerym zptisobem.

a) Zajistime, aby se hodnoty odezvy pfiistroje pro
méfeni, které chceme z kalibrace odecitat, vyskytovaly
pobliZ stiedu kalibracni ¢ary, tedy blizko hodnot X a
y . Jinymi slovy, kdyZ potfebujeme maly konfidenéni
interval (interval spolehlivosti) pro nizké hodnoty X,
potom standardy (kalibrétory, referencni vzorky) pouZi-
té ke kalibraci je tfeba vybrat tak, aby mély hodnoty v
oblasti nizkych hodnot x. V analytické chemii je typic-
kou sadou koncentraci kalibratoru napt. 0.05, 0.1, 0.2,
0.4, 0.8, 1.6. Tedy pouze jeden nebo dva pouZité kali-
bratory jsou pro vyssi koncentrace, jestlize potfebujeme
co nejuzsi interval spolehlivosti pro stanovované kon-
centrace v oblasti cca 0.05 aZ 0.4. Uvedena posloupnost
kalibratort vede na jedné stran¢ sice k uz§imu intervalu
spolehlivosti, na druhé strané je ale kalibra¢ni model
stdvd nachylnéjsi ke vyniku chyb typu "leverage" tedy
zkresleni koncovymi body (viz tab. V.1).

b) Zvétsime pocet bodd kalibrace (n). Pouzitim
vice nez 10 kalibra¢nich bodi dosahujeme uZ pouze
malych zlepSeni. Proto pouZiti dalsi kalibracnich boda
lze obecné doporucit pouze tehdy, jestlize je jejich
ziskdni dostatené jednoduché (rychlé a levné).

¢) Zvétsime pocet paralelnich stanoveni (m) ne-
znamého vzorku. Typicky to byva 2 az 5 replikati.
zvySeni spolehlivosti.

d) Zvétsime kalibraéni rozmez{ pro potvrzeni to-
ho, Ze kalibra¢ni zavislost je i nadéle linedrni.
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7. "Bias" (vychylent, strannost), "leverage" (zkresleni
koncovymi body) a "outliers" (odlehlé hodnoty)

Vlivné body (influence points), které mohou ale
nemuseji byt odlehlymi hodnotami, mohou mit zna¢ny
vliv na regresni model a tim také na jeho predik¢ni
schopnost. Jestlize bod lezi nékde uprostfed vzhledem k
hodnotdm X ale je odlehly svou hodnotou Y, bude v
disledku jeho pfitomnosti posunuta regresni piimka
smérem nahoru resp. doli. Takovy bod tedy vyrazné
ovlivni tzv. off-set nebo bias ve sméru osy y a tim
ovlivni predikované hodnoty (viz obrazek V.2f). Jestli-
7e ale bod leZi pti jednom nebo druhém konci regresni
piimky ve sméru osy x a je odlehly svou hodnotou Y,
dochézi jeho vlivem ke zméné sklonu regresni piimky.
Takovy znac¢né vychyleny koncovy bod je na obrazku
V.2g. Ovlivnéni sklonu regresni pfimky miZe byt hlav-
nim problémem, jestlize jeden nebo vice odlehlych
bodt jsou hodné vzdaleny od ostatnich ve sméru osy x
a jsou tedy zkreslujicimi koncovymi body. Body s
"high leverage" zjistujeme vizualné.

Pro posouzeni, zda je bod odlehly (vzhledem k in-
tervalu spolehlivosti predikce, ktery vyplyva z regresni-
ho modelu) miZzeme pouzit nasledujici test na odlehlé
hodnoty.

|residual

max

1 (yi _;)2
1+;+ (n—l)si

Naptiklad pro bod podeziely z odlehlosti (possi-
ble outlier) na obrdzku V.4 je hodnota tohoto testu 1.78
a kritickd hodnota pro 95% spolehlivosti je 2.37 (z tab.
V.2 pro n = 10). PfestoZe ndm tento bod piipadd odleh-
ly, z vysledku testu vyplyva, Ze je rozumné brit jeho
vychylenost jako dilo ndhody a Ze tedy patii do dané
datové sady.

hodnota testu =

RSE

Tabulka V.2

Kritické hodnoty pro testovani odlehlych hodnot pro jednoduchou linearni regresi metodou nejmensich ¢tvercu.
rozsah kritické hodnoty rozsah kritické hodnoty
souboru pro spolehlivost souboru pro spolehlivost
n 95% 99% n 95% 99%
5 1,74 1,75 25 2.88 3.25
6 1.93 1.98 30 2.96 3.36
7 2.08 2.17 35 3.02 3.40
8 2.20 2.23 40 3.08 343
9 2.29 2.44 45 3.12 3.47
10 2.37 2.55 50 3.16 3.51
12 2.49 2.70 60 3.23 3.57
14 2.58 2.82 70 3.29 3.62
16 2.66 2.92 80 3.33 3.68
18 2.72 3.00 90 3.37 3.73
20 2.77 3.06 100 341 3.78
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8. Extrapolace a interpolace

UZ bylo zminéno, Ze regresni ¢dra je nositelem
urcité nejistoty a Ze tato nejistota se zvysuje smérem k
jejim konctim. Jestlize se regresni ¢aru snazime extra-
polovat mimo meze, v nichz lezi ziskand redlna data,
mohou vznikat pomérné velké chyby predikce. Z toho
vyplyvd, Ze pfi konstrukci kalibra¢niho grafu musi
kalibratory pokryvat vétsi rozsah koncentraci, nez je
predpoklddany rozsah koncentraci v analyzovanych
vzorcich. Jako alternativu je moZno pouZit nékolik
kratSich kalibracnich graft, pficemZ se vzdy rozsahy
dvou sousednich ¢4ste€né prekryvaji.

9. Vdzend linedrni regrese a jiné metody kalibrace

V praxi se Casto stavd, Ze pfesnost se méni v za-
vislosti na koncentraci. Nejcastéji se absolutni hodnota
smérodatné odchylky zvétSuje se zvétSujici se méfenou
hodnotou viz obrdzek V.5a, zdvislost odezvy (response)
na koncentraci (concentration). Na pfislusném grafu
residuf - odchylky jednotlivjch méteni (residuals) vs.
predikované hodnoty (predicted value) resp. hodnoty
métené, je to jeSté 1épe patrné (obrazek V.5b). JestliZze
jsou zmény presnosti statisticky vyznamné, pak je
vhodné ke konstrukcei kalibraéni zavislosti pouZit vdZe-
né linedrni regrese.

VétSina statistickych programovych balikti umi
vazenou regresi pocitat. Vytvofeny regresni model je
obvykle podobny modelu nevazené regrese pro "dobra"
data, tedy takova data, kterd nevykazuji vyznamné
zmény piesnosti se vzristajici méfenou hodnotou. In-
terval spolehlivosti predikce je ovSem jiny.

Jiné Casto pouZivané metody kalibrace jsou jed-
nobodové kalibrace a tzv. "bracketing”". Tyto postupy
jsou popsdny napt. v ISO 11095 (3).

10. Zdvérem

1) Vzdycky vyneste data do grafu. Nespoléhejte
se pii posuzovani zavislosti pouze na regresni statistiky.
Kuptikladu samotny korelacni koeficient neni spolehli-
vym ukazatelem dobré shody.

2) Vzdy zkonstruujte graf residui a vezméte jej do
uvahy pii posuzovani zavislosti. Je to cenny diagnostic-
ky néstroj.

3) Vyloucete vlivné body (typu "leverage", typu
"bias" a odlehlé body) pouze tehdy, jestlize lze urcit
pficiny jejich vzniku.

4) Uvédomte si, Ze regresni Cdra je ¢drou, kterd
nejlépe vyjadiuje zavislost dat. Je tfeba vzit v uvahu, Ze
tato ¢ara ma svoji urcitou nejistotu resp. neurcitost.
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Obrazek V.5 Grafy typické zévislosti odezvy piistroje na koncentraci.
Prehled symbolii
symbol vyznam
X nezavisla (vysvétlujici) proménnd, napf. koncentrace sady kalibratora
Y zavisld (vysvétlovand) proménnd, napf. odezva piistroje

X; nebo Xj hodnota x pro i-ty nebo j-ty bod

yj nebo Yj hodnota y pro i-ty nebo j-ty bod

- pramér vsech y hodnot kalibrace

a4 . . PP w2
primérnd hodnota odezvy pfistroje pro m replikatl jednoho méfeného vzorku

Sx vybérova smérodatnd odchylka hodnot proménné x v kalibraci

Sy vybérova smérodatnd odchylka hodnot proménné y v kalibraci

a intercept regresni ¢4ry (hodnota Y pro X=0)

b slope (sklon, smérnice) regresni ary

m pocet paralelnich stanoveni (replikati) pro jednu hodnotu x

n pocet bodi (part x;, y;)

r korela¢ni koeficient regrese metodou nejmensich ¢tverci

RSE smérodatnd odchylka residui (residual standard error)

residualy, ¢ nejvetsi residuum

t kritickd hodnota ziskand z tabulek t-hodnot pro n-2 stupné volnosti




