
AntoninSochor

Klasickf
nnatcnnatrGka
logika

Unircrzita l(arlova v Prrze
NaHadatclswi Kerolinum

2@l



R€ccnz€nti: Prof. RNDr Pctr Hijek DrSc-
RNDr. Milan Matousck

@ An@nin Socho!, lool
@ Uoiverzita Karlorz v Pmzc ' Nrkladatelswi Karolinum' 2ool

ISBN 8o'4co2r8-o

PREDMLUVA

Tento text pojedravi o matematick6 logice oa tiech rriznd obtizn:fch irovnich'

(Jrooefi. I: Uvod celdho textu a ivody jednoilivich kapitol se snaii objasnit'

o co jde v matematickd logice a v jednotiiqfch jejich adstech Pii tomto popisu

"" "o^Zi-" 
co nejvice omezit pouziti symboliky. Tyto iSsti textu by tedy mdly bit

piistupnd pro vdechny, kteii se chtdji sez&tmit alespoi v nejhrub5ich rysech s idejemi'

vfsledky a srndioviinim matematick6 logiky.

Snaze intuitivnd vTsvdilit zdkladni ideje matematickd logiky odpovid6 neobrakle

zDaani rozsah t€chto neformdlnich d6sti naleho textu

Mezi nejvfznamn6jii v;fsledky matematickd logiky patii v€ty o neriplnosti Uvod

ke ttvd6 kapitole je pokusem popsat tento velkolep;i objev co nejiotuitivDdji Piitom

se sDaiime dokonce o neform6lni plokizdni v6t o neliplnosti, nikoli o pouhd jejich

r,Tsloveni.

K nejzajimavdjsim visledkrim matematick6 Iogiky n6leZi ProkMov6Di toho, ze

nEjaki dikaz neeistuje. Iotuitivni objasn6ni metod, kter:imi lze takov6to visledky

ziskat, nalezne ;tenii v dluhd dtsti tivodu k posledni kapitole.

Tyto rivody jsou pochopitelni psriny i pro ty, kteii se cht6ji s matematickor Io-

gikou seznSmit podrobDdji a budou pokraiovat rovndz ve 6teni dalsiho textu T6mto

iten6irim viak doporuiuji, aby se pozddji k irvodim jednotlivich kapitol znovrr vr5-

tili. Myslenky fvodri se pochopitelnE vice objasni po projiti piisluin6 kapitoly po

piedteni podroboEjsiho a formdln€jsiho textu bude ateniii hloub€ji chapat inttitivni

v:iklad obsaZeni v rivodu.
V textu se snazim i o nivMnost n.r histolicki vivoj pojeti logiky. Za zajimave

poklidrim zejrn6na piipady, kdy piistup matematick6 logiky vyzdvihuje jako zdvaz-

nrl piesnE ta mista, kterd za drilezitd. pokl6data i antick6. nebo scholasticka logika

Chci zduraznit ty pdncipy, jejichZ vliznamnost je nahliZena jak z form:ilniho, tak

i z intuitivniho hlediska.
Oroaeit II: Kapitoly I a II jsotl urieny pro v5echny z6jemce o ziiklady logiky'

Zde se jZ nevyh:ib6me form6lnimu z6,pisu, ale snaZime se ho zpiistupnit podrobn:im

iotuitivnim popisem viznamu jeduotlivich symbohi. Pomirn€ velkou pozornost tak6

v6oujeme vyzdviieni nejdtletit6jsich ideji. TeDto Piistup n6s nuti nezachovat postup

b€ini v literatuie, tzn. n€budeme popisovat visledky v iadi za sebou, v poiadi

dan6m pouze vhodnosti formiilniho dovozov6ni. Snaha o zvirazndoi nejz6vaZn€j5ich

my5lenek je formalnd naplndna tim, Ze v jednotlivich paragrafech naleho textu je

pomErnE m6,lo vEt (v primdru pouze tii); snad takov6to zvirazn€ni nejdrile;it6jsich

mist piispije k pieblednosti textu.
K tomu, co by m6l z logiky umit pouzivat kazdi rnatematik, viak patii i v€ty

o zavrid€ni novjch symbolt (tedy alesPoi x'dry z prv6ho paragrafu tieti kapitoly bez

prokazov6ni). Za povEimntti stoji rovn6Z rozbor implicitn6 pouzivanich visledki

matematickd logiky v ,,normilnim" matematickdm drikaze (viz pod6tek $1 kap IV)'
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Oroteir III: Zbytek textu je ura€n zdjelllctm o hlubdi studium matematick6
Iogiky a mriZe bit aten po jednotlivich paftiich, kter6 oa sebe piili5 neodkazuji.
Takovdto relal, ivn6 samosralnd oblasti  jsou zpjmdna:
(a) vEty o neriplnosti aritmetiky (lop. IV); ve atvrt€ kapitole jsou pomErn6 lehkd

prvni dva paragrafy, kte.6 mohou slouiit jako krdsn6 cvideni pro dokazov6ni
v axiomatickich teoriich,
teorie modehi (kap. V);
rozhodnutelnost teodi (viz 51 kap. VI);
interprctace (viz $3 kap. VI);
souvislost dokazatelnosti a virokov6 dokazatelnosti ($2 a S3 kap. IIl); tato partie
patii k obtiZnEjiim.
nedokazatelnost Goodsteinovy vdty v Peanov6 alitmetice (dodatek k posledni
kapitole); tato ldst ndleii k tim paxtiim knihy, kter6 dosud nebyly dostupne
v desky psand literatde.
S vfjimkou p6td kapitoly se v cel6 knize nepiedpoklSdaji Zddnd n\aten\alj,ckd

ztralosti. Naproti tomu (zejm6na pro dteni textt tieti irovn6) se piedpokl6d6 schoF
nost a zejm6na oc,,rord myslet.

K teorii modehi je potieba z tt zitklady teorie mnoZin. Aby se dtenrii mohl
zabivat po\ze piedlozenim textem, jsou potiebnd rivahy piedvedeny ve cvitedch
(zejm6na ve tieti kapitole). Tato cvideni maji poukazovat na z,ie potiebDd z teorie
mnoiin, ale svou strutDosti jsou koncipoviioa spiSe jako piipominka toho, s iim se
jiL iten;ii n6kdy alespoii v minimiiLri miie sezn6mil.

V dob6 psani tohoto textu byla autorova vEdeckS priiae podporovena z grantu
1019901 GA AV CR. Kniha byla naps6na v T$u.

Autor je velmi vd€aen recenzentrim Prof. P. Hrljkovi, DrSc. a RNDr. M. MatoG-
kovi, CSc. za ceno6 piipominky a n6vrhy, kterd vedly ke zkvalitn6ni piedkl6da-
n6 knihy. Pod6kov:ini nilezi iakd kolegtm K. Bendovd, J. Krajiikovi, P. PudlA&ovi
a J. Sgallovi za rady a diskuse Dad textem.

Autor ddkuje zejm6na L. Bdhounkovi za pozom6 pieateDi textu a za piipominky,
kter6 znain6 piispEly ke zvllSeni kvality knihy.

PodEkovini patii rovn6Z J. Hanikovi, Z. Honzikov6-Hanikov6, R. Honzikovi
a M. Rijsslerovi, kte;i piedeili rozs6bl6 l{sti tdto k[ihy a posk]tli cennd, upozor-
ndni a d6le tak6 M. Pelilovi a B. Sobotkov6 za piipooinky k nEkterim ddstem textu.
DEkuji ta.k6 J. Mazurkovd, kter6 Eapomohla zlepsit jazykovou striiDlu textu velice
podstatnim zpisobem.

Sv6 Zen€ d6kuji nejen za to, Ze pietrp€la m6 zahled€ni aa pri4ci na tomto textu,
avsak tak6 za to, Ze piitom bylajestd schopna pomoci odbornou radou ke zkvalitnini
knihy.

Pies to vse zist6vd v knize mnoho nedopatierf, nejasdosti a velice pravddpo-
dobaE i chyb. Prosim viechny, aby mE na tato mista upozornili; ta.kov6,to pomoc mr
piipadnE umoZni nabizet enata, a tim napomriZe pozd6jsim studentim.

UVOD
JaL tzifi rozLm sebe rana?
Nebot no ton til.ti nejxic!
Marcu AuElius, HovorY k sob€

Vdtsina piisluinikrl druhu homo sapieae si vi4Zi rozumu. Tato ricta k rozumu jde

ta.k daleko, ze pro (tdmEi vsechny) stiedov€k6 myslitele je dokonce i uiefiLoholtci Bf.h

,,podiizen" rozumu (sv. TomtS Akvinskli v Teologick6 sumd: ,,Odpovidrim: Mtni se

iici, ze pod vsemohoucnost Bozi nespad6, co obsa.huje odporovini."). Pova;ujeme

za samoziejmd, Ze umime spr6vn€ uvaiovat, ale t6mii nikdy si neklademe v:islovnE

ot6zky tnu: Nemize trastat situace, kdy samo usuzov6ni nris dovede do neiesitelnich

rozponi? Co to doopravdy znamen5 n6co dokrizat? V jak6m rozsahu miZe bit pii

dokazovani (matematikova) intuice nahrazena mechaDickim kalkulem? Existuji meze

naieho mysleni? Shodujeme se vsichni v tom, co je spr6vn6 usuzov6ni? - TEmito

a mnohtimi podobn:imi ot6zkami se zab;iv6 matematickii logika a alespoi v minimrilni

miie budou piedm€tem i tohoto textu.
JiZ na zaaiitku viak zdirazoEme, Ze v logice jde o to, j4* usuzujeme 0ak m6-

me sprri.vnE vyvozovat dusledky), a nikoli na podkladd ieho k z6v€rirn piich6zime,

neboli neni piedmEtem logiky zkoumat, jakjm zprisobem a proi volime piedpokla-

dy. Ov€iovrini piedpokladri, z nichi vyvozujeme (odvozujeme) dusledky, je ot:izkou

zkugenosti, jin6 v6dy, nebo viry (piijimand nEkdy v6domd, iasto viak podvEdomi).

V matematick6 logice se dokonce nestar6me o to, zda a v jak6m smyslu jsou pied_

poklady pravdiv6, ale pouze o to, zda je spr6vn6 agvozeni, a to miie byt spr6vnd

i v piipadE, Ze piedpoklady nejsou sprdvn6. Logika formuluje explicitnd ty zdfivod'

iiovaci (dokazovaci) koky, kter6 poklid;irne intuitivn€ za sprilvn€ a zkoum6, falto

vznikli 6yst6m.
Pii takto vymezendm oboru zkoumeni, matematick6 logice repiislusi iesit otdz-

ku, zda postihuje cel6 lidskd nly5leni, tzn. jestli se rozum projevuje i jinimi zpusoby
neZ vyvozov6nim disledkri z piedpokladri. Naproti tomu ve vymezend oblasti - a je

to oblast pokdvajici podstatnou oblast lidsk€ho rozumu - dosahuje matematicki
logika hlubok6ho pozn6ni.

Na zdkladd stiedov€kdho chr4pSni definujeme obvykl€ logiku jako v€du o sprdv-

n6m uvaZov6,ni, i kdyZ privodni ieckd chiip6ni bylo pon€kud 6h3i (lo8os m6 vice vi-

zDami: iea, slovo, myslenka, rozurn, smysl, etc ). Neni irielem tohoto textu zkoumat
dEjiny logiky, uciime jen nEkolik poznamek.

Za zakladatele logikyje poklSdrn Aristotel6s (384-322 pi. Kr.), kteri v Organo-
111) p6d6v6 syslematict?i popis ndkterych typrl uvaiov6ni a odd€luje spr6vn6 rivahy

A. S. ' )  " iz  [A]



zapodato vtbec nic", ale jiz u jeho piedchidcriz) lze d,oloiit ltziti logickjch princi-

pir, souvisejicich zejm6na s principem sporu (Z6n6n z Eleje asi 490 430), u Plat6na
(427 347) napi. priacip typu ,iestlize z piedpokladu "4 vvpliva negace "4, pak plati

negace J4'r. Doba rozkvitu logiky u Rekti trvala asi 150 let. Na Aristotela navazuje

Theofrastos z Eresu (asi 371-286, poldddani taki za zakladatele botaniky). SoutasnE

se rozviji zkoumrni v Megarsk6 Bkole, kde vynikaji zejm6na Eukleidds z Megar (Iat.

Euclides) (1360 pi. Kr.)3), Diod6ros Kronos (t307 pi. I{r') a Fil6n z Megar (kol 300
pi. Kr.). Pokraaovateli jsou stoikov6 Z6n6n z Kitia (asi 334-262, zakladatel stoick6

filozofie) a Chrfsippos ze Soloi (asi 281-208), kteri se udiv6 jako posledni z velkich

ieck:fch logikia). Ze starovikich logiki je tieba jeBti uv6st Gal6ua (129-199, zn6-

m6ho zejmdna jako ldkaie) a Boethia (asi 480-524/5), kteri svymi (komentovanimi)

pieklady do latily zprostiedkoval antickou logiku pozdEjlim uiencrim
Na an(ick6 visledky navtzali stiedovaci mysliiel6, napi fomulaci daltich principi logikv Vr'

chol scholaticke logiky je kladen k.6tce po jejich zal6't i.h, tza do 13 stol j po 14 stol. n8ti'vi

ritlum. Jako piedstdvitele uvedme Pouze Alb€lia Velik6ho (1193-1280), jehoz vyklad Adstoielorich

sDis'i mel veLiky vizGm pro d.lsi rozvoj logrky, Pet.a HisPania (1210 1277, Pozd€jsiho papeze Jn

na XXrt. Ounse S."tn txi 1264-1308, tvnlce fil@oficketeologick6ho smaru, kted dok6zal soupeiit

se seileE Tom:tne AkviGkdho) a Wiliana Occam. (1270-1347, zn,tm6ho folmultui tzv- O..amovv

biitvy). S.holsti.L:6 systematiinost ovtivnila nejen !&ledujici pojeti losikv, al€ i jeji eiuk-

V minul6m stoleti zadinii tozeoj matenatickd (symbolicJ<6) Iogiky, vyvolan;i

zejm6na potiebou upiesnit zd.ldady matematiky a zPiesnit pojmy matematickd ana-

ttizysr. Logickym.i paradoxy se zabjvali jii antiati mysliteld (viz drile), nicmdnE ob-
jeveni para.doxi v teorii mnozin6) piineslo daEi podn6t k intenzivnimu zkoumrni

logiky. Uvedme alespoi kitk! seznam viznadnich piedstavitelt7) matematickd lo-
giky: praZskj rod6k B. Bolzano (1781-1848), G. Boole (1815-1864), A.de Morgan
(1806 1871) G. Frege (1848 1925), G. Peano (1E58 1932), D. Hi lbert (1862 1943),

B. Russel l  (1872-1970), A. TaNki (1901-1983), Th.Skolem (1887-1963), A Chuch
(1903-1995), J.Herbrand (1908-1931), A. Turing (1912 1954), G. Gentzen (1909

1945, kteri v Praze piedn6sel, ale bohuiel8) i zemiel), a zejmdna brD6nski rodik

2) o antick6 locice s€ nte!,ii dovi vice napi v tBol, tBE. IKn-Knl nebo v [so]. ve dvou Posled
ba ciiovanich knihicb je tak€ popsina historie stiedovek6 bsrky a poi6tkv matematicke logikv

Zivotopisni ndaje o losicich stdsi doby se v rnzlich pramen€ch li6i, jedo6 se v:ak o minimtlni

3) Eokleid& z Mega byl z:tkem S6kratovin, Aristotels pak n6sledovniken Sdkratova trika

Plat6na, i to podpire domn€Dky o vlivr S6kraia na vzaik losiky

a) visledky stoickenesdsk6 5koLy je bohuzeL nutno rekonstruovat z Pozd6jiich praci, pivodni

pr6ce jsou ztrdeny.
5) V r. 1879 publikoval Frege spc o predik6tov6 iogice [Fl a v dnsbdku toho nakdv byvit tento .ok

spojoveD se vznikem mat€matick6 logiky- Jini spojuji poi6tek matemalick6 logiky s prei G. Boolea

[Boo] z r. 1854. V kr'd6n pitpad; je viak zjednodGentm koncentrovat d6ledobi procd vznikn 1.6to

di€crpliny da ied'ndho pi"dstavitd. ai na ledinou p.ti

6) Z pdadoxn t@!ie EnoiiD se zmilime v na5€E texlu Pouze o nejznrn€jsim, tj Ru$ellovd
paradoxu, viz cv. 29 kap. IIL

?) K.6tk6 pozn,imky €hllujici zivotopbnt data a nejviznan,n€j5i publikee n6kterich vlznanF

dicb losikn d.ldne itendi oapi v pr&i [J-v]
3) 

'iz 
P.Vihan, Zprtva o poslednich masicich a dnech Cerharda Gentzena P.otitich v Prue,

Jm6na trEkterich matematikri, kteii mdli podstatni vliv na rozvoj teorie modehi

najde iteniii u jednotlivl/ch vjsledkri v pStd kapitole.

Slovni spojeni ,,matematicke logika" rn6 zdriraznit, ie pro zkoumiini na.Seho

uvazov6ni se tasto pouiivaji metody bdin6 v matematice. Vizllaanim rysem mate-

matickd logikyjsou tedy id.eahzace a formalizace naieho usttzoudni Zanedbivime pii

tomto piistrpu veiker6 psychologick6 irspekty a zustd.vaji nrim jen postupy, kterd je

mozno kdykoli znovu opakovat; dokonce ovEiovini, zda nale usuzovrini bylo korektni,
je jiz natolik nechanick6, ie je lze sviiit stroji (pii hled6ni cesty, kterii vede k prokii-

ziini tvrzeni, se viak uplatiuje lidskS intuice). Aspekt formalizace je tak virazni, Ze

se iasto mluvi i o sym bolick€ logice. Formalizace usuzov6ni (dokazov6ni) jednak vede

k piesn6mu vymezeni, co usuzovriaim rozumime, a jednak umoini myslet o mysleni,
piesn€ji iedeno myslet o formalizovao6m mySleni Otizka, zda formalizace usuzov6ni
popsanii matematickou logikou skutedn6 vystihuje lidskd usuzovritri, piislu.Si spiie .to

oblasti filozofie nebo psychologie a nebudeme ji soustavnd diskutovat (i kdyi pozdE-
ji uvedend motivace zii.kladrich odvozovacich principt matematickd logiky lze takd

chSpat jako argumentaci, ze tyto principy skutetnd popisuji na.se usuzoviini). Zdriraz-
n6me ale, Ze pr6v€ formalizace umoinila ukizat iadu hlubokich vEt o na.sem (takto
vymezeDdm) usuzov6ni.

Formalizace usuzov6ni je podstatn6 i vzhledem k (logickfm) paradoxrlm, ke kte-
rim nyor obr6time svou pozornost.

Jak byste rozhodli, kdyby n€kdo zkoulel vaii soudnost stejnim zpisobem, jako
je zkoulen Sancho Panza v druhdm dilu Cervantovy knihy Duchaploi rytii Don

Quijote de la Mancha? Pied Sancha piedstoupil jakisi muZ a iekl: ,,Pane, velkd ieka
ddlila panstvi na dv6 aiisti, pies tu ieku vedl most a najeho konci st6la Sibenice a pan
t6 ieky, toho mostu a cel6ho toho panstvi vydal z:ikon, kteri znil takto: ,Kdokoli
chce piejit po tomto most6, musi nejdiive odpiis6hnout, kam md namiieno a co
tam hodld dilat; a jestliZe bude piisahat podle pravdy, budiZ ihned propuitEa na
druhou stranu, selZe-li vsak, af zenrie na tdto Sibenici, a 4ikomu nebudii uddlov6na
milostl' Co se vsak jednou nestalo! Xdyi vza,li zase do piisahy jednoho llovEka,
prohlisil a odpiisrihl jim, ie pifiel jenom proto, aby skoniil svou pozemskou pout
na t6 Sibenici u mostu a za jinou z6leiitosti pri Depiiiel. Soudctm byla ov5em ta
piisaha divnd a iekli si: ,Pustime-li toho muie svobodnd na druhou stranu, pak n6m
tu prrivE kiivd piisahal a podlc zrikona by mEl skoftit na Sibenici, a jestlize ho d6me
ob€sit, siim piece piisahal, ie sem piisel, aby zemiel na Sibenici, a kdo podle Pravdy
piisahri, mri blt podle t6hoi zi,kona propu5tdo bez pielciZek.' A ted je na v6s, pane
vladaii, abyste siim rozhodl, co by m6li ti soudcovd uddlat s onim muiem, nebof

Poboky matematiky, fyziky a st.onomie 3E (1993), 291 296
e) Leibniz'iv piiDos spoitv6 zejn6da v ideji maiematizee Gtatnich v;d. Matematizace se stara

jedniE z n€jd'ilezit€jitch .ysn makmatick€ logiky.



logick;f paradox a iekl: ,,Ten v6i pocestnj mrize zrovna tak lehce skoniit na Eibenici
jako zr:stai naiivu, nebod pravda ho pied sruti ochr6ni a lez ho na smrt odsuzuje."

Sancho proto doporudil onoho ilovika propustit s (rnnnologickfm) odrivodne.oimi

,,Kdyz maji soudci stejn€ mnoho drivodi k tomu, aby jej na hrdle potrestali, jako

k tomu, aby jej osvobodili, af ho jen nechaji piejit volaou nohou na druh;y' bieh,

nebof chv6lyhodndjsi je piece vZdycky konat dobro ned rozmno;ovat zlo Je-li

spravedlnost na viih6ch, je l6pe uPustit v ond vici od trestt a piiklonit se spiBe

k milosrdenstvi."
Analogick6 paradoxy je moZno nal6zt jiZ u stariich autorirlo) Nejzn6mij5i je Pa-

radox lh6ie (ch.4pan6ho jako dlovika, kteri nikdy nemluvi pravdu) piipisovanirr)

Eubrilidu z Mildtu (4. st. pi. Kr.). Paradox je tradov6n ve dvot verzich: ,,Kr6[on
Epimenidis fekl, ie usichni Krd[ani jsou lhdii" rcbo ,,V tomto oharnZilcll lhr" -

ozvdnou prvni verze je pravd6podobnd i ver5 1,12 listu sv. Pavla Titovi: ,,Jeden
z nich, jejich vlastni prorok, iekl: Kr6fan6 jsou lhiiii . . "; &uh6 verze je citovina

Ciceronem (106 43 pi. Kr): ,,JestliZe po pravd€ iekneB, Ze lZe5, IZe!?" UvEdornme

si, ;e prvni verze neni neiesitelnim paradoxem: pokud Epimenid€s mluvi pravdu,

p* taZdi Kr6t'an (a tedy i on s6m) IZe - spor; jestlDe v5ak Epimenid6s lZe' pak

neplati, Ze v5ichni Kr6dan6 jsou th6ii; za oegaci liroku ,,vdichni Kr6tian6 jsou lh5-

ii" vsak povazujeme vyrok, Ze existuje alespoi jeden Kr6dan, kterf mluvi pravdu

(alespoi ndkdy), a tedy pokud existuji nejmdnE dva K#fan6, tak spor nedost6v6me.

V druh6 verzi dostdviime spor v obou piipadech ipln6 stejnd, jako se do sport dostal
5ancno'-/ .

Z novdjsich uvedme jestd Berryho paradox. Existuie piirozend iislo, kter6

nelze v iegtind popsat pomoci m6nE nez tiiceti slabik, nebotl v3ech slabik, a tedy

i v3ecb jejich (uspoiridanich) tiicetic je jen kooednd mnoho Nejmenii phrozeni

iislo, kterd nelze popsdt pomoci. mdnd neZ tiiceti tld6it, je vsak pops6no mdtrE nez

dvaceti sedmi slabike.mi13).
Piedchozi paradoxyra) jsou zaloZeny na tom, Ze vipovEd se vztahuje sama na

UVOD

10) Podobni piedch@imu ie napi. sroicki paradox k'okodila' kteri enzeme formulovat n:i

sledovn€: K&kodil unesl diiE a slibuj€ matce' Ze ho vr6ti, prnv€ kdyz odpovi po pravd€ na ottku

.,V!:itim dit6?" - pokld Zena odpovi ANO, nnze krokodil dit€ vr6tit i nevritit a vidv ddtoji

sv6mu slibu, odpovlli zeoa NE, Dedostoji krokodil sv6nu slibtr likdv- Do souvislosti s aniickimi
pdaddy se sluii zd.dit lak6 znrni S6kratnv virok, kterije vvbrnn jako notto ke itvrt6 kapitole

rr) dl€ Dioc€na LaErtia
1') Sraha o i*eni se vjrazna objevu.ie jit v altice, naPi Arisioiel6s uvazuje n6kter6 vEtv iako

pravdivd, al€ lziv6 v n€jakich dpektech. Filtt& z Kou (3a0-285) s€ Pai Pdadoxem tak zabyval' at

I3) Poznamenejme, ze v i€5tilE se podsiata Bellyho para.doxu kr:isn€ Projevuj€jit piijeho formu-

l&i, protone kdyby.hom v popisu aisla nahradili slovo ,,tiiceti" slovv ,dvm€ti sedmi"' tak bv poiet

slabik v popisu vzrGtl na 28, bylo by tieba tedy slova ,dveeti sedmi" nahradit slovv 
'dvaceti

deviti" , ale pii iomto popisu poiet slabik op6t vzrct€ Da 29 Paradox bvl Publikovnn v knize

tw-Rl.
ta) Aod" d"lai"h p{"d"*nje mozno lal6zt v roztonil6 knize [Sml] Bude-ti alenai pozorni, iistd si

poviimne, ie volba mnohich pda.doxi v citovm6 kdze sm;iuje k objdn6ni Prvni vitv o neriplncti,

ktelou se v Da;em textu bud€me zabivat v kap- IV.

sebe - napi. vfpov€d,,lZu" aplikujeme na tuto vitu samu, a z toho vywozujeme,
Ze neni pravda, Ue lZu, Ve snaze odstranit paradoxy navrhl B. Russellrs) rczddlovat
myileni do rtznlch hladin (viz [W-R]), nebot' tak se vylouCi vlastnosti, kter6 lze apli-
kovat na sebe. Popisovat vfpovddi z n€jak6 hladiny a rozhodovat o jejich pravdivosti
je totiz v Russeuov€ pojeti povoleDo pouze z hla-ditry vy55i. V naiem textu vystaaime
se dv€nu hladitrami, k jejich piesnEjiimu popisu se za okamzik vr6time.

V prvnich kapitolich textu zachov6,v6rne tradidni rozddleni na virokovf a pre-
diketovi poaet, kter6 se datuje jiZ od antiky, nebot' Aristotelds a jeho odsledovaici
se zabjvali prediki{tovim pottem, stoicko-mega.rskii Skola pak poitem v;itokoqfm16).
Stoikovd dokonce kladou zriklady a-xiomatickdho piistupu k qfrokov6mu poatulT).

Vztah virokov6ho a prediknbv6ho poatu lze - s vadomim, Ze kazd€ piirovn,ini je nepiend -
piirovnat ke vztahu chemie . fyziky. Chemie zkoum6jednu velikostni nroven (nolekulovou) hmon
n6ho svata a 

'irovli 
Dizii (.iomftni a subaion*ni) i vy56i (fyziku tel6) zkoumi fyz'kai ualogicky

mnzeme ch:ipat, Ze virokovi poiet vydEhje ,,stiedni" {roven matematick6 logiky. Virokovy poaet
totit zkoum,i vldinosti losickich spojek. znkhdtrim pojmem j€ piitom poj€n viroku (Debo pojen
virokov6 pronEnnd), jehoz strukturu jiz tento poaet ddle deanalyzuje. Naproii tomu predik6tovi
poaet se z.jimt o predik6ty, promidnd a logick6 funkce, tra jejichi z6klada s€ vytvteji dpov€di,
kterin je piiiaditelnt pravdivGini hodnota (viroky). Zkoun6ni tohoto druhu se dt ch6pat jako
pr6.e na nrovni ,,nit3i", ne, je nroven virokoviho poaiu. D6le predik6tovi pdet pr&uje s kvanrr
fikei a formule se souidli buduji pomoci losickich spojek a kvanlifrlcirorn (v bmto sm€ru jsou
l€dy logick6 spojky a kvantifikitory ch6pateln€ na ,,siejn6" n.ovDi a jejich uziti opakovan6 atter,
nuje). NicndnE v€ta o prercxnim ivsu (viz 15 kap. n) ukzrje !a notrost posunout kvantiffk&i
a, aa znvEr tvorby formule, a tento uisledek lze ch6pat jdko hoznGt odsuruti tohoto piosriedku
prediktov6bo poitu a.Z !r 

'i.oven 
,,vyaii", nez je popis chov6ri logickich spojek.

Je ziejm6, Ze neni tieba vjrokov! poiet vydElovat a celou matematickou logiku
je mozno zkoumat najednou. Mnozi autoii takto postupuji, nebof je to rychlejii
a protoze tr6kter6 rivahy je mozno prov6st najedoou pro celou matematickou logiku.
Pii rozhodnuti, zda pojednat o celd matematickd logice najednou, zi4lezi tedy zejmdna
oa vkusu pisatele, driJi piednost postupu od jednodG5iho ke sloZit6j5imu, anebo
zvoli-li sevienost vfkladu. K oddEleni zkoumd,nj vyrokoveho a predikdtovdho poltu
n6s vedou zejmdna oiisledujici drivody:

1) Popis vlasttrosti logickylch spojekje nutno v kaZd6m piipadi prov€st. Metodou
cel6 matematiky je abstrakce, kterii umoiiuje prczkoumiini toho jevu, kteri je pri-
v€ zkoum6n, oiistEn6ho od jevri dalBich. V piipad6 vjrokovdho poitu tuto abstra.kci
neprcv6dime ve snaze proniknout hloub6ji (stejnE dtkla.dni rozbor mrlzeme a v6tsi
nou dokonce musime prov6dEt i v piipadE, Ze celou matematickou logiku zkoumd,me
najednou), ale snaiime se jeji pomoci vice vyzvednout specifick6 vlastnosti implikace
a negace (na rozdil od kvantifikace).

2) Vjrokovj poiet je podstatnE jednodGsi a je moino v ndm ul6zat mnohd
metody, kter6 jsou pak ve sloZit6jii formd popsiiny v poztu predikitov6m, tedy zvo-
leni piistup je m6n6 n:ilolni a usnadiuje pochopeni podstaty mnohich technik.

15) Russell je znnm tak6 svim paradoxem v teo.ii mnozini zopakljme cittui cv. 29 kap- III.
r6l V textu piipisujeme r€kt€ri pravidla virokov6ho pottu nekritm mimo tutoSkolu. Avsak rakove,

to odk&y je mozno uaiDit pouze s li.e!ci, Zese odl.@uje@e aap.avidla, kiert pouiivali v piipadech,
kier€ dbs {ormauzujeme foreulemi s predjk6ty.

17) viz cviieni 7 k Drld kaDitole
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modelem, s6mantiku poitu predikitov6ho nikoli; virokovi poaet je rozhodnutelni

(tedy v jistdm smEru ,,jednoduchi") a predikitovi nikoli (podrobnosti viz d;ile)

3) O tom, v jak6m smyslu lze omezit dokazovri.ni v predik6tov6m poitu na Pro-
stiedky odpovidajici poatu virokov6mu, vypovidaji pom€rn€ blubok6 vdty uvedend

v kap. IlI (zejm6na Hilbert-AckermanDova vita). Zdd se, Ze pochopeni podstaty

t6chto vEt usnadni piedchozi samostatnd zkoum6ni virokovdho poatu

Podle jindho hlediska d6lime logiku na syntax (zabivajici se ot6zkou dokazatel-

nosti) a sdmantiku (zkoumajici pravdivost)r3). Zir,kladnim vztahem mezi s6manti-

kou a synta-xi jsou v€ty o korekttrosti a riplnosti (tzn. dokazateln6 jsou priivE vSechny

pravdiv6 formule, viz $3 kap l a $5 kap. II).

Uvedli jsme, Ze pii formalizaci 
-ySioi 

j" uhodo6 rozliiit dvd hladiny vyjad-

iovrini: bladinu (,,vySsi"), na kterd formalizaci provri.rlime, tzn. na kte# budujeme
y9lqkorli a predik6tovf poiet, a hladinu qirokov6ho a predik6tov6ho Poatu (hladinu

,,formalizovandho mylleni" ). Podstatn6 je, Ze ob€ hladiny by mily zachycovat nli'(

zprlsob mysleni, kazdr{ ale vjin6 podobi Na hladin€ ,,vy55i"' kterou naziviime meta-

matematikou, prov6dime intuitivni (neformalizovan6) rivahy a pouziv6me bEin6ho
jazyka. Naproti tomu pro ,,nizsi" hlarlinu (hladinu matepatiky) budeme piesn6 de-

frnovat (z pozice metamatematiky) pojoy jazyka, formule, dri](azu a dokazatelnosti
(synta-r) a pojmy modelu, splnitelnosti a pravdy (s6mantika) Zopakujde, ie rozlise-

nim dvou hladin myileni jsme schopni do znadn6 miry (i kdyz ne zcela) se vyvarovat

,,aplikace vlastEosti na s€be samu"; timto zprisobem odstraiujeme Paradoxy v:ise

uveden6ho typu. V jak6m smyslu zrist6vaji zbytky moznosti aplikovat vlastnost na

sebe salnu, budeme zkoumat ve itvrt6 kapitole; v Zridn6m piipadc vsak tyto rivahy

uZ Devedou k paradoxtm.
V souvislosti s piedstavou zkoumSni formalizovan6ho mysleni z pozice metama-

tematiky neodol6m a uvedu: ,,Rozum, pr6v6 tak jako oko, zatimco n6.m umoziuje

vidEt a vnimat ostat[i vdci, nezaznamenivS s5,m sebe; vyiaduje obratnost a lisili po_

odsunout ho na jistou vzdiilenost a uiinit ho sobE samdmu objektem" (John Locke,

Esej o lidskdm rozumu).

RozliSenim bladin mysleni se 
^tinzni 

ot6zka, co minimriln€ musime vzit za

,,intuitivni ziejm6", tzn. jak silnou metamatematiku musime piedpokl6dat Nejprve
popiseme n6kolik piijatelnich postojt, pozdiji budeme takd argumentovat pro to,

ze na.l6havost otazky po sile metamatematiky se jevi zcela rtznd z hlediska filozofie

a materaatiky. Pokud by se itendii zddlg ndsledujici rhtahy nadbyteind a ognechal by
je, nechl se k nim unitl pied itenim irod kap. III, zejmina u;ak pied. kap. IV

rB) Syntq je moino popsat jako nauku o znacichjako takovich a o YztMich mezi nimi Sdmaniikn
pak popiSeme jako nauku o vizranech znakn

ovoD

Piijetim potencirilniho nekoneina rozumime piijeti moinosti bez omezeni apli-
koyat kdykoli znovu a znovu u€jakj zvolenll postup, napi. postup ,,piidit6ni jednia-

ky". Piijetim aktuiilniho nekonetna rozumime akceptaci nekoneindho souboru jako
jednoho celku (akceptaci nekon€dn6 mnoZiny)ls).

Nejprve si uvEdomme, Ze postoj, kteri neakceptuje v potiebn6 miie ani poten-

ci6ld nekoneano, nedostaduje pro vybudovd.ni formalizovand logiky. Bez piedpokladu
potenci6ldho nekoneina totiZ neni moZn6 prov6.dit ani nejjednodu5Si rivahy mate-
matick6 logiky, nap;. bychom nemohli ani negovat ka;dou formuli (ted mluvime
o e-rrstenci negace formule a nikoli o tom, zda tato Degace je s n6iim jiZ diive se-
strojeD:fm ekvivalentni), nebylo by iiz mozno defiDovat niie popsanlm zprisobem
formule, a to ani virokovdho ani predikrltovdho poitu, o pojmu dtkazu uZ vribec
nemluv€, etc. Vie by muselo bit omezeno na piedem danou slozitost. Prcto se po-
stoj niislednE uveden;f jako prvni moZuost jevi jako nejslabii moinj pro vybudoviini
matematick6 logiky.

1) Prvni moznosti tedy j€ piijmout v metamatematice potenci6,lni nekonedno,
ale aktu6lni nekoneano jii neakceptovat.

Z frlozofick6ho hlediska je pondkud protismyslnd popircvat int'itimi postoj /omttlna t@tii, ak
piipustme !a okan ik ta.l@vito popis jako virs snahy o piesn€jsi vymezeni. Uvedendmu finitnihu
postoji by tedy odpovidala budto Pemova aritmetika PA (viz $2 kap. IV), Debo teorie koneanich
tunortt ZFF." (Ze.meleFrrenk€lova imri€ .z]r je pops6na ve cv. L4 kap. lll; ZFFi" je teotii ZF,

€ kter6 je dion Dekotreina Dahrd€n svoji n€s&i. Teorie PA a ZfFi" jsou ,,stejna'0) siln6",

z eti jen na vkusu, zda d6t€ piednost jayku t@!ie mDozin ii ditmetiky2l)). Potiebu jakesi22)

&itm€tiky (potenciiiJniho lekoneina) v h€tadat€matice nizeme ch6pat jako podporu zn6mdho
Kroneckerova viroku ,,Pii.ozeo:i. aisla jsou od Boha, ctatDi vymysleli lid6.".

Zastdnci popisovandho postoje maji dostatek prostiedkli pro tvorbu synt&xe
a ov€ieni vlech jejich tvrzeni uvedenich v textu, a to jak virokovdho tak predikSto-
v6ho podtu.

V s6mantice vjrokov6ho poatu potiebujerne pii zkoumiini ,t vjrokov;y'ch pro-
mdDnych prov€iit 2t piipartri. V soudasnim kontextu je podstatnd, Ze ta.lovichto
piipadt je pouze konednE mnoho, a tedy i s6mantika frokovdho pottu je zvlSd-
nuteln6 pii uveden6m postoji (podrobn6ji viz $$1,3 kap. I). Naproti tomu model
v predikitov6m poCtu defiDujeme (viz 52 kap. II) jako mtroZiau spolu s nCkterlimi re-
lacemi na t€to mnozin€. \GtBiDa matematicky zajimavich teorii mii pouze nekonean6

re) Ke vztahu poteqcii.ldbo a akru6lniho Dekoleam piiiinime je6t€ Dekotik poz!6mek v ,ivodu
ke tieti lapitol€. J€ via& potieba zdireuit, Ze piijetim potelcii;lniho ii dokoDce akt!,ilniho nekG
neana lezpochybnujem€, te pro n€hter6 probl6ey je vhodn6 & onezit oa kouean6 soubory (napi.
koleana nnoho vi.okovich prcnduich a lornule pouze uraitLi slozitcti).

20) viz prvni dva piiklady $3 kap. VI
2r) Z t€cbto dvou mozlosti se zd:i intuitivu6j6i pouzit pojm,i teorie ooozin, a toto budeme ainit

v !,isledujicicl pdaglaf@h i my. It moznosii pouzii j&yk &itmetiky s€ velmi dikladnE vrttime
v $3 kap. IV.

22) Peaiova aritmetika rezduauje poue exisienci libovolDa velkych piirozenich icel, ale j€jim
podstaiDim rysed je noznost indukce. T6to moznGti pii budov6nt matehatick6 losiky podstaiD6
vylzijeme, iadu tvrzeni budeme prok&ovat indukct. Nicm6o€ pokud pijp8iime mozDost formilniho
pop;u metamatematiky, j€ namGtE 2kou6at i ot6aku, zda indukci (ekvivalenrn€ sch6ma nahleeni
v teorii koDeanich mnozin) potrebujemev pln€ 5iii. Uvahy tohoro druhu budou vedlejaim produktem
zkoumtni ve atvri6 kapitol€ (uk6zen,e, te stti indukce pro vlatnGti omezetr6 sloZitosti).
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kritov6io poitu. Ctidelova v6ia o riplnosti (viz !5 kap II) v oboru koneinich modeli

prost' neplati,. To vede k tomu, Ze zastiivi{te-li uvedeni postoi, nemiZete napi pou-

iit de-onstraci (ryze syntaktick6) vEiy o zavedeni funkce provedenou sdmantickimi

prostiedky a rvedenou v $1 kap. III, ale musite pouzit podstatn6 obtizndjsi cesty,

napi. demonstrace popsand v $3 t6ze kapitoly.
2) Druhf moZnj postoi je akceptovat aktu6lni nekonedno v ,,omezend miie";

takovito postoj neni mezi matematiky piilis rozsiien, zmiiujeme ho jen pro iPlnost'
Uvedeni p6toj by odpovidal napi. Gddel-Belnavsov€ i6rii koneinich mnotin G.BFi" (v G':i

del-BernaysovE teoriiGB, popsan6 ve.v.21kaP III, nahradimeop€t *iom nekonetnajeho nesact'

Nvni sice st6l€ nemtme neko!€in6 mnotinv, al€ m6me objektv (iiidv)' kt€r€ jit nekone'D€ Jsou
{(ddd mnozin" r"  t r idou, aledLtuj ,  t f idy. l ' te,6 

^ejsou 
mnotrxrni  Napi  sral"  nPpxistuic nnoi ind

'S..t' 
oiit"".nri.i ai*|, ale existure tiida - tedy objekt teorie vSech Piirozenich aisel-) Pii

ak.€pt&i toboto I'ostole mizeme deGnoval, modelv zcela analosickv, jak je popsrioo di;'le v textu,

ale nebudeme vyzadovat, 3by jejich utiverzun bvlo frnozinou; Piip6time' Ze je Pouhou tiidou

Pii plii.i s tiidami mime v uvedetr6 formnlni reoni Podstrtna omezeDejn Prosiiedkv Dez pro Prtci
s m;oz,nami,  

"1" 
Ci jdelovu vetu o uploosi ,  J i i  lsme "choPni ukiat ' ' )

3) Posledni moznosti je pln6 akceptovat aktu6lni nekoneano. V tomto piipadE
jiz jsou prostiedky naprosto dostaiujici pro v5e, co bude diile popsiino

Fo!4aliz&i tohoto postoje je napiiklad Zernelo-Frenkelova teori€ mrcrj\ ZF, db nnzem"

uvazovat i jeji lnznt z6ileni a Popiipada i oslabeni

Pii tomto piistupu se objevuji probl6my zcela nov6ho druhu. Nyni mrime Skilu

riznich typt modelt a je zapotiebi zkoumat, kter6 piedpoklady (napi. dod^tein€
axiomy) zaruduji existenci modehi danich vlastnosti. Touto problematikou se zabivS

teorie modeli, kter6 s€ v tomto textu budeme vdnovat v omezend miie v p6t6 kapitole.
Pii podrobnajiim rozbor! je vlak siiuace i Pri PoPisovan6m postoji slotit€jlt. Pro denostra-

ci v€ty o kompaktnosti poutijene najakou formu dionu viEru (folmul&i tohoto diomu viz 03
kap. Ii v citovan€n parasrafu dokonce uHz€me, te se bez nEiak6ho Piedpokladu tohoto.ivpu nec

b€jd.-.). o *i.-;vib;!u je ,n6mo, te neDi v i&rii mnozin dokMaielni (pm zF viz [c]) a $u-

aon; konstrukce korotruktivnich mnotin zaruii i n€doku.ielnost nesee *iomu vyb€ru (viz [Ga]):
je proto nejen mozn6, a.le iakd vhodn€ zaiit rovnou v ZFs dionen vibEru ji1 od samdho po"t'

. Pii zk"um6ni t€ori€ model,l v kap V se ukize t:tdouci pro ndkte.6 nvahv piijimat dokonce

podstatna siln€jli piedpoklad, toiiz zob€cn€nou hvpot6zu konlinua

Volba n6kterdho z piedchozich stanovisek je podstaind dtlezitdjsi z hlediska

filozofie nei z l ediska matematiky. Z Iilozofick6ho hlediska je totiz hladina metarna-

tematiky pevn6 d6na, nebod by m€la popsat intuitivni postoj alovdka. Naproti tomu
v rrirnci matematiky lze (a aasto to tak6 d€liime, viz napi. kap- fV) silu nletamate-
matiky mdnit- Miieme napi. na zaadtku skutedni zaait na intuitivni hladinE a vy-

budovat axiomaticky popsanou teorii (napi. aritmetiku nebo teorii mnozin). V tdto

teorii pak miime nebo rrybudujeme piirozeo6 iisla - naz;ivejrue je formrilnimi2a)
piip. matematickirri piirozenimi iisly. Tato formiilni piirozenii disla zernmi b;it to-

toznii s intuitivnini piirozenini disly (piesn6ji: mohou existovat formilni piirozeni

23) Jidd teorie majict pouze kon€nn6 mnoziny, ale PiiPouitajici nekoaean6 iitdv isou (v poia

di repektujicin mirn€ zesilov6ni t€olii) KeLley'Morsova teorie koteanich mrozin a Vopinkova

alieln;tivni teorie maoZin, kterin svoji siiou odpovidaji ditmetikv druhaho ii tietiho irtdu -
v aritmeii.e druh6ho iedu piipouitime existen.i mnozi! Pinozeni.h aisel, v eitoetice tieiih' i:i'lu

dokonce exist€nci mnozin, jejichz prvky jsou bnoziny piilozetrich iisel' etc

2a) Nyni poutiv6.me vire ,,Io.mtini" v ponakud jin6n viz6n,u nez diive Pii vvsv6tlovrri s)m

OVoD

iisla, kter6 v piiroze[d popsatelndm smyslu neodpovidaji Ziidnim metamatematic-
kim piirozenim disltm). Analogicky miieme uvniti axiomaticky popsand teorie
vybudovat ,,formalizovanou matematicl@u logiku". Piesn6ji ieieno teorii, kter6 dii-
ve byla na ,,niZsi" hladin6, zaineme pokladat za hladinu metamatematiky a na jeji
rirovni podneme budovat matematickou logiku. Opdt nemrxi privodni matematickd
logika korespondovat s takovouto formalizovanou matematickou logikou. K upiesneni
vztahu metanatematickjch a formrilnich piirczenich aisel se v textu jeStE nEkolikr6t
vriitime (viz napi. $5 kap. II); formalizace matematick6 logiky je velmi podrobnE
pop*ina v kap. IV.

Z ryze praktick6ho hlediska uvidime ve tieti kapitole, ie piijeti jednoho z uve-
denjch stanovisek ovlivni snadnost proldzdtri jedud a t6ze vdty. Ve itwt6 kapitole se
pak uki,Ze vhodn6 alespori na okamzik zaujmout postoj piijimajici pouze potenci6lni
nekoneano. Naprcti tomu v piitd kapitole pohl6dneme bydjen kliaovou dfukou -
na bohatstvi rnoinosti, kterd se oteviou piijetim aktudlniho nekoneana.

V ,,ni;ii' hladind budeme mit dtl<azy de6novan6 z pozice metamatematil(y
a z te'e pozice budeme o tdchto dtkazech ,,dokazovat" rriznr4, tvrzeoi. Abychom
se snadnEji orientovali, budeme pro ,Jdilez" v rovin€ metamatematiky pouzivat ter-
miDu demonstrace. Termin ,,ydta" je v matematice biin6 pouiiv6n pro dokaza-
telnd tvrzeni v n€jak6 teorii a pro rozlileni je pak v metamatematice pouiivdn
pojem ,,met ydta". V tomto smyslu jsou !;echna tvrzeni v textu metavdtami, a !o
niim umoini v tdto souvislosti piedponu ,rneta-( vynech6vat bez trebezpedi nedoro-
zumdni.

V cel6m textu se zabiv6me pouze logikou prvniho iddu. V logik5ch vy5iich iridt
je povolena nejen kvantifikace (individuov;ich) prcminnt/ch, ale i kvantifikace formu-
li; v mnoha ohledech jsou sloiitdjsi nez b6inri logika a v ndkterjch vlastnostech se od
ni podstatnd liii. Uvidime, Ze cel;i ,,bEZo6" matematika je formulovatelnri v jivyce
prvniho i6du. D6le se tak6 ornezujeme na dvouhodnotovou logiku, o moZtrosti vice-
hodnotov6, modiilni a fuzzy logiky se zminime pouze ve cviienich a v z6v6ru texru.
Z tohoto divodujsme zvolilijako niizev knihy slovni spojeui klasickd matematickri
losika.
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ZNACENi

Budeme se snaiit o piehlednost twzeni, z toho drivodu budeme myilenkovF po-

dobn6 tvrzeni formulovat jaho i.itsti jednd v'ty', napf. ve virckov6m podtu je tieba
pro demonstrace dalsich vit prokdzat dokazatelnost P6ti typri formuli, shrneme je

tedy do jedind vity (viz 52 kap. I). Krom6 t€chto p€ti typri formuli se vSak v ma-
tematice vyuziv6 velice mooho tautologii virokov6ho poltu a op6t mnoho z niclr

shrneme do jelnoro seznamu (viz $3 kap. I).
Analogicky se snaZime soustiedit i definice do piehlednEjiich skupin. Jsme si v€-

domi toho, Ze tento piistup iini ndkter6 definice pomErrG dlouhimi, a proto prc po-

hodli iten6ie oznaiujeme konec definic symbolem E, v analogii s oznaaedm konce
demonstraci symbolem L So[tasn6 se snaiime vyznaiit vdty a defnice posunutim
jejich textu ponEkud doprava vzhledem k b€Zn6mu zai6tku i6dkri

V textu budeme konstruovat nlzn6 dikMy, tzn. jist€ posloupnosti formuli. Pro
zvfieni piehlednosti celkov6 ideje konstrukce budeme podtrhiivat ty forrnule, jejichZ

uziti je mozno poklSdat za realizaci t6to ideje.
Drobnfm pismem vryznaiujeme tivahy, kterd piin6seji m6n6 dtleZit6 informace,

na kter6 jiz v da.liich partiich nebude (piilis) navazov5no.
V nasem textu se budeme snaiit i o zachyceni rtznd terminologie. Pojmy, kter6

budeoe uzivat, jsou znaieny tuini, tedy pojern, a pojmy, pou;ivand alternativnd

iin:imi autory znaiime poJem.

ZNACENI

V celdm textu nechl i.,j,k oznaiiuji kladn6 metamatematicka Piirozen6 iisla;
I, m, n metamatematicki piirozen6 aisla vietn€ 0; prominnd v aritBetice (promEnn6
pro matematick, piirozenii lisla) budeme znaait :', v, z, . . A tmetick6 vztahy a ope-

race na metamatematick6 htadind budeme znaait tuin€ (napi. =, S' +)' na mate-

matickdhladinizprisobemobvykl impropredikri tyalogick6fuakce(napi: ' : i '+).
Na metamatematickd hladind diime v prvnich tiech kapitol6ch piednost intuitiv-

nimu popisu, ktery je blizii teorii mnozin nei aritmetice, a budeme mluvit o koneE-

nich posloupnostech a o zobrazenich, pii popisu modeli piimo o mnozitr6ch V tdto

souvislosti budeme na metamatematick6 hladiDE op€t pouiivat tutnich symbolt' na-
pi. neuspoii.danou *-tici znaiit {Xr, . .. , Xt} a uspoiSdanou *-tici oznadovat sym-
bolem (X1,.. . ,X1), prr inik a sjednoceni mnoZin X,Y budeme oztraiovat X n y

a -)f Uy, hodnotu (mooZinov6) funkce I v bodE X znakern F(X), etc Na matema-
tick6 htadind pouziv6me symboly b&tr6 v teo i mnozin, napi. vjsledky uvedenych

operaci  budeme znai i t  {c1, . .  . ,  o6},  ( r ,  . . ,n, . ) , ,n9, : ,Uy a / ( r ) ,  etc.
V Zddndm piipadE v3ak nehodliime tudnjch symbohi naduZivat (i tak jich bu-

de dost). Pokud neri znaaeni ustileD6 (jako v piipad6 =, +, U, {, }, etc a z6vorek),
pouZijeme radEji jintich zptsobri rozliseni hladiny metamatematiky a matematiky
PochopitelnE ta.k€ nebudeme pou;ivat tudnich znakt tam, kde specincky na meta-
marematicke hladina existujc ustdlenp znaieni (F. l .  et.  ) .

V mnoha piipadech bude upozoriovat na fakt, Ze proviidime piiiueni na me_
tarnatematick€ hladin€, pouze pouiiti tudnich zivorek. Pokud dten# oechce byt na
tento fakt upozorioviin, oechi prost€ piehliii tudnost z6vorek.

V rejstiiku zaiazujerne pokud se se to zdri bjt smysluplnd viceslovn6 niizvy
v n6kolika podob6,ch, napi. ,,Postova vdta" a tak6 ,,v6ta Postova".

Virokovi a predikitovf potet byl jiZ"zpracoviin tolikr6t, ie autor neni schopen
udat, odkud pievzal tu nebo onu myslenlu; tot6z se tiki takd $1 kap. III, $$1,2
kap. V a $S2,3 kap. VI. Zpracoviini $2 a $3 kap. III je pravddpodobn6 nejpodobaEj3i
piisldnym partiimr) [Sh1], kap. IV je psr{na s vyuzitim [H-P] Pii zpracovdni tdsti

53 kap. V byla vyuzita kniha [Ch-K], pojeti $1 kap. VI je pievzato z knihy [Mo], ob6
poslednd uveden6 koihy byly pouZity pii psani $4 kap. V. N6kteri mista piedkltda-
niho textu jsou poplatni [Hb]. Z knihy [Mo] tak6 piebidme ideu odliSeni hladiny
metamatematiky a matemaiiky luinosri pisma.

Z Eesky psanich textri bylo piihl6dnuto zejmiDa k prarim [S], [C] a [J-v], uziti
textu [Be]je citovdno tra piislu-ln6o misti. V pozd€jsi f6zi piipravy textu m6l autor

k dispozici n6kter6 itsti piipravovan6 knihy lH-S], a D6kter6 cviieni na5eho textu
jsou inspiroviina uvede[ou knihou.

1) Mnohd odkuy Da literaturu, kter6 v !a.6em textu uvtidime, ie iieba pojihat s vihradou, Ze
ciiovani visledek a4to zcela automaticky piedpokliide, te pr€dik6i .ovn@ti j€ k dispozici a t€
vsechny prominn€ jsou j€! jedin€ho druhu- V piedkiAdan6 k ze tyto PiedPoklady PiijimiAee leD
j+li to nezbytn6 anebo pokud by.hon jejich nepiijettm zapiiainili znatnd obtize.

Rizndho typu pisma vyuzijeme i
standardn6 budeme znaiit

slova
vjrokov6 promdnn6

Wrckovd lormule
syst6my v:iTokovich fornn i

pro snusi odl iseni znakt pro r izn6 pojmy:

ohodnoceni virokovich prominnicl)
prom6trn6
pledikity
konk6tni predikSty
logick6 funkce
konkr6tni funkce
konstanty
termy
formule predikitovdho poltu
syst6my formuli predik6tov6ho poitu
jazyky
teode
modely
ohodnoceni predik6tovjch promEnnich
individua
formi4lni ieorie

.d,9,€, . . .
?,Q'r ' " '
4, ts,e,D,9,9,1. , .  .  .
t ,s,3,  o, . .  .

t jU,  z j  q,u, . . . ,  $r ,  x:2, . . . ,X '  t , . .
P,Q,. . .
Seq, ' l lu l l ,=, .  .  .
3,6, . .  .
g, +, ., Fdi!, . . .
c,0, . . .

e,( ,$,6,  p,C,.  .  .
f ,o, . . .
L,L". . .
T,S,R,U,UW,...
M,N,O,. . .

o,  b,  c, .  . .
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KAPITOLA I

WRoKOVY POCET
Robot Radits: J,i .lore.h liechno.
Kalel Capek, RUR

Nizev kapitoly jiZ piedznamen6vii, Ze se v ni budeme zabyvat virokovim po-

item. Misto o virokov6m poitu se n6kdy t6i hovoii o virokovd logice nebo o viroko-
vdn kalkulu (anglicky propositional calculus nebo seotertial logic). Vztah virokov6ho
a predik{.tov6ho poatu jsme diskutovali v tivodu textu Piipojme je5td, ie v;frokoly'
potet je moZno piirovnat i k vdtndmu rozboru, pii kter6m se tak6 obsahem jed-

notlivych vEt nezabjvrime, zajimaji na-s pouze vztahy mezi v6tami. Vytokovi podet
chipeme jako idst logiky zabivajici se zpusoby, kte4fmi lze z jednodusSich vircki
vytvoiit vjroky slozitdjsi, a zejm6na popisem vlastnosti a vztahi takto vzniklich
vftokn.

Vfrokem rozumime tvrzeni (intuitivnE ch6,p6no oznamovaci vdtu), kterd je

dostatednd smysluplod, aby bylo moino uvaZovat, zda je pravdivd nebo nepravdi-
v6 (tremusime ale bit schopni o pravdivosti rozhodnout; souslovi ,,V poslednich pdti
minutrch, ne1 jste doietli aZ sem, nebyl na Zerni nikdo zavraZd€n" je 1y'rok). Pravdi-
vfml) qy'rokrirn je zvykem piiiazovat pravdivostni hodnotu I (piipardne T nebo t

true), nepravdidm hodnotu 0 (piipadnd I nebo f - false). Podan6 vysvdtleni
neni formrilni definice, ale pouh6 vymezeni, piesn€ tak jako v geometrii ,,piimka je

dilkou bez Siiky" nedefiouje piimku, ale pouze ukazuje, jak si miime piimku pied-
stavovat. Pojem piimky je pro geometrii pojmem zrikladnim (nedefinujeme ho na
z6kladE jinich pojmt), chovSni piirnek je pops6no a-rdomy. Analogicky se ve vjroko-
v6m poitu nesnazime pojen qiroku formiiln€ definovat, ale ,,pouze" zkoumarlre jeho
vlast[osti a vztalry v;hokri. Ze zikladnich qfrokri vytvoiime daBi vfuoky; sloienlmi
viroky se nazivaji ty, kterd vzniknou z jednoduSiich pomoci logickich operaci (tzn.
aplikaci negace, irnplikace, etc., viz dd,le).

V s6mantice vyrokov6ho poitu se na zaidtku piedpoklldri, Ze z6kladni v;iroky'?)
jsou nEjak ohodnoceny (je jin piiiiena pravda nebo nepravda), a za tohoto pied-
pokladu se defrnuje ohodnoceni vjrokri slozenich. Pii tom si ale uvEdomme, Ze neni
dr:vod a ani moinost zamezia, aby vjroky, kter6 pii jednom pohledu poklildii.rne za
sloieni, nebyly pokl6diiny pii jin6m pohledu za ziikla.dni.

V matematick6- Iogice v Z6dn6m piipadd nepomijime syntax, a je proto b6znEjii

mluvit o formulich v:hokovdho poitu, coz tak6 uiinime V syntaxi vlirokov6ho po'tu

se napi. zkoume, kter6 z fomruli tohoto poatu jsou dokazatelDd'

V matematick6 logice se obecn; defrnuje formule (induktivni definici; podit6

pojmy budeme po&obn€ji vysv6tlovat v daliim textu) tak, Ze:
(a) kaZdS ze zrikladnich formuli je formuli,

ab) vznikneli ,y' undxni logickou operaci z formule.4 nebo bindrni logickou operari

z lormuli g a €. ie -ay'tal(6 [ormuli.
(c) kaZdou formuli dostaneme Postupnou aplikaci pravidel (a) a (b)3)

Popsanri forma definice formule bude uiita ve vlirokov6m i predikiitov6m po'tu'

a-le sysi€my logickjch operaci a zrikladnich formuli budou pro tyto po6ty r1izn6'

V pravidle (b)je implicitn€ obsaien piedpoklad potenci6lniho nekonein€ V prvnich

paragrafech kapitol i a II budeme upiesirovat definice pro jednotlivd poity a definice

iam 
"uvedend 

tak6 zpiesiuji (z hlediska finitisty) vfSe uveden€ pravidlo (c)

Aby hrubi kostra defnice v1/rokov6 formule byla vyplndna, je potieba nejprve

popsat, co budeme poklidat za z6*.lad formule virokov6ho poitu a co budeme

poil5dut ,u logick6 operace vfrokov6ho poitu. Z6kladni forrnule vfrokov6ho poitu

tudou vfrokovd prom€nn€' piitom vfrokovii promEnn6, intuitivnd ieieno, pied-

stavuje bliZe neurEenj v;y'rok. Popis logickfch operaci pochopitelna provedeme rta

zriklad€ rozboru piirozen6ho jazyka, Le kter6mu nyni piistoupime.

Zcela ziejm!, ale podstatnli, je rozdil mezi biZn;y'm a formalizovanim jazykem

spoiivajici v miie neurditosti. Slova v aestini (ani v jindm piirozen6m ja'zyce) nejsou

zcela jednoznain5.; rnluvend slovoje dopliov6,no dirazem, mimikou, etc., coz umoiiu'
je porozum6t, co mluvdi mini; rozhodujici pro pochopeni vlak b!v6 celkovi kontext

Pro biZnl/ jazyk je jisti mira neuriitosti vitanS, dodivri mu ptvabu a umoziuie
plodn6 asociace. Naproti tomu formdlni jazyk musi bit zcela piesni (napi ncgati

viroku musi btit piiiazeDa Pravdivostni hodnota na z6kladE pravdivostni hodnoty
pivodniho vfroku zcela jednoznaan6).

Piirozen! jazyk je tak6 velmi bohati; pii jeho formalizaci staai vybrat jen n€-

kte$ obraty vytv6iejici z tvrzeri l'ov| slozit€jii tvrzeni a dalsi zprisoby vytv6ieni

sloZitdj5ich tvrzeni jiZ vyjadiujeme jen s jejich pomoci. Pii formalizaci se tak potiki-

me se dv6ma probldmy: vybrat obraty bdzDdho jazyka, kter6 budeme formalizovat

a urait jejich piesn! form6lni viznam (pravdivostni hodnoty). Obrykle se za vhod-

n6 pro formalizaci poklidaji nrisledujici obraty b6Zn6ho jazyka (popiipadd jazyka

matematiky):
(1) , ,neni pravda,2e.. ",  , ,neplat i  . .  "  nebo vznikaj ici  zm6nou slovesa pi idS-

nim piedpony ,,os-" (popi. z latiny pievzatd ,,non . .."), kterd buderne formalizovat

negaci pouZivajice piitom symbolu 
- 

(pouZiv5 se t6Z - nebo'),
implikuje .. ." se formalizuji

r) opat vidime, iak matematicln bgika omezuje obor sv6ho zkoumiini: otiizky ,,Co je pravda?",

,,Jak pravdu poznime?", efc. jsou hlubok6 lidsk6 probl6my. Maiematick6 losika viak pouze pied-
pokHd6, ze viroky (.esp. {irokov€ proh;nn6) j6ou nijal ohodnoceDy.

'?J Vlroky, kterr-4 rejsou slotetriri, e nakdy oeiva:i jednoduchini.

3) Piedpokl:irltmeli aktuilni nekolei:no, mizeme uPiesrit bod (c) tak' ie mnotint fotmuli.ie

lejmetrii mnoziia, kieli naphuje body (a) a (b)
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KAPITOLA I V'ROI{OVV POCET

implikaci a je zvykem piitom pouzivat symbolu * (n€kdy tdZ +, piipada€ l)a).
(3), , . . .a. . . " , , , . . . i . . . " , , , . . .azi fuovei . . " (p i ipadnEzlat inypievzatd, , . .

et . ..") jsou formalizov6ny konjunkci, pii jejim z6pisu budeme pouZivat symbolu
& (pouzive se t6t n ),

(4) , , . . .  nebo .. ." (pi ipadnE z lat iny pi i jat6 , , . . .  vel . . .") bude formalizovdno
disjunkci, pii pouZiti symbolu V 5),

(5) , , . . . ,  prr lvE kdyZ.. ." ,  , , . .  tehdy a jen tehdy, kdyz.  . " ,  , , . . .  je ekviva-
lentni s ..." budeme lormalizovat ekvivalenci (ndkdy se tak6 pouZivii souslovi

,,oboustranni implikace"), piitom pouziviime znaku = (td' <+ nebo *)6).
Pravdivostni hodnoty piislGn6 k uvedenim obratfim a popisujici jejich obvykl6

chSprini jsou formulovdny v $1, tam jsou tak6 zmininy piiklady situaci, kdy v b€Ztrd
iedi dri.v4me obratrim jinj vjznam.

N6kteii autoii pouZivaji vSech tEchto obrati rovnopr6vn€, zaplati za to vbak
vEtiim poltem axiomrl, nebot'obraty nejsou na sobE nez6visl6 a axiomy musi ten-
to vztah popsat. Jini autoii voli za ziikladni obraty jen tr6kter6 z nich a zapl|ti za
to tim, Ze ostatni obraty je potieba chdpat jalo zkratky za slozit€jii viroky obsa-
hujici pouze vybrand z{kladni obraty. Hlavni vfhodou tohoto druh6ho piistupu je

zjednodu-Seni demonstraci postupujicich podle sloZitosti formule, protoze je potieba

FrtGiovat mdn€ piipadri. Dokonce ani volba zdkladnich obratri pii druhdm piistupu
neni jednotnri (nicmdnd t6mdi vzdy je jako jeden z nich volena negace), zrileZi na
vkusu a riiehr. Je dokonce moZnd zvolit jenom jedini obrat, ale ten pak uZ musi bit
volen z obratt mdni intuitivnicb (aapi. Shefferova operace; viz cv. 11 tdto kapitoly).
V dal-iim textu zvolime za ziikladni obraty prvni dva, pro zkoumii..:ri dtsledku se zd5
volba implikace jal<o nejvhodnEjSi, jinfmi piistupy se budeme zabivat ve cviaenich.

Bdin;imi logickfmi operacemi tedy jsou Degac€ (unr4,rni), implikare, kon-
junkce, disjunt<ce, ekvivalence (vlechny biarirni), v predik6tov6m po;tu pak navic
kvantifikace (viz nrisledujici kapitola); jiz jsme vsak uvedli, ie v t6to kapitole se
vdtsinou omezime jen na prvni dv€ logick6 operace (a ostatni, relevaDtni pro qiroko-
vi podet, budeme chdpat jako pouh6 zkratky). Je nutno rozli5it logick6 operace od
Iogickich funkci (neboli opera.ci), kterimi se budeme zabivat v predikitov6m podtu.

Symboly pouZivand k oznadeni negace, implikace, konjunkce, disjunkce a ekviva-
lence formuli (tzn. symboly 

-, 
*, &, v, =) se nnlvaji,logickd (tdi, virokove') spojky.

V naSem textu zdsadn€ nebudeme pouzivat + a <+ jako symboli ve formrilnim
jazyce, ale vyhradirne tyto symboly v odpovidajicim vfznamu do metamatematick6
hladiny.

drikazu je jedinri pravda, Ze se nic nedii logicky dokazovat; coZ vitm dokd'Zu logicky'

nud dokazuli sv6 tvrzeni samy'mi evidentnimi soudy; ale kdyby m6 trtzeni plynulo

evidentn€ z evidentnich v6t, bylo by samo evidentni, a tu by ovsem naprosto nepo-

tiebovalo bit dokazovrino. Nebo dokazuji sv6 tvrzeni v6tami neevidentnimi, ale pak

bych musel logicky dokazovat vsechny tyto v6ty ,'usque ad infinitum'', , z iehoz

logicky plyne, Ze logickf drlkaz je nemoinf; a nenlli terto logicki dikaz naprosto

pi""uCa3,rji"i, vidite z toho, ie logick6 dokazovrini opravdu za nic nestoji"'
- 

K. Cipek zpochybiuje samu podstatu logiky' nebot' p-ojem dtkazu je jednim

z jejich nejdnleT;tEj6ich pojmri. Pokud bychom vbak piijali Capkoyr-v{hrady, musili

bycirom revidovat nri.s piisttp k mnohem Sirii oblasti zahroujici cel6 lidskd rozumovd

vyvozov6ni. Piipomeiime, ie Eukleid6s (315-271 pi l(r.) ve svlch Zrikladech jako

pivj vyvozuje z n6kolika a-tiomri celou nauku (Seometrii, ale prctoze adtmetiku ch;i-

pe jako soutdst geometi€, je moino iici, Ze celou tehdejsi matematiku). Deduktivni

meioda vlak neovlivnila pouze matematiku a vEdy blizk6 matematice (napf teore_

tickou fyziku), ale zasahuje a to dokonce i ve svd formalizovan6 podobd - do

vetice mnoha oblasti lidskdho pozn6ni; jako piiklad uvedme knihu B. Spinozy Etika

(s podtitulern: ryloZend metodou geometrickou), kde je pod6v6na filozofie mefodorl

v6ta drlkaz?). Na5tdsti za chvili nahlidneme, ie Capkovy n;imitky naprosto neref-

lektuji lidskou zkGenost.
V t6to kapitole budede formiilnE definovat pojem drikazu pro po6et virckovi

v piisti pro predikitovi. Pojeti je v obou piipadech naprosto stejn6, Iisi se pouze

axiomy logiky a dedtkE^ir i (odvozovacLimr) pravidty piijimanimi v tom kter6m
poitu. Je nutno velice zdfiraznit, Ze v obou piipadech volime a"xiomy logiky a' de-

dukdni pravidla tak, aby forrnalizovaly kroky piijiman6 v intnitivnich rivah;ich Tedy

napi. dedukini pravidla budou formalizace intuitivnich Postupt odvozujicich dal<i

pravdiv6 tvseni z tvrzeni, kterii jsme jiz za pravdivd piijali. Jinak ieaero axiomy

; dedukini pravidla mtzeme volit rizr€, ale vZdy maji popisovat ,,intuitivni pojem

odvozovinii, a v tomto ohledu jejich volba naprosto nemtie bit Dahodila - pod-

statnim cilem logiky jiz od antiky bylo popsat ty principy, kterimi se iidi lidsk6

uvazov6ni.
Navic ovlem pii biZndm tvaZovani vych6zime z ndjakjch ptedpokladri. V dis-

kusich bEzndho iivota obvykle tyto piedpoklady neformulujeme piesr6, jsou piitom-

ny v na6em uvazov6ni pouze implicitn€ a pr6vE toto bdin€ oeujasn6ni z6kla<lnich

vjchodisek vede v mBoha diskusich k nedorozum€nim, nebotj co pro jednoho disku_

tujiciho je zcela ziejrnd (a na aem stavi svou argumentaci), mriZe bit pro dnrhdhc

nejasn6, nebo dokonce nepiijatelnd. Naproti tomu v matematick6 logice Ziidime, aby
piedpoklady, kterd mriieme v dfikaze pouzit, byly vymezeny zcela piesnE.

Piedpohtady piedstavuji ta tvrzeni, z kterich pii dokazov6ni dal5ich twzeti
vyclfzime. Je totiZ ziejm6, Ze pii zdiivodiovSni ndjakdho tvrzeni se nemohu do ne-

koneEna odvolivat na st6le ziejmdjsi a ziejm6jai fakta: nEkdy musim jii probllisit,

ze tato fakta jsou (alespoi pro mne) tak ziejm6, ie je jiz nebudu dokazovat S part-

nelem se v diskusi budto na nich shodneme (tzn. formiiln€ ieleno piijmeme stejnou

a) Misto 
"/ 

implikuje @" riktne rak6, te ,,9 je hutnou podminko! prc er'" nebo ,,./je pGta-
nuji.i podninkou pto g". ADalosiclv pii ekviealenci misio ,,r4 pr6va kdyt A" iik6.f,e rake, ,)e ,|d
je Dutnou e pBtaiuji.i podminkou pro @".

s) Misto o dGjunkci * nEkdy mluvi o alte.nativi, coz ale m,ite vqt k rcdorozum6Di, p.otote
dkteii autoii chtpou altetnativu (piip. altern@i) jako di6julkci ve vyluaovrcim smyslu.

6J Nekdy se fornalizuje i obrat ,,... lebo... ve vyluaoveim smyslu", dnes t losice aepatii
nezi nejobvyklejSi. Antiiti Rekova ho viak uzivali isto (viz napi- cviieDi 7 t6to Lapitoly) a tak6
v souvislGti s poaitani je hojla vyutivtn. Ur€domme si, te vyluauji.i disju.kc€ je nahiadit€lnd
nes&i ekvivalence (viz cv. 5).

?) Pro zajimavet uv€dne prvni sPinoznv diom: ,,V!e co jest, i6t budto samo v soba' ercbo

2120
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teolii, viz $3 ndsledujici kapitoly8)), nebo jsme oc-hotni nad6le spoleand piijateln6
zSklady hledat, anebo zjistime, Ze jeden piijim6 jako z6.kladni fakt (o kter6m od-
mit6 diskutovat) piesnd negaci z6kladniho faktu (piip. dusledku zrildadnich fakti)
toho druh6ho. V poslednirn piipadE je j; piedem ziejmd, Ze disku-se, vyuiivajici jako

argument zminin;i fakt, nemize vdst ke shodi.
Pii volbE piedpokladri nejsme po form6lni str6nce nijak om€zeni, pii nevhodnd

volbd se miZe ,,pouze( st5t, Ze z nich doki4Zeme jakl/koli nesmysl (piedpoklady jsou
sporn6). Je vsak jasn6, ie z intuitivniho hlediska nejsou jednotliv6 syst6my pied-
pokladi rovnocenn6. Popis vhodn6 volby je zdvisly na filozofick6m pojeti pravdy
a skuteanosti, a piesahuje tedy riimec matematickd logiky.

Poznamenejrne, ie volba a-xiomt logiky, dedukdnich pravidel a piedpokladt je

moini ai po zvoleni syst6mu formuli, kteri budeme vyietiovat. Ve ly'rokov6m podtu
je potieba diive zvolit spojky, cozjsme pied okamZikem ulinili, v predik6.tov6m podtu
je potieba zvolit jazyk (formrilai definici viz $1 kap. II), tzn. rozhodnout o jakd
vlastnosti a vztahy se budeme zajimat a s jakymi objekty budeme prarovat.

Piistupme k form6,lnimu pojmu drikazu.
V matematicld logice definujeme dtikaz z nijaklch piedpokladri jako konel-

trou posloupnost formuli, pii jejii tvorbE smime v kaZd6m jednotlivdm kroku udinit
nekierolr z ntuslednrrclcn crnnostr:
(a) napsat (vystovit, myslet, etc.) jeden z piedpokladri,
(b) napsat a"xiom logiky,
(c) napsat formuli, kterou dostaneme aplikaci dedukiniho pravidla na ndkter6 for-

mulp, ktprd u posloupnoslt pied..hozcl l .
Formule je dokazateln6 (z n6jak;y'ch piedpokladi), jestliZe existuje drikaz (z tEchto
piedpokladt), jehoi je poslednim alenem.

Uvidomme si, Ze pokud m6 mit uvedeni pojem dikMu rozumny smysl, musime
zvolit a.lespoi jedno dedukEni pravidlo a alespoi jeden axiom nebo piedpoklade).
Zdrirazn6me, Ze pravidla uvedenri v ndsledujicich kapitolich jsou ryze syntaktick6
a neodvolSvaji se na s6mantiku a Ze triviiilnd existuje algoritmus umoziujici rozhod-
nout, zda formule je axiomem logiky di nikoli, a analogicky umoziujici rczhodtrout,
zda jedna formule plyne z druhd/druhl/ch pomoci nEkter6ho z uvedenich dedukidch
pravidel. M6meJi piedloZenu nEjakou posloupnost formuli, je ov€ieni, zda se jednii
o drikaz z uriitjcb piedpokladi, zcela necha.nickou zdlezitosti (existuje algoritmus).

Po vysloveni defrnice drikazu je jiZ mozn6, a mrtn6, zdtraznit, v iem se mate-
maticki logik naprosto rozchiizi s citovanim vjTokem K. Capka. Paraft{zuji-li jeho

3) Dnkd z piedpokladi ve virokov6n pottu je v jist6m smysLu jen pomocni pojem, podstatn6
je dokdrtelnost bez piedpoklad,i. Naproti tomu v pr€dik6tov6m poitu bychom se sic€ iak6 bez
piedpokla.dt obelli, ale bylo by to nevyhodnd {a hlavn6 naprosto n€piehledn6, p.otoze bychom
neustrle museli tyio paedpoklady opakovat). Proto je v predik6tovdm poatu zvykem mluvii o dnL@u
ve zkoumar6 teorii, jinak ieEeno srmdizovat piedpoklaily na za;ttku zkoum6.ni jd!6tto diomy

s) Ja.ko knrioziiu uvedhe syst6m, kt€ri iednak pr&uje s jedinou losickou spojkou (Shefierovou,
viz cv. 11, kie.6 mi viznan ,,ne!i pravda, ie "4 

oebo Deni pravda, ze 3") znaienou l, ale hlavne ni
jedini qion aj€diD6 dedukiDi pravidlo. Tato miDimali2&e je pochopit€lla zapl&ena ztritou pi€-

hr€dnosri 4 inruiiivntho nrhledu. Axiom€m F [?l(qlr)]l[ls](s s)]l((rlo)l("i:r) ("LDl)l a deduk.ni

pravidlo dovoluje odvozeni forfrub A virokovdho poatu z fornuli ? a ?l(All) virokov6ho poctu.

d6m kroku se m6 pozice zmdni jen miilo a Prdice jsou od Prahy dost daleko. Chyba
eapkovy rivahy spoiivii v tom, Ze mnoha (byf malimi) kroky je moZno urazit vel-
kou vzd6lenost, coi iada riiastnikt pochodu na uveden6 trase Prakticky prokiiza.la.

Aaalogicky neni moZno popiit, ie i pomoci evidentnich dtkazovich kroki je moZno
dojit fie-li jich hodni) k tvrzenim znaini neevide[tmm.

V lidsk6in uvazov:ini ie mozno vysledovat mnoho spriivotich dokazovacich po-

stupi a v prribEhu vivoje logiky bylo velmi mnoho takovichto pravidel formulovdno
a vyudov6no (st6le s moZnosti nal6z6ni dal,gich pravidel). Dtleiitym objevem ma-
tematickd logiky je moznost volby pomirn€ maldho podtu zii-kladnich dokazovacich
principri, kter6 jiZ pro popsdni Daieho usuzov6ni (vyvozov4oi) 

',plnd 
postait" Pro

virokov:f i predikri.tovli poaet popiseme konh6tn€ takov6to dostatein6 siln6 systd-
my - pro viloko{ poaet bude sloZenf ze tii typll a-'domfi a jediniho dedukiniho
pravidla.

v textu je uvedetra iada dokazovacich postupri (dasto vdeta€ klasickjch n6zvt),
nicmdnd je to jen zlomek tdch, kter6 byly v prrib€hu vivoje logiky fornulovdny
Matematick6 logika viak piinesla obrovsk;f posuD: priDcipy budeme uv6dEt jako
piikladg toho, co lze v niimi zvoleo6m syst6mu dokiizat, a jako to, co nr6$)e porZfua'
ale nikoli jako ztkony, kter6 je tieba se auiit vyjmenoviivat. Piistup k logice ja.lo

k rozsdhldmu svstimu pravidel, kter6 je tieba se naudit, je zietelnf zejm6na od
scholastily a pokraitje aZ do 20. stol. Toto pojeti je sice nyni piekonan6, zddme
se vlak jakjchkoli negativnich soudi, protoze scholasticki piistup reiilDd piispdl
k rozvoji lidskdho myileni.

Slovnim spojenim ,,pln6 postadi" rozumime, Ze jakikoli jinf dokazovaci prin-
cip, kter! je formalizaci intuitivni spravn6ho vyvozovaciho kroku (speci6lnd tedy
i kazdi dodatedni &{iom logiky popisujici intuitivD6 pravdivd tvrzeni), je dovod!
telni ze zvolenich z6kladnich dokazovarich principfr. Vyjddieme piedchozi twzeni
pro virokovi poaet jeitd jinimi slovy: piid6meJi k nii.mi zvolenlfm a-riomrim viro-
kov6ho poitu a/nebo k jedin6mu dedukdnimu pravidlu qirokov6ho podtu jakikoli

dalii dokazovaci princip, jsou jen dv€ rnoZnosti. Budto i ,,dikazy", v kterich je tento
dokazovaci princip povolen, urnoiri dokizat jen (vtdy) pravdivd v;irokov6 formule,
pak ale je dodateitri dokazovaci princip zbytednli, nebot tytdz virokov6 formule je
mozno dokitzat i bez n6ho, anebo se pomoci ndjakdho ,dirkazu" povolujiciho i do-
datednj dokazovaci princip podaii dokrzat nEjakou qfrokovou formuli, kterri neni
(vZdy) pravdivS, ale pak je tento dokazovaci princip trepiijaieln:i. Odporovalo by
piece naii intuici o pojmu dokazatelnosti, kdybychom dok6zali nepravdivj vfrok.
Dokonce bychom povaZovali za absurdni, kdybychom dokrizali ndjakou virokovou
formuli, kteril by byla nepravdiva, byd jen pii jedin6m ohodnoceni vj'rokovjch pro-
mEnnlich, ze kteqfch je vytvoiena.

Timto pochopitelnd nezpochybirujeme uziteanost rriznich jinich dokazovacich
postupri (takd jich iadu uvedeme), protoze takov6to postupy mohou velice urychlo-
vat a zpiehlediovat drikazy, pouze tvrdime, Ze takovdto postupy jsou jiZ nahiaditeln6
pomoci vybran;fch z;{,kladnich dokazovacich principri. A uZ vribec oetvrdime, Ze exi-
stuje jedin, vhodni volba z5kladnich dokazovacich principt, dokotrce i n6ktere jind



KAPITOLA I V''ROKOV'i POCET

moitr6 volby z6kladnich dokazovacich principi ukiiZeme (viz zivEr $2 a tak6 cvileni
18-21).

Syst6my dokazovacich pravidel mriZeme zbruba d€lit oa dv6 skupiny:
(a) hilbertovsk6 syst6my majici m6lo dedukdnich pravidel a vice &xiomri,
(b) gentzenovskd syst6my majici naopak vice pravidel a co nejm6n€ a-xiomti.
Syst6m popsanj v $2 je hilbertovski, piiklady gentzenovskich syst6mt lze nal6zt ve

cvidenich.

Je Dutnd poznamenat, Ze nebivri. - dokonce ani vmatematice zvykem vytv6_
iet drikazy tah, aby piesnd vyhovovaly uveden6 definici, bylo by to velmi zdlouhavd
a spatn€ ditelnd, ale kaZdj sprr'vn;y' dikzz mxsime b?it schopni piedilat na drikaz
vyhovujici vlise uveden6 definici. V cel6m oaiem textu je jedioi dtikaz, kteri je

skutedn6 posloupDosti majici vlastnost vy;adovanou v defirici df*azu. Je to dikaz
naprosto triviiilAiho t'ttzeni A + A. (viz 52). Na tomto dikazu by .tenrii mdl nahl6d-
nout jiz uvedeni fakt, Ze otAzka prozkoumrini, zda uvedenri posloupnost formuli je

drikazem, je skutedn6 zcela mechardckou zrilezitosti. Na druh6 stranE ale tteoiii prav-
dEpodobod tak6 proZije, Ze volba formuli {irokov€ho poitu, kte!6 drikaz Wtvdieji, je

m6ad trivi6lni a Ze lTzaduje jistou zkuieDost a intuici. K probldmu, zda vystaiime
se zkuienosti nebo zda potiebujeme souaasnE jak zkusenost tak i itrtuici, se vr6time
IIa konci tohoto rivodu.

Ve dtv 6 kapitole budeme zpisobem b&nim v matematice prokazovat aritme-
tick6 tvrzeni. K plvdmu tam uvedendmu dtkazu vsak piipojujeme kooeat6i pouka-
zujici na to, kter6 postupy mateEratick6 logiky (vietnd postuprl predikitoviho podtu)
jsou v piedvedeo6m drikazu pouZity irnpl;citnd. frrr'ibo poukazy vlastni poddv6me
a6vod, jak by se musel k piedveden6mu dtkazu konstruovat piGlulnlf zcela form6lni
dnkaz.

Hlavni ruiplni syntaxe virckovdho poitu je uk6zat metody, jak z existujicich
dtlazi tvoiime dirkMy jin6, a zejmdna prokrizat moznost pouzivat ,,drikazovd blG
ky (sch€mata)". S pomoci takovichto blokri pak ukazujeme dokazateLnost daEich
twzeni, a to podstatnd jednoduSeji.

Zmioili jsme se, Ze s6maatlku v:tsokovdho poltu je mozno popsat tak, Ze vy-
stadime s jedinfm modelem. Je jim pochopitelnd dvouprykov:i soubor {1,0}, jehoz
prvky piedstavuji pravdu a nepravdu, piiiemZ budeme uvaZovat rrizn6 ohodnoceni
vjrokoqfch prom€nnlfch, tj. zobrueni souboru v;irokoqfch promEnnich do {1,0}.
Toto pojeti je v souladu s pojetim v predikitov6m pottu, kde se takd uvaZuji ohod-
noceni jako zobrazeni do zkoumandho modelu. V jio6 terminologii pokldd6me ka;d6
jednotlivd ohodnoceni za ,,model", a tedy je potieba uvazovat iadu ,,modelt"

V fvodu celdho textu jiz bylo uu"d"io, Z" vztah syntaxe a sdmantiky je obsa-
hem vdt o korektnosti a o fplnosti. \Gta o korektaosti v piipa.dd qy'rokovdho poltu
vypovidS, Ze kaZd, dokazatelni formule vjrokov6ho poitu je vidy pravdivii, tzn.
je pravdivr4 pii kaiddm ohodnoceni zilkladnich virokri. Takov6to vipovad evidetrtnE
odpovidii intuici, nebot' poZadavek, aby vse, co dok{.Zeme, bylo tak6 pravdiv6, je zcela

OVOD I

ro) Zkoumanou oiazkou an dosud bylo, da €xistuje dnk€. Pokud polozime ot6aku, zda existu-
je dnk&, kte.i m; nijakou vl8ttr@t (Eapi. je d@tateira jedtroduchi), piestue bii konstruk e
iakov6hoto d,ikeu trivi:6.hia DrobL-4neD.

piirozeni. Nadto intuitivni budeme poklSdat za vhodni jen takovi popis usuzovdoi,
kteti ho popiBe ,,rlpln€", a tato idea je obsahem v€ty o riplnosti. ta o fplnos-
ti ve virokov6m poitu tvrdi, ie kald| vZdy pravdiv6 formule vthokov6ho poitu je

v tomto poitu dokazatelnri. Druh:i. z uvedenjch vEt m6 za dusledek qf6e zminEtrou
postaiitelnost vybranjch z6kladoich dokazovacich principri pro popis veSkerdho vy-
vozovani relevatrtniho pro virokovi podet, ale jejim drisledkem 1e tak6, Le uyplnini
tabulky prad.iuostnich holl,not piedstaaltje algoritmus, kter! rozhoduje, ztla for"mule
qjrokouiho poitu je dokazatelnd ii. nikoli (tedy virokovi podet je rozhodnutelnf).
DemoDstrace v6ty o riplnosti navic popisuje algoritmus, jak k dokazatela;y'm vfro-
krim piisluin! dtkaz sestrojit. Pro tvorbu dilezi ve v;y'rokovdm poatu lze napsat
program, a pak uZ stadi pouhli stroj a neni potieba intuice matematika. Tedy z l e-
diska vfrokovdho poitu matematika zcela nahraili. robotro) , Ke zcela jinim zavErrim
dojdeme vsak v piipadE predik6tovdho poatu.
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FORMULE A SEMANTIKA VYROKOVEHO POCTU

V rivodu t6to kapitoly jsme jiZ uvedli, ie ve v:/rokov6m poitu budeme pracovat
s ndsledujicirli pojmy (a jejich znaky), a ukazovali jsme jejich intuitivni v:iznam:
(1) znaky pro vjrokovd promEnn6 (a€kdy se misto virokovd prom6nn6 pouiivd i nd-

ze\ pr,/otni fomule, piipadnE (v!rokou!) aton);
piedpoklrd6me, Ze virokolich prominnich m6me k dispozici nekonein6 mnoho,
i kdyZ v jak6koli rivaze (form6lniji: v jakdkoli formuli, v jak6mkoli drikaze, etc.)
se jich vyskytne jen koneini poaet');
vlfrokov6 prominn6 budeEe oznaiovat p, q, r,. . .;

(2) togick6 spojky 
-, 

e (alternativn€ navic piipou.Stime &, V, =);
(3) nadto budeme jeiti pouzivat pomocDd symboly (z6vorky, m6nE obvykl6 je pou-

iiti teiek); jejich vlznam spodivd ,pouze'r v uraeni, na kter6 formule se ta kte-
16 logickd operace vztahuje, tzn. z6vorky vymezuji rozsah virokovich spojek,
neboli intuitir.o! ieieno pomocnd symboly popisuji, jak posloupnost symbohi
,,iist"; napi. (-e) 

- 
I iteme: jestlDe neplati "4, 

pak 3, ale jin6 ,,uz6vorko
v6ni" 

-(A 
+ 3) ateme: neplati, Ze z .q plyte ts; ve cvideni se zminime o tzv.

polski notaci, kterd se zcela obejde bez z5,vorek2) .
Slovem nad uriitou abecedou budeme rozumit koneioou posloupnost3) zna-

kri (symbolt) z dan6 abecedy (pr6zdn6 slovo se piipoGti; poiadi symboli v posloup-

nosti je podstatnd, zmdnou poiadi symbohi zmcnime slovo). RiF;me, ze znak Oi se
vyskytrje na i-t6m mistd ve slovd Or . .. O.. Napi. znak 0 se ve slov€ 1005 vyskytuje
Da druhdrr a tietim mist6, tedy mii dva viskyty. Slovo Vr...V- naztfviime pod-
slovem slova Or . . . O", jestlize existuje I < tu tak, Ze zr\ak lpj je totozni se zrakem
61a, pro kaZd6 j 5 m. Nahrazeni podslova zaiinajiciho na popsandm mistE v dan6m
slov6 jinlim slovem vyjad;uje idtuitivrli piedstavu (formd.ln6: jsou-li slovo 01 . . . Ot,
slovo !!1 . . .  i l i  a slovo 01...Oj t i i  slova nad danou abecedou ajel i  i '  5 , t ,  pak slo-
vem vzniklim nahrazenim slova Vr .. . V; zadinajicibo Da mistd i/ ve slovi Ot . . . O[
slovem 01 ..  .  O; rozumime slovo iDt .  . .  iD;,-rOr .  . .  OrOi,11. .  .@6 za piedpokladu,
ZeUr. . .V; jeslovemO;,. . . iD; ,4;- l ,avpi ipadE,Zeneplat ip iedpoklad,nebudeme
ndhradu prov5dEt, tzn. slovern vzniklim ,,nabrazenim" bude slovo @1 . .. (D6).

r) Tudit postaii polenci.i/ni nekoDeaDE mnoho virokovich pron6nnich. Nadtoj€ mozro si pi€d-
stavovat virokov€ promEDD6 zespoiein6ho syst6hujako konean; posloupnGti dvou symboln (napi.
Dul a jeddiek), a ni'€ uvaZowann sbva j€ tedy mozno chnp.t jako slova nad koneanou abec€dou.

2) N6kdy s€ za z6kladDi stavebni kMehy poklaiaj i i logickt: konstanty T d !, kter6 se syntakiicky
chova.ii ja.ko virokovd prom6nD6, ale pii krzd6m ohodnoceni nabivn prv z nich hodnoty 1 a druh6

3) JiZjsm€ uv€dli, Ze irtuitivnE budem€ pouzivat Dikterich termiln bfzkich torii mnozin (napi.
koneann posloupnost); souiNni vsak upozorname, Ze celou syntd lze vybudovat v ieii ditmeriky
(v,z [3 kap. ]V) Posloupno6, Or Or fo,md-ln;ji ch.ipeme jalo (dnozinovou) rutrkc, piiizul,.i
trslu I bodDotu o, pro I 5 n, pro n = o se pinom jedD:i o prdzdrou p@loupnost. Definici {unkce
v teorii mnoziD piipominime ve cv. 13 !ip. IIL

FORMULE A SEMANTIKA ViROKOVEHO POCTU $1

Deffnice. Formuli vfrokov6ho poitu (trazivanou tdi, virokovou formuli) roz'
umime takov6 slovo .cy' (nad abecedou, kter;i obsahuje symboly pro vfrokov6
prom6nni, logick6 spojky a zrivorky), ie k tomuto slovu existuje posloupnost
9t,... , Bo slov ta,kov6, de 3* je slovem .d a pro ka'd6 jedootliv6 i S # m6
slovo Bi ndkterl z triisledujicich tvari:
(a) je virokovou promdnnou,
(b) je Lva.ru 

-.4r 
pro nahtpre j < i.

(c) je tvarn (Bj 
- 

gj,) (alternativn6 navic piipoGtime trary (91 k 3y),
(qj v gj,\ a (A1 = 9y\) pro nEkter6. j, j' ( i.

Posloupnost 91,. . . ,9t vyhovujici uvedenim podmink6rn nazivdme vy-
tv:iiejici posloupnosti formule .o/ q/rokovdho poituat.

Formuli frokov6ho poatu, kterii se vyskytuje ve v3ech vytviiiejicich po-
sloupnostech formule ay' vjrokov6ho poCtu, nazivdne podformuli formule I

Znateni. Pro formule vlirokov6ho podtu budeme poudivat ztaky 4,ts,. ..

Napiiklad posloupnost

p,  q,  (p r  q) ,  
- (p 

+ q),  
-p,  

( -p + 
-(p 

+ q))

je rTtviiiejici posloupnosti formule (-p + 
-(p 

+ q)).
JestlEe bude ze souvislosti patrn6, Ze se jedn6 o formule vjrokov6ho poatu, bu-

deme D6kdy souslovi ,,virokovdho poitu" vynechiivat. UvEdomme si, Ze slovo & p)
je podslovem formule (p & p), nikoli v5ak podformuli a Ze ke kaZd6 formuli existuje
jeji vytv6iejici posloupoost obsahujici pouze jeji podformule (toto mtieme rigotozod
prok'{,zat postupnd itrdukci pro jednotliv6 formule z vytv6iejici posloupoosti). Ve vy-
tv6iejici posloupnosti formule jsou evidentn€ vsechny ileoy formulemi, a tedy je
tak6 ziejm6, Ze volba terminu ,,pod,Jonnule" je vhodnri, nebod kaZdd slovo, ktere je
podformuli formule, je samo formuli.

N€kdy se vytv6iejtci posloupnost defitruj€ tak, Ze obsahu.je pouze podlormule zkouman6 for-
mule (tzn. jako minim,tlnt motn6).

Umluvme se, Ze budeme z6vorky vynechiivat, pokud to neohrozi aitelnost z6pi-
su. JiZ v definici jsme nevyzadovali zrvorky kolem negovand formule, v dalsim textu
budeme tak6 vynechiivat posledni (,,zcela vnijSi") dvojici z6vorek - tzn. budeme
ps6t napi. p & (p 

- 
q) misto (p & (p + q)). Navic od okamZiku, kdy prokriZe-

me asociativitu konjunkce a disjunkce, budeme vynech6vat z6vorky i v piipadech
viceietnych korjunl(ci a disjunkci, etc.bl Pii popisu abecedy, nad kterou Wtv6iime
formule vlrokov6ho poitu, jsme uvazovali jedin;/ typ z6vorek, nebot' s oim vystaaime,
ale pro usnadndni, ireni se v matematick6m textu bdzn€ pouZivii (coZ i my budeme
dinit v daliim textu) vice typi zrivorek. V takovdm piipadd je zvykem pouiivat nej-
prve typ (,), a pot6 typ [,], pro jeStd slozit€jii virazy je zlTkem odlisovat z6vorky
velikosti.

ar V kni,e [K'S-Ch] se po\ai\iL tetmin\t konstrukce fomute.
5) N€kdy se dokonce piijimii imlqva, Ze 

- 
mi nizai prioritu rez ostatni spojky, coi umozni pstl

n isro ("4 & ts)  
-  

(evD) prGra.A & 3 
-  

e v D.
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Zopakujme, Ze defnice formule z6.leii na volb6 syst6mu logick:fch spojek. V nasi
definici jsne volili spojky - 3 

-, 
ale jako alternativu jsme piipoustdli i dalji spojky

(viz bod (2) a v definici formule bod (c); pii jestd jind volbi syst6mu spojek jest

tieba dennici upravit obdobnE). Pii omezendjSi volb6, kter6 d6me piedDost, budeme
slovatypu"4&3,"AvtsaA=ts chSpat po iad6 jako zkratkg lormuli  -(A - -ts),
-A 

+ ts a ("4 
- 

3) & (3 
- -4), kter6 jsou vytvoieny na z6kladd formuli "4 a ts.

Zopakujme, ze pii preferovan6rn pojeti se pii demonstracich obejdeme bez indukinich
krokt pro konjunlci, disjunkci a ekvivalenci, coZ je znalnri vfhoda Prosim dtendie,
aby se piesvEdtil (pochopiteln6 aZ po defrnov6ni pravdivostnich hodnot formuli nad
rozs6hlej3i ze zminEn;ich abeced), ie piisluSn6 dvojice formuli (tedy napi. formule

"a, k ts a -(A - -ts)) 
nabivaji t6de pravdivostni hodnoty pro kaid6 ohodnoceni.

Takov6to zjiit6ni bude intuitivnim ospravedln6nim moZnosti chiipat formule vznikl6
konjunkci, disjunkci a ekvivalenci jako pouhd zkratky.

V€ta. Nahradime-li ve formuli jeji podformuli na kterdmkoli mistd jino,.r formuli,
dostdv'me opdt [omu]i.

Demonstrace. Bud 3r, . . . ,3r vytv;iejici posloupnost formule .A. Ddle bud d6na

Iodformule 3 formule,4 a budd6na forrnule e. Nletamatematickou hdukci ul<6ieme,
Ze pro i 5 t je slovo, vznikl' z tsi nahrazenim slova 3 slovem e na kterdmloli mistd,
opdt formuli.

Je-li forrrrule gi virokovou prominnou, neni co uk.lzovat, nebod 9, nem5, pod-
slova rtzn6 od sama sebe.

Jestlize 3. vznikla logickou operaci aplikovanou na formule ts; a 3;, (piipadn€
na jednu formuli ts.i), musi bii 3 podformuli jedrd z tEchto formuli (nebo samotnou
formuli 3;) anebo vibec reni podslovem.

P6ledtri tvrzenije sice v€lice intuitivni, aviak piesn6 prokdzdni provedeme opit m€tamatem&
ti.kou indukci podle slozitosti fornul€ (neboli podle j€ji vytv6iejtci posloupnosti). N€jPrve qi waaL

uv6domme ze (v dnsbdh sprivnaho ,,uztvo.kovnli" ) pro ta.dn{ slovo Or...O., kter6 je fo.mult
nemize €xistovat t' < r takov6, aby budio Or . .. O,", n€bo 4p,.,+1 . .. O" bylo forDuli - avlak
abychom byli scLopd tvrzed prokiz.t musim. piesna dod.zet definici formule, tzn. nesmime Zddn6

Piedpokledejme tedy, Ze pro fornule er, e, je katd6 formule, kteri je podslovem kterEkoli
z i6to dvojice jZ podformuli piislusn6 Iormul€. Nechd fornule :D je podsloven formub el 

- 
er,

kterdzio slovo Deli podformuli Z6dDd z formul e1, er. Pak D nennte byt podslov€m lDi e1, ani
ex. musi bit tudit vytvoieno z nijakich slov ?1 a D, pomoci ihplik&€. Ov5en je-li tamrie D
iv&u Dr 

- 
Dr, Fou slova Dr ! ?2 Iormulemi, a iudiz Dl je podfornuli formub el a 12 je

podfolmuli formub e2. Proioze vrak ?1 je ,,koDcem slowa' er t D, je ,,pointkem slova" er, musi
bit ?r totozn6 s Cr a souasnd ,2 totozn6 s e2.

Analogickou ivahu provedem€ pro n€saci, piip. pro dalli lostck6 oper&e. Indukci podle slozi
rosti formule iedy prok6zeme, Ze kazd6. formul€ m6. pozadovanou vlaiDost.

Na zdkladd prrivb prokdzandho jsou indukdni kroky pro negaci a implikacl evr-
dentni. Pro implikaci napi. staai uv6zit pouze, Ze pokud je ts podformuli formule
ts; afnebo formule 31, je slovo ,cy' vznikl6 z formule 3, 

- 
3j nilhrazenim formu-

le I formuli € implikaci, a to implil<aci s antecedenten (formuli pied znakem +)
vznikl;im z formule'Bi nabraze[im fonnule 3 formu]i I a konsekventenr (formuli za
znakem 

-) 
vznikl;y'm z formule 3; nahrazenim fomrule 3 formuf e speci6ln€ je

FORMULE A SEMANTIKA VVROKOVEHO POCTU $1

Zabivejme se ted pravdivostnimi hodnotami formuli vfrokovdho poitu vznik-
lich pomoci logickich spojek.

Intuitivna je piirozen6 pokliidat negaci viroku za lepravdivou, jestliZe privodni
vjrok pokl4drirre za pravdivli, a naopak v piipad6, ie nijali vlrok pokliid6me za
nepravdiv:i, jcho negaci pokliddme za pravdivou

JiZ jsme zminili, ie v bEZn6m jazyce nejsou obraty odpovidajici logickim opera-
cim ch6p6ny ve viech situacich stejn6. Casto uvrddnim piikladem nejednoznainosti
bdZn6ho jazyka je spojka ,,nebo", kterou nikdy pou;iv5me ve vyludovacim smyslu,
ale bdZnd nikoli. Pii bdZn6m chr4prini tedy povazujeme za pravdivi i piipad, plati-li
oba dleny. Naproti tomu pii emocion6lnim zvoi6ni ,,btd tu budu jd, nebo ten pes"
vyluaujeme, Ze mriZeme ztstat oba. V souhlase s obvyklej5im piistuPem budeme po-
klddat disjunkci za nepravdivou, pouze jsou-li Depravdivd o6a jeji dleny6). Chdpdni
konjunkce a ekvivalence trebude ainit potiZe - konjunkce je pravdivd, prrivE kdyZ
jsou pravdiv6 ola jeji ileny (tal{to jiz Stoikov6) a ekvivalence je pravdivS, jestliZe
jeji dleny jsou bud oba pravdiv6, n€bo oba nepravdiv6.

Hodnoceni pravdivosti implikace v zdvislosti na ohodnoceni pravdivosti qy'rokri,
z nichi je implikace slozena, jiz nemusi bit na prvni pohled tak ziejm6, ale jak jii

zdiraznEno v rivodu, pii lormalizaci uvaiov6ni musime .urait jednoznaind vtzr;am
imptikace (tedy hodnotit pravdivost implikace pou€ v zivislosti na hodnoceni prav'

divosti vjrokri tto ni vstupujicich). ReknuJi ,jestliZe bude zitra prset. pak budu celi
den doma" a druhi den venltu lije a jri jsem z domova pry6, pak jsem lhal; jestliie
lije a jsem doma, pak jsem mluvil pravdu; jestliie sviti sltniiko, pak mohu d6lat
cokoli a vidy jsem mluvil pravdu, protoZe o tom, co budu d€lat, kdyZ bude hezky,
jsem nic netvrdil?). V souladu s intuitivnim chiip6nim dr.rsledku ndm tedy nezbude
neZ implikaci poklidat za nepravdivou jenom v piipad6, ie prvni vjrok, nazjva-
oi antecedent tebo piedpoklad ar premisa, je pravdivf a druhi virok, nazyvany
konsekvent nebo disledek (tei sukcedent ii zivdt), je nepravdivi Toto chripdni je
alolozltelne rr7 lr ulodofa l\fona-,.

N6sled;jici velice zn6md tabulky (n6kdy naz lvan6 zikladni pravdivostni tabulky)
shmuji pr5vE popsatrd pravdivostni hodnoty. UvEdomte si, Ze kaZdj sloupec druh6
z Disledujicich tabulek piedstavuje funkci, kterii dvojici nul ajedniaek piiiazuje hod-
notu, kter6je nulou nebojednidkou, piiaemz piiiazene hodnota se trachitzi ve stejDdm
i6dku jako dvojice, kter6jest piiiazena. Analogicky prvni tabulka piedstavuje funkci,
kterri jedniice nebo nule piiiadi nulu rebo jedniiku (srovtrej cv. 10 a 11).

6) Stoikov6 vySeliovali vice forem disjunkce, mezi BiEi tak6 Dtmi zvolelou.
7) Gramatika rozliluje v6ty piiiinn6, ktd6 (podle p.avidel iesk6ho pravopisu) vyjadiuji ,,piia'nu

(dnvod) obsahu vaty iidici" a jsou piipojov,iny spojkaDi protoie, poqdvadz, Ze, jelikot a v€ty
podminkov6, kier6 vyjadiu.ji 

'podmiDku, 
pii kter6 mnte trEtat d€j v€ty iidici" a kter€ se pirpojuri

spojkami jestlize. -li, kdybn j€tli. kdyz. Neli vhodn6 formalizovat implikni vity piidinn6: v6tu
,,piiael jsem pozdE, protoze nejela t.@v.j" budeme br6.t za Eivou v piipad;, te t.uvaje jezdily.

6J Diod6ros Kronos vyzaduj€ navtc ,souvislost" oezi antecedentem a kouekventem, tzn. oproti
pojeii dn6 baz!6mu pojeti j€lta omezuje obor, kde je aplikovateh6 impliltre. Formulace pi6ne
odpovidajici nasi je u jeho ntsledovnika Fil6na z Mesar- Spo. o uiznm spojek (koncertrovany
piev6nn6 do sporu o viznM inplikee) pokraiuje aZ do 20. stol., a to vaetna, v€tainou vlak probih6
,n,t hatemaiick6 logiky. Pii snee pieni vymezit ch6p6nt implik*€ ve smyslu !a.5eho textu se
naktv ntuyi o natei;lni imDlikaci.

tedy sluvo .c/turnruli.
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se iikd tak6 (tautologicky) vyplivat z, piipad\E b!,1 (tautologicky) odvoditelni
z T. SpeciSh6 zdpis I A znarnen|, 2e A )e tautologick;y'm disledkem priizdniho

Na rozdil od implikace neziivisi hodnoty konjunkce (analogicky disjunkce a ekvi-
valence) na poiadi formuli v nich se vyskytujicicb, a proto mluvime o sloZk6ch
konjunkce, etc., nekdy tEZ o konjunktech resp. disjunktech.

VfSe uveden6 intuitivni zdivodn6ni n6m ukazuje, Ze nr{sledujici formiilni definice
je v souladu s b6Zn;y'm ch6,piinim.

Definice. Ohodnoce ir'l (16i, pravdivostn[m ohodnocenim rrebo valuacl) vfrokovlich
ptomEnnich rozumime jak6koli zobrazeni v piiiazujici jednotlivfm vfrokov;im
promEnnim hodnoty 0 nebo 1 (a definovand na jejich systdmu).

Metamatematickou indukci (postupnE pro ileny vytvdiejici posloupnosti
formule) definujeme pravdivostni hodnotu "A[v] (nEkdy znaienou i v("4.))
jak6koli formule vjrokov6ho podiu ,4 pii ohodnoceni v v souladu s vf5e uve-
denjmi tabulkami uiisledovaEs) :

(l) A[v] = v(3), jeJi 3 q/rokovou promdnnou,
(2) (-3)[vl  = 1, jel i  elvl  = 0,

(-g)[vl  = o, ie- l i  ts[v] = 1,
(3) (ts + e)[vl = 1 jeJi 3[v] = 0 nebo 0[v] = 1,

(3 
- 

e)hd = 0, je-li 3[v] = 1 a souiasn6 0[v] = 0.

Tautologii (nebo podrobndji virokovou tautologii) nazlv5me formuli "4
virokov6ho poatu, jejiZ pravdivostni hodnota "4[vl je 1 pii kaZddm ohodnoceni
vjrokovjch promdnnly'ch v; kontradikci trazjvrime formuli "4., jejiZ pravdivostni
hodnota "4[v] je 0 pii kazddm ohodnoceni vlirokovich promEnnich v.

JeJi 4[v] = 1, iik6me, Ze lorrnule,4 je pii ohodnoceni v pravdivd (ndkdy
td; splrdna nebo v splriu.7e -4). Nenili formule pravdivd pii n€jak6m ohodnocem,
iik6me (pochopitelnE), ie je pii tomto ohodnoceni nepravdivi. Forrnule je
splnitelna, jestliie existuje ohodnoceDi, pii kterdm je pravdivil. Systdm for-
muli je splnitelnf, jestliie existuje ohodnoceni, pii kterdm jsou (najednou)
pravdivd v5echny formule z tohoto systdmuto).

Rikime, Ze formule "4 (resp. syst6m formuli 5) je (tautologickfm) dri-
sledkem syst6mu formuli I (a znadime X ! "4, resp. X p S)rrl, je-li 

"4
(resp. kaZdii formule ze systdmu 3) pravdiv6 pii kaZddm ohodnoceni, pii kter6m
jsou pravdiv6 v5echry formule ze syst6mu 7. Misto b:;t d0sledkem syst6mu X

e) J6tlize bychom piipustili i dalii spojky jalo plnoprnvn6, mu6eli bychon .oriiiit a&ledujici
defDici, a to v souladu s€ zii.kla.dtrini pravdivosinimi tabulkami tachto spojek.

10) Js iZ€ kazd6 ohodnoceni pokl6d6.m€ za samostatni model, pak ohodqoceni, pii krerem l€
pravdivi formule (r€p. jsou pravdiv6 v5€chny formule dan6ho syst'tun), aeiv'me modele\ r6b
Iolnule (resp. tohoio sysi6tuu).

Ir) znak F je pouziv6n pro dnsledek i v predititov€m poaru, a.le pourivn se rak6 ve viznamu
spinoviini (pro predjk6tovi poaei viz g2l.rp. II, pro virokovi po.et n€kdy v F "4 misto alvl = t).

Je dobrd si uvidomit, ie podminky uvrid€n6 v jednotlivych dvouiSdcich v pied-
chozi dennici jsou komplement;irni, a pro kaZdd ohodnoceni je tedy pravdivostd
hodnota jakdkoli formule uriena, a to jednoznainE. Pokud systdm t neni splnitelni,
je jeho drisledkem jak6koli formule.

Pravdivostni hodnota formule ziivisi pouze na pravdivostnich hodnot6cb viro-
ko{ch promEnnich v ni se vyskytujicich a piipometune, Ze t6ch je jenom konein€
mnoho. Pro ovEied, zda uvaZovane formule je splnitelnii nebo zda je tautologii, staii
tedy vysetiit koneiod mnoho piipadi ohodaoceDi. Jsou to tedy algoritmicky rozhod-
nutelnd ulohy a tot6i plati i pro vlastnost ,,bit tautologickim drisledkern konein6ho
systdmu piedpokladi".

Tautologie jsou for@ule, kter6 nabjvaji pravdivostni hodnoty 1 pii jak6orkoli
ohodnoceni v:irokovych prcm6Dotfch. Jednii se tedy o ,,vzdy pravdiv6" forrnule, tzn.
o formule jejichi pravdivost je zaruiena pouze jejich formou (strukturou formule).
Analogicky kontradikce nabivaji pravdivostni hodnoty 0 pii jalcdmkoli ohodDoceri
vfrokorjch promdnnfch, a piedstavuji tudiZ ,,vidy nepravdiv6" formule.

Ohodnoceli je defiDovtno n. v5ech virokovich prom€nrich, kterich je lekolein6 mnoho,
a proto ohodnoceni neai koneanin objekten. Nicn6DE jiz jsne uvedli, ze splnitelnost jakjkoli for,
mule pii danem ohodnoceni z6visi j€n Da hodnot6.h ohodroceri pro virokout proh6nD6, kter€ se
r'l,skytuji v uvazov.n6 formuli. Z6iitnce finitniho sm€ru tedy qebude uvazovat jedno ohodnoce-
ni, a.le mnoho ohodnoceni, z nicht kaid6 j€ ale je\ honeintjn zo&eerim ze syst6mu yirokovich
prom€niich do {0,1}, a definici splnovini nDdifikuje iak, ze 4[vl je d€filovtlo, priva kdyz v de
finiinim oboru v jsou (piinejmensin) v6echny uirokovd prominn6 vyskytujicj se ve fornuli "{. Po
t€to modifikaci je celi4 sdmaDtika virokov6ho poatu k dispozici i filitistovi.

Oblibenym zpusobem vipoatu pravdivostnich hodnot jsou tabulky pravdi-
vostnich hodnotl3) (t|i, pravdivostni tabutky). Jednt z nich ukazuje nri.sledujici
piiklad (kterj vede k ohodnoceni formule 

-(p 
+ 

-q) 
r p), ve kterdm kaldlf i6dek

piisludi jednomu ohodnoceni dvojice virokovich promdnnjch p, q a v kaid6m po-
liiku se nachdzi pravdivostDi hodnota formule uvedend v zi4,hlavi sloupce pii tomto
ohodnoceni. Je zapotiebi si uv6domit, Ze existuji pr6vd dtyii rriznd ohodnoceni dvo-
jice vjrokovl/ch prominnJich p a q, proto m5 ruisledujici tabulka Ctyii i6dky. ObecnE
tabulka pravdivostnich hodnot formule v,4voiend z t vfrokoyy'ch promdrurlicb mii 26
i6dkrl a alespoi tolik sloupct, kolik je podformuli dan6 formule (pokud nevyuiijeme
ndjakdho zjednoduleni zripisu).

syst6mu, tzn. i€ je tautologii12)

00
01
l0
l l

0
1
0

Formule, pro kte( plaii F 4 = 
" 

se n€kdy u&ivrji ekvivatentni, eiz rakd cv

Tabulky pravdiv@t ch hodnot zavedl Ch. S. Peitce (1839 1914).

l
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Formule 
-(p 

+ 
-q) 

+ p jest tedy tautologii, formule p * 
-q 

nikoli. D6le 6i
uv€domme, Ze pravdivostd hodnota formule 

-(? 
+ 

-q) 
je stejnii jako pravdivostni

hoduota formule p & q pro kaZdd ohodnoceni (tedy, te ch6pfui druh6 formule jako

zkratky za formuli prvni je v souladu s intuici).

Jestlize y je jakikoli syst6m formu|j virokovdho poltu a .4 je jakrikoli formule
tdhoz poatu, pak 

'.,.A 
znadi syst6m formuli I rozsiien;y' o formuli "4 

(tj. v rnnozinovd
terminologii A, "4 je mnozinou yU {"4}). Pii t6to konvenci jest ziejm6 A p "4, pr5vd
kdyi syst6m i', -"4. neni splniteln;y'. Pies svou trivia-litu je tento vztah Easto pouzivdn
a je s6mantickou analogii syntaktick€ho tvlzeni, ie t, -/ 

je spornri, prrivE kdyZ "4 
je

dokazatelni v A (viz $2).
Dal3im 6asto pouiivanjm a opdt jednoduchim vztahem je

(r,Ats ts) e (tts"A'-ts),
kteri je s6mantickou obdobou syntakticky formulovan6 vdty o dedukci (viz opdt ni-
sledujici paragraf). Jestliie totii pii kazd6m ohoddoceni virokovich promEnnlich, pii
kterim jsou pravdiv6 vdechny formule ze systdmu A, je pravdiv6 i formule "4 - 

3, pak
stadi uvrilit definici pravdivostni hodnoty piiiazend implikaci a vidime, ze pii kazddm
ohodnoceni virokov:ich promdnnly'ch, pii kter6m jsou pravdiv6 viechny formule ze
systdmu t, "4, je pravdiv6 i formule ts. Naopak jesilize piedpokl;.d6me, ie pii kazddm
ohodooceDi v1/rokoqy'ch promdnnfch, pii kterdm jsou pravdiv6 vSechny formule ze
syst6mu t, "4, je pravdivri i formule 3, pak uvaiujemeli jakdkoli ohodnoceni viroko-
vich prominnich, pii kterim jsou pravdiv6 viechny formule ze systdmu y, stadi op6t
pohlddnout na definici pravdivosti implikace a uvidime, Ze pii tomto ohodnoceni je
pravdivri i formule "4 - 

3.
Pro ka;d6 syst6my formuli T,3, * plati evidentod

(a) jeJi 3 podsyst6mem 7, je X | 3,
(b) je- t r f  3 aE Fa, jeYFR

Podminku (b) mriZeme (vyuZivajice (a)) formulovat tak6 ve tvaru
(b') zaailli 

- 

syst6m vsech formuli tautologicky odvoditelnich ze syst6mu y, jest

Jako dusledek v€ty o kompakttrosti vysloven6 v $3 tdto kapitoly dostaneme - po je-
jim prokiziini - navic podminku
(c) jestliZe y F "4, pak existuje koneini podsystdm Q systdmu ! takov!, de

g F / ta)

$2

SYNTAX VYROKOVEHO POCTU

Vytv6ieni formuli je souaasti synta-\e, takie o iplnich z6lcladech syntaxe vy-

rokovdho podtu jsme jiz pojednali v piedchozim paragrafu. V pr6vi podinajicim
paragrafu se budeme vdnovat zejmdna dokazatelnosti ve virokovdm poatu.

Za axiomy virokov6ho poctu vezmeme viechny formule, kterdjsou n€kterdho
ze tii nrlsledujicich tvarri, kde ?, Q a I oznat$i jakdkoli formule vlirokovdho podtu:

vP1 ?_(a*9),
vP2 I? ' (a * r')l * I(? * e) - 

(e-?)1,
vPs (-? + -o) + (a + ?).

Za dedul<dni (odvozovaci) pravidlo piijmeme modus Ponens, dovolujici z dvo-
jice formuli ? a ? 

- 
Q vyvodit formuli 9

Pied intuitivnim zdtvodninim pravidel VP1-.\/P3 si uvEdomme, Ze se jedn;i

o schdmata, nebod axiomem je formule uveden6ho typu pro libovol-nd formule ?, Q, A
qirokovdho poatu. Jde tedy o nekoneanE mnoho a-riomi koneinE mnoha typirr.

Jestliie piijmeme n6jakd tvrzeni jako piedpoklad, pak pro n6s toto piijatd tvr-
zefi ji' vyplyv6, z aehokoli (formalizaci t6to rivahy je VP1). ZdtraznEme, Ze tuto
rivahu provedeme i v piipad6, kdy nevime, zda prvDi tvrzeni je pravdivd, a dokonce
axiom piijimS,me, i kdyZ ? je nepravdiv6 - napi. 

-Q 
+ (A + 

-a) 
je a-\iomem

trez6visle Da tom, zda Q je pravdiv6l
JestliZe z prvniho tvrzeni vyplfvii druh6 a z druhdho v}?liv6 tieti, pak z prv6ho

tvrzeni jiZ musi vypl:fvat tieti (tzn. vypliv6ni je tranzitivni). Uvedenf dokazovaci
prircip uvddi jiz Theoftastos z Eresu (lze piipisovat i Aristotelovi). Jeho formalizaci
je forrnde (? * O) 

- 
(0 + ?) + (9 

- 
1')] virokov6ho poitu2), kterou budeme

pro snazdi zapamatoviil;li I'azjvat tranzitivitou implikace, i kdyi tradici by vice
odpovidal n6zev zdkon hypotetickiho sylogismu. Sch&Da VP2 je mimi ,,zesilenou"
verzi tranzitiviiy implikace (protoze pi€dpoklad ? * (O * fr) je slabsi n€Z piedpe
kbd Q ' n) a v popsan6 podobd ho vyuiijeme v demonstraci vEty o dedukci (ndkdy
je naz;y'v6no Fregiv zdkon).

V matematice aasto misto toho, abychom dokazovali, ie z jednoho tvMeni ply_
ne druh6, uhazujeme, Ze z ne9ace druh6ho tvrzeni plyne negace prvniho tvrzeni;
formalizaci tohoto priDcipu je vP3. Tento p ncip je obmEnou zikona transpozicer)
(9 

- 
o) 

- 
(-o * 

-?), 
piijimandho jiZ stoiky (viz (4) tieti v6ty tohoto paragrafu

a (2) z cviieni 7). Uvedeni princip je i podstatou tasto uZivandho principu drika-
zu sporem (viz drile, princip drikazu sporer se tak6 \aztv6 rcductio ad absudum|
jestliie z ndjakdho twzeni dovodine n6co nepravdiv6ho, pak princip dikazu sporem

r) ObmaDa naieho syst6mu, majici poue koneana mnoho aiomn (tii) a koneEnE mnoho deduki-
nich pravidel (dva), je uv€dena na konci paragrafu.

?) i i  ekvivalenrn6 (a 
-  

n)  
- ("-a)+("-A) l

3) ndivaniho n6kdy tit zat'onem Aonttapo,i<e
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niim dovoli uzaviit, Ze nemiie bit udrzitelni nds privodni piedpoklad, tzn. Ze jsme
dokrizali negaci vichoziho tvrzeni.

Dokazovaci pravidlo modus ponens se ve starEi literatuie oznaauje jako modus
ponendo ponens (\rz cviaeni 8), Iesky se naz !\iL ptavidlo odlouienia anglicky pievd.in6
detachment rule. Je uv6d6no tak6 jiz Theofra.stem a bylo uZiv6ao uZ pied Aristo-
telem. Intuitivni spr6vnost tohoto pravidla je zcela ziejm6, nebof jestlize uk6.Ueme,
Ze z jednoho tvrzeni plyoe druh6, a jestliZe prolni;eme prvni tvrzed, pak musime
piijmout za prokiizand i druhd. Forrnule Q se nikdy nazfv6 bezprostiednirn dri-
s ledkemformul i?a?*Q.

Pokud n€kdo v€ii vice kalkulaci nei odvol6ni na intuici, mriZe se ubezpedit
o sprivnosti a-.domri ov6ienim, Ze jde o tautologie (tento vipotet budeme stejnE
potiebovat pro vEtu o korektnosti v piiStim paragrafu).

Deffnice. Je-li T jakikoli systdm formuli virokov6ho podtu, pak drlkazem ze sy-
st6mu piedpokladn Gxioni) ya) (t6Z prostd drikazem z piedpokladri I)
rozumime poslouptrost formuli Dr,...,2,. virckov6ho poatu takovou, Ze pro
katd6 i S k vznikne forrnule Dt ndktenjm z nrisledujicich zpusobt:
(a) je a-xiomem vfrokovdho podtu,
(b) je jednim z piedpokladt systdmu t,
(c) vypljwi z formuli v dikazu piedchdzejicich pomoci dedukiniho pravidla

modus poneff (podrobndji: existuji j, j' < i tak, ie Dr, je formdjD j 
-Di)

Posloupuost Dr, . . . , D1, vyhovujici qy'le uvedend podmince, nazfv5me takd
drikazem (posledni) formule vjrokov6ho poatu D/. ze systdmu piedpokladi t

Formuli "4 vjrokovdho poitu naziviime dokazatelnou ze syst6mu pied-
pokladri y, jestlize existuje jeji drikaz z uveden6ho syst6mu. Dokazatelnost for-
mule J4 zc syst6mu piedpokladt t znaaime t F "4.. Dokazatelnosti ve vji-
rokov€m poitu rozumime doliazatelnost bez piedpokladt (tj. pro prrizdny
systdm 7) a v souhlase s piedchozim ji znaiime F "4.

Formuli nazveme vyvratitelnou ze syst6mu piedpokladt t, jestlite jeji
negace je dokazatelnii ze systdmu piedpokladri t

Systdm formuli v1lrokov6ho poatu nazivdme sporni (t6Z inkonzistentni)
jestlize je v tr6m dokazatelnii kaZd6 formule vjrokovdho pottu (nad zkouma-
nou abecedou). Systdm forouli, kteri neni spomi, naziv6me bezesporni (t6i
konzistentnf). O

Naprosto trividlnim, ale da.sto pouzivanim pozorovrinim je, ie drikaz ze syst6mu
piedpokladri Tje dtkazem i z kaid6ho systdmu piedpokladri S obsahujiciho vSechny
formule z X. IiaZdri formule vyskytujici se v drikazu ze syst6mu piedpokladt je
pochopitelnd dokazatelnd z tichto piedpokladi.

Je takd zcela ziejm6, Ze lze zobecnit pravidlo modus ponen-s na tvrzeni, Ze je-
li ze systdmu piedpokladri T dokazatelnii jak formule A + ts, tak i formule ,4,
pak je z t6hoZ syst6mu piedpokladfl A dokazatelnd formule 3 - na toto jedDoduch6
tvrzeni se budeme odvol6vat jako na princip modus ponens. Staii totii prodlouiit
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fiakoito posloupnost formuli) dtrkaz formule.A + 3 o dt}az Jormule "4, ov6iit,

ie takto vznikne drikaz ze syst6mu piedpokladri y, a tento dirku d6'le prodlouZit

o jedinf dalSi krok pouiitim odvozovaciho praxddlo modus ponens

VialSim budeme konstruovat rtiznd dtkazy. v t6chto koDstrukcichje iada krokt

zcela rutinnich (napi. pouziti modus ponens), aviak n€kter6 kroky se jevi pro ten

ktery dikaz kliaov6. Pro snazii pochopeni podstaty kaZddho jednotliv€ho drll<azu se

budu, jak jE tvedeno pii popisu znaaeni, snMit podtrzenim zdiraznit kroky, kt€r6
jsou pro sestrojovaDi drikaz - dle m6ho !6zoru - nejdilezit6jsi. Pro piehledtrost

budeme takd na pravd stranE uv6d6t zdivodnEni jednotlifch krokri

Vi ta 15).  FI+"4. .

D€monstrace. Ndsledujici posloupnost je dikazem ve virokovdm pottu:

(n * (,4 - "4) -,41) * (1,4 * (x *,4)l * (,4 -,4)),

WRoKovY POCET

l

"c- l (A-A)-r4),

IA,-(A,-A\ l - ( ,4.-A),
,4-(A-.4),

vP2, do kter6ho dosadlme za ? a ? formuli .4
a za g dosadime formuli "4 - 

.,4,
vPl, do kterdho dosadime za ? formuli .A
a za Q dosadime lormuli 4 * ,{,
modus ponens,
VP1, do kter6ho dosadime za I i Q formuli "4,
modus Ponens.

NAsledujici v6ta o dedukci je jednim z prostiedkt, kter6 zpiehlediuji demonstra-
ce a usnadiruji nalezeni potiebnich dtkazi Princip, kteri vyjadiuje vEta o dedutci,
bude riDohokr6t pouzit v naiem textu. Potieba tako{ichto prostiedkrl (dalii budou
formulov6ny v posledni vdt6 tohoto paragra.fu) je zcela odividn6' nebot' dil@z Tcela

trivirlniho tvrzeni.4 
- "4 mal p;t hoki, plod provedend drikazy slozitdjsich tvrzeni

by byly velice t6Zko pribJednd a pietdZce bychom pro kaidd jednotliv6 tvrzeni hledali

znovu a znovu metodu konstruke dikazu (na druh6 stranE po nalezed dtkazu by

ov6ieni, ze se jednl o drikaz, jiz obtizn6 nebylo, bylo by jenom zdlouhav6). Pozna-

menejme, Ze podobni v6ta o dedukci v predikS,tov6m poitu mli jestd lidi poutiti'

Pro Dikter6 riiely je potieba zdtraznit, ze v demonstraci vdty o dedukci neni (a aoi
v predik6tovdm poftu lebude) pouzit VP3. Nadto si uv6domme, ie VP3 nebyl
pouZit ani v drikazu fotmule "4 - 

.4.

V6ta 2 (o dedukci). Pro kaZdi systdm formuli vlrokov4ho podtD ! a ptu kaid4
formule vlrokov4ln podtu ,A,ts plati

Y,"4ts ts # Xts A+ts.

Demonstrace. € K dikazu formule "4 - 
ts ze syst6mt piedpokladi tstaii piidat

dvojici formuli

5) Formule -rt 
+ J4 se n€kdy ieie6' z;kon totoz'osti srovn€j tak6 s d6le uvedenim zitkoneh

vylouiendho tietiho.q) V takovito souv;losti budeme formule ze syst6mu t !@ivat piedpoklady (exDhy).
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Jl, jeden piedpoklad ze syst6mu A, "4,
ts, modus poDens

a ziskiime drikaz formule 3 ze syst6mu piedpokladi I, "4.
+ Necht D1,...,D1 je dtkaz lorinule 3 ze systdmu piedpokladri I, -4. (te-

dy Da je toto;nd s ts). Indukci budenre pro formule D1,.. . ,D6 demonstrovat, Ze
! ts A 

- 
Di (dokonce induktivnd d6me n;ivod, iak transformovat dtlaz formule E

ze syst6mu piedpokladri 7, "4 na drikaz formule ,4 
- 

3 ze systimu piedpokla-
dri 7)- Rozeberme jednotliv6 moinosii, jakimi se pro i 5 tr mohla do dikazu dostat
formule Di:

(1) Di je budio axiomem togiky a nebo nikterim z piedpokladri z 7' pak po-
slotpnost formuli

D7 
- 

(A * Di),  a-xiom typu VP1,
axiom virokov6ho poitu nebo jeden piedpoklad ze systdmu t,
modus poDe4s

je drikazem formule ,4 + Di ze syst6mu piedpokladri T.
(2) JeJi D1 formuli ,4 (coZ je jeden z piedpokladn z T,A), pak t- "4 + ,4 je

obsahem piedchozi v6ty, a staai si tedy uvEdomit, Ze F e zaruiuje tF e.
(3) JestliZe D; je bezprostiednim disiedkem formuli D; a D,, (tzn. uZiv6meli

na uvedend formul€ modus ponens), pak Dr, je formuli rr 
- 

Di a'J. J' < t. Tedy dle
indukiniho piedpokladu existuje posloupnost er, . . . , e,,.,,4 - D", kberd ie drlkaz
formule -4 - 

Dj ze syst6mu piedpokladn t (jc-li nr = 0. je poslou;nost er,.. ., g.,
prdzdnou posloupnosti). Souaasnd indulini piedpoklad ti*6 zaruiuje existenci po-
sloupnosti  81,.. . ,3",, ,A 

- 
(Di 

- 
Dr), kterd je drikaz formule ,4 

- 
Di, ze sy-

stdrnu piedpokladri  A. Pi idrime-l i  k posloupnosti  e1,.. . ,  e,, ,"4 + D j , tsr, . . . , ts., , ,
A + (D j + D,) tii formule

G - (Dr .  D,t t  -  t \A -  D,\  -  LA .  D.Jt .  dxiom rypu Vp2,
(A - Dt) - (A , D,\.  rnodus ponpn5,

'4 - 
Di, modus Dorrens.

dostaneme dtkaz formule .4 
- 

D; z piedpokladi X.

Poznamenejme, Ze v6ta o dedukci je asi nejdrileiitFjsi ze vsech prostiedki zpie-
hlediujicich demonstra.e- V nrisledujicich vdt6ch uvedeme n6kter6 tasto pouiivani
typy formuli dokazatelnich ve vt/rokovdm podtu a zejm6na daEi dasto uzivan6 ,,di-
kazov6 bloky", tzr. pdncipy umoZiiujici zkracov6li a zpiehlediovj.ni drikazir. pro
zad6tek si uvddomme, ie princip modus ponens mr"rieme pii pouziti vEty o dedukci
reformulovat tak, Ze

jest l ize tFl  a T,JI \ ts,  pak tFg

neboli irtuitivnd ,,v3e co je dok6zi1no, lze pouZit pii dalsim dokazov6ni*.
D6le je takd evidentni, ie pro libovolnd Xa libovoln6 formule,4., B a € v;irokov6ho

Poatu
jest l ize tF"4 * ts a JFts- 0,  pak XFn*€,
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nebof za uveden6ho pierlpokladu je

v6ta o dcdukci aplikovani4 na ,A ' 3,
prircip modus poncns uzivajici tF 3 

- 
e,

vata o dedukci.

Na uvedenf princip se budeme odvol6vat jako na princip tranzitivity rm-
plikace. Zkrriti n6m mnohokrd.t demonstrace (tento princip miZeme ch6pat i jako
jinou formulaci trarzitivity implikace). MoZnost odvodit lTsloveny princip (pii jehoZ

odvozeni jsme pouZili VP2) tze pojimat ja.ko upiesn€ni jiZ deklarovandho faktu, Ze
VP2 je ,,zesilenim" principu tranzitivity implikace.

Uv€domm€ si, ne vata o dedulci (spolu 5 nodus Ponens) siirii Pon€kud rozdil mezi uktzdrin

dokzatelndti formule ve vyrokov6m poatu a Prokeiirim, t€ k ni piislujtri odvozova.i princip Je
nahrlditelni (tedy i sprrvni) ve 2volen6m systdhu Napi. piijim.imeli princip iratrzitjvitv imPli-

k@e, dostaneme dok&at€lDosi hanzitivity imPlikM€ t: t- (A ' ts) 
- 

(3 
- 

e) + (,4 
- 

e)l

dvojn:tsobnim uzitim v€ty o dedukci a n&pak misto PotrZiti priDciPu tranzitivity implik€e bv-

choh do dikMu mohli napsat posl€dn6 zminanou formuli (sPolu s jejim d,nkaeE) a Poutit dva*rat

hod$ ponels. V jist6n ohledu j€ tedy aplikde princiPu trmzitivitv implikee tdm€i tot6z jako

uziti dok@atelnosti trMzitiviiy implikac€.

Formule v:irokovdho podtu, jejichu dokazatelDost ukiZeme ve vit6 piisti, pouzi-
jeme pii demonstraci posledni v6ty tohoto paragrafu a vdty o riplnosti v n6sledujicim
paragrafu. Tyto forrnule maji navic jasni intuitivni viznam:
(1) ,,2 nemoZr6ho plyne cokoli"6) z6kon Dunse Scota; jestlize totiz piijmeme

-.4, 
pak jiz z "4 plyne coholiT);

(2) a (3) lze ch6pat jako ,,dvojitou negaci je mo;no vynechat" (ve form6 
--.A 

= n
se nazivaJi zdkonem dvojik negace, tento princip lze piipsat jiZ stoicko-megarski
ikole8));

(4) je obrricenim implikace v axiomu VP3 a bylo zminino jako ziikon transpozice
na zaaiitku paragrafu;

(5) lze vyklSdat,,z A a ts p|y ne A k ts", nebot' ll & 3 je defi noviino jako zkratka za

-(.4 - -3) 
(podrobndjSi rozbor viz drlle, kde je pouZit k motivaci dalSi vEty).

Piiklady mnoha dalsich dokazatelnich formuli virokov6ho poztu budou uvedeny
v druh6 polovind piiltiho paragrafu.

Vdta 3. Jsou-li "4 ats fo nule v!rckovdho podtu, pak m6me:

(1) ts-x-(x*ts) ,
(2)  ts--A-4,

! ,4ts ts,
J,AT C,
TtA-e,

Dt,

6) Od scholdtick6 losiky je zD.ino jako 
'Ex 

in,possibili sequitur quodlibet"; utirim pravidla (4)
komentovu6 v€ty na tento princip dGtuem€ (viz cv. 6) ,,Nutn6 vyplivit z aehokoli" leboli 

'Ne_
cessaium sequitur ad quodlibet".

7) Z,iton Ounse Scota bychom nohli oapsat l-"A. U A) 
- 

3. protoze 
-"4 & -4 

je 
'nenoz'

n6", srovnej ,,vyloui€ni konttadikce", tj. fornuli (17) ,e sez!.mu ke konci piiitiho pda8rafu. Pii
pievadaoi (1) vity 3 & tvar (-,4 &,4) 

- " 
je vhodn6 vyuztt formule (21) z t6hot sezDamu.

3) V i6to souvislosti je ponakud piekvapujici, ze Deni zn6nto, z€ by se t.io skol. pokusila..p.'
citn€ popsat pravdivostni hodnotu n€gme v zivislosti na prwdivostni hodnot€ piisluin€ formul€,
Naproti tomu popis p.o implil'rci, kterou j€ mozno povazovat 2a ,,slorit6j3i", je dokumentovdn.
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"4 l- (("4 + 3) + ts) 
- 

(-3 + 
-(,4 

+ 3)), (4) aplikovan€ na formuli (-4 
- 

3)
a tbrmuli 3,
priocip modus poleDs,
vita o dedukci. I

SYNTAX VYROKOVEHO POCTU $2

Viie jsme vlastnE intuitivn6 zdivodiovali vztaL (5) piedchozi vdty ieho rcfor-

mulaci tvaru t A 
- lts + 

-(,4 - -t)l 
(viz (Z) ze seznamu uveden6ho v $3).

Pokud v tvrzeni (5) misto f, piSeme -3, zisk6me F A + [-'3 + 
-(,4' -3)]'

Je celkem jednoduch6 reformulaci t A 
- lts + 

-(,4 
+ 

-ts)] 
z dokazatelnosti

t JI + l--ts * 
-(,4 - -3)l 

ukizate). Je vsak pochopitelni ly'hodnCjli prokrizat
jednou provZdy moznost nahradit podformule formuleini s nimi ekvivalentDimi nez

hledat konstrul<ci dikMu pro kazdi jednotlivf piipad zvlSBii.
Princip, o kterdm je iei, mrizeme formulovat ?r = Qr,. -.,9* = Ql l -4. = ts,

kde 3 vznikne nahrazedm ndkterich (tzn. ne nutnd viechlo)) v;iskytri podformuli

9r,. . . ,?r formule "4 po iad6 formulemi Qr,. .  ,Qr'  Dosud jsme v5a.k podrobnEji

nepopsali choviini spojek, kter6 zav6dime jako zkratky, a proto budeme princip for-
mulovat raddj i  ve tvaru ?1 '  Qr,9r *  ?1,  . . ,?/ ,  *  Q6,Q1 

- lpLl"C-ts.Pi i
t6to formulaci tak6 vice vynikne, Ze pro jedntr implikaci, svazujici formule .4 a ts, po-

tiebujeme (v obecn6m piipadE) obi implika-ce svazujici ?; a Qr. Na druh6 strani jiZ

pak triviillDa symetrii dokrlZeme i druhou implikaci svazujici lormule "4 a 3 K pro-

blematice popisu cbov6ni dalSich spojek se vr6time na konci piiStiho paragrafu pot6,

co dokoniime, pokud moino v sevie[6 podobd, popis vlastnosti negace a implikace
Pak bude talG ziejmd, ie obd uveden6 formulace vyjadiuji tot6z.

Poznamenejme, ie v demonstraci analogick6 v6ty pro predikdtov;i potet br)deme
muset rozliSit vice piipadri (kvaotifikace), ale podstatn6 je, ze piisluind i6st demon-
strace z tohoto paragrafu je aplikovateln6, i pii dosazov6ni formu[ pledikitoviho
poatu (viz formulaci v $3 kap. II). V piiStt kapitole jiz nebudeme demonstracj trrdiz
znovu opakovat.

Drikaz sporem a drikaz rozborem pliPadrijsou tak biZn6 odvozovari priocipy
v matematice, Ze by nemdly potiebovat piilGn6 vysv6tlov6ni. BEZnost t6chto priocipri

traopa-k zptsobuje, ;e kdybychom nebylischopni moznost pou;iti tEchto dovozovacich
prostiedkri piedv6st, pokl5dali bychom rr5.! syst6m za ,,slabi" (uvedme viak, Ze napi
intuicionistickd logika nepiipouiti dr:kaz sporem). Pro lepsi orientaci piipomeime,
Ze napi. b€inf d$laz, ze souain dvou po sob€ jdoucich piirozenich disel je sud:i,
pouZiv6 rozbor piipadrl, protoie v ndm rozlisime pifpad, Ze c je sud6 (a pak soutin
s iimkoli je sudf), a piipad, kdy r je 1ich6, ve kterdmito piipadu si uvCdomime, Ze
potomjer+1sud€.

Nicm6n6 /orznrlace principu d0tazu rozborem piipadt mize vyvolat jist6 ob-
tiZe. Rozeberme tedy trochu podrobndji formulaci tweni (4) nrisledujici v6ty Na
prvni pohled se zd6 nepiirozeDd, Ze na jedn6 (lev6) strani se mluvi o dokazateloosti
z piedpokladu "4 V 3 (tedy z disjunlrce) a Da stranE druh6 (pravi) se vyiaduje ,rotr-
iasnd dokazatelnost jak z piedpokladu "A, tak i z piedpokladu 3 (pro jednoduchost
vikladu ted piedpoklidrim, Ze syst6m 7, pouiiti pii obecnd formulaci ve v€tE 4, je
pr6zdnf). Mnozi studenti by vbak pokl6dali za intuitivnd piijatelnEjsi, kdyby i na
prav6 stranE se po;adovala dokazatelnost z piedpokladir A nebo z piedpokladu 3.
Takovdto oslabeni pozadavku na pravd stranE vBak neni piijateln6, jak vz6pdti uki-
Zeme. UvaZujme vjrokov6 promdnnd p a q a formuli p v q. Podle pryni vdty tohoto

(3) F4+--"4,
(4) r- (,4 - ts) - (-ts 

- -A),(5) Fn*l- ts+-(rr- ts\ ] .
DelnonstTace.
(1) F 

-a 
+ (-3 + 

- / ) ,
F (-3 * -4) - ("A. - ts),
F-"a-(x*ts) ,

(2) F 
--J4 

+ (-4 + 
---"4),

- -4F(- ,4----4),
F (-"4 * 

---4) 
+ (--A + A),

--.4 
t --A 

+ A,

--'4 ts A,
F--/- / ,

(3) F--- I - -x,
F (---,4 + 

-,4) 
+ ("4 + 

--r4),
tA+-- f , ,

(a) ntaF--"4- -- ts,
ts (--J4 + 

--3) 
+ (-ts 

- -4),,4+tsts- ts+-A,
F (,4 

- 3) + (-ts - -A),
(5) Jr,lt - ts ts ts,

Ats("4-ts)- ts,

J+ts -2i - -(J+ - ts),
F,4+(- !+-( ,4*3)) ,

VP1,

vP3,
princip tranzitivity implikace;

aplikace ( 1),

vdta o dedukci,
vP3,
princip modus ponens,
vdta o dedukci,
v€ta o dedukci;

aplikace (2),

vP3,
princip modus ponens;

(2) a (3) a dvojnrisobnd princip
tranzitivity implikace,
vP3,
pdncip modus ponens,
v6ta o dedukci;

aplikace modus ponens na piedpo-
klady',
vEta o dedukci aplikovanri na for-
muli ,4 ' ts,

Piedchozi vitaje tormulovioa pro libovolnd lornule "4,I virokov€ho podrtr. prvni a&i tr6re_
dujici vaty vsaL ukazuje, te piipadnt formutMe pouze pro virokov6 prom€u6 by byla slabii jenom
zdnnliva.

UvEdomme si, Ze z:ikon Dunse Scota (spolu s modus ponens) umoiiuje ukizat,
Ze systdm formuli Xje sporn;i, priivd kdyZ existuje formule "4 takovri, ie z piedpokladri
7je dokazatelnd jak formule "4., tak i lormule 

-"4..

' 
Motivujme nyni pon6kud podrobneJi tvrzed n:isledujici v6ty. Jak jsme jii uved-

li, jedn6 se o formulaci dalBich odvozovacich pritrciprj. Na jedn6 stranE pouziti tdchto
dodateiDich odvozovacich principri podstatnd zjednodGi koestrukci drlkazri. ale na
druhd strand dsledujici vEta prokazuje, Ze tyto principy jsou v kaid6m jednotli_
v6m piipadd nahraditela6 pomoci jedin6ho dedukdniho pravidla modus ponens (pii
sou,:asndm vyuzit i  &xiomt VPt I /P3)

s) Stani pouzii na zaa6.tku i !a konci demoNtr&e vctu o dedukci a jako j,idro demorstr&e uzit
tvrzeni (3) piedchozi v;ty, fornuli ,4 + [--r + 

-(.4 - -3)] 
a princip trazitivity imPlil'5e

r0) Tedy korektG dostanene napi .  ?= OF (?+ ?) = ("-  O).

38 39
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paragrafu a podle v€ty o dedukci je p F p, a tedy (p F p nebo q F p); naproti
tomu reni p v q F p. Z v'ty o dedukci bychom pak totii dostali F (p V q) + p, ale
tato formule nenl, praudiud, pi\ ohodnoceni, kterd promEnnd p piiiazuje 0 a prom€n-
n6 q piiiazuje 1, a tedy intuitivn6 citime, Ze poslednE uvedenii formule nemriZe bllt
dokazatelnS ve virokov6m poatu (zcela rigor6znE ivahu dokondime pouiitim vEty
o korektnosti uvedend v nrisledujicim paragrafu).

Posledni principje speci6lnim piipadem rozboru piipadi, nebof formule pV-p je
zkratkou za formuli 

-p ' -p, a je tedy dokazatelni ve qfrokovdm poatu. Uvedme,
ie formule p V 

-p 
je oznadovSna jako zekon vylouCen6ho tletiho (tertium non

drfur). kterj byl velmi zdirazirovdn ji2 Chr;isippem ze Soloi.
Prosim iteniiie, aby si uvEdomil, Ze drl}az sporem je svou sttukturou dosti viji-

medn:i. B6;nE z piedpokladt, kter6 pokliddme za sprrivn6, vyvozujeme daEi tvrzeni,
pii dikazu sporcm naopak piedpoklid6me platnost toho, co cbceme vyvr6tit_

Ve zn6ni v€ty o nahreeDi se uvaiuje posloupnosr virokovich pronEDlich tr,... , pr; chcem+
li bit naprosto piesDi, msime explicitn€ piijhout (implicitDa evidentDd piijimani) piedpoklad, Ze
uvedend vyrokov6 prom€nna jsu od sebe rnzn6, tj. t€ i-!t hodnoia posloup.osti pr,. . . ,p/. je riznt
od j . ta pro rnzn; i , i  S l .  Napror i  lomu rnzno.r  forduu ?r.  .?r  se qevytaduje.

lGta 4. (1) (V6ta o nahrazeni) - Jestiiie fotmule ts vlrokov'ho podtu vznikne na-
htazenim aiech vlskytri (od sebe rrizn!.ch\ w!.rokov!.ch promdnn;ich p1,.. .,pa
po iadd fotmuleml P*. . . ,3t virokov4ho poitu ve fotmuli "4, pak

(F "a) + (F 3).
(2) (V6ta o ekvivalenci). Yznikne-Ii formule ts vlitokov4ho poitu z for-

nuLe ,4 v;irokovdho poitu nahrazenim jejich podformuli ?1, . . . ,?p po iadi for-
rnulem.i 91, .. .,8k virokov6ho poitu, pak

?r 
-  

0r ,9r  
-?r, .  

. '9r-9t ,9x-?t l "A"- ts,
tedy specid, l [d ts A zarudi  ?1 + Qt,  Q, 

-  
?r , . . . ,?r  

-Qt,1r-9t1ts.
Nadto prc kaZd! systefi T a viechny fomule .4,ts a e virokov'ho poitu plati

(3) (v6ta o drikazu sporern). l r  A ++ lT,-Ar -(e, 
e)J,

(4) (VEta o drlkazu rozborem pi ipadri).  ! ,Av tst e ++
1+ lU,.A, |  €asoudasniI, tsFel,

(5) (V€ta o neutr:ilni forrnuli). yF e <+
<+ [1,,4 F g a souiasnd t, 

-n 
F el.

Demonstrace. (1) Bud D1, . . . , D;, dtkaz formule "4. UvaZme poslouDnost formuli
er,. . . ,e*,,  kde Q jsou (pro t 5 i ' )  formule vznikld nahrazenim vjrokov;i .ch pro-
minnich pl, . . . ,pt po iadE formulemi ?r,. . . ,  ?k v:fookov€ho poEtu ve formuli  D..
Uk6Zeme, ie posloupnost er,. .., el, je op6t drjkazem.

Je-li D1 a-xiomem vfrokov6ho poatu, je a-{iomem tdhoZ truu i fororule €;.
Tato lva.ha je kotektni v pitpadi nahrMovini virokovich promcndich. Avjak v DiiDadE nahr&

zovilni podJomuti jinimi formulemijit kor€ktni nenirr) J€ take zfejb6, ze pro kor€iroGt uvedeni
6vahy potiebujeme, aby virokov6 p.omann6 v posloupnosii pr,. . .,p,, byty rizn6r2)

rrj Napliklad uahruenim podfo.hule q 
- 

p eirokovou promelnou q dc6v6me z foimure
p 

- 
(q 

-pl 
kter:t je diomem, formuli p 

- 
q, kreli jiz dok&atelnd neli (.oZ by intritivnE

malo bit ziejm6, pien6 demonsfrrie vyutije vEiu o korekrnosri z r&ledujicih" i-"g-r").
r , )Kupi ik lud, lahradimerirvdionutp-(q-r) l+ l (p-q)+(p-r) l  

jednou fornur i  p

SYNTAX VYROKOVEHO POCTU q2

Jestliie formule D; byla odvozena pomoci modus ponens aplikovan6ho na for-
mule D;,D;,, kde j,j' < i, pak formule Dj, je formuli Dj 

- 
Di. Po nabrazeni

vjrokoqich promEnnfch pr,. ,  p[ po iadE formulemi ?1,.. . ,  9r virokov6ho poitu
ve formuli D, 

- 
Di dostaneme formuli €i 

- 
e; (tzn. provedeme-li napied nahrueni

a pak spojime formule do implikace, dostaneme tot6i, jako kdyZ napied spojime for-
mule do implikace, a pak provedeme nahrazeni; viz demoDstrace vEty $ 1). Formule €1
tedy opCt vypljv6 z formuli €; a €;, pravidlem modus poDens.

(2) Prok6zeme opit indukci, tentokrdt postupne pro formule vyskytujici se ve vy-
tviiiejici posloupnosti lormule -4 vtirokov6ho poatu. K provdieni hoku pro konstrukci
formule negaci staai prokiizat tvMeni p + q, q * p F 

-p 
* 

-q, 
coz je dtsledkem

(4) piedchozi v€ty a v6ty o dedukci. Pro krok odpovidajici konstru-kci implikace sta-
di prokrzat pl 

-  
qr, q! - pt,p2 1 q2,q2 

- 
p2 F (pr 

- 
pz) + (qr + q2), coi

zGk6me dvojnisobnou aplikaci principu tranzitivity implikace a v€ty o dedukcr.

I

:

(3) +F -,4 * [,4 * -(e * e)]
r , -AtsA+-(e+e)
r, -"4 F -(e - e)

<=Tr-A--(e*e)
tF(e*e) -4JIA

(4)€tFrt 'e
Jtsts.C
yF 

-e -  -AT,(-LI* ts) t -e-e
F -e - [-e * -(-e ' e)]
F-e *  - ( -e *  e)

F(-e-e),e
r,FA-ts) te

(1) pledchozi v6ty
vEta o dedulci
pdncip modus poneDs vyniivaiici T | "4
vEta o dedulci
VP3 a pritrcip modus ponens
princip modus ponens vyuZivajici F e 

- 
e

v€ta o dedukci aplikovanri na I, -4 F e
vEta o dedukci aplikovand na I,3 F €
(4) piedchozi vdty a princip modus ponens
dvakr6t uZitj princip tranzitivity implikace
(5) piedchozi vdty pouiitd pro 

-e 
a g

tiikr6t uzitii vdta o dedukci; uvddomte si,
Le 9,? | Q, prrivE kdyZ ? F O
VP3 a princip modus ponens
princip modus ponens.

Nyni si stadi uvEdomrt, ,,e Av ts je zllJatkor za 
-.A - 

ts.
ObrScen6 implikace je trivirilni, neboti F "4 + (-X + ts) a soudasnd m5,me

tsts-(-A-ts\ .
Ja"k ui zminEno, (5) je specirilnim piipa.dem (4), nebot'"4 V -"4 (tj. formule

-A 
+ 

-A) ie dokazatelo6 dle pNni v€ty tohoto paragrafu, a postaai tedy pouiit
princip modus porens (a vdtu o dedukci).

Uvidomme si, Ze reformulaci vity o dikazu sporern je tlTzeni, Ze

XF "4, pr6vd kdyZ syst6m formuli 7, 
-,4je 

spornj,

a jednou ponechinoe beze zminy (tj. lahradine r formuli r) a soua6n6 Dah.adimeli q formuli ?
(izD. uvarujeneli po6loupDost pr,p2,pr, kde p1 a p2 jsu rovny r a p3 j€ rovD6 q), dciueme
formul ib-(p-p) l  * [ (p-p)-(e-.) ]  a po dvojdsobDdm ut i t i  p. i t rc ipu modus poDeE
bychom da.k dGtali, Ze j€ dokuateln6 formule p 

- 
r, j€jiz nedoku atelnost jsme jiz deklarovali.
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Eebof dle zekona Dunse Scota f- -(e ' e) 
- 

(e + e) 
- 

9] pro libovolnou

formuli B vlrokovdho podtu, a k ukdz:ini sponosti teode 5', -"4 z piedpokladu

t, 
-"4 

F 
-(e ' e) tedy stadi pouiit dvojndsobn€ princip modus ponens a F € 

- 
€.

Jii jsme zdurazniti, Ze zkoumani syst6m a-xiomt a dokazovaciho pravidla neni
jedinj rnoZnj. Pokud by n6kdo cht€l mit jen konednd mnoho axiomi (nesta'ilo by

mu konedn6 mnoho fgpri axiornri), mohl by piijmout za axiomy

vPli
vP2'
vP3',

p-(q-p),
h+ (q +r) l  *  [ (p-  q)  

-  
(p-r) ,

( -pr-q)-(q-p)

[3

0PLNosr vYRoKovEHo PocTU,
NORMALNI TVAR FORMULE

Vztah mezi syntaxi a sdmantikou virokov6ho pottu popisuji zejmdna v€ty o ko-
rektnosti a riplnosti, kte# dohromady vyjadiuji rovnocennost vztahu dokazateln.Fti
a tautologick6ho dusledku. UvEdomne si, ie pro slabsi verzi vEty o riplDosti nepo-
tiebujeme dodatelr6 piedpoklady na silu metarnatematiky.

V€ta 1 (o korektnosti). Prc kaidi systdm formuliX a kaidou lormuli A vltoko'
v4ho poitu plati

(tF .4) + (v F .4),
speciLlnd tedy ka.idd dokazatelne formule ie tattologii, tj. (F.a) + (FA).

Demonstrace. Nejprve je tieba ov6iit, Ze ka;di atiom v/rokov6ho podtu je tau-
tologii, ale k tomu stati ltk'zat, ,,e kaid{L z formuli VP1'-VP3' vthokov6ho poatu
je tautologii, protoze nahJadime-li v tautologii vjrokovd promdnnd jakimikoli for-
mulemi virokov6ho podtu, dostaneme opEt tautologii. D6le si uvddomime, Ze jsou-li

formule.4 a.4 + I tautologie, je tautologii i ts (dokonce formule p + [(p - 
q) t q]

je tautologii)- Je-li Dr, . . . , D* drilcaz ve vjrokov6m poitu, ukiiZeme tedy iodukci, Ze
pro kaZd6 i 5 I, je D; tautologii.

JeJi syst6m X pnizdn;y', jsme hotovi. Piedpokl,dejme tedy, Ze ie nepti\'dn:i a ie
J-F "4. Pak existuje,tonei*f podsyst6m €1,.. . ,9k syst6mu ttak, ie er,. . . ,  er F "4,
protoZe v jak6mkoli drikMu je mozno pouiit jen konedni rnnoho piedpokladrl. Takie
*-nrisobnou aplikaci vdty o dedukci dostiiviime F el 

- 
(... j (9. + 

"4.)...), a dle
vf5e prokiizan6ho je tedy | €1 + (. .. 

- 
(er + "4) .. .). T\rdiZ stadi ,t-nrisobn6 uZit

vztahu (f 3 '  e) + (3 p €) (viz zdvEr $1). I

tu o korektnosti je moino ekvivalentn€ formuiovat tak, te Z6dn spomy sy-
st6m formuli neni splnitelnli. Staai si totiz uv6domit, ie pro libovolnou formuli ,4
a libovolnl/ syst6m 5 formuli virokov6ho poltu je S, 

-'4 
sporn;i, pr6v6 kdyZ S F "4,

a souiasnE 3, -"4 neni splnitelnlf, prSv6 kdyi 5 p 
-4 (a ie pt{zdn! syst6m [eni

sporni). Analogicky lze rcformulovat niie vyslovend vdty o iplnosti tak, Ze Uaid!
bezespornli systdm formuli je splnitelli (pii slabii verzi se piedpok]iidii konelnost
syst6mu 3).

Pii demonstraci vdty o iplnosti, ke kter6 za okarriik piistoupime, rTuiijeme
pomocni vztah, kteri je vbodnd formulovat explicitnE jako lemma, protoze se na nEj
budeme odvoiri.vat takd ve tieti a rovndi v zrivdreind kapitole. K jeho formulaci je

1y'hodn6 piijmout dohodu o symbolice.

Znaleni. Pro libovolnou formuli ,4 a pro libovotod ohoduoceni !r' definujeme v:iro-
kovou formuli Al"l lp,k, ze,4l"j ozaaiuje samu formuli "4 za piedpokladu, Ze

"4.[v] = 1, a znadi formuli 
-,4 

v piipad6, Ze,4[v] = 0.

a pravidlo mo.lus po[ens apravidlo nahrazeni ve vlirokov6m podtu (6imi mysli

me pochopitelnd pravidlo popsan6 v€tou o nahrazed, tj. pravidlo dovolujici z formule

t 
"yvoaii lat outoli formuli, kter6 vznikne z formule ? nahrazenim vSech vjskyti

(odiebe rrizn;/ch) vjroko\,:ich prom€nnich pr, . . . , p* po iad€ formulemi ?1, , 91)

V takovdmto svstdmu evidentnd dokizeme - v drisledku vity o nahrazeni - prevd

tyt6i formule jako v n6mi vybrandm syst6mu Uvddomte si, Ze pokud pouziviite nri's

ptivodni systdm, smite nahrazovat prom6nnd v a-\iomech VP1'-VP3' pouze na za-

i,itk r 1. tuk,i.kit" tta.Be a-xiomy VP1 vP3), mopak pii pouziti plavidla nahrazed

smite nahrazovat v jakdkoli jiz dok5,zan6 formuli. Tvrdime, Ze 
',zv€tseni" 

moznosti
pii druh6m piistupu je nepodstatn6
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Nahl6dn6me, Ze pro kaZdou lormuli 3 a pro ka;dd ohodnoceni v je formule 3f"l
pravdiv;i.

Lernma (A. Church) . Pro libovolnd ohodnoceni \t virokovtch protndnnlch a libo-
volnou formuli ts vlrokoveho poatn, ve kteri se vyskytuii naleivliie virckovd
profiEnnd Pr,. . 'Pk 

jest

-t"J -f" l  
,  ." t .  I

Demonstraci provedeme indukci podle slozitosti lormule 3.
(1) Je-li I vjrokovou prom6nrou, je prom6nnou P; Pro ndjak6 i 5 [, a v tomto

oiioadd tedv neni co dokMovat.
(2) Nechi pl" l ,  .  .  .  ,  pl"J r et"J. Uv6domme si,  ze (-e)t" l  je budto formule 0l" l

(v pi ipad6, Ze €[v] = 0, t j .  (-e)[vl  = 1.),  nebo formule --€l" l  Uestl ize elvl  = t).
V prv6m piipad€ op6tovnd neni co dokazovat, ve druh6m vyuiijeme F e + 

--e
a princip modus ponens.

(3) Bud tedy B tvaru e * D, piedpokl6dejme, ;e dokazovani vztah plati pro

form[le € a D a rozlisme nrsledujici tii piipady:
(a) Je-l i  e[v] = 0, je_ (e * D)lvl  = 1, a tedy (e 

- 
t) lvl  je formuli  e 

- 
D.

Piedpoklrd6me pl" l , . . . ,pl '  F -e, a stadi tedy pouZit F -e - 
(e * D) (viz

tvrzeni (1) tieti vEty S2) a pritrcip modus poneus. 
-

(b) Je-l i  D[v] = 1. je-{e * D)[v] = i ,  a tedy (€ '  D)rvl je opdt formuli  0 '  D.

Piedpoklddime pl" l . . . . ,pl" '  F D,a tedy stat i  Pouzit vP1 a princip modus
ponens,

(c) Zbjv6. posledni moznost. totii €[v] = 1 a-soudasn€ D[v] = 0; v tomto pfr-
pad€ je (e 

- 
D)h/l  = 0, a tedy (e + D)rvl je formuli  -(€ 

+ D). Piedpo-

kl6ddme tudiz pl" l , . . . ,pl" l  r  e u pl" l , . . . ,pl l  F 
-D. 

Na z6var pouzi jeme
F e 

- [-D - -(e 
* D)] (viz bod (5) piedposledni v€ty piedchoziho paragra-

fu), a tentokrSt dvojDi4sobnE princip modus ponens. I

V6ta 2 (o iplnostil) ve slabii verzi, E.L Post). Pro kait$ koneCtuli systdm
formuli T a kaddou for.ml]li A virokovdho pottu platf

(t  F Ja) + (t  F.a),

speci|,lni tedy kaidd tautologie je dokazatelni, tj. (F A) '+ (tsA).

Dernonstrace. V kaZd6 formuli qfrokov6ho podtu se vyskytuje jenom koncdnd mno-
ho viroko{ich prom6nnjch (viz definici formule). Piedpokl6dime, ie "4 je tautologii,
vekter6sevyskytuj ipouzeqirokov6promEgn6pr, . . ,pk.Nejprvenahl€dndme,ze
piedpoklad, ze "4 je tautologii, zamiuje, Ze ,4lvl je formuli -4 pro kaid6 ohodnoceni v.

ProIeZ Churchovo lemma n6Jn zajisti

pr '1,  .  ,p l" l  Fr.

pro lo.idd ohodnoceni v.

1) Nazev v€ty odrazi, Z€ se podaiilo tplnd .harakteizovat pojem iautolosick€ho dnsledku pomo.i

dok&aielnosti pii zvolenich uion,ech a dokaoveim pravidlu

IPLNOST V"TROITOVEHO POCTU, NORMALNi TVAR FORMULE $3

Vyuzitim v€ty o neutrii,lni lorrnuli ukiiieme, Ze z piedchoziho vztahu mriZeme po-
stupn€ vyp$tit ktercukoli promdnnou. Piedpokliidejme tudiZ, ie jsme jiZ prok6zali,
Ze pro n < Ji a laidl ohodnoceni v v1/rokoqy'ch prom€nnjch plati

pf" j , . . . ,pr" l ,pBr F,4.

KromE ohodnoceni v zkoumejme je!t6 ohodnoceni w, kterd je pro vSechny v;lrokov6
prominn6 rtznd od p"11 shodn6 s w, ale pro p,11 poloZime w(p"11) = 1, prdve
kdyZ v(p..r-1) = 0. Tato dvE ohodnoceni zarudi vztahy

,I"J " P1"1, P"11 F"4

Pl"l, , Pll, -P"+, r "q'
Podle vEty o neutrehi formuli obddime

Pl"r, , PI'l re'
Takie prov'edeme-li vypouStdni promdnnich [-krdi ziskime F "4, tzn. dokazatel-

nost tautologie ,4 ve vyrokov6m poat[ bez piedpokladi. Tirn jsme dokoniili demon-
straci ( p 

-4) > (F "4), tzn. tvrzeni v€ty pro speci6lni piipad, Ze syst6m 7 neobsahuje
iddnj piedpoklad.

Zb;y'v6 zobecnit prokrizan6 na konednd systdmy formuli v;irokov6ho poitu. Pied-
pokl idejme tedy 3r,. . . ,3r f  "4. UZijeme-l i  i -nrisobni vztahu (5-,9 F ,4) +
(1I  F 3 * .A) (v iz g1),  dostaneme l tsr  -  

( ts2 
- . . . ( tsk -  "4.) . . . )  a podle

piedchozi tdst i  demonstrace ddle obdr; ime | ts1 
- 

(ts2 + .. .  (9r. + -4).. .) ,  tedy
f ndsobnd uziti v6ty o dedukci ukonii demonstraci. I

Uvedli jsme, Ze vdtu 2 lze ekvivaientn€ formulovat tak, ie kazdi koneini beze-
sporni systim formulije splnitelq:i Piedpoklidejme totiZ, ie Ije koneanly' nepr6zdni
bezesporn:i syst6m formuli a budiZ p promEnn6 vyskytujici se v nEkter6 formuli ze sy-
st6mu t Bezespornost 7 zaruii, ie qeni A F -(p - 

p), proiei v dusledkt vEty 2
neni J- F -(p 

* p). To znamenii, Ze existuje ohodnoceni v takov6, Ze "4[vl = 1 pro
kaZdou formuli ,4 ze syst€mu I (a 

-(p - 
p)[vl = O). Naopak z na.Si reformulace

plyne twzeni v€ty 2, nebod jestliZe pro konedn;f syst6m lneni XF "4, musi bit J', -"4
bezespornj syst6m, a proto y, 

-"4. ie splniieln6, tudii neni X | ,4.

Od tohoto okaoiiku jsme oprrivn6ni dokazatelnBt ov6iovat prok6ziinim, ze se
jednii o tautologii tzn. ovdiov6ni proviidEt vipoatem pravdivostnich hodnot.

N€kdy je rychlejli neZ zcela rrechanicki vipodet tabulkou pops6ni piipadri,
kdy implikace mriie neplatit. Piedvedme na piikladu VP2/. Kdyby tato implikace
neplatila, musil by bit nepravdivi jeji konsekvent, ten je opit implikaci, a tak by
jeho konsekvent, tj. formule p + r musila byt nepravdivii a antecedent, tj. formule
p 

- 
q by musela bjt pravdivii- To vede k tomu, ie hledan6 ohodnoceni v, plo

kteri by nebyla formule VP2/pravdivri, by muselo spliovat v(r) = O,v(p) = 1
a v(q) = 1. Pro takov6to ohodDoceni je vsak antecedent formule VP2,, tj. formule
p 

- 
(q * r) nepravdivri, a tedy VP2i je pravdiv6.
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Sgntaktickd velze kompaktnosti (tzn. tvrzeni, Ze pro kaidi syst6m t a kazdou
formuli virokov6ho poitu ze vztahu tF "4 plyne eistence ftoaeind,to podsyst6mu S
syst6mu X takov6ho, Ze 5 F '4) je trivi6lni. Kazdi drikaz totiz mfiZe vyuzit pouze

konpin6 mnoha pfpdpokladri (nebot drirkaz jP koneanou posloupnosti).

Zobecndni piedchozi v6ty na drikazy ze syst6mu piedpokladri je tedy moZn6 je-

nom v piipad6, Ze pro kaZdf systdm piedpokladri X a kaZdou formuli .A virokov6ho
poitu by ze vztahu I | .4 plynula existeEce konein6ho podsystdmu S syst6mu y

takovdho, Ze S F "4. Toto tvzeni je obsahem n6sledujici vdty vztahujici se k semdn-
ticfti velzi kompaktnosti. JiZ jsme se zminili, Ze jeji demonstrace vyZaduje nCjakou
formu a-xiomu vfbiruz).

V€ta 3 (o kompaktnosti). Systdm form li vlrokovdllo poatu T je ;plnitew pravd
kdyi kai;rry konein! pods-ystim systdmu T je splnitelni. Tedy prc ka.;dox for-
muli A v:irokov€ho poitu jest T + A, privd kdya existuie koneif podsystdm S
systdmri tak,ZeStsA.

Demonstrace. + je triviilni. € Piedpoklrdejme, Ze kaZdl/ konein;y' podsyst6m

3 ! X je splniteln!. Bud 5 dobr6 rxpoidd6ni vSech virokov:ich promEnnllch vy-

-kytujicich 

se v t Chceme indukci dle 5 sestrojit ohodnoceni, pii kter6m budou
vsechny formule z T pravdiv6. Pro kaZdd p rTskytujici se v t sestrojime postupn€
(d6stein6) oJrodnoceni vp a to tak,;e pro n6j plati souaasnE:
(1) \,p je dennovan6 na viech q < p,
(2) pro r ( p je zobrazeni v, idsti zobrazeni vo,
(3) pro kaZd6 konedn6 5 ! Iexistuje ohodnoceni \r ] \r' pii kter6m jsou pravdiv6

vsechDy formule z 3.
Piedpoklad o splnitelnosti ze zairilku demonstrace je indukinim piedpokladem

pro rejmensi prvek v uspoiridini 5 (a pro ohodnoceni, kter6 je pr6zdnou mnozinou).
Nechd p je niisledovnik q v uspoiidrini 5 (tzn. pro Z6dni r neni q < r < p)

a bud vq (adstean6) ohod oceni piislGnd k q. Definujeme v) jalio funkci, ktPr,i
je nadmnoZinou firnkce vq, a navic je definoviina v bod6 q. Hodnota funkce vq
v bodE q je l, pr6v6 kdyZ pro kaid6 ko eand E ( 7 existuje ohodnoceni \' I ir'q,
prc kter6 \r(q) : 1 a pii kter6m jsou pravdiv6 vsechny formule z S. Pokud prdv6
vysloveni podminka neplati, defrnujeme hodnotu fuDl<ce \.tp v bodE q jakozto 0. Je
potieba pouze ukiizat plattrost ndsti (3) indukiniho piedpokladu pro v! pii druh6
volb6. Nechd pro konein6 5 E 5- neexistuje ohodnoceni w I vq, pro kter6 w(q) = I
a pii kter6m jsou pravdivd v3echny formule z 5, a d6le bud konein6 3 ( I ddno.
Dle indukiniho pledpokladu pro q existuje u, rozsiieni vq, pii kter6m jsou pravdivd
vSechny forrmrle z 5 a 3 a pro toto ohodnoceni je \t(q) = 0.

'?) Axiom wibEru AC je tvrzeni, ze pro kazdi 3y5i€m nepr6.2dnich mDotin je notno najednot
katd6 mnozin€ ze syst6bu piiiadii (vybrao jeden ie.rt prvek, tzn. zauluje existen.i ,,viHrov€"

Je moZno uk&at, Ze toto tvrzeni je (v bEZn6 teolii mnozin) ekvivaleatni tvrze , Ze tu k^Zd€
mnozin6 exiltuj€ dobr6 uspoiad,tut. Popis pojmu uspoi6d6ni Dajde ate!6i v€ atvrtEm piikladu $2
n6sledujici l.3pitoly. Piipomenme, Ze uspoi6dtnt ! na mnozin6 A je dob!€, j6rl\ae bszdd neqazd.ba

a6si A m6 nejmeDii pdek ve snyslu 5.

OPLNOST WROKOVEHO POCTU, NORMALNi TVAR FORMULE q3

Je-li p limitni v uspoi6diini ! (tzn. pokud pro kaZd6 q < p existuje r takov6,
Ze q < r < p), definujeme piislGnd vo jako sjednoceni v5ech (distedn;y'ch) ohod-
noceni vq sestrojenich pro q < p (defiDiini obor takto definovan6ho vp trivi6,lnb
obsahuje kaZd6 q < p a podminka (2) za tli, i,e v e je funkci). Pii tdto definici plati
pro vo i podminka (3): kdyby totii pro n6jak6 konedn6 S ! X neexistovalo ohodno-
ceni w ] vp, pii kter6m jsou pravdivd vSechny formule z S, muselo by jiz existovat
q < p tak, ie pro (idstein6) ohodnoceni vq piislusn6 k q uZ neexistuje ohodnoceoi
w ] vo, pii kter6m jsou pravdivd vseclmy formule z 3 (nebod v S se vyskytuje
jen koneCn€ mnoho prom6nnich a staii tedy q zvolit tak, aby pro tEchto konetnd
mnoho r platito: jestliie r < p, pak r < e) - spor s indukdnim piedpokladem (3).

Ziivirem definujeme hledan6 ohodnoceni definovan6 na v5ech virokovich pro-
mdnn;ich vyskytujicich se v y jako sjednoceni indulrci sestrojenich (i6steirich)
ohodnoceni.

Druh6. idst vdty plyne trivi6ln6 z prok6zandho (a naopak z druh6 i6sti vEty
plyne &'st prvni), nebot' A I D, pliv6 kdyz systdm 1., 

-D 
neni splnitelni I

V piedchozi demonstraci jsme pouZili axiom r1y'b€ru pouze k existenci dobrdho
uspoi6d6ni uvaiovanich vjrokov;icb prom€trtrich- Tedy samotni piedpoklad, Ze sy
st6m vfrokovfch promdnnich je spoaetl!, tz0. Ze Je oaGlovi{n metamatematickimi
piirozenjmi iisly, jiZ pln€ postadi pro prok6z6ni vaty o kompaktnosti.

Piijidam*li v metamatehatice jetrom potencjtlnt DekoDeino (viz nvod textui postoj folma-
lizovani napi. reorii zaFi"), rcm6 piedchozi v6ta rozumtri smysl, p.orore pro kooean6 t neni .o
dokuovai a n€konea!6 t lennte jako objekt t@rie existovai. Akceptujeme-ii v metamatematic.
aktui6.lni n€koneano j€n ;&tein6 (pctoj fo.malizovani napi. reorii G,BFin), je existeDce dobr6ho
$poi6drni dokeaieh,t (v dnsledku *iomu fundovanosti).

Rozeberme si podrobq€ji vizDam v€ty o kompaktlosti. Ukizeme, Ze z vEty o kompaktnosti
plyle, te kazd,: uspoiidnni aa mnozina lze oziiiit do liDeiniho uspoiitd6Di3). Bud J uspoiid6ni
na mnotinE -X a nechd syst6m virokovich pron6nnych je indexoviD dvojicemi p.vkn z X. Bud
ddle t sFt6m formuli s€stiiva.jici se z formuli

(1)  pd,,  pro a 3 b,
(2) 

-(p", ,  
& p6,")  Pio rnzn6 o,6 € x,

(3) (p".6 & pr. . )  
-  P", . ,  Pro a,b,c € x,

(4) pq6vpd"proo,b€X.
Plo kon€iqou mDozinu y lze kazd6 spoi6dtni Da y rorsiiit do lirciirniho spoir.d6ni (dnku

iDdukci), a tedy katdi kon€nni podsyst€m uvatovan€ho systdmu je sptnitelni. V dnlbdku vaty
o kompaktDosti ex;iuje ohodnoceni v, pii kter6n je uvazovani syst6m splq€n a definujem+li pro
d,b e X. ze a S b. pt^ya kdyt v(p".b) = 1, zisktme lircdrDi uspoi,iddni na X, kie€ rozsiiuje I.

Podobn6 ,ivahy lze aplikovai i najin6 vlbtnosti, j€dn:i se vzdy o pienos vlsioosii z konenn6ho
syst6mu ua syst6tn nekooeani. Dtllezit€jii je vsak sj uvEdomit, co jsme vlatnE uktzali-

(r) Pokud prijtnrine vEtu o kompaltqosii za intuitivn€ ziejmou a d6le pokladrme ziikladlt fak-
ta teorie ltnozin tak€ za intuitivn€ ziejE6, ukl;{ ali jsne nut!6t vzit za intuitivnE j6Dou
i moznost roziiieni uspoi6dtnt do uspoitdnni hneituliho.

(2) Pokud ft.it neiaatehatikou je nEkterA fo.mtlDi t6rie nekoneinicb mnozin, uk6zali jsne,
te v t6to t@rii z piedpokladu ,,v6ta o kompaktDosti" plyne ,,v€ta o loziiiovn uspoi,edrni do
liqej.rniho uspoi6ditni..

(3) P totoze v ZF bez dionu vib6ru Deni dok&at€h6, ze kazdou mrozinu L,e line6.nE uspoiitdat,
uk6zali jsme, Ze plo proknz6ni v6ty o kompaktDosti je jistd forma qionu vibEfu nezblann.

3) Axiomy teorie line{iniho uspoi;"dtli jsou uved€ny v piikladu 4 g2 kap. U.
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Za piedpokladu platnosti vdty o kompaktnosti jiz jednoduie odstianime ve vdtd
o riplnosti piedpoklad koneirosti syst6mu.

V€ta 4 (o riplnosti, siln6 verze). Pro ka.id! systdm formuli T a kaidou formuli A
virokoviho poit! plati

(J-F.a) + ( tF"a),
takZe syst1tu fomuli ! virokovdho podtr je splniteln!, pt6vd kdyd je bezesporn!.

Demonstrace, JestliZe t F -4, pak dle vdty o kompaktnosti existuje koneani pod-
syst6m S syst6mu t tak, Ze S p 

"4. Slab5i verze v€ty o riplnosti pak zarudi 3 F .4,
a tedy tim spiie jest YF.A.

ZblivA uk6zat dusledek formulovan:i ve v€t€. Jestliie t reni splniteln6, pak pro
kaZdou formuli "4 nad piisluinou abecedou plati 7 | "4 dle definice tautologick6ho
dusledku a podle piedchozi i:isti jest tedy tF ,4, tudiU je 7 sporn6.

Naopak pro kazd6 ohodnoceDi pron6nnjch a kaidou formuli nad piGlGnou
abecedou je z kaid6 dvojice forrnuli "4, -"4. 

pravdivii pr6v€ jedna, a tedy jestliZe exi-
stuje ohodnoceni, pii kterdm jsou pravdiv6 vsechny formule syst6mu t, pak alespon
jedna z forrruli "4., -,4 neni tautologickim drisledkem systdmu A, z iehoi dost6vrime
bezespornost syst6mu Xjako disledek vdty o korektnosti.

Uvedme nyni n6kolik formuli dokazatelnich ve virokov6m poitu (viz tak6 cv. 3,
5-8). Do vibdru se snazime zaiadit nejaast€ji pouzivand tautologie (jii tento seznam
je dosti dlouhi, seznam uzivanich tautologii by piesShl rlnosnou miru). Demonstraci
dokazatelnosti je moZno prov6st vipodtem pravdivostnich hodnot, doporuiuji v5ak
alespoi pro n€kter6 formule si drikaz skutean€ sestrojii, je to tdmEi vUdy dokon-
ce rycblejii. X usnadn€ni navrhuji v prav6 stran6 tabulky jednu z moZnich metod
konstrukce dtkazu, piidemi citace iisel z piedchoziho paragralu se vztahuji k tieti
vdtE zmin€n6ho paragrafu. (Pii demonstraci je pochopitelnE potieba vzdy trahradit
formule obsahujici jind spojky Dei - a 

- 
piisluSnfmi formulemi obsahujici pouze

tyto spojky).
Formule (l) zachycuje jistou komutativitu svrizanou s implikaci (implikace sama

komutativni pochopitelnd neni) a bude nesEislll€krdt vyuZita v naiem textu.

(1) ["4 + (3 
- 

e)] * [3 - 
(,4 

- 
e) v6ta o dedukci.

Nrisledujici tii formule popiruji chovrini konjunkce. V piipadi, Ze se bere kon-
junkce jako jedna ze zSkladnich operaci, piijimaji se tasto jako a-xiomy formule
(2)-(4). Analogicky daEi tii formule popisuji vlastnosti disjun}ce a v piipad6 ak-
ceptovdni disjunkce jakoZto ziikladni operace se iasto piijimaji mezi axiomy rovniz
formule (5)-(7):

OPLNOST WROKOVEHO POCTU. NOR

(1) $2 a (1),
vP1.

Analogicky formule (8) a (9) popisuji chovdni ekvivalence a jsou piijim6ny ja-

ko dodatednd axiomy v piipad6, ie ekvivalence je ch6p6na jako z6.k]adni operace
(kdybychorn piijimali ekvivaleoci a niloli konjunkci, upravime (8) a (9) do tvaru

analogickdho (2)-(4)):

{8) l( ,4 - 3) & (ts -- l ) l  -  lA =ts). deGniee (dosazeni do ? - ?).
(9)  i ,4 =3) - I (A-ts)et ts-At. .  dehni .e {dosazeni  do?-?).

Uvedli jsme, Ze piedchozi formule poPisuji choviini dallich sPojek. Tomuto in-
tuitivuimu tvrzed je mozDo d6t zcela piesni matematicki v:iznam - napi. kaZ-

dii formule e, kterii m6 vlasttrosti (2)-(4), jU musi bit ekvivalentDi konjunkci' tj.

"4 + ( ts + e),€ -  x,e + 3 |  e = (A k ts) .
Formule (10) (12) popisuji komutativitu konjunkce, disjunkce a ekvivalence.

Formule (13) a (14) popisuji asociativitu konjunkce a disiunkce; jako jejich dusledek
tedy dost;iv6me, ie m{ieme ve vicedlennich konjunkcich piip. disjuDkcich vyDech6-
vat uz6vorkov6ni.

(6) n- ( , {vts),
(7) ts -  (Avts),

I
i

I

;

I

l

Formule (15) a (16) popisuji vztah mezi konjuDlci a disjuDkci a jsou naziviiny
de Morganova pravidla. Vztah byl znrim jii ve stiedov6ku, v devaten6ct6m stoleti
znovu objeven.

(10) (,4 & a) = (ts k "\,
(11) ( /  v 9) = ( tsv ,4) ,
(12) ("4 : ts) = (ts = A),

(13) ("4 & !) & el = ["a & (3 & e)],
(14) (,4 v e) v el = 1"4 v (ts v e)1,

(17) -(A k -A),
(18) (-"4 + "4) + "4,

(re) [ ,4 v (3 & e)]  = [ ("a v 3)& ( l  v e)] .

(a), (2) a (3) vse $2, vEta o ekvivalenci.
(a), (2) a (3) vSe $2, vEta o ekvivalenci.
(9), (10) a (8), princip tranzitivity
implikace,
(2) (4) a v€ta o dedukci,
vdty o rozboru piipadri a dedukci.

(Z) a (r) $2, v. o ekvivalenci alA + 
'4,

-A 
+ A, 

-Jl 
t .4, a vEty o neutr6lni

formuli a dedukci,
+ .4 | (Av ts) e. ("4 v e) dle (6), (2)
a v6ty o dedukci, ts & g F (XvB) &
& ("4 v e) dle (3), (4), (7) a (2) a v6ty
o dedukci; "4 v (3 & e) F (x v 3) &
& ("4 v €) rozborem piipadi,

(15) -("4 & ts) = (-"4 v -8),(16) -("4 v 3) = (-"4 & -3),
(2) a (3) $2 a v€ta o ekvivalenci,
(2) a (3) $2 a vita o ekvivalenci.

Formule (17) se nazjv6, (z6kon) vylouieni kontradikce (vylouieni sPoru;trako'
vito princip se vyskytuje jiu u A stotela), formule (18) je analogii vEty o neutrelni
formuli. Formule (19) a (20) zachycuji disiributivitu konjunkce a disjunkce. Formule
(21) se n€kdy razlvL sluiovdni premrs. Formule (22) a (23\ vyjadiuji, Ze k formuli
mizeme beze zmEny smyslu piidat do konjutrkce tautologii a do disjunkce kontra-
dikci. Posledni dv€ formule zachycuji nepodstatnost opakov6ni formule v konjunlci
a disjunkci (i d e m p otence).

(2)
(3)

(4)

(5)

A+(ts-(r+I . ts)) ,
(A&ts)-r4,

(4{r ts)  - ts,
( ,4ve)*(-"4+a),

(5). (2) a (3) vSc $2 a vpta o ckvivalen.i .
(l) $2 aplikovand na -3, (a) a (2) ob6
S2, princip tranzitivity implikace,
VP1 aplikovan;i na 

-9, 
(a) a (2) ob6

$2, princip tranzitivity implikace,
definice (dosazeni do ? ' ?),
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Pro konstrukci konjunktivni normd.lni formy sestrojme disjunktivni norm6lni

formu D fornule -"4, 
pak F A = -D a" formr i 3 dostaneme aplikaci tvrzeni (15)

a (16) piedchoziho seznamu na formuli 
-D 

I

O formuli v norm6lnim disjuDktivnim (resp konjuDktivnim) tvaru se n6kdy

mluvijako o Aplndm tvaru, jestlize vsechny dleny disjunkce (resp konjunkce) maji

tyt6Z jrom6nni. V piedchozi demonstraci jsme sestrojili rlPln6 tvary Navic jestliie 
'q'

neni kontradihci, v sestroienich alenech disjunkce jejiho disjunhtivDiho norm6lniho

tvaru se nevyskytovaly souaasn6 nEjaki virokov6 prom6nnd a negace t6to virokov6

prcm€nn6.

(20) [,4 & (3 v e)] = [(.4 & e) v (,a & e)1,

(23)"4 = I,4 v -(3 ' 3)1,

Qq "a = (.A u A),
(25)A=(AvA),

<= -A,Av 8tsts modus ponens;

-"a, ,Av B, Av e ts ts & € dle (2);
("4v B) & (,4v e) F,4v (ts & e) dle
(6), (7), tranzitivity dokazatelnosti,
v6t o dedukci a o neutrri.Ioi formuli,
(15), (16), (19), v6ta o ekvivalenci
a (2), (3) 82,
vEta o dedukci, (2) (4), modus ponens,
(2), (3), v6ta o dedukci a princip modus
ponens,
(22) aplikovanri na 

-"4, 
(15) a v6ta

o ekvivalenci,
(21)av6taodedukci ,
(24), (16) a vEta o ekviva]erci.

(21) [n + (3 * e)] = [("a & e) * el,
(zz)A=lAk(ts- ts)1,

Zriv€rem uvedeme v€tu tkazujici, Ze kaZdou formuli v;/rokov6ho po'tu lze psiit

v pomErnd jedooduch6m tvaru Uv6domme si, Ze pii zadandm po'tu {irokovich
prom€nafch umoZni nrisledujici vEta navic piedem odhadnout' kolik symbolt je za-

potiebi, aby ke *didd formuli s danirll podtem qfrokoqfch prom€nnich existovala

ekviva-lentni formule virokoviho podtu s timto poatem symbolt

Definice. Literdly rozumime virokovd prominnd a jejich negace' !

Viia 5 (o norm6lnim tvant, normilni formi). Ke kaid6 formuli A vitokov4ho
podtu existuii formule ts,e vltokovdho poitu, ve kterlch jsou neiv:iie v:irckovd

Drornennd vvskvtuiicise ve fo n:i.]i A, formde ts je konjun*ci formuli iiterdisou
',lisiun*ceml 

titirdifror (konjunktivni norm6lni tvar piip forna), fotmule Q
je disiunkci formuli,lterd jsou ,konjun&cemi fite.rdld (disjunkiivni norrnrilni

tvat piip. forma) a Plati

F in=3) & ("4= e).

Demonstrace. Necht' p1,...,pp jsou priv€ vsechny virokov6 prom6nn€ vysky_

tujici se ve formuli -4 virokov6ho poiitu Bud € disjunkci vSech konjun}ci tvaru

pl" l f . . . .gp[" i , ta"v jeohodnocenipromdnaichpl , . . . ,pr ,proktereje,4[v l=1;
pokud takovd v Deexistuje, tzn pokud je "4 kontradikci' definujeme e ja,lo formuli
pr & 

-p, 
&... & pa $ -p1. Ovdiime, de pro zcela libovola6 ohodnoceni v viroko-

vjch prominD;fch p1,. .. ,p6 je 
-4[vl = €[v] Pro kaZdou r{rokovou prom€nnou p je

tot i i  plvl [v] = 1, a tedy

(pl"l t' t P["])t'l = r,
z iehoi .A[v] = 1 + €[v] = 1. Naopalr pokud pro ohodnoceni v, w neni v(p;) = w(p;)

alespon pro jedoo i 5 [, je (pl] &... & p["] )h'l = 0, z dehou 4[vl = 0 + elvl = 0.

Dle Postovy v€ty o slab6 riplnosti je tedy F "4 = e.

i
ri
j

rl
1

a) Disjulkce liternhl se trzivt klauzule.



:-

CVICENI I

1) Ukazte,  Ze (p 
-  

q)  
- (p+-q) 

a-(p + 
-q) 

*  (p '  q)  jsou formule
v;irokov6ho podtu, najd6te vgechny jejich podformule, uraete vsechny spolean6 pod-
formule. Je slovo q) r (p spoleinjm podslovem, ai doliorce spolednou podformuli?
Prokazte. Sestrojte tabulky pravdivostnich hodnot tichto formuli. Je nEkterii z nich
tautologii? Vyjddiete formule ekvivalentnE jednoduSlimi formulemi vfrokovdho po-

2) ProkaZte v6tu z $l tim, Ze pro kaidou formuli vzniklou nahrazenim podformu-
l€ piimo sestrojite jeji vytvSiejici posloupnost na zikladd vytv6iejicich posloupnosti
formule, ve kterd nahrazujeme, a formule, kterou dosazujeme.

3) Jsou lormule (q *  r )  *  ( ( -p 
-  

r )  * f (p-  q)  
- r l ) , - (p-  

q) ,  p
a p * (-p r q) tautologiemi? Sestrojte (podejte n6vod konsrrukce) jejich drikazy
(n6vod: pro prvou formuli pouiijte tranzitivitu implikace a vitu o neutrdlni formuli,
pro druhou tvrzed (3) ze tietiho piiragrafu a zptsob zavedeni konjunkce, pro tieti
z6kon Dunse Scota) a zkuste jim d6t intuitivni vlznam (dokazatelnost uvedenich
formuli vyuzijeme v nAsledujicim textu).

Dri.le dokaZte (p * q) = (-pvq) a prok6zand vydijte k dokdz6ni f(p & q)-- rl =
l(p + r)V (q 

- 
r)1. N;ivod: Navic uzijte de Morganovo pravidlo, (25) 93, komutati-

vitu a asociativitu disjunkce a v6tu o ekvivale[ci.
4) Uka;te, Ze formule (q * r) - [(p - 

q) -- r] neni tautoiogii. Srovnejte
intuitivni viznam t6to formule a tranzitivity implikace.

5) Popiite iabulku pravdivostnich hodnot pro vyluiujici disjunkci a srovnejte ji
s tabullou pro negaci ekvivalence. Dol€Zte l(p V q) & -(p & q)l = 

-(p 
= q).

6) Pii poditi prvnich ityi tvrzeni vdty 3 52 (a vdty o ekvivalenci) ukaZte
o--(-?&?).

7) V ntr5i notaci je mozno zapsat zrikladni pravidia Stoikt (nazfvanil ,,nedoka-
zovanS"), z nichz pNni odpovid6 modus ponens
( r )  (e,  o)  &?l  -0,(2) (? + e) & -ol * 

-?,(3) [-(e & a) & ?] + -0,(4) (?@a) &?l  *-a,
(s)  (?@a) &-?l  *o.
Ukaite jejich korektnost za piedpokladu, ie e) je symbol pro q/luiujici disjurkci.

Uvazujte (4') a (5') vznikl6 z (+) a (5) nahrazenim vyluiujici disjunkce b6Z-
nou disjunkci. Zvai,te, zd,a takto vzniklii pravidla jsou horektni. N6vod: pro jedno
z pravidel nalezndte ohodnoceni, pii kteGm neplati.

UvaZte ndsledujici dedukini pravidla:
(a) (?&o)+R,-?&0F-?,
(b) (?&o) *n,5*?F(s&o) 

-a.Ukazte jejich korektnost a rozmyslete si jejich intrdtivni vizram.
Stoikovd uvid6li atyii dedukaDi pravidla. Pravidla (a) a (b) odpovidaji prvqimu a rierimu

p.avidlu Stoiki, piit€mz musime piipustit i symetricki pravidla (? & O) + 3,9 & 
-a 

F 
-Aa("&a)-n,5-aF(?&3) 

-4.  
D.uh6 a i tvr td pravidlo je zfuaceno. Sroick6mu vyjadieni

by piesn€ji odpovidalo fornulovar (r) (s) jako pravidia a (a), (b).iako ,,metapravidla.. u sroik,i
se vSak nalezne i pravidlo odpovidajici v€t€ o dedukci (coz by umoZnilo jejich metapravidla chnpat

CVICENI I

jdko pravidla). Stoikov6 pouzivali iislovky misto virokovich Pron€uich, iedy trapi ,,Jesilize prv6,
pak druh6. Aviak prv6. Tedy druh6."

8) Kromd pravidla modus ponendo ponens (obvykle prost€ modus ponens) (,,tvr-
dici tvrzenlm") ?,? 

- 
a F Q byta pokl6drina za podstatnii tak6 pravidla modus

totlendo tollens (iasto prostd modus tollens; ,,popirajici popirinim") 
-0, 

? 
- 

q F 
-?

(viz rovndZ bod (2) piedchoziho cvideni), modus tollendo ponens 
-9,9vQ I Q a modus

ponendo tollensS,-(P & Q) F 
-Q 

(viz tak6 bod (3) piedchoziho cvideni). Odvozovaci
princip odpovidajici vEt6 o rozboru piipadri blval oazlvinn konsttuktivni dileme 4 zt
dtlezitd bylo poklAdrino i destruktivni dilena 

-9 
v 

-1., 
? ' (0 & A) F 

-?. 
Prokaite

korektnost taclrto pravidel, piip. dokaZte odpovidajici formule (tj formule vznikld
uzitim vEty o dedukci) ve vilokov6m poitu.

9) UkaZte, Ze formule vznikl6jen (jakkoli iterovanim) pouZitim konjunkci a dis-
junkci (bez negace!) neni nikdy tautologii ani kontradilci. Neni tedy mozn6 pouZit
pro vistavbu formuli pouze tuto dvojici operaci. D6le ulazte, Ze pomoci negace
a ekvivalence nevyjiidiime implikaci (ndvod: poaet ohodnoceni, pii kterich je impli-
kace pravdivd, je lich;i). Naproti tomu vyjidiete implikaci pomoci negace a konjunkce
a takd pomoci negace a disjunkce, z d€hoz vyvod'te, ie pro vistavbu formuli mriieme
pouzivat tyto dvojice mGto dvojice negace a implikace.

10) Ukazte, ze pro kaidou funkci F zobrazujici {0, t}" do {0, t} (tak zvanou
booleovskou funkci) existuje formule "4 vjrokov6ho poatu, ve kter6 se vyskytuji
pouze virokovd prom6ntrd ?1,...,p. a takovii, Ze pro kaZdd ohodnoceni v tdchto
promdnnich plati 

"4[v] 
= r(v(p1), . . . , v(p.)). Nrivod: UvaZte demonstraci v€ty

o norm6lnim lvaru.
l1) Nechd formule Alts (Shefrerova operace, mdn6 iasto nazivan| exkluzi) ie

vyjddi i telnrl  formuli  
-(Jl  

& 3) (t j .  obratem ,,neplat i  souaasoE .. .a.. .")r, .  Ukazter
Ze pro libovoln6 ohodnoceni v virokovich promEnnjch p, q je (-p)[v] = (plp)[vl
a (p & q)[vl = ((plq) (plq)Xr]; vyj6diete implikaci pomoci Shefferovy operace. Pii
budovdni formuli je tedy moino pouiivat pouze samotnou Shefierovu operaai.

Zjisi6te zda existuji i jin6 (a kter6) bin6rni operace na formulich, je' maji stejnoLL
vlastnost. Nivod: V5ech moZn;ich (booleovskich) funkci zobrazujicich {0,1}' du

{0,1} je sice 16, ale okamzitd mrizerne vyiadit  ty operace F, pro kter6 F(1,1) = 1,
protoZe pa.k nikdy nemiZeme pomoci F vyj6diit lormuli -p, a analogicky vyiadime
ty operace F, pro kter6 a(0,0) = 0. Zbudou jen atyii moznosti, ale z nich dv6
operace jsou ve skuteinosti un6rni; operace, kter, je vyjridiitelnri formuli 

-"4 
& 

-3
se nazlvi Peirceove (take Nicodova).

Srovnejte obrat bEZn6ho jazyka ,,ani . . . ani .. . " s Peirceovou operaci.
12) Vyj6diete formule p & (q = -p),  (p 

-  
q)  & (q 

-p) 
&(-p&q)

a [p ' (q & r) ]  v q v normalnim tvaru.
Ukazte v6tu o norm6lni formE bez pouiiti v6ty o riplnosti. Ndvod: Podle slozitosti

formule virokov6ho poitu rliazujt€ e stenci obou tvari souaasne; pii kroku pro
negaci vydijete existenci druhiho tvaru a de Morganoqlch pravidel, pii kroku pro
irnplikaci vyuZijete F ("4 

- 
9) = (-"4 v ?), piedpoklidanou existenci obou tvadr

a op;t de Morganova pravidla.

r) Existuji i (nepievazujict) texty piipisujict Stoiknm ch6piiri disjunkce ve virnadu uvedeni
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13) Polskd (bezzdvorkovi, rdi, prefixni) notace. Definujeme formule tak, Z€:
(a) kaZdi v;y'rokov6 promEnn6 jc formuti,
(b) je-li 

"4 formuli, je 
-,4 

formuli a jeli i 6 formuli. jsou formulemi i 
-AE, 

v"48,
3tr48, =AB,

(c) vlechny formule dostaneme postupnou aplikaci prnvidel (a) a (b).
Ukaite vziijemnd jednoznaanou korespondenci formuli podle t6to defrnice a dle

definice diive zaveden6 a uvEdomte si, ;e v polsk6 notacijsou k formuli "4jednoznactrdudeny jak formule, tak i operace, jinii formule "4 vznikne, a to vse bez Douziii
z'yorck (za cenu snizeni pielllednosti textu). Ndzev prefixni vyjadiuje, ie logickd
spojka piedch6zi formule, na kter€ je operace aplikovdna.

14) Ukazte, Ze systdm forrnuli 7 vjrokov6ho poitu je sporni, priv6 kdyi existuje
formule -4" v:irokov6ho poitu tak, Ze T ts (,4 & 

-"4), 
a to je, pr6v6 kdfi existuje

formule 3 tak, Ze tF ts a souaasnE tF -ts. Prokazte, ie formule virokov6ho poitu
je splnitelnS, privd kdyz neni koDtradikci.

15) Fornule 4,3 virokov6ho poiru se nazt'vajt (virokov€) ekviwarenrni, jes E€ 
"4. F ts

a souae!6 3 F 4. Ukatre, a. Jl F ts, pfi,vE kdyZ ts A 
- ts, a re "4 ats j.ou eirokovi ekvivalenini,

veln kdyl) l- A = ts, tzn pr6vi kdyz ts ,4 = 3
16) Plati, Ze y F -4 a soudasnE S F "4, prrivd kdyZ 7n S F ,4? plati, i,e T ts A

qebo | | e, pr6vd kdyZ !-U S F "4? Prokaite nebo najdEte protipiiklady. Zarucuje
v pfedchozich piipadech alespoil jedna podminka druhou?

17) (\Gta o dualit6) Nechd ve formuli "4 vlirokov6ho poitu se vyskytuji jenom
spojky 

-, 
&, V a necht' formule 3 vznikne 2.4 zSrn6nou znaku & znakem V a zBaku V

znakem & a ziimdnou vjrokovd promdnnd jeji negaci. UkaZte F 
-,4 

= B. N6vod:
Prokazujte postupnE podle slozitosti formule pii pouziti de Morganov;ich pravidel.

Formulujte rovn6Z pro formule obsahujici dat_ii spojky. Nrivod: Uiijte (p _ q) =
(-q +-p) a(?=q) =(-p=-q).

18) UkaZte, ie schirna \/P3 lze nahradit sch6matem

( -a--p)-(-o*e)*al .
Ndvod: Nejprve ukazte, Ze 

-0 - -9, -0 
* ?, 

-Q 
je sporn6, naproti tomu k proloi-

zalfl

( ( -0 -  -?)  *(-o+?) 
-  

q l )  ,  [ ( -a -  -?)  -  
(? _ a)]

v systdmu bez VP3 uvaite, Ze demonstrace v6ty o dedukci nevyuZivd Vp3, :r. pro_
kazte, ;e z piedpokladri

e, -o + -?,  ( -o + -p) - [ ( -o*r)*ol
existuje dilez formule Q vyuZivajici pouze Vpl, Vp2 a modus ponens (k bemuz
vyuzi j te formuli  ? - {-0 - ?) a rrdnzir ivftu implikerel.

19) Pzvidlem iezu se baziv6 dedukani pravidlo dovolujici z formuli -?VO a pV3
odvodit formuli OV:R. Je aasto pouziv5no (piipadnd jeho obm6ny) v gentzenovskich
syst€mech. Ukazte korektnost tohoto pravidla. (pro pravidlo iezu aplikovand oa lF
teriily se uZivi{ nriev pravidlo rezoluce.)

UkaZte, ie pravidlo iezu je vziijemn6 nahraditelnd s pravidlem modus ponens
za piedpokladu, Ze ve zkounrandm gentzenovskdm systdmu smime vyuzivat zame_
ny popgqld formuli (23) $4 (tedy za pfedpokladu vLodne votby pouzjreho ger_
tzenovskdho systimu). N6vod: V systimu popsan6m v piedchozim textu ukazte

ukazte,;e ? 
- 

O,? F 0 vyuiivajice z6mdn popsanich formuli (23) a pouzivajice

vyj6dieni formule I - 
0 formuli 

-?v 
Q.

20) UvaZte dokazovaci svst6m sestivajici z jedindtro a"xiomu 
-? 

v ? a z dedr'tkt-

nich pravidel: z I odvod Qv? (prodlouieni), z 9v? odvod ? (staZeni di zjednodrGeni
pro d: isjunkci),  z ?v (avR) odvod (?vA)v? (asociat ivi ta), z ?vQ a 

-?v? 
orlvori

O v n (iez). Ukazte, ie uvedeni syst6m ie korektni (nebo piimo prokaZte uveden;l'

deduktni pravidla v syst6mu uveden6m v textu). Syst6m z tohoto cviieni je take

rlplnj (viz napi. [Shl]), a tudit stejnd sitni jako n6mi vysetiovani
21) Uvatte dokeovaci syst6tr z dedukanich pravidel:

I r )  9F?.
(2i j."tlize vF q, pak t- {9} F I t I (sovnej s v€tou o dedukci),

(3r  r* l izet |  0 aS- -Q. 
pak' tuS'-  { '?}F? rsovn" j I  veiou o dnkazuspoFml

(4,  lcs l lde t  l  ?-Qr5f ?Pdl ' tUSl I  ( ( rovnej  s p ' in ' i l ' "m modus Poncns)
Dedukct rozumime poslouPnost vzt.hi! lvPu t F ?, Pii jejiz konstrukci m'izenre pontivat

pravidl .  (  I  F(4, ,  p i ipadn; opl iko'"n.  n" Pi" , l .h" ' r  i  lc t rv poslouPnosr i  Ukvie.  zc pro I 'dzdv diom

;nrokovcbo poiru ?c\atule d.du\ '  "  obsahuu"r 0|  ? N;vod:

(a) PloVP1 ?koun€jte (a dopht€) PoslolPnost 9F ?i ?F O 
-9 

(pravidlo (2), kde vvneche'

vnme z jednoprvkov6ho systanru obsahujiciho ? formuli Q' piestoze tam neDi)'
(br  Dro VP2 pouzi i te posloupno' t  

"  
-  

(a 
-  

R) ts 
"  

+ (O 
-  

?) i  ? 
-  

O F ? + 9;? t  ? i

b -  to - :nt ,  
C r  o -  r ,  ? -  a,? |  a i? 

-  
(a + 1),"  

-  
o,? F a a d6le 

"z i j te 
r i ikrnt

pravidlo (2).
(c)  proVP3ut i j te-O,-A+-?F-9i?F?i-q*-?,?Fa(Pravidlo(3))advakrt ipouzi j te

Dravidlo (2).
Ukazte naopak korekitrost uv.denich Pravidel a dnle Pravidel (5) j€stiize vF ? a 5 F A' P'k

tusF?&O,(6) jest l iz€ Tl-  ?,  pak t l  ?vQ atak€vF Ov?, (7) jest l izet tsI& a '  Pak
Tl-  9 a iak6 t l -  ? &(ava),(8) jest l izeTF?vO,jesi l izeSl-9-Iaj€st l izeRFQ-I,Pak
YUS URF R.

22) Ukatte, i,e vztah | "4 = 3 vytvri.ii ekvivaleuci na mnozind vlech formuli
vfrokov6ho podtu. Necht'3 je ,,v!b6rovri" mnozina pitslGejici t6to ekvivalenci (tj.
pro kaZdou formuli "4 existuje pr6vi jedna formule ts z rnnoZiny S tak, ie I A = ts).

Fro prvky S definujme ,4 5 ts, prdv6 kdyi; ts ts 
- 

A. tJkaZte, ie relace 5 je uspo-
i6d6ni, popiSte nejvatii a nejmensi prvek. Zjist6te. zda se jednil o svaz di dokonce
riplnj svaz, pokuste se popsat supre ra a infimd pokud existtrji Jsou odpov€di
v piipadd konean6 nmoiiny a nekonein6 mnoZiny vjrokovl/ch pronEnrich tyt6z?

23) Neziivislost jednotlivich syntaktickich z:ikoni (VP1-VP3 a modus ponens)

ie mozno ukazovat pomoci trojhod olov6 s6mantiky. Uvazme napi modifikovrnou
sdmantiku virokovd logiky. ve kterd logick6 spojky nemaji dvouhodnotov6, ale nd-

sledujici trojhodnotovd tabulky:

1/2
I

1
0
0

I
1
I

Syst6m obsahtjici VPl, VP2 a rnodus ponens je korektni vtiii uvedend s6manti-
ce v tom smyslu, ie kaZdl/ uvedenj a-riom m6 pii kaiddm pravdivostnim ohodnoceni
hodnotu l a nadto nabfvaji-li formule ? a ? 

- 
Q pii nijak6m ohodnoceni hodnoty l,

musi pro toto ohodnoceni nabivat hodnotu 1 rovn€Z formule Q Navic tot6z plati

ipro formule (p 
- 

q) 
- l (p'-q) * 

-pl ap * (-p 
- 

q) Naproti  tomu pro

l1
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\/P3 existuje pravdivostni ohodnoced, kter6 d6vd jinou hodnotu nez 1. Tot6Z plati
i o formutich 

--p 
+ p a (-p 

- -q) - [(-p' q) 
- 

p]. ProkaZte.
UvaZte nrisledujici ohodnoceni implikace

Nezdvislost kterdho syntaktick€ho zrikona v:/rokoviho podtu na ostatnich tika-
jicich se pouze implikacc prolozuje takov6,to s6mantika? Zvolte ohodnoceni negace,
aby VP3 bylo korektni.

Pokuste se vyuZit zmininou metodu k prok6z6ni dalSich nezdvislosti.
24) Piefornulujte s6naltick6 podhinky Tusk6ho (a) (c) z koDce !1 do synrakiick6 verze.

Jsou tyio syltaktick6 podminky prokdateln6?

25) Za cenu piim6ho drikazu ndkoliha formuli neni potieba pii demonstraci vEty
o fpliosti u;it v6tu o ekvivalenci. Prokaite vdtu o ekvivalenci na zdkladE v6iy o 6pl-
nosti. Analogicky prokaZte vdtu o nabrazeni na zriklad€ v6ty o lplnosti. Formulujte
drivod trepiijatelnost nahrazeni jakdkoli podformulejinou formuli ve vdtd o nahrazeni
vyuzivajice pojmi s6mantikv.

KAPITOLA II

PREDIKATOVY POCET
Vrl!( tLie porati.^t je jen i.iskend, . . . ;
dt pdjde plnost, tehdy to, co je itftteini, bu.le pi.kontino.t)
sv. Pavel. 1Kor. 13.9 10

V celdm n6sledujicim textu se jiz budeme zabfvat predikitovim podtem. Oko-
lem tito kapitolyje pojednat o z:ikladech tdto discipliny. Misto o predikiitov6m poiitu
se r6kdy tdi ho'loii o ptedikdtov{ Iogice \ebo o ptedikitovdm kalkulu (v anglidtine se
iasto uzivi, takd first order logic). Vztah mezi poity predik6tovlm a vjrokovlim byl
pom6rnE Siroce diskutov6n v rivodu textu. Bylo tam i zmitrillo, Ze je mozno oba po-
dty zkoumat najedDou v r6mci predikitov6ho podtu. PoznameDejme, Ze v takov6mto
piipadd je namistd ztotoznit predikdtovi podet s klasickou matematickou logikou.

JiZ vise jsme uvedli, ie za zakla,latele prcdikiitov6ho pottu je zcela vieobecn6
poklddrin Aristotelds. Ot&k6m, jakou idst predik5tov6ho podtu explicitnE zkoumi
a ja.ki visledky piedklldS, se budeme velice kretce vinovat na konci tohoto rivodu.
Nicmdnd, jiZ v tomto okam;iku uved'me z jeho Prvnich analytik alespoi nejdast6ji
citovand: ,,Sylodsmusr) je rozumovj 6kon, v ndmi, jsou-Ii d6ny uraitd piedpoklady,
vJ?livd z jejich povahy nutnE ndco od tichto piedpokladri odli5n6ho." Tento citiit
snad nejl6pe vystihuje Aristotelovo pojeti.

Podstatnd sloiky predikatov6ho pottu piedstavuje vyietioviini vlastnosti objek-
tt a vztaht mezi nimi a diile vysetiovdni vlastnosti kvantifikace. K objasnEni tdchto
jevt nyni piistoupime.

Pro danou oblast musime nejprve rozhodnout, kter6 vliistnosti a vztahy bude-
me poklidat za z6kladni, a ty pak formalizujeme predikity. Takovymito zdkladdmi
vlastnostmi a vztahy mohou bit napi. ,,b!t svobodnj", ,,bit manzely", ,,bit dit6tem
toho a toho muze a td a td ieny", ,,lezet na t6 a td piimce" (v geometrii), ,,bit pNkem
t6 a td mnoiiny", ,rovnat se" (ob6 v teorii mnoZin), etc. Uvidomme si, Ze u kaZdd
vlasttrosti a vztahu vime (piedpokl6d6me, ie vime), o vztahu kolika objektri vyprr
vidri (pokud vypovid6 o jednotlivdm objektu, mluvime o vlastnosti, jinak mluvime
o vztahu) - prvni piiklad je vlastnosti (tj. je urdrni), druhti, dtvrti, p6ti a Ses-
tj vypovid6 o vztahu dvou objektt (bindrni) a tieti dokonce o vztahu tii objektfi
(teloiixni). Poaet objektt vstupujicich do zlcouman6ho vztahu nazivi4me aetnosti
(n6kdy t6Z irrostl) piisluin6ho predikitu (mGto o predikiitu aetnosti fr mluvime
dasto zkr6cen6 o ,t-6rnim predikri.tu). Op€tovnd si uv6domme nejednoznadnost bi;-

', Motto je pochopitelna vybr6no do protikladu s mottem pro vyrokovi poaer, Dicm6qa opr.iv
nanosi tohoto vib€ru vyplyle at z visledkn kap. IV.

2) loSicki ,isudek, podrob.aji viz Dite
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