MATEMATICKY APARAT:

VEKTORY, SOURADNE SYSTEMY,
PRUBEH FUNKCE,
DERIVACE, INTEGRALY,

KOMPLEXNI CISLA.



1. Vektory ve fyzice

1.1 Zakladni pojmy

Vektory jsou fyzikalni veliCiny, které jsou charakterizovany

o velikosti (v prislusnych fyzikalnich jednotkach),

e Orientovanym smérem V prostoru. velikost vektoru

smer

Priklady vektort: rychlost, zrychleni, sila, Intenzita
elektrického pole.

pusobisté vektoru

Nulovy vektor (symbol 0) je vektor, jehoz velikost se
rovna nule. Nulovy vektor nema smgér.

Geometricky obraz vektoru
Velikost libovolného vektoru & oznaujeme a nebo [d|.
Jednotkovy vektor a’ ve sméru vektoru a je vektor, ktery ma

stejny smér a orientaci jako vektor d, a jeho velikost
se rovna jedné




1.2 S¢itani (skladani) vektoru
S¢itat miZeme pouze vektory stejneho druhu,
d=a, +4d,.
Vektory se spolenym pusobiStém sCitdme geometricky.
Urceni souctu vypoctem:

a’=a’ +a; —2a,a,cos B (kosinova véta),

a+ [f=m, cosff=—COSa,

a= \/ al2 + a§ — 23,8, CoS f (velikost vyslednice), a, d.

- a. - . r W 4 I4 b
singy = —tsina (sinova véta, smér vyslednice).
a

Plati zakon komutativni,

a+b=b+4a. a b

., . . . — vektorovy soucet
Plati zakon asociativni, a—+b /

= - _ zaCatek - 1 konec
d+b+Cc=(@+b)+C=da+(b+7). b+a
b a

|




1.3 Od¢éitani vektoru

— —

Vektorem opaénym k vektoru b rozumime vektor —b, ktery ma stejnou velikost
a opacny smer.

— — —

Rozdil @ —b =d dvou vektorti uré¢ime jako soucet vektoru a s vektorem — Db,

d =a+(-h).

Konec a pocitek
s¢itanych vektora

~ splyvaji.

i

Odcitani vektoru



1.4 Nasobeni vektoru skalarem
Nasobeni vektoru a skalarem K:

b =ka,

b=lkla. 2d
Je-li k kladné, ma vektor b stejny smér jako vektor &.

Je-li k zaporné, ma vektor b opacny smér nez vektor &.

Pokud vektor & délime skalarem k =0, vysledkem je —d

|4 14 A |4 1
nasobeni vektoru pievracenou hodnotou K

Priklady
Vektor &= (3, -2, 1) nasobime skalarem k = 2, vysledkem je vektor b= (6, -4, 2).
Vektor C=(-2,0, 4) nasobime skalarem k = — % v{sledkem je vektor d = (1,0, —2).



1.5 Analytické vyjadreni vektoru

Lezi-li obrazy tfi vektoru d, d;, d, v jedné roviné, fikame, Ze tyto vektory jsou
komplanarni. Plati

a= 0!13:1 + azaz. 7
Vektor 43, je slozkou vektoru & ve sméru daném

smérem vektoru d;, vektor «,d, je slozkou ve
sméru vektoru a,.

d,, d, — bazové (zakladni) vektory. a-
'
aay

a1, a2 — Souradnice vektoru 4. G,

Rozklad vektoru do dvou smeéru

Libovolny vektor @ v prostoru muzZzeme vyjadiit pomoci nekomplanarnich zakladnich
vektoru a;, d,, ds,

a — 0613:1 + azaz + a3§3



Rozklad libovolného vektoru @ v ortogonalnim pravotodivém systému jednotkovych
vektorti T, j, Kk, které uréuji sméry os X, Y, z:

a=d,+da, +4a,.

Vektory &, éy, d, Jsou slozkami vektoru & v 214 5
N | a
daném systému I, |, k
dy =a,dy,=a,], d, =ak. aJ;_. "

VeliCiny ay, ay, a; JSou souradnicemi vektoru &

d=a, +a,j+ak.
Slozky vektoru v pravouhlé

Pro velikost vektoru & plati X . e, y
souradnicové soustave

az\/af+a§+a22.

Smérové uhly a, S, ¥ vektoru a ur¢ime z rovnic

a
cosa=2*, cos ==Y, cosy="2z.
a a a

Pro smérové kosiny plati
cos’a + cos’ B + cos’y =1.



Jsou-li vektory stejného druhu zadany v analytickém tvaru, zjistime jejich soucet (rozdil)
pomoci souctu (rozdilu) prislusnych souradnic.

Priklady
P11 skladani dvou sil

F=F,0+F,]+F,k=(F,Fy, F,)=03-21)=3-2]+Kk,
F, =Pyl + Fyy J + Fpk =(Fpy Fyy Fpp) =(-2,0,4) =27 + 0] + 4K,
je vysledna sila

F=R+F=(F,+F,F, +F, R, +F,)=(3-2,-2+0,1+4) = (1, - 2,5) nebo

2y
F=(F+F)i +(F, +F )J+(F12+F22)k (B=2) +(-2+0)J+(Q+4)k =T —2] +5k
Rozdil dvou vektoru

F=F-F =(F, - For Py = Fay F, = F5,) =(3+2,-2-0,1-4) = (5, - 2,-3) nebo

F= If1 o IEZ = (le o FZX)I +(F1y - 2y)j +(Flz o IZZZ)EZSI_»_Z]»_Blz

Velikost vektoru

FF = F2+F +F2 =5" +(-2)* + (-3)* = /38




Pf1 nasobeni vektoru skalarem nasobime skalarem jednotlivé soufadnice dancho
vektoru.

Priklad
Pt1 urCovani hybnosti télesa o hmotnosti m = 3, které¢ se pohybuje rychlosti

V=V, +V,j+V,k=(v,,v,,v,)=(4,5-2)=4i +5] - 2K,
je vysledna hybnost

P=mv=mv,i +mv,j+mv,k=(mv,,mv,,mv,)=12i +15] -6k = (12,15, -6).



1.6 Skalarni souéin dvou vektoru

Skalarni soucin vektorti d a b je definovan vztahem

i-b=abcosa,

kde a, b jsou velikosti vektort &, b, je uhel jimi sevieny.

Skalarni soucin se oznacuje nasobici teCkou mezi vektory.
Vysledkem skalarniho soucinu je skalarni velicina.

Mezni pripady:
o vektory maji stejny smér (« = 0) — maximalni hodnota,

e vektory jsou na sebe kolmé (a = g) — nulova hodnota.

Skalarni souCiny jednotkovych vektort jsou

I

—

k-k =1,
k-T=0.

-—>-—>

j=
k=

—
1
—

b
/)a'/r"fh

b cosc a

slozka vektoru b
do smeéru vektoru a

-]

L

!

—. Y
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Plati zakon komutativni,

Q,
o
Il
o
Q,

Plati zakon distributivni,
d-(b+c)=a-b+4a-c.

Pro vektory a, b v analytickém tvaru

K,

K,

yT+a
j+b

=

3=
b=

QO

_I_

a
J D0,

X

o

JA
Je jejich skalarni soucin roven

a-b=(aJi+a,j+a,k).(b,i+b,j+bk)=ab, +ab, +a,b,.
Priklad

Vektor d=(3,2,—1) nasobime vektorem b=(0,4,-2), vysledkem skalarniho souéinu je
skalarni veli€ina
a-b=B+2]-1k)- (0 +4] —2k)=3-0+2-4+(-1)-(-2) =0+8+2=10.

11



—

Pro kosinus ahlu, ktery sviraji vektory a, b, plati

—

ab a,b, +a,b, +a,b,
42 2 2 W2 K2 K2
ab Jax+ay+aszX+by+bz

COS o =

Priklad

Vypocitame, jaky thel sviraji vektory =1 — | a b=7- 2] + 2K .

Velikosti vektort
a=./a’+a’+a’ =1 +(-1)* +0% =2
b=/bZ+bZ+b? =1* +(-2)* +2° =9 =3
a-b=0-J+0k)- (I —2]+2k)=1-1+(-D-(-2)+0-2=1+2+0=3
ab 3 1
ab 2.3 2

- T
Vektory &, b sviraji Ghel 2 nebo 45°.

CoOSo = ~0,7071
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1.7 Vektorovy soucin dvou vektoru

Vysledkem vektorového soucinu C=ad x b je vektor, ktery ma tyto vlastnosti:
1. Jeho velikost je c=absine, AC
kde « je tihel sevieny vektory &, b.

Velikost vektorového soucinu se ¢iseln€ rovna ploSnému
obsahu rovnobézniku sestrojené¢ho z obou vektoru.

2. Je kolmy k roving uréené vektory &, b.

3. Jeho orientace je dana pravidlem pravotocivého Sroubu (vyvrtky):

Vektor C mifi na tu stranu, na kterou by postupoval pravotoc¢ivy Sroub pii otaceni od

vektoru a k vektoru b ve sméru mensiho hlu mezi obéma vektory.

13



Dalsi moznost je pouzit pravidlo pravé ruky:

Ohnuté prsty pravé ruky postupuji od vektoru a k vektoru b ve sméru mensiho thlu
mez1 obéma vektory, palec pak ukazuje orientaci vektoru C.

Nebo:

Jsou-li vektory a a b zndzornény ukazovakem a prostifednikem pravé ruky, pak
vektor C ma smer palce.

14




Mezni ptipady:

o vektory a, b jsou navzajem kolmé (o = g) — maximalni velikost vektoru C,

e vektory maji stejny smér a orientaci (a = 0) — nulovy vektor C.

-]

—
T?“*

Pro vektorové soudiny jednotkovych vektort T, J, K plati

xk =0, .

-

ixJ=k, Jxk=T, k x

- - >

IxIZTx

=1 }

Neplati zakon komutativni <
axb=-bxa ,
Plati zakon distributivni

ax(b+c) =axb+axc.



Jsou-li vektory &, b zadany v analytickém tvaru, plati
axb=(a,i+a,j+ak)x(bi+b,j+bk)=

= (ay bZ —d; by)r + (az bx o axbz)T + (axby - aybx)lz.

Tento vyraz miizeme zapsat ve tvaru determinantu

Q,

(@]

L ad

|
dx

b

J
dy

by

k
dz

b,

Poznamka: D¢leni vektoru vektorem neni definovano, proto nesmime vektorové rovnice

kratit vektorem.
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2. Souiadné systémy a polohovy vektor

2.1 Uréeni polohy v roviné

a) Kartézska soustava souradnic, napft. X, y (obr. a)
b) Polarni souradnice r, ¢ (obr. b)
c) Polohovy vektor 1 (obr. c)

};‘ 'Y
X JMIx Y] 7.7 A | F——
i r -
)
, /ﬁ . .
b b » X
0 X 0 P 0
a) b) )

Polohovy vektor rdefinujeme jako vektor, jehoz pocatek je v pocatku souradné soustavy
a Jeho koncovy bod je v misté, kde se nachazi bod, jehoZ polohu urc¢ujeme.

Soutadnice polohového vektoru jsou shodné se souradnicemi daného bodu.

17



Urceni polohy v prostoru

a) Kartézské souradnice X, Yy, z (obr. a) ¢) Valcové souradnice p, ¢, z (obr. c)
b) Polohovy vektor r (obr. b) d) Kulové souradnice r, ¢, 0 (obr. d)
Z:d 7 .
L ___, T MJxy.z) V pravouhlém soufadnicovém
e g Mlxyz] | 7 systtmu s  jednotkovymi
N | i ) vektory i, J, k ve sméru
L P ' soufadnicovych os je poloha
y 4 bodu M o souradnicich X, v, z
" ) b) dana polohovym vektorem

F=Xi+Vj+zk,
jehoz velikost je

_ 2
r=x2+y2+z2.

C) d)

18



3. Funkece

Zobrazeni (predpis), ktery kazdému prvku (napft. ¢islo) z jedné mnoziny (defini¢ni obor)
piifadi jednoznacné jeden prvek (Cislo, vektor) z druhé mnoziny (obor hodnot).

Zadani funkce:
e Explicitni: y = f(X)
e Implicitni: F(x,y)=0
e Parametrické: x= f,(t), y = f,(t)
e Graficke

Priklady

Explicitni: y = x% + 2x + 1
Implicitni: x + y—1=0
Parametrické: x = sint, y = cost

19



3.1 Prubéh funkce

Vysetiit priubéh funkce znamena nakreslit graf této funkce jen ze znalosti jejiho predpisu
y = f (X). Ze zadané¢ho piedpisu funkce zjistime co nejvice o chovani dané funkce,
popiSeme a propocitdme rizné jeji vlastnosti.

Postup vySetrovani priubéhu funkce
e Defini¢ni obor a obor hodnot funkce a jeji omezenost.
e PriisecCiky se souradnymi osami a intervaly, kde je funkce kladna a zaporna.
e Symetrie a periodi¢nost funkce, parita (suda, lich4, ani jedno, oboji).
Sudost f (—x) = f (x) — graf funkce je osové soumérny podle osy Y.
Lichost f (—x) = —f (X) — funkce je stifedové soumérna podle pocatku souradnicového
systemu.
Ani suda, ani licha — zadna symetrie.
Periodi¢nost f (x + P) = f (x).
e Monotonnost (rostouci, klesajici) a extrémy (minima a maxima, lokalni, globalni) —
pomoci prvni derivace.

e Konvexnost, konkavnost a inflexni body — pomoci druhé derivace.
e Asymptoty se smérnici a bez smérnice — pomoci limit.
20



3.2 Linearni funkce

Rostouci

a>0

y=ax+b
Klesajici
by d< 0

Konstantni

21



3.3 Exponencialni funkce

Exponencidlni funkci (exponencidlou) je kazda funkce Y
tvaru y=a*, kdex € R, a > 0,a # 1. )
v . . i f
Cislo a je tzv. zaklad, X je exponent. /’ :
I /'
\ ,/
|/
AL
Zv1astni vyznam ma exponencidlni funkce :
o prirozeném zakladu e = 2,71828 18284 ... (Eulerovo | ”*-.H y=e ¥ p=e¢
¢islo):y =ae™, y = aexp(bx) :
ar I"-.." II,-'"I
4 'x\ !
\ ,f'/




3.4 Mocninné funkce

Mocninna funkce s lichym r Mocninna funkce se sudym r

Y| V|

23



3.5 Polynomickeé funkce

n n-1
y=aXx +a X +..+aXx+a,

<

L

24



3.6 Logaritmické funkce

Logaritmicka funkce je matematicka funkce, kterd je inverzni kK exponencialni funkci.
Logaritmus kladného realného ¢&isla x pii zékladu a (a € R*\{1}) je takové realné ¢&islo
y = log,x, pro které plati a¥ = x. V tomto vztahu a oznacuje zaklad logaritmu.

Dekadicky logaritmus o zakladu 10: y = log x, y = lg x.

Prirozeny logaritmus o zakladu e = 2,71828 18284 ... (Eulerovo Cislo): y = In x.

glz)=log (r); 0<a<

25



Vlastnosti logaritmu

al°8a* = Jog, a* = x

logy,b =1

log,1 =0

log, (ac) = log,a + log, ¢ (Logaritmus soucinu je soucet logaritm)

log, % = log,a — log,c (Logaritmus podilu je rozdil logaritmi)

log,a” = rlog,a, tzn. log, Va = llogba (Logaritmus mocniny je ndsobek logaritmu)
&b &b ”

logy a

1
logprya = ;logba = , 1zn. lognza = nlog,a = log,rya™ = glogba

98b% _ og b log, x nebo log,x = 8% = 2%

loga Ina

log,x =
5a logpa

1
log,b

log,ya =

26



3.7 Goniometrické funkce
Sinus:y =sin x
Kosinus: y =cos X

Tangens: y=1tgX, y=tanx, tgx = sihx
COS X
Kotangens: y=cotg X, y =cot X
Tabulkove hodnoty
X 0° 300, 450, 60°, © 90°, =
6 4 3 2
sin X 0 1 Q @ 1
2 2 2
1
COS X 1 ﬁ Q o 0
2 2 2
tg X 0 ? 1 J3 -~
cotg X - J3 1 ? 0

27



Grafy f(x) = sin(x) a f(x) = cos(x)

N 0

e -3m2 -
sin(.x)

1
NN YA
/211 -32 - —HIZ_T 0 WM 5%,({

licha

sin(—x)=—sin x

suda
cos(— X) = CoS X

. [T
SII’](E T Xj = COS X

28



Grafy f(x) = tg(x) a f(x) = cotg(x)

6]
5.
23n | Ao | em 2|0 w/2/m 312 2m Sn) 4
| tan(x)
tan(x) 2] } 3.
3 2]
_4] 1]
- \::ot(x) 0 _
Kzn 37;?11 - /|0 n?in BKM 5

-3m -2m Smo-THR1|0 TR T 32 2m 5T _g]]
\ot(x) 2] -7l
]

Lo BT R AN I T R N |
| I IR R R |

(Wn BN L R 8

o T S S R N NN ¥ |
| I IR R SR A |

=t
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Jednotkova kruznice

protilehla odvésna a

Ssina =

= a

7 prepona
/ y-ova soutfadnice bodu A
_1\ >
\ v . v
% prilehla odvésna b
TR . cosa = v = b
e : prepona
X-ova souradnice bodu A
Kvadrant l. . 1. V.
sin a + + — —
COS a + — — +

Priklady goniometrickych funkci ve fyzice:
X=X_sin(at + )
X = X_ cos(at + )

30



Vybrané vzorce z oblasti goniometrie
sina + cos?a =1
1

cotga = ——
5 tg a

sin (¢ + B) = sin acos f+ cos asin S

cos (¢ £ B) = cosa cos f+ sin a sin S

sina+sin,8=23in(a;'8) cos(a;'g)
e s =zn() ()

cosa+cos,8=2cos(a;ﬁ) cos(a;ﬁ)

(atp\ . (a—p
cosa—cosﬁz—Zsm( > )sm( >

)

31



4. Derivace funkce

4.1 Problém teCny a definice derivace

Derivaci funkce lze definovat jako zménu (rtst nebo pokles) grafu funkce, a to za
predpokladu moznosti nekonecné malych zmén.

Derivovani je proces vypoctu derivace zadané funkce.

Fyzikalni vyznam derivace

Derivace vyjadiuje, jak zavisi zména jedné veliCiny (zavisla veli€ina) na veli¢iné druhé
(nezavisla veliCina).

Pokud se jedna o funkci Casu, pak vyjadiuje ,,rychlost” zmény dané veliCiny (napf.
rychlost v vyjadiuje ,,rychlost zmény polohy, zrychleni a vyjadiuje ,,rychlost” zmény
rychlosti).
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Na obrazku je graf funkce, ktera ma v bodé x hodnotu f(x) a v bodé x+Ax ma hodnotu
f(x+AX). Body jsou vyznaceny jako A a B (obr. a). Spojnice obou bodu tvoii se¢nu kiivky.

Jeji smeérnici (sklon) 1ze vyjadrit jako pomér zmeény hodnoty funkce ke zméné argumentu,
flxtAx)—f(x) _ flx+Ax)—f(x)

tzn. A0 ~ (pom¢r piirtstka).
YA YA YA
S+ A |-
T+ AX) | e A
S | | f(® | x) T
I G - —
X x+Ax *

(@ (b) ©

Pokud budeme body A a B priblizovat (obr. b), tj. zmensovat diferenci AX az k nule, prejde
secna nakonec v te¢nu (obr. €). TeCna svird uhel s osou X a tangens tohoto thlu nazyvame
smérnici teCny. Derivaci funkce v bodé¢ 1ze s dostateCnou piesnosti aproximovat touto
smeérnici teény.
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Poznamka: Je-li v bod¢é dotyku ktivka rostouci, bude jeji derivace >0 a je-li klesajici,
bude derivace <0. Pokud ktivka v bod¢ dotyku dosahuje maxima nebo minima a tecna je
tedy rovnob&zna s osou X, bude derivace rovna nule.
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YA Geometricky vyznam derivace

y =) Derivace funkce v bodé X je
smérnice teCny ke grafu funkce
v bodé [x, f(x)]. Te¢nu lze popsat
toina pomoci obecné rovnice piimky
y=kx+gq y=kx+q.

J (X HAX) [rommmmrmmmmmmmemen oy Pro vypodet derivace je potieba
‘ Ii‘f “SFA) - T Ziistit jak rychle se méni graf
ALY T funkce v bod¢ dotyku. Za timto
I i ucelem vypocitame smérnici tecny,
+ 1 - ktera se rovna tangens uhlu a:
k=tga = = (G0
Ax Ax

tj. zména hodnoty funkce Af v poméru ke zmén¢ argumentu AX pro velmi malé zmény
argumentu.

Derivaci lze také zapsat jako

fl — lim ﬂ — lim f(x+Ax)—f(x) — df

Ax—0AxX  Ax—0 Ax dx’
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Zpusoby zapisu derivace
e matematika: f'(x), y'(x), f',y’
dx

o fyzika: S—y, pro derivaci podle ¢asu se pouziva také symbol tecky, napt. X = i
X

Diferencial funkce vyjadiuje zavislost zmény hodnoty funkce na malé zméné jejiho
argumentu. Tuto zavislost aproximuje jako pfimou umérnost v okoli zvoleného bodu.

Diferencial dy funkce y = f (x) v bodé X pi1 zméné argumentu dx je soucin
dy = f'(x)dx.

Derivace vysSich radu
funkce —1. derivace — 2. derivace — atd.
2
d°y

Zapis 2. derivace: el =Yy" = f"(x), pro funkce ¢asu, napt. x = x(t), lze K.
X
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4.2 Derivace elementarnich funkci

y = konst.

dy _g
dx
dy _g
dx
dY _ pyns
dx
d_y = COS X
dx
dy = —Sin X
dx
dy _ o
X
dy 1
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4.3 Zakladni pravidla pro poditani s derivacemi
(U+v) =u"+V,
(u-v) =u'"-Vv',
(u-v)' =uv+uv',
(Ej = uv—zuv prov#0,
Y, V
(c-u) =cu’, kde c je konstanta.

Derivace slozené funkce y = f[p(X)], tJ. y= f(u) a u =¢p(x):

y'=1'(u)-¢'(x).
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4.4 Parcialni derivace: pro funkce vice proménnych
u=f(xvy,z1).
Pak derivace

ou ou ou ou
ox oy oz ot

provadime tak, ze derivujeme funkci vzdy podle pfislusné proménné (X, Yy, z nebo t),
k ostatnim proménnym se piitom chovame jako ke konstantam.
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Priklad 1
Vypocitdme derivaci nasledujicich funkci:
a)y=5 =y =0

b) f(x) = x*+x+3 = f'(x) =2x +1

c) f(t) =2sint = f'(t) =2cost

d) f(z) =cosz+1 = f'(z) = —sinz

e) y(t) =sint +cost = y'(t) = cost —sint
ly = e¥ =y = (e2¥)'(2x)' = e?* - 2 = 2¢?*

9)yx)=In(x*+1) =2y'(x) = (In(x? +1))'(x? + 1)’

i 1
T (x241)

(2x)
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X242x+1
xX+2

(x?+2x+1)" (x+2)—(x?+2x+1)(x+2)"
(x+2)2 -

h) y(x) = =y (x) =

CCx+2)x+2) -+ 2x+ D)
B (x + 2)2 B

_2x2+2x+4x+4—x2—2x—1_x2+4x+3
B (x + 2)2  (x +2)2

) f(x) =e*sinx = f'(x) = (e*) sinx + e*(sinx)’ =
=e*sinx + e*cosx = e*(sinx + cos x)
JDy() =Intcost = y'(t) = (Int) cost +1Int (cost) = %cost +1Int (—sint) =

cost .
= — — Intsint
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Priklad 2

Urcete prvni a druhé derivace funkci:

_ dy _ d’y _
a)y—3:,~dx—0, de_O

b) y(x) = 2x3 —4x%? —x+ 5

j—zz 2-3x2—4-2x—14+0=6x2—8x—1,

d?y
@=6-2x—8—0=12x—8

c) f(t) =3sint

df

ol 3 cost,

& 3:(—sint) = —3sint
dt?
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d) f(x) = sin(2x)

d
é = (sin2x)' - (2x)' = cos2x -2 = 2 cos 2x,

d2

ke (2cos 2x)' - (2x)' = —2sin2x -2 = —4sin 2x

e) u(x) = e3* + e ™ — e*

= 3e3¥ — ™

d*u
oz (B3e3*) - (Bx)'—(e™) - (—x) =3e3* -3 —e™™- (1) =9e3* +e7*
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Priklad 3

Urcete parcialni derivace 1. fadu funkce f (X, y, z, t) podle jednotlivych proménnych.

f(x,y,2t)=3x%—2y>+4xy —5yz* + xt’ —t+ 6

af
dx

af
dy
af
0z

0
a—];=0—0+0—0+2xt—1+0=2xt—1

=6x—0+4y—0+t*—0+4+0=6x+ 4y + t*

=0—4y+4x—52°+0—0+ 0= —4y + 4x — 5z°

=0—-0+0—10yz+0—0+0= —10yz
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4.5 Derivace vektorové funkce skalarni proménné podle skalaru

Vektory mohou byt zavislé na proménnych skalarnich veli¢inach (Cas, uhel, souradnice

bodu atd.).

Napriklad polohovy vektor pfi pohybu hmotného bodu
po kruznici o poloméru r zapiSeme jako

F=Xxi+yj=rcosai+rsina j,
kde a = at) je uthlova souradnice hmotného bodu

v polarnich soufadnicich.

Uvedena vektorova funkce vyjadiuje zavislost
polohového vektoru I na uhlu «, resp. na skalarnim
argumentu t podle vztahu o = a(t).

- X

Je-li vektorova funkce U(t) zaddna pomoci soufadnic Ux, Uy, Uz, tj. O=Ui +U, ]+ uk a

soufadnice jsou funkcemi skalarni proménné t, je derivace

dU:dei—’_l_%j’_'_dUz
dt dt dt dt
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4.6 Pravidla pro derivaci vektorovych funkci:

E(a’+5):d—a+@,
dt dt dt
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5. Integralni pocet

5.1 Zakladni pojmy a definice

Integrovani funkce je proces opacny k derivovani.

Primitivni funkce k dané funkci f (X) je takova funkce F(X), pro kterou plati F'(x) = f ().

Je to tedy funkce, jejiz derivaci je funkce f (X).

Neurcitym integralem funkce f (X) nazyvame vyraz F(X)+C, kde F(X) je primitivni
funkce k funkeci f (x) a C je konstanta. Neurcity integral je tedy funkce

_[f(x)dx=F(x)+C.

Neurcity integral uzce souvisi s derivaci (pozor na konstantu).

Urcitym integralem funkce f (X) v mezich od a do b (uzavieny interval <a, b>) je ¢islo
b
j f (x)dx = F(b) - F(a).
a
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Geometricky vyznam urcitého integralu

Urcity integral se Ciselné rovna ploSnému obsahu uréenému casti grafu funkce y = f (X)

v mezich od a do b a osou x.

YA

//

y=1(x)

Podle poradi mezi se méni znameénko vysledku

T (xdx =] f (x)dx.
a b
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5.2 Integrace elementarnich funkci

(dx =x+C

+C

X" dx =
. n+1

sinxdx=—cosx+C

cosxdx =sinx+C

eXdx=e*+C

L ax=In|x|+C
v X
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5.3 Zakladni pravidla pro pocitani s integraly
[k f(x)dx=k]| f(x)dx, kde k je konstanta

.(u +V)dx = [udx + [vdx, kdeu= u(x), v =v(x)

.(u —V)dx = [udx — [vdx, kdeu= u(x), v =v(x)

Dalsi metody integrace: per partes, substituce.

Integrace per partes (integrace po Castech) se pouziva pro integrovani soucinu funkci.

Judv:uv— Jvdu



Priklad 1
Vypocitame nasledujici integraly:

a) [2dt = 2t+C

b) [(3t3 + 2t% — 4t + 1)dt = [ 3t3dt + [ 2t?dt — [ 4tdt + [ 1dt

—3t4+2t3 4t2+t+C—3t4+2t3 2t +t+C
4 3 2 4 3

¢) [5sinxdx =5[sinxdx =5(—cosx)+C =—-5cosx +C
d)fcostdx=%sin2x+C

e) [(e*—1dx = [e*dx— [1dx = e¥*—x+C

o1



Priklad 2
Vypocitame urCity integral:

1 1
AP j4d_1x51_11( RO BRI
) | ydx=3 xx_251_25 D7) =15 10 5
-1 ~1 -

b) 4\/;dx= fjx;dx:g 3[x2] (42—12) (\/_ \/—)

2 2 14
=—(v64—-V1)==8-1)= =7 =—
3( \/_) (8 ) 3 3
3t3 2t2 T
C) f(3t2—2t+1)dt=[3 - +t] = [t3—t?2+¢t]} =
1

= (33-32+4+3-134+12-1)=27-9+3-1+1-1=20
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3

T T

2
d) fcosxdx= [sinx]g=sin5—sin0= 1-0=1
0

2

2
1 1

°) j(;-l_ Zex) dx = f;dx+JZexdx = [In|x|]5 + [2e*]% =
1

2

1 1
=In2—-1In1+ 2(e? —2e') =In2 + 2e? — 2e = 10,035
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Priklad 3
Vypocitame integral

f(—Zx + 3) cos 3x dx
Aplikujeme metodu per partes

judvzuv— Jvdu

u= —2x+3 dv = cos 3x dx

du = —2 dx v = gsin?)x

1 1
f(—2x+3) cos3x dx = (—2x+3)-§sin3x—f§sin3x (=2)dx =

—2x + 3 2 ( .
= 3 - sin 3x + §jsm3xdx=

—2x+3 2 +2( 1 3)+C—
3 sin 3x 3 3cosx =

—2x + 3

= 3 -sin3x—§c053x+C
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Priklad 4
Vypocitame urcity integral

1
| &
(5x + 1)3
0
Pouzijeme substituci
5x+1)=t
dt

5dx = dt =>dx=?

Prepocitame integracni meze

t,=5-1+1=6
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5.4 Integrace vektorové funkce skalarni proménné podle skalaru

Necht b(t), d(t) jsou vektorové funkce skalarniho argumentu t definované v otevieném
Intervalu t. Jestlize pro vSechna t tohoto intervalu plati

db _
— =4,
dt
fikdme, Ze funkce b je v tomto intervalu primitivni funkei k funkci a.
Jestlize je b(t) primitivni funkei k funkci a(t), je k funkci &(t) primitivni kazda funkce
b(t) + ¢, kde C je konstantni vektor. Plati totiZ
d (b +¢C) = db.
dt dt
Primitivni funkce k dané vektorové funkci d(t) se nazyva jejim neurcitym integralem
a oznacuje se j a(t)dt.
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Pro a(t) =a, (t)i +a,(t)j+a,(t)k plati

j at)dt =7 j a (t)ydt+j j a, (t)dt + K j a_ (t)dt.

Urcitym integralem vektorové funkce a(t) v intervalu <ti, t2> je vyraz

f a(t)dt =b(t,) -b(t,),

t1

kde b(t) je primitivni funkce k funkei &(t).
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0. Komplexni Cisla

Komplexni Cislo je uspotadana dvojice realnych Cisel.
Algebraicky tvar komplexniho Cisla
a=a;+a,l
Pro imaginarni jednotku plati
ic=-1

N¢kdy je oznaCovana imaginarni jednotka jako j.
Casti komplexniho &isla:

e realna — Re (a) = ay,

e imaginarni — Im (a) = a..

Redlna Cisla jsou specialnim pripadem cCisel komplexnich.
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6.1 Operace s komplexnimi Cisly

Komplexni &isla nasobime jako dvojéleny s vyuZitim vztahu i° = —1.

Soucet

a+b=(a,+al)+ (b +b,i)=(a, +b)+(a, +b,)i
Rozdil

a—b=(a +a,)—(b,+byi) = (a —b) +(a, —b,)i
Soucin

a-b=(a +ayl)- (b, +byl) = (ayb, —a,0,) + (b, +a,0,)1
Podil (pro b # 0)

a_a+ay (& +ayl) (b —by) (ab +ayby)+(ah —ab,)l

b b +h,i b2 + b2 bZ +bZ
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Komplexné sdruzené cislo (oznacuje se symbolem * nebo pruhem)

a =a=(a+ay)=2a —a
Absolutni hodnota (modul)
al=.a +a; =+a-a,
tedy
2 *
a“=a-a.

Absolutni hodnota je vzdy nezaporné Cislo.
Komplexni Cisla nelze usporadat, 1ze ale uspotadat jejich absolutni hodnoty.
Pravidla pro pocitani s absolutni hodnotou:

a-bj=[a-p

al [a
—="—(pro b #0).
\b\ 5 (rob20)
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0.2 Grafické znazornéni komplexnich cisel

Komplexni ¢islo je mozné zndzornit jako bod v roviné (Gaussova rovina — redlna

a 1Imaginarni osa).

A Im *Im
a=lay,as] a = aj;+ias
as[— — T T 71 a| —
| a |
|
—a | o ¥ ! .

: O @1: "Re O a1 Re

| |

S -

—a = |—ay, —asz||—a2 a=[ay, —as]

Komplexné¢ sdruzena €isla jsou osové soumérna podle realné (vodorovne) osy.

Argument komplexniho Cisla

@ = arctg %
Gl
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6.3 Goniometricky a exponencialni tvar komplexniho Cisla

Goniometricky tvar

a =|a/(cos @ +ising).

Euleruv vztah

e'? =cos ¢ +ising.

Exponencialni tvar

a=|ae'".

Im‘

4

e'’=cosp+ising

sin @

0|cos ¢ 1 Iz
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