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Zakladni veliciny charakterizujici harmonické kmity
Kinematicky a dynamicky popis harmonickych kmitu
Energie harmonického oscilatoru

Tlumené mechanické kmity

Nucené mechanické kmity



Kmity - definice

Mechanicky kmitavy pohyb je pohyb, ktery je prostorové omezeny, télesa
se pohybuji jen v okoli jisté rovhovazné polohy.

Kmitani neni omezeno jen na hmotné objekty. Obecné je kmitani (oscilace)
¢asova zmeéna néjaké fyzikalni veli€iny vykazujici opakovani (napf.
oscilace napéti, proudu, naboje v obvodech se stfidavym proudem, oscilace
teploty kolem urcité pramérné denni hodnoty, atd.)

Kmitajici systém se nazyva oscilator.

Klasifikace kmitavych pohybu

obecné (neperiodicke) periodické v(7) = y(t+nT)
(1 n = 0,1.2,3,...
a )= 2T . T = perioda

T

y(1) i
/_\ /\ I /—\ T =nejkratsi Casovy
y usek, za ktery se
k_ I_/ " \ \ / [—>  stav systému zacina
q /‘ opakovat [s]




Kmity — priklady

Téleso na pruziné

Torzni kmity
Fyzicke kyvadlo Elektricky kmitavy
obvod
j i =0

e T
0 —_— e —_—
’ — ey
| ++H++

T, Leme
Téleso na pruziné Kmity nosniku Kmity atomu v molekule

| ”’”’:«-” SN}

il

t @ Kmity automobilu
‘ s vadnymi tlumici

ST /

o

Kmity mostu ucinkem
periodickych narazu

K4,




Kmity periodické - harmonicke

Harmonické kmity

Harmonické kmity jsou zvlastni pfipad periodickeho kmitavého pohybu.
K popisu vyuzijeme nékterou z téchto funkci:

sin (wt+p), cos(awt+p), /2

pfipadné (za urcitych predpokladu) jejich kombinaci. \
e!) — cos(at + @)+ jsin(wt + @)

349
Cmg |
4 Y(£) = Y - sin(wt + )
=(y,,): cos(wt + ¢*)
47 T T
24 \ =ym-cos(wt+<p—§)
0

) A 1 g ! , 0z v
1 2 3 4 5 6 7 t y(t) .. vychylka oscilatoru v ¢ase t
—27 \ \/ v \/ \ s y_ . amplituda vychylky [m]
— 44 (wt + @) .. faze [rad]
-6+ @, @* .. pocatecni faze [rad]
- @ .. uhlova rychlost (Uhlova

frekvence) [rad-s]
T .. perioda [s]

Casovy diagram kmitt harmonického oscilatoru



Harmonicke kmity - rozdeleni

Harmonické

kmity

Volné (vlastni)

PUsobi jedina sila = elasticka
Amplituda je konstantni
Probihaji v ¢ase te(t0,+00)

Tlumeneé

PUsobi 2 sily: elasticka + tlumici

Tlumici sila: treni, odpor prostredi aj.

Jsou kvaziperiodické. Amplituda klesa

s casem. Po dostate¢né dlouhé dobé je amplituda
prakticky nulova

Vynucené
PUsobi 3 sily: elasticka + tlumici +
+ vnéjsi budici sila
Frekvence (kmitoCet) vynucenych kmitu = kmitoCtu
budici sily. Amplituda zavisi na rozdilu kmitoCtu volnych
kmitl a budiciho kmitoctu.




Volné harmonicke kmity

Pfrikladem volnych harmonickych kmitd muze byt pohyb télesa, pfipojeného k pruziné
a pohybujiciho se na vodorovné podlozce bez treni. Pfi vychyleni télesa z
rovnovazné polohy (stla¢eni/prodlouzeni pruziny) zacne pusobit pruzna sila ve
vodorovném smeéru, ktera je orientovana proti vychylce — vraci téleso do
rovnovazného stavu. Pro popis vyjdeme z Hookova zakona a 2. Newtonova zakona.

A.
e
—Xm x=0 +Xm

2. Newtonav zakon: \
———

vysledna pruzna sila
udéluje té&lesu o Fx =ma, = kX

hmotnosti M zrychleni a

Hookuy zaken: vysledna sila je umérna vychylce
castice z rovnovazné polohy a
orientovana proti vychylce

zrychleni je umeérné vychylce a mifi proti ni
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Volné harmonicke kmity
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perioda T [T]=s

= doba, za kterou se uskutecni
t=T/4 jeden uplny kmit
= nejkratSi doba, za kterou se
vychylka a rychlost (nebo jiné
fyzikalni veli€iny popisujici

r=T/2 ) L, . i
| systém) vrati na pavodni
— =
| o hodnoty
| i > t=3T/4
| i frekvence f [f] = Hz=s1
| | | = pocet kmitl za jednu
i i —>—
| | | sekundu 1
I I |_ =1 f i
| | | T
Xm +Xm
| hertz = 1 Hz = 1 kmit za sekundu
= 157!
| cas 1
|
- — 7T

zavislost vychylky na Case



Volné harmonické kmity — model

MODEL: pohyb po kruznici

Harmonicky pohyb |ze modelovat jako primét rovhomérného kruhového pohybu
do libovolného pevného sméru.
¥ Modelujeme kmity podél osy x mezi x, a —X,

Casova zavislost polohy bodu P - primét polohy

P” do osy X
. P:\ x(t) = xp, cos (Wt + @)

w9, |
wt +¢ |
Ol x() P

Lo AN N\
| cas
| | \/

|
| |
RE— It e——

0

X

Xm

Céastice rotuje uhlovou rychlosti @, za dobu t urazi Uhlovou drahu (= uhel o
velikosti) ¢,= w - t radianu. Za dobu T (za 1 periodu) urazi uhlovou drahu 2r rad.

2r=wl - T=27/ o - perioda f=1T—>f=w/2x -frekvence



Volné harmonické kmity — model

@ = pocatecni faze kmitavého pohybu.

UrcCuje vychylku, pfip. jinou veliCinu harmonického kmitani v pocatecnim okamziku t,
Vychylka v zavislosti na ¢ase je popsana rovnici:  z(t) = x,, cos (wt + ¢)

V Case t = t, = 0 s dostaneme vychylku: x(t, = 0s) = x,, cos(w - 0 + @) = x,,, cos(¢p)

"
— =
%E
I
-

vychylka




Harmonicke kmity — kinematicky popis

Kinematickeé veli€iny — popis harmonického pohybu

TXm
Vychylka: \ / \
* 0 \4/

x(t)=x_ cos(wt + @)

vychylka

Rychlost: v

W)= =—ox sn(ot+g) 2 . /\//I

Zrychleni:

d*x 0 -
a(t)=—— =-a’ x, cos(wt +9) _ |
dt { ] 5 0 /\f
! g
X(t) 2 — oty

d“x
a(t) = —a)z X(t) —> F = —COZ 0 X(t)
Vztah mezi zrychlenim a vychylkou typicky pro harmonicky pohyb

rychlost




Harmonicke kmity — kinematicky popis

Odtud plyne

zakladni diferencialni rovnice volnych harmonickych kmitu

2
. ;( - X =0
dt

-linearni obycejna diferencialni rovnice 2. radu,
s konstantnimi koeficienty

Systémy, jejichz chovani Ize popsat rovnici tohoto typu, se nazyvaji linearni
harmonické oscilatory



Pr.1: Rovnice harmonického kmitani ma tvar
y =5,0.103sin(4rt)

y je v metrech, t v sekundach

UrcCete:
a) amplitudu vychylky, b) frekvenci kmitani, c) dobu od pocatecniho okamziku,
za kterou kmitajici téleso dosahne vychylky -5 mm.

a)y,=5.103m
b)f=w/27=47x/27=2 Hz
c) -5.103=5.103 sin(4t)

= sin(4at) = -1 =4t =3/12 n = t=3/8s



Dynamicky popis harmonickeho pohybu

460 -4

Pricinou harmonického kmitani mechanického oscilatoru je sila, ktera je
primo umerna vychylce oscilatoru z rovnovazneé polohy a stale sméruje
do rovnovazné polohy (sila pruznosti, elasticka sila).

Hook(lv zakon: k — tuhost pruziny, [K] = Nm-!
ook zakon: | = —K XJ X - vychylka z rovnovazné polohy, [x] = m

TOOCOOET N ¢/

| 5 |

Xm x =0 +Xm

bez treni
X

2. Newtonuv pohybovy zakon (pohybova rovnice):

ma=F = ma=-kx
. 2




Dynamicky popis harmonickeho pohybu

Prevedeme vSechny Cleny rovnice na pravou stranu:
2

ma=—-Kx =— m%wx:o

Vydélime hmotnosti m

d*x LSV Pohybova rovnice
dt2 m_ vlastnich kmitu

Rovnice je formalné shodna s diferencialni rovnici harmonického pohybu

d*x
—=+°x=0
dt
Srovnanim:
K uhlova frekvence vlastnich kmitu
a)zzk K=m o2 = |— je plné urcCena vlastnostmi soustavy, ).
m’ m hmotnosti oscilatoru a tuhosti vazby




Dynamicky popis harmonickeho pohybu

Reseni pohybové rovnice

d*x 5
— 4+ wr =0

5
dt - Obecné reSeni pohyboveé rovnice

_ |k %
x(f) — Xm CDS(a}I + go) (vychylka) - W= \/;Je urceno parametry

- kmitajici soustavy
— Kmitgjici soustavy
- =—Keonstanty x, a ¢ urcime z

pocCateCnich podminek

Pocatecni podminky: z(0) = zg T, COS O = g
v2(0) = voz : — WLy, SIN O = Vg

Casté zvlastni pripady:
1. v.(0) =0 =) —wX, sinp=0= ¢=0; z(t) =z, cos(wt), x, =z

2. 2(0)=0 =) x_ cosp=0= (p:—%; z(t) = Ty sin (wWt) , WLy = Vog



Dynamicky popis harmonickeho pohybu

Pozn.: Viiv konstantni sily na harmonicky oscilator

Zaveésenim zavazi o hmotnosti m se pruzina protahne o délku y,.
V rovnovazné poloze plati

G+E =0

tj. pro velikostisil G =F;, = mg = ky,

mg

= T k
Pfi vychyleni zavazi ve svislém sméru se porusi
rovnovaha sil (sila pruznosti se zméni) 0
FV:G_Fp:mg_k(yr-*-y‘):
=mg — k(mg/k) - ky'= - ky*
— vysledna elasticka sila zpusobi harmonicke | R
kmity zavazi f

zavazi kmita kolem | R S
nove rovnovazné polohy




HRW 16.15C

Uvazme kmitani automobilu ve svislém sméru. Lze uvazovat, jako by vozidlo bylo
umisténo na Ctyfech stejnych pruzinach. U jistého vozidla nastavime tuhost téchto
pruzin tak, aby frekvence kmitani Cinila 3,00 Hz.

a) Jaka je tuhost pruzin, predpokladame-li hmotnost vozidla 1 450 kg a rovhomeéerné
rozlozeni vahy?

b) Ve vozidle jede 5 osob. Jejich pruimérna hmotnost je 73 kg a vaha je opét
rozlozena rovnomeérné. Jaka je frekvence kmitani kazdé pruziny?

[@) k=1,29.10° N.m; b) f '=2,68 HZz]



16.15 C - Navod k feSeni

M=1450kg; f=3 Hz; k=7

a) Kazda pruzina ptedstavuje samostatny kmitajici systém; hmotnost
pfipadajici na 1 pruzinu je m = M/4

Pro kmitajici systém plati:

2.N.z.: F =ma X = X, COS(at)
2
Hook.z.: F = —kx a=d—;(:—a)2x
dt
_kx=—ma?x = k :%a)z =%(2nf)2

b) M, =5x73kg; f" =7
Zatizeni kazdé pruziny se zvySinam’ = M/4 + M /4

M +M1(2m")2 N

—kx=—mw?’x = k=

fr_ 1 4K
2\ M + M,




HRW 16.27

27U. Na pist, ktery harmonicky kmita ve svislém sméru, polo-
zime zavazi. (a) Je-1i perioda kmitu pistu 1,0 s, pi1 jaké amplitudé
se zavazi oddéli od pistu? (b) Je-li amplituda kmita pistu 5,0 cm,
jaka muze byt nejvétsi frekvence, pro kterou zustava zavazi ne-
pretrzité v kontaktu s pistem?

[@) X, >25cm ; b) f=2,2 Hz]



16.27 - Navod k feSeni
Harmonické kmity => x = X cos(at); T = 1 s; zavazi se oddéli od pistu pro
amplitudu x, =?
a) Zavazi se oddéli, kdyz v amplitud€ bude hodnota zrychleni vétsi nez g
X = X CoS(wt)

d *x : )
a= pro —w°X_ coS(wt) = amplituda zrychleni a_ =w"x_

2
o=2rx/T,g<a, =X, > g2 :gT2
w° 4r

b)x,=5cm;f ., =7?

a,<q= o, 'x, <0, o=24d =f_ < |—
A7°X,




Energie harmonickych kmitu

Uvazujme o hmotném bodu B o hmotnosti # kmitajicim

na pruziné, jejiz tuhost je k.
Elasticka silaje F' = —k .x

Tento kmitajici hmotny bod ma:
: @  Kinetickou energii
y ]

2
E, = —mvy-
k > =
Z B'
2 r=o T .
Z —— e+ @  potenciidlni energii
e T | 5
LR = kX
! ﬂ X l X P

Pocate¢ni podminky: X (0) =0; v (0) = @ X,



Energie harmonickych kmitu

Poznamka:
Odvozeni vztahu pro potencialni energii kmitavého pohybu

v s

pruziny

vnéjii
:M@Y\J — .
A

AE,=E, —E, =W = [Fdx= jkxdx:B kxz} =

- % kx —%kxf; prox, =0 dostavame E_(x) = % kx®



Energie harmonickych kmitu

Rovnice harmonickych kmiti pak je:

X=X_-SIn(awt), kde v = \/E
m

Rychlost V=X=wX_cos(at) =

E, = % mv? = % ma?x_* cos?®(wt)
Dosadime k = ma?

E, =%kx2 =%ma)2xm2 sin % (wt)

Celkova mechanicka energie hmotného bodu je

E = % Mma?x_° (0082 (cwt) +sin (a)t))

je nezavisla na Case

1 > 1.
E="mw’x, ==k
2 "2 i

- zakon zachovani mechanické energie




Pr.9: Pomoci obrazku urCete, kolikrat béhem jedné periody kineticka a potencialni
energie dosahnou svého maxima a kolikrat svého minima. Je mozne, aby se
celkova energie rovnala pouze okamzité hodnoté energie kinetické, resp.
okamzité hodnote energie potencialni? V pripadé, ze je to mozne, urcCete,

Vv jaké poloze se v takoveé situaci nachazi kmitajici téleso.

& Ey(2)+ EL(r)
2 £, (1)
Ey(r)
0 s - cas it
() op : C s
Prubéh energie mechanického oscilatoru.
Ey(x)+ Ep(x)
E
Epx)
R
aﬁ
5 E]\{'LP
vychylka x

—Xm 0 +Xm
(H)



HRW 16.50

50U. Na pruziné tuhosti S00N-m~! visi téleso o hmotnos-
ti 4,0kg. Piimo zespodu je do télesa vstielena kulka hmot-
nosti 50 g. Kulka vnikne do t&lesa rychlosti 150 m-s~! a uvizne
v ném. (a) UrCete amplitudu takto vyvolaného harmonického
pohybu. (b) Jakou ¢ast mechanické energie kmitajiciho systému
predstavuje puvodni kineticka energie kulky?

[a) y,=16,7cm ; b) E, =81 E_]



16.50 - Navod k feSeni

Té¢leso na pruziné visi v rovnovazne poloze. Pti narazu strely plati ZZH.
Vyvolané harmonické kmity => x = X, sin(at). Rychlost v, po narazu
predstavuje amplitudu rychlosti harmonickych kmitt.

a) Vo = 150m/s; M =4 kg; m =50 g; k=500 N/m; x_, =7

mv,

ZZH:mv, =(M +m)v1:>v1=(|vI )
+m

Vi

: dx ——
X=X, Sin(at); v= pri X COS(at) = X, =V,

2.N.z.F=(M +m)a X =X, sin( wt)

d?x
Hook.z.: F = —kx a=——=-w’X V, mv,
dt Xm = = =
- © J(m+M)k
—kx=—(M +m)o’x = v =
(M +m)
b) Kineticka energie stiely E,; celkova energie kmitajiciho systému E,

E, :EvaZ;EC :1(m+M)v12:> 5 _m+M
2 2 E m

C




Tlumené kmity

Realné oscilatory béhem kmitani priibézné ztraceji svou energii kmitt

= snizovani amplitudy kmitt az do jejich uplného zaniku.

Pricina tlumeni - rizné odporové (tlumici) sily, napf. odpor prostfedi, tfeni,
nebo vyzarovani elektromagnetické energie (elektrické kmity).

pevny nosnik

pruznost, k

setrvacnost, m

pist

tlumenti, b




Tlumené kmity

Mechanické tlumici sily - zavislé na rychlosti kmitu

Tlumici sila mifi vzdy proti sméru rychlosti kmit Fijum = - bV

b je koeficient odporu prostredi (jednotka: 1 kg.s™?).

Pohybova rovnice

N oI _ “X
Fprui-l'Ftlum:ma = a X—bEZmdtz
Po malé Upravé pohybova rovnice vlastnich tlumenych kmitd
d’x dx
—+25—+w°x=0
dt dt

Linearni diferencialni rovnici 2. radu s konstantnimi koeficienty,
s nulovou pravou stranou

b
0= Ey. je konstanta atlumu, g = \/E je uhlova frekvence vlastnich
n m  netlumenych kmit oscilatoru



Tlumené kmity

Reseni hleddme ve tvaru:
X = C e#t

C je konstanta a 4 je kofenem tzv. charakteristické rovnice (dostaneme dosazenim
predpokladaného rfeseni do pohybové rovnice)

B +20A+w* =0

Kofeny charakteristické rovnice:

,2=—5iJ5?—w2

TFi rzné situace:
a) Pro 0 > o (tzv. silny utlum ) dostaneme dva rizné realné kofeny (zaporné).

b) Pro 0 = o (tzv. kritické tlumeni) dostaneme jeden dvojnasobny kofen realny.

c) Pro 0 <  (tzv. slaby Gtlum) dostaneme dva komplexné sdruzené koreny.



Tlumené kmity

a) Silné tlumeni é > ®
Reseni rovnice (okamzita vychylka): X = X, €% +x, e*, 1, <0, 4, <0

b) Kritické tlumeni 6 = ©
Reseni rovnice (okamzita vychylka): X = X, €9t
y ‘ 0= S>w

4
e Casovy priibéh

= -~  okamzité vychylky z
a) rovnovdzné polohy

V obou ptFipadech je vysledny pohyb aperiodicky, oscilator se z pocate€ni
vychylky asymptoticky priblizuje k rovnovazné poloze.

V pripadé kritického tlumeni je toto pfiblizeni k rovnovaze rychlejsi, coz je
(i pfes vetSi hodnotu vychylky z rovnovazného stavu) vyhodnégjsi, pokud
chceme kmity tlumit (napf. stavby vs. zemétreseni).



Tlumené kmity

c) Slabé tlumeni

Reseni pohybové rovnice: X = Xme_bt/(zm) Cos(wut + (00)
Kmity jsou periodické, s amplitudou, ktera s casem exponencialné klesa:
x! (t) _ Xme—bt/(Zm)

m

Uhlova frekvence tlumenych kmit «, je vzdy mensi neZ Ghlova frekvence o
netlumenych kmitl téhoz oscilatoru:
Wy = Vo? - 5% =

m 4m?

Casovy pribéh slabé tlumenych kmiti

v O0<®

—ht/(2m)
+Xm e '
TR
|
1

0

m€

A .
il

. —bhi f(2m)

REAAR

5
|
/z




Tlumené kmity

ProtoZe amplituda vychylky slabé tlumenych kmit klesa exponencialné s Casem

¥/ (t): w_@-bt/2m)
m

m

klesa exponencialné s pribyvajicim casem energie tlumeného linearniho
harmonickeého oscilatoru



Nucenée kmity

~

= "‘ o~
g - - y
s = ey -
’;: 9
.K :’

volné a nucené kmity, tj. dvé frekvence:
- Uhlova frekvence vlastnich kmitl o
- uhlova frekvence budici sily o,



?? Jaka bude vychylka nucenych
z(t)  kmita?

Nucene kmity

V systému pusobi:
- pruzna sila (— vlastni kmity)

- brzdna sila (— tlumeni)
- harmonicka budici sila
F(t) = Fy, cos (wpt)

Po zapnuti budici sily: pohyb je superpozici (vlastnich) tlumenych
kmitl a nucenych kmitu.
Po dostatecné dlouhé dobé: tlumené kmity vymizi a systém prejde
do ustaleného stavu (nezavisi na poCatecCnich podminkach), tj.
vykonava pouze nucené kmity. Jaka je jejich amplituda a fazovy
posun vuéi budici sile? ? ?

z(t) = Ty cos (wpt + @)



Nucenée kmity

Wy, —_ kmitajici nosnik ‘ F(t) = F, cos (wbt)

? ?

{ pruznost, k z(t) = @y cos (wpt + @)

pruzna sila

ohybova rovnice
F,=—kx PoTY

ma, = —kx — bv, + Fy, cos (wpt)

sefrvacnost, m

d2x b dx k F

bt I o t
0z Tt Tt T Ty coslent)
LR PPL t
| pist brzdna sila | {2 i E_l_w X = T COS(a31)
F, = —bu,
b k F
. S =— 2 - f gL
X jt]umem,b om W ™ m




Nucene kmity

Reseni pohybové rovnice nucenych kmitli ve stacionarnim, tj. ustaleném
stavu (po utlumeni vlastnich kmitu)

/_\

StaC 2 COS
a)//cob ) +40 C()b
Amplituda stacionérWlova frekvence @, nucenych

X

amplitudé budici sily kmitd v ustaleném stavu je stejna
Velikost amplitudy je tim vé&tsi, &im mensi je jako u budici sily
rc,)IZdlIDII,ak), Thclob (tjf u: lova _frelkv;ar]cr? E U(.jtlf: ' ¥ vyjadfuje fazové zpozdeéni
sty blizka Uhiove Irexvencl viastnich kmi a) nucenych kmita za budici silou
a ¢im menSi je J (slabé tlumeni)
_ _ , ) 204,
Maximum amplitudy (amplitudovd rezonance) QY =——
nastane pro: w —,

()., =Vo* —257

- Amplituda i faze jsou funkcemi budici frekvence.
- Faze nezavisi na amplitudé budici sily.




Nucene kmity - rezonance

K velkému zesileni (rezonanci) amplitudy kmiti dochazi pro 6 << w a ®, ~ ®

(slabé tlumeni & frekvence budici sily je rovna frekvenci vlastnich kmitt oscilatoru)

n bh=50g-s~! (nejmenii tlumeni)

amplituda

b=140g-s™!

0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
@

Amplituda vychylky nucenych kmitl pri rezonanci

Odchylka od rovnosti uhlovych frekvenci je zplsobena tim, Ze v praxi
mame vzdy tlumeni 6= 0



Nucene kmity - rezonance

http://www.aldebaran.cz/animace/

Zadouci rezonance — rezonandni elektrické obvody


http://www.aldebaran.cz/animace/

