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Fakulta informatiky, Masarykova univerzita
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Matematická logika – motivace

Matematická logika – motivace

Jazyk matematiky

p̌rirozený jazyk je v́ıceznačný

”
k jednáńı X na ú̌radě YZ poťrebujete pas a řidičský
pr̊ukaz nebo občanský pr̊ukaz“
matematická fakta poťrebujeme zapisovat p̌resně

Formalizace pojmu důkaz

důkaz = posloupnost elementárńıch krok̊u
to, co je

”
elementárńı“ je individuálńı

logika zavád́ı p̌resnou definici elementárńıho kroku
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Typy logik

Typy logik

Výroková logika

výroky, logické funkce, pravidlo modus ponens

Predikátová logika

predikáty, kvantifikátory

Daľśı typy logik

modálńı, temporálńı, fuzzy, intenzionálńı, ...
nebudeme se jimi zabývat

Naš́ım ćılem je naučit se logiku prakticky použ́ıvat

→ č́ıst a psát
nikoli zkoumat jej́ı temná zákout́ı (viz p̌redmět

”
Matematická logika“ na FI)

Vojtěch Ková̌r FI MU Brno
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Výroková logika

Výroková logika

Výrok

základńı jednotka
tvrzeńı, jemuž lze p̌rǐradit pravdivostńı hodnotu
nap̌r.

”
a = 1“,

”
4 je prvoč́ıslo“

Pravdivost

p̌rǐrazeńı hodnoty 0 nebo 1 každému výroku
zapisujeme v(A) = 1 (

”
výrok A plat́ı“)

v(A) = 0 (
”
výrok A neplat́ı“)

Logické funkce

konstrukce složitěǰśıch výrok̊u z výrok̊u jednoduš̌śıch
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Logické funkce

Logické funkce (1)

Základńı logické funkce

nechť A, B jsou výroky
negace ¬A
v(¬A) = 0, je-li v(A) = 1
v(¬A) = 1, je-li v(A) = 0
implikace A ⇒ B
v(A ⇒ B) = 0, je-li v(A) = 1 a v(B) = 0
v(A ⇒ B) = 1 v ostatńıch p̌ŕıpadech
kombinaćı těchto funkćı lze vyjáďrit všechny ostatńı
logické funkce
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Logické funkce

Logické funkce (2)

Odvozené logické funkce

konjunkce A ∧ B (logické
”
a“)

v(A ∧ B) = 1, je-li v(A) = 1 a v(B) = 1
v(A ∧ B) = 0 v ostatńıch p̌ŕıpadech
disjunkce A ∨ B (logické

”
nebo“)

v(A ∨ B) = 0, je-li v(A) = 0 a v(B) = 0
v(A ∨ B) = 1 v ostatńıch p̌ŕıpadech
ekvivalence A ⇔ B
(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
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Odvozováńı

Odvozováńı

Schémata axiomů

pro libovolné výroky A, B, C plat́ı
A ⇒ (B ⇒ A)
(A ⇒ (B ⇒ C )) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C ))
(¬B ⇒ ¬A) ⇒ (A ⇒ B)
dosazeńım konkrétńıch výrok̊u vzniknou axiomy

Odvozovaćı pravidlo modus ponens

pokud plat́ı A a plat́ı A ⇒ B, pak plat́ı B

Formálńı definice důkazu

posloupnost výrok̊u, z nichž každý je buď axiom nebo
výsledek aplikace odvozovaćıho pravidla na p̌redchoźı
výroky
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Odvozováńı

Př́ıklad důkazu: X ⇒ X

Schémata axiomů

A ⇒ (B ⇒ A)
(A ⇒ (B ⇒ C )) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C ))
(¬B ⇒ ¬A) ⇒ (A ⇒ B)

Dokazujeme, že pro libovolný výrok X plat́ı X ⇒ X

1 (X ⇒ ((X ⇒ X ) ⇒ X )) ⇒ ((X ⇒ (X ⇒ X )) ⇒
(X ⇒ X )) / axiom 2

2 X ⇒ ((X ⇒ X ) ⇒ X ) / axiom 1

3 (X ⇒ (X ⇒ X )) ⇒ (X ⇒ X ) / aplikace modus ponens na 2. a 1.

4 X ⇒ (X ⇒ X ) / axiom 1

5 X ⇒ X / aplikace modus ponens na 4. a 3.
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Něco z predikátové logiky

Něco z predikátové logiky

Ohodnoceńı proměnných

formule (
”
výroky“) mohou obsahovat proměnné

(x = 1)
pravdivost pak záviśı na ohodnoceńı, tj. p̌rǐrazeńı
hodnot proměnným

Kvantifikátory

∃ – existuje alespoň jedno ohodnoceńı, p̌ri kterém
formule plat́ı
∀ – výrok plat́ı pro všechna možná ohodnoceńı
nap̌r.: ∃x(x = 0 ∧ x = 1)
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Něco z predikátové logiky

Něco z predikátové logiky (2)

Funkčńı symboly

kombinuj́ı objekty, se kterými zacháźıme (množiny,
č́ısla)
výsledkem je daľśı objekt
nap̌r. plus, množinové sjednoceńı
nap̌r. +(x , y), resp. x + y”

Predikáty

vyjaďruj́ı fakta o konstantách a proměnných
výstupem je pravdivostńı hodnota
nap̌r. Prime(x) –

”
x je prvoč́ıslo“

nap̌r. ∈ (x ,Y ), resp. x ∈ Y –
”
prvek x paťŕı do

množiny Y “
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Něco z predikátové logiky

Něco z predikátové logiky (3)

Př́ıklady složitěǰśıch formuĺı

∃x(∃k(x = 2k + 1) ∧ ∃m(x = 2m))
∀x(Prime(x) ⇒ ∃k(x = 2k))
∃x(Prime(x) ∧ ∃k(x = 2k))
dokážete je p̌reč́ıst?
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Matematická indukce

Matematická indukce

Obecný matematický princip

použitelný pro definice, důkazy
nap̌red vyrob́ıme/dokážeme něco jednoduchého
→ báze indukce
pak vyrob́ıme z obecného jednoduchého objektu o krok
složitěǰśı objekt
p̌ŕıpadně dokážeme, že z platnosti pro jednoduchý
objekt vyplývá platnost pro složitěǰśı objekt
→ indukčńı krok
t́ım dostaneme nekonečnou řadu definic/důkaz̊u
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Matematická indukce

Induktivńı definice

Báze indukce

definujeme nejjednoduš̌śı prvky

Indukčńı krok

poṕı̌seme, jak se z jednoduš̌śıch prvk̊u vyrob́ı složitěǰśı

Př́ıklad: induktivně definované posloupnosti

definujeme nekonečnou posloupnost 3, 5, 7, 9, ...
báze indukce: a1 = 3
indukčńı krok: an+1 = an + 2
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Matematická indukce

Induktivńı definice (2)

Báźı může být v́ıc

Fibonacciho posloupnost: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ...
báze indukce: a1 = 0
báze indukce: a2 = 1
indukčńı krok: an+2 = an+1 + an

Indukčńıch krok̊u může být v́ıc

definice toho, jak vypadá správná výroková formule
báze indukce: libovolný jednoduchý výrok A je
výroková formule
indukčńı krok: pokud A je výroková formule, pak ¬(A)
je výroková formule
indukčńı krok: pokud A a B jsou výrokové formule,
pak (A ⇒ B) je výroková formule
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Matematická indukce

Důkaz matematickou indukćı

Princip

poťrebujeme dokázat, že pro všechny prvky nějaké
posloupnosti x0, ..., xn, ... plat́ı nějaký výrok A
∀n(A(xn))
dokážeme výrok pro x0
→ báze indukce
dokážeme, že pokud výrok plat́ı pro xi−1, pak plat́ı i
pro xi pro libovolné i
A(xi−1) ⇒ A(xi )
→ indukčńı krok
levá strana implikace výše se nazývá indukčńı
p̌redpoklad
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Př́ıklad indukce

Př́ıklad indukce

Dokážeme, že pro všechna p̌rirozená n ≥ 1 plat́ı:

1 + 2 + ...+ n = n/2 ∗ (1 + n)

Báze

1 = 1/2 ∗ (1 + 1)

Indukčńı krok

p̌redpokládáme: 1 + 2 + ...+ k = k/2 ∗ (1 + k)
dokážeme:
1 + 2 + ...+ k + (k + 1) = (k + 1)/2 ∗ (1 + (k + 1))
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Př́ıklad indukce

Př́ıklad indukce (2)

Indukčńı krok

p̌redpokládáme: 1 + 2 + ...+ k = k/2 ∗ (1 + k)
dokážeme:
1 + 2 + ...+ k + (k + 1) = (k + 1)/2 ∗ (1 + (k + 1))
1 + 2 + ...+ k = k/2 ∗ (1 + k)
1 + 2 + ...+ k + (k + 1) = k/2 ∗ (1 + k) + (k + 1)
1+2+ ... + k +(k +1) = (k ∗ (1+ k)+2 ∗ (k +1))/2
1 + 2 + ...+ k + (k + 1) = (k + k2 + 2k + 2)/2
1 + 2 + ...+ k + (k + 1) = (k2 + 3k + 2)/2
1 + 2 + ...+ k + (k + 1) = (k + 1)(k + 2)/2
1 + 2 + ...+ k + (k + 1) = (k + 1)/2 ∗ (1 + (k + 1))
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Korektnost matematické indukce

Proč to funguje?

Intuitivńı ově̌reńı korektnosti

báze → plat́ı A(x0)
indukčńı krok → plat́ı (A(x0) ⇒ A(x1))
modus ponens → plat́ı i A(x1)
indukčńı krok → plat́ı (A(x1) ⇒ A(x2))
modus ponens → plat́ı i A(x2)
atd. ad infinitum

Formálńı důkaz korektnosti matematické indukce

sporem – p̌redpokládáme, že nějaké A(xn) neplat́ı
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Složitěǰśı typy indukce

Složitěǰśı typy indukce (1)

Složitěǰśı indukčńı p̌redpoklad

nap̌r. plat́ı A(xi−1) i A(xi−2)
muśıme dokázat odpov́ıdaj́ıćı bázi
tj. A(x0) i A(x1)
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Složitěǰśı typy indukce

Složitěǰśı typy indukce (2)

Strukturálńı indukce

aplikujeme na induktivně definované objekty (nap̌r.
výrokové formule)
báze indukce: věta plat́ı pro jednoduché výroky
indukčńı krok 1: věta plat́ı pro formuli A
⇒ plat́ı i pro ¬(A)
indukčńı krok 2: věta plat́ı pro formule A a B
⇒ plat́ı i pro (A ⇒ B)

Princip z̊ustává stejný, pouze vedeńı důkazu je komplikovaněǰśı

Důkaz, že každá formule podle definice výše má sudý počet závorek?
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Př́ıklad špatné indukce

Všichni koně maj́ı stejnou barvu

Věta: V každém stádě maj́ı všichni koně stejnou barvu.

Důkaz: indukćı vzhledem k velikosti stáda

báze: Ve stádě o 1 koni maj́ı všichni stejnou barvu.
indukčńı krok: Předp., že věta plat́ı pro dvě stáda o n
końıch; dokážeme, že plat́ı pro stádo o velikosti n + 1
S1 = {K1, ...,Kn}, S2 = {K2, ...,Kn+1}
podle p̌redpokladu maj́ı v S1 i v S2 všichni koně
stejnou barvu
koně K2, ...,Kn jsou v obou stádech ⇒ i barva obou
stád je stejná
tedy i ve stádě S = {K1, ...,Kn+1} maj́ı všichni koně
stejnou barvu

Kde je problém? (žrejmě existuj́ı r̊uzńı koně :) )
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