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ABSTRAKT. Na této pfednésce se budeme zabyvat tillohami o celych éislech. Pte-
vazné v nich ptijde o délitelnost celych ¢isel, poptipadé o feSeni rovnic v oboru
celych nebo pfirozenych ¢isel. Ackoli jsou pfirozend a konec koncu i celd ¢isla
v jistém smyslu nejjednodussi matematickou strukturou, zkoumani jejich vlast-
nosti postavilo pred generace matematikt celou fadu velice obtiznych problémii.
Casto jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat, pesto vSak dodnes
nezname jejich feseni. Uvedme nékteré z nejznamséjsich: problém prvociselnych
dvojéat (rozhodnout, zda existuje nekoneéné mnoho prvoéisel p takovych, ze i
p + 2 je prvoéislo), Goldbachovu hypotézu (rozhodnout, zda kazdé sudé ¢islo
vétsi nez 2 je mozno psat jako soucet dvou prvoéisel), nebo klenot mezi pro-
blémy teorie ¢isel - velkou Fermatovu vétu (rozhodnout, zda existuji pfirozena
¢isla n, x, y, z tak, ze n > 2 a plati ™ + y™ = 2").

Tento text vyrazné ¢erpé z knih [1] a [3], pro zdjemce o blizsi sezndmeni s
nkterymi tématy doporu¢ujeme knihu [2], dostupnou v knihovné P¥F MU.

V mnoha problémech je vyhodné vyzkouset chovani algoritma na realnych
prikladech. K tomu lze vyuzit SW nainstalovany na pocitacich sekce matema-
tika. Doporuc¢ujeme zejménas:

e PARI-GP : specializovany SW na teorii ¢isel, pfi vypoctech s vétsimi ¢isly
obvykle vyrazné efektivnéjsi nez obecné orientované baliky. Spousti se pii-
uzivatelsky manudal, ?? tutorial — tutoridl pro Gvodni seznadmeni. Viz
také pari.math.u-bordeaux.fr.

e Maple: vhodny zejména kvili existenci mnoha vyukovych pracovnich listt
(worksheets, i pro teorii ¢isel), napy. na www.mapleapps . com.
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1. Zakladni pojmy
1.1. Délitelnost.

DEFINICE. Rekneme, 7e celé &islo a déli celé ¢islo b (neboli &islo b je délitelné
Cislem a, téZ b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé ¢islo ¢ tak, ze plati a-c = b.
PiSeme pak a | b.

Ptimo z definice plyne nékolik jednoduchych tvrzeni, jejichz dikaz prenecha-
vame CGtendfi jako cvideni s navodem v [1, §12]: Cislo nula je délitelné kazdym
celym cislem; jediné celé ¢islo, které je délitelné nulou, je nula; pro libovolné ¢islo
a plati a | a; pro libovolna éisla a, b, ¢ plati tyto ¢tyfi implikace:

alb ANblc = alc (1)
albNalec = al|lb+c ANalb—c (2)

c#0 = (a|b<= ac|bc) (3)
alb ANb>0 = a<b (4)

PRIKLAD. Zjistéte, pro kterd pfirozend ¢isla n je éislo n? + 1 délitelné éislem
n+ 1.

RESENT. Plati n? — 1 = (n + 1)(n — 1), a tedy &islo n + 1 déli ¢islo n? — 1.
Ptedpokladejme, Ze n + 1 déli i ¢islo n? + 1. Pak ovsem musi délit i rozdil (n? +
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1)—(n*—1) = 2. Protoze n € N, platin+1 > 2,atedy zn+1 | 2 plynen+1 = 2,
proto n = 1. Uvedenou vlastnost ma tedy jediné pfirozené ¢islo 1. ([l

VETA 1. (Véta o déleni celjch cisel se zbytkem) Pro libovolné zvolend cisla
a € Z, m € N existuji jednoznacné uréend ¢isla q € Z, r € {0,1,...,m — 1} tak,
Zea=qm-+r.

DUKAz. Dokazme nejprve existenci éisel ¢,r. Predpoklddejme, Ze pfirozené
¢islo m je dano pevné a dokazme tlohu pro libovolné a € Z. Nejprve budeme
predpokladat, ze a € Ny a existenci ¢isel ¢, r dokdzeme indukeci:

Je-li 0 < a < m, staci volit ¢ =0, r = a a rovnost a = gm + r plati.

Predpokladejme nyni, ze a > m a Ze jsme existenci ¢isel ¢,r dokazali pro
vSechna o’ € {0,1,2,...,a — 1}. Specidlné pro @' = a — m tedy existuji ¢, r’ tak,
ze a' = ¢'m+1r" apriitom ' € {0,1,...,m —1}. Zvolime-li ¢ = ¢’ + 1, » = 7/, plati
a=d+m=(¢+1)m-+1r" =qgm+r, coz jsme chtéli dokazat.

Existenci ¢isel ¢, r jsme tedy dokazali pro libovolné a > 0. Je-li naopak a < 0,

pak ke kladnému ¢islu —a podle vyse dokazaného existuji ¢’ € Z, " € {0,1,...,m—
1} tak, ze —a = ¢'m+71', tedy a = —¢'m—1r'. Je-li v’ = 0, polozime r = 0, ¢ = —¢/;
je-li r > 0, polozime r = m — ', g = —¢ — 1. V obou ptipadech a = ¢q-m +1r, a

tedy cisla ¢, r s pozadovanymi vlastnostmi existuji pro kazdé a € Z, m € N.
Nyni dokdzeme jednoznacnost. Pfedpokladejme, ze pro néktera ¢isla ¢, ¢o € Z;

r1,7e € {0,1,...,m — 1} plati a = ggm + r; = gam + 7. Upravou dostaneme

r1—1re = (g2 — q1)m, a tedy m | ry — 5. OvSem z 0 < r; < m, 0 < 1y < m plyne
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—m < r1 —re < m, odkud podle (4) plati r; —ry = 0. Pak ale i (go — ¢1)m = 0,
a proto q; = ¢, 11 = 75. Cisla g, 7 jsou tedy urcena jednoznac¢né. Tim je dikaz
ukoncen. 0

Cislo g, resp. r z véty se naz§va (netplny) podil, resp. zbytek pii déleni &isla
a Cislem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvi je zrejma, prepiseme-li rovnost
a = mq + r do tvaru
a T .. r
— =q+ —, pfitom 0<— <1.
m m m
Je vhodné téz si uvédomit, ze z véty 1 plyne, ze ¢islo m déli ¢islo a, pravé kdyz
zbytek r je roven nule.
PRIKLAD. Dokazte, Ze jsou-li zbytky po déleni ¢isel a,b € Z &islem m € N
jedna, je jedna i zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m.
RESENT. Podle véty 1 existuji s,t € Z tak, ze a = sm + 1, b = tm + 1.
Vynésobenim dostaneme vyjadieni
ab=(sm+1)(tm+1)=(stm+s+t)m+1=qgm+r,
kde ¢ = stm + s +t, r = 1, které je podle véty 1 jednoznacné, a tedy zbytek po
déleni ¢isla ab ¢islem m je jedna. 0

Pouziti v PARI-GP. Vydélenim ¢isla 1234567890 ¢islem 321 se zbytkem do-
stavame 3846005, zbytek 285 - jak vidime v PARI:
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7 divrem(1234567890,321)
%2 = [3846005, 285]~

nebo i jinak:
? 1234567890\321
%3 = 3846005

? 1234567890%321
%4 = 285

1.2. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek.

DEFINICE. Mé&jme celé ¢isla aq, ay. Libovolné celé ¢islo m takové, 7ze m | ay,
m | ay (resp. a; | m, as | m) se nazyva spolecny délitel (resp. spolecny ndsobek)
Cisel ay,ay. Spoleény délitel (resp. nasobek) m > 0 &isel aq, as, ktery je délitelny
libovolnym spole¢nym délitelem (resp. déli libovolny spoleény nasobek) ¢isel aq, as,
se nazyva nejuétsi spolecny délitel (resp. nejmensi spoleény ndasobek) ¢isel ai, as a
znadi se (ay,as) (resp. [ay, az).

PozNAMKA. Pfimo z definice plyne, Ze pro libovolné a,b € Z plati (a,b) =
(b,a), [a,b] = [b,a], (a,1) =1, [a,1] = |a], (a,0) = |a], [a,0] = 0. Jesté vSak neni
jasné, zda pro kazdou dvojici a,b € Z ¢isla (a,b) a [a, b] viibec existuji. Pokud vsak
existuji, jsou uréena jednoznac¢né: Pro kazda dvé ¢isla my, my € Ny totiz podle (4)
plati, ze pokud my | my a zaroveli msy | mq, je nutné m; = my. Dikaz existence
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¢isla (a,b) podame (spolu s algoritmem jeho nalezeni) ve vété 2, ditkaz existence
¢isla [a, b] a zpiisob jeho urceni pak popiSeme ve vété 4.

VETA 2. (Euklidiv algoritmus) Necht ay,as jsou pfirozend cisla. Pro kazdé
n > 3, pro které a,_1 # 0, oznacme a, zbytek po déleni cisla a,_o cislem a,_ ;.
Pak po konecném poctu kroki dostaneme ay, =0 a plati ar_1 = (a1, az).

DUKAz. Podle véty 1 plati as > as > ay > .... ProtoZe jde o nezdporna celé
¢isla, je kazdé nasledujici alesponn o 1 mensi nez predchozi, a proto po urcitém
konecéném poctu kroki dostavame ayp = 0, pfi¢emz a1 # 0. Z definice ¢isel a,
plyne, Ze existuji celd ¢isla q1, qo, . .., qp_o tak, Ze

a; = q - az + as,

Qs = @9 - a3 + aq4,

ap—3 = (qk—3 * Ak—2 + Qk—1
ak—2 = k-2 * Ak—1-
Z posledni rovnosti plyne, Ze ay_1 | ax_o, z predposledni, ze ay_1 | ay_3, atd.,

az nakonec ze druhé ay_; | ay a z prvni dostaneme a;_; | a;. Je tedy ap_1 spolecny
délitel cisel aq, as. Naopak jejich libovolny spoleény délitel déli i ¢islo ag = a1 —qqao,
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proto i ay = as — qqas, ..., a proto i ar_; = ar_3 — Qx_3ai_o. Dokazali jsme, Ze
ap_1 je nejvétsi délitel cisel aq, as. O

POzZNAMKA. Z poznamky za definici, z véty 2 a z toho, Ze pro libovolna a,b € Z
plati (a,b) = (a,—b) = (—a,b) = (—a,—0b) plyne, Ze existuje nejvétsi spolecny
délitel libovolnych dvou celych cisel.

VETA 3. (Bezoutova) Pro libovolnd celd ¢isla ay,ay existuje jejich nejuétsi
spolecny délitel (a1, az), pritom existuji celd cisla kq, ko tak, Ze (a1, as) = kia; +
k?g(lg.

DUKAzZ. Jisté sta¢i vétu dokdzat pro ai,ar € N. VSimnéme si, Ze jestlize je
mozné néjaka cisla r, s € Z vyjadrit ve tvaru r = riay 4+ rqas, S = s1a1 + sqa9, kde
r1,Ts, S1, So € Z, muzeme tak vyjadrit i

r+s=(r+ s1)a; + (ro + s9)as
a také
c-r=(c-r)ay+ (c-r3)as
pro libovolné ¢ € Z. Protoze a; =1-a;+0-as, ap =0-a; + 1 - ag, plyne z (5), Ze
takto mizeme vyjadiit i a3 = a3 —qas, ag = as—qoag, ..., Ap_1 = Ax_3— Qr_30k_2,
coz je ovsem (ay, as). O

Pouziti v PARI-GP. Vypocet nejvétsiho spoleéného délitele pomoci Eukli-

dova algoritmu je s vyuzitim vypocetni techniky i pro relativné velka ¢isla pomérné
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rychly. V nasem piikladu to vyzkousime na 2 ¢islech A,B, z nichz kazdé je souci-
nem dvou 101-cifernych prvocisel. VSimnéme si, ze vypocet nejvétsiho spole¢ného
délitele i takto velkych ¢isel trval zandbatelny cas.
7 p=nextprime(5%107100);
g=nextprime(3*107100) ;
r=nextprime(107100) ;
A=p*q;
B=qg*r;
#

timer = 1 (on)
? gcd(A,B)
time = 0 ms.
%19 = 300000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000\
00000000223
? bezout(A,B)
time = 0 ms.
%20 = [284455128205128205128205128205128205128205\
1282051282051282051282051282051282051282051282051\
282051358, -1422275641025641025641025641025641025\
6410256410256410256410256410256410256410256410256\

FES, BTN, JEETS, HEREN, BEPEN,
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410256410256435, 30000000000000000000000000000000\
0000000000000000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000223]

PozNAMKA. Eukliduv algoritmus a Bezoutova véta jsou jedny z nejdulezitéj-
sich vysledkti elementarni teorie ¢isel a tvori jeden ze zakladnich pilita algoritmi
algebry a teorie ¢isel.

To, Ze znalost téchto zdkladu je obcas duleZitd i v praktickém Zivote, dokazuje B.
Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosnd past 3, kde maji za ukol zlikvidovat bombu
pomoci 4 galonu vody, pricemz k dispozici maji pouze nddoby na 3, resp. 5 galonu. Zde
staci s vyuzitim Fuklidova algoritmu najit celd cisla k,l tak, Ze bude platit 3k + 5l = 4.
Netroufam si tvrdit, Ze zminéni herci ovlddagi wvedené zdklady teorie cisel (tuto konkrétni
ulohu jisté snadno vyresite experimentdlné), nicméné predchozi véty ddvaji ndvod, jak
vyresit ulohu tohoto typu s libovolnymi zadanymi parametry, coZ podrobné rozebereme
v ¢asti o diofantickych rovnicich.

VETA 4. Pro libovolna celd ¢isla ay, ay existuje jejich nejmensi spolecny ndso-
bek [ay, as] a plati (ai, az) - (a1, as] = |a; - as|.

DUKAzZ. Véta jisté plati, je-li nékteré z ¢isel aq, as rovno nule. MuZzeme navic
predpokladat, Ze obé nenulova ¢isla aq, as jsou kladné, nebot jejich znaménka se
v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme hotovi, ukazeme-li, ze ¢ = a;y-as/ (a1, as)
je nejmensi spoleény nasobek ¢isel ay, as. Protoze (ay,as) je spolecny délitel ¢isel
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ai, as, jsou ay/(ag, az) i as/(a1,az) celd éisla, a proto

a0y a1 a2
q= = Ay = —— - QA
(CL17 az) (@17 az) ? ((ll, Clz) !

je spole¢ny nasobek ¢isel aq, as. Podle véty 3 existuji ky, ko € Z tak, ze (aq,as) =
kiay + koao. Predpokladejme, ze n € Z je libovolny spoleény nasobek cisel aq, as
a ukazeme, ze je délitelny ¢islem ¢. Je tedy n/aj,n/as € Z, a proto je i celé ¢islo

n n n(kia; + kaas)  n(aj,az) n
— ki 4+ — k= = = —,
az ax a1Gs a1az q
To ovSem znamend, Ze q | n, coz jsme chtéli dokazat. ([l

1.3. Délitelé a nasobky mnoha cisel.

DEFINICE. Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek n cisel aq, as, . . .

Z definujeme analogicky jako v 1.2. Libovolné m € Z takové, ze m | a1, m | aq,

.., m | a, (resp. a; | m, ag | m, ..., a, | m) se nazyva spolecny délitel (resp.
spolecny nasobek) Cisel ay, as, . . ., a,. Spole¢ny délitel (resp. nasobek) m > 0 ¢isel
aj,as, . ..,a,, ktery je délitelny libovolnym spoleénym délitelem (resp. déli libo-
volny spoleény nasobek) téchto ¢isel, se nazyva nejuétsi spolecny délitel (resp.
nejmensi spolecny ndsobek) ¢&isel ay,as, ..., a, a znaél se (a,as,...,a,) (resp.
[(11, as, . .. ,an]).

y O €
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Snadno se presvédcime, ze plati

(a1, an_1,a,) = ((a1, ..., an1),an), (6)

[a1, ... ,Gn_1,a,] = [[a1,...,6n_1],a). (7)

Nejvétsi spoleény délitel (aq, ..., a,) totiz déli vSechna ¢isla ay, ..., a,, a tedy je
spolecnym délitelem ¢isel aq, ..., a,_1, a proto déli i nejvétsiho spolecného délitele
(a1, ...,an-1), tj. (a1,...,an) | ((a1,...,an-1),a,). Naopak nejvétsi spole¢ny déli-
tel ¢isel (aq,...,an_1),a, musi kromé &isla a,, délit i vSechna ¢isla aq, ..., a, 1,
protoze déli jejich nejvétsiho spoleéného délitele, a proto ((ai,...,a,_1),a,) |
(ai,...,a,). Dohromady dostavame rovnost (6) a zcela analogicky se dokaze (7).

Pomoci (6) a (7) snadno dokazeme existenci nejvétsiho spolecného délitele i
nejmensiho spolecného nasobku libovolnych n c¢isel indukei vzhledem k n: pro
n = 2 je jejich existence dana vétami 2 a 4, jestlize pro nékteré n > 2 vime, Ze
existuje nejvetsi spolecny délitel i nejménsi spoleény nasobek libovolnych n — 1
Cisel, podle (6) a (7) existuje i pro libovolnych n ¢isel.

1.4. Nesoudélnost.

DEFINICE. Cislaay, as, ..., a, € Z se nazyvaji nesoudélnd, jestlize plati (ay, as, . . .

1. Cisla aq, as, . ..,a, € Z se nazyvaji po dvou nesoudélnd, jestlize pro kazdé i, j
takové, ze 1 < i < j <n, plati (a;,a;) = 1.

, )
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PozZNAMKA. V piipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne z ne-
soudélnosti po dvou nesoudélnost, ne vSak naopak: naptiklad ¢isla 6, 10, 15 jsou
nesoudélnd, ale nejsou nesoudélna po dvou, nebot dokonce zadné dvojice z nich
vybrand nesoudélnd neni: (6,10) = 2, (6,15) = 3, (10, 15) = 5.

PRIKLAD. Naleznéte nejvétsi spolecny délitel cisel 263 — 1 a 297 — 1.
RESEN{. UZijeme Euklidiv algoritmus. Plati
991 _ 1 = 928(263 _ 1) 4 9% _ 1
28 —1=(2%+2")(2® -1)+2" -1,
228 — 1 = (22L 4 21 1 o7 L 1)(27 — 1).
Hledany nejvétsi spolecny délitel je tedy 27 — 1 = 127. O
VETA 5. Pro libovolnd prirozend cisla a,b, ¢ plati
(1) (ac,bc) = (a,b) - ¢,
(2) jestlize (a,b) =1 a a | be, pak a | c,
(3) Eiq: (c;, b) 1pm/vé tehdy, kdyz existuji q1,qo € N tak, Ze a = dqy, b = dgs a
1L,4q2) = L.

DUKAzZ. ad 1. Protoze (a,b) je spoleény délitel ¢isel a, b, je (a,b) - ¢ spolecny
délitel ¢isel ac, be, proto (a,b) - ¢ | (ac,bc). Podle véty 3 existuji k,l € Z tak,
ze (a,b) = ka + lb. Protoze (ac,bc) je spolecny délitel ¢isel ac, be, déli i ¢islo
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kac + lbc = (a,b) - c. Dokazali jsme, Ze (a,b) - ¢ a (ac, be) jsou dvé ptirozend ¢isla,
kterda déli jedno druhé, proto se podle (4) rovnaji.

ad 2. Predpokladejme, Ze (a,b) = 1 a a | bc. Podle Bezoutovy véty (véta 3)
existuji k,l € Z tak, ze ka + (b = 1, odkud plyne, Ze ¢ = c¢(ka + Ib) = kca + lbc.
Protoze a | be, plyne odsud, Ze i a | c.

ad 3. Necht d = (a,b), pak existuji ¢1,¢2 € N tak, ze a = dq1, b = dge. Pak
podle ¢asti (1) plati d = (a,b) = (dq1,dgs) = d-(q1, q2), a tedy (¢1, ¢2) = 1. Naopak,
je-li a = dqi, b =dgy a (q1,¢2) = 1, pak (a,b) = (dq1,dg2) = d(q1,q2) = d-1=4d
(opét uzitim 1. ¢asti tohoto tvrzeni). O
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2. Prvocisla

vvvvvv

zitost je dana predevsim vétou o jednoznac¢ném rozkladu libovolného prirozeného
¢isla na soucin prvocisel, ktera je silnym a G¢innym nastrojem pfti feSeni celé rady
uloh z teorie cisel.

DEFINICE. Kazdé prirozené ¢islo n > 2 ma aspon dva kladné délitele: 1 a n.
Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva se prvocislo. V opac-
ném pripadé hovorime o sloZeném cisle.

V dalsim textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p. Nejmensi pr-
vocisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, . ... Prvocisel je, jak brzy doka-
zeme, nekone¢né mnoho, mame ovsem pomeérné limitované vypocetni prostredky
na zjisténi, zda je dané ¢islo prvocislem (nejvétsi znamé prvocislo 239492457 — 1 m3
pouze 9152052 cifer).

VETA 6. Prirozené cislo p > 2 je prvocislo, prave kdyz plati: pro kazdd celd
éisla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

DUKkAz. ,=“ Predpoklddejme, Ze p je prvocislo a p | ab, kde a,b € Z. Protoze
(p,a) je kladny délitel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1. V prvnim piipadé p | a,
ve druhém p | b podle véty 5.
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,<=" Jestlize p neni prvocislo, musi existovat jeho kladny délitel rizny od 1
a p. Oznacime jej a; pak ovsem b = 2 € N a plati p = ab, odkud 1 < a < p,
1 < b < p. Nasli jsme tedy celd ¢isla a, b tak, Ze p | ab a pfitom p nedéli ani a, ani
b. OJ

PRIKLAD. Naleznéte vSechna ¢isla k& € Ny, pro ktera je mezi deseti po sobé
jdoucimi ¢isly k + 1,k + 2, ...,k + 10 nejvice prvocisel.

RESENT. Pro k = 1 je mezi nasimi &isly pét prvocisel: 2, 3, 5, 7, 11. Pro k = 0
a k = 2 pouze ¢tyfi prvodcisla. Jestlize £ > 3, neni mezi zkoumanymi ¢isly ¢islo
3. Mezi deseti po sobé jdoucimi celymi ¢isly pét sudych a pét lichych cisel, mezi
kterymi je zase aspon jedno délitelné tfemi. Nasli jsme tedy mezi Cisly & + 1,
k42, ..., k+10 aspon Sest slozenych, jsou tedy mezi nimi nejvyse ¢tyfi prvocisla.
Zadani proto vyhovuje jediné cislo k = 1. 0

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje n po sobé jdou-
cich pfirozenych c¢isel, z nichz zadné neni prvocislo.

RESEN{. Zkoumejme &isla (n + 1)! +2,(n + 1)! +3,...,(n + D! + (n + 1).
Mezi témito n po sobé jdoucimi ¢isly neni zadné prvocislo, protoze pro libovolné
ke{2,3,...,n+1}plati k | (n+ 1)}, atedy k | (n+ 1)! + k, a proto (n+ 1)! + &
nemiize byt prvocislo. 0

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvodislo p a libovolné k € N, k < p, je
kombinacni ¢islo (i) délitelné p.
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RESENI. Podle definice kombinac¢niho ¢isla

(p)_ pp  p-p=1---(p—k+1)
k) Klp—k) 1.2k

a tedy k! | p - a, kde jsme oznacilia = (p—1)----- (p — k + 1). Protoze k < p,
neni zadné z c¢isel 1,2, ..., k délitelné prvocislem p, a tedy podle véty 6 neni ani
k! délitelné prvocislem p, odkud (k!, p) = 1. Podle véty 5 plati k! | a, a tedy b = 4

je celé ¢islo. Protoze (i) = B = pb, je cislo (i) délitelné ¢islem p. O

€N,

VETA 7. Libovolné prirozené cislo n > 2 je mozné vyjddrit jako soucin prvo-
cisel, pricemz je toto vyjadreni jediné, nebereme-li v dvahu potadi ciniteli. (Je-li
n prvocislo, pak jde o ,soucin® jednoho prvocisla.)

PozNAMKA. Délitelnost je mozné obdobnym zptisobem jako v 1.1 definovat
v libovolném oboru integrity (zkuste si rozmyslet, pro¢ se omezujeme na obory
integrity). V nékterych oborech integrity pfitom zadné prvky s vlastnosti prvocisla
(Fikdme jim ireducibiln?) neexistuji (napt. Q), v jinych sice ireducibilni prvky exis-
tuji, ale zase tam neplati véta o jednoznaéném rozkladu (nap¥. v Z(y/—5) méme
nasledujici rozklady: 6 = 2 -3 = (1 + v/=5) - (1 — v/=5); zkuste si rozmyslet, 7e
vSichni uvedeni ¢initelé jsou skutecné v Z(y/—5) ireducibilni).

DUKAzZ. Nejprve dokdzeme indukei, ze kazdé n > 2 je mozné vyjadrit jako
soucin prvocisel.
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Je-li n = 2, je n soucin jediného prvocisla 2.

Predpokladejme nyni, Ze n > 2 a Ze jsme jiz dokazali, Zze libovolné n’, 2 <
n' < n, je mozné rozlozit na soucin prvocisel. Jestlize n je prvocislo, je souc¢inem
jediného prvocisla. Jestlize n prvocislo neni, pak existuje jeho délitel d, 1 < d < n.
Oznacime-li ¢ = %, plati také 1 < ¢ < n. Z indukéniho piedpokladu plyne, Ze c i
d je mozné vyjadrit jako soucin prvocisel, a proto je takto mozné vyjadrit i jejich
soucin ¢ -d = n.

Nyni dokadzeme jednoznacnost. Predpokladejme, zZe plati rovnost soucint p; -

P2 DPm=@q Q2 qs, kde D1,. .., Pm, @1, ..., Qs jsOu prvocisla a navic plati
PL<p < - <Pt <@ << g al<m < s Indukel vzhledem k m
dokazeme, ze m = s, p1 = q1, - - s Pm = Qm-

Je-lim=1jepr=q - - ¢s prvocislo. Kdyby s > 1, mélo by ¢islo p; délitele
¢, takového, ze 1 < g1 < p; (nebot gaqs...qs > 1), coZ neni mozné. Je tedy s =1
a plati p; = q1.

Predpokladejme, ze m > 2 a ze tvrzeni plati pro m—1. Protoze py-py-- - pm =
q1-qo - qs, déli p,, soucin q; - --- - qs, coz je podle véty 6 mozné jen tehdy,
jestlize p,,, déli néjaké ¢; pro vhodné i € {1,2,...,s}. Protoze g; je prvoéislo, plyne
odtud p,, = ¢; (nebot p,, > 1). Zcela analogicky se dokaze, ze ¢; = p,; pro vhodné
j€{1,2,...,m}. Odtud plyne

s =Pj < Pm = ¢ < (s,
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takze p,, = qs. Vydélenim dostaneme py -ps -+ pm1=¢q1-qa - - qs—1, a tedy
z indukéniho predpokladu m —1=s—1, p1 =q1,.. ., Pm-1 = @m—1. Celkem tedy
m=sapL=qi,---Pm-1= Gm-1, Pm = ¢m- Jednoznacnost, a proto i cela véta 7
je dokazana. O

PozNAMKA. Jiz jsme se zminili, Ze je slozité o velkych ¢islech s jistotou roz-
hodnout, jde-li o prvocislo (na druhou stranu je o naprosté vétsiné slozenych
Cisel snadné prokazat, Ze jsou skuteéné slozend). Piesto se v roce 2002 poda-
filo indickym matematikim (Agrawal, Saxena, Kayal: http://www.cse.iitk.
ac.in/users/manindra/primality_v6.pdf) dokazat, Ze problém prvoéiselnosti
je mozné rozhodnout algoritmem s casovou slozitosti polynomialné zavislou na
poctu cifer vstupniho ¢isla. Nic podobného se zatim nepodarilo v otazce rozkladu
Cisla na prvodisla (tfebaZe se obecné nevéii, Ze je to mozné, exaktni dikaz zatim
nebyl podan).

Ze je problém rozkladu pfirozeného ¢isla na prvocisla vypocetné slozity, o tom
svéddi i vyzva ucéinéné firmou RSA Security (viz http://www.rsasecurity.com/
rsalabs/node.asp?id=2093). Pokud se vAm podafi rozlozit ¢isla oznacena podle
poctu cifer jako RSA-704, RSA-768, ..., RSA-2048, obdrzite 30000, 50 000, ...,
resp. 200000 dolara (¢isla RSA-576 a RSA-640 jiz byla rozlozena v roce 2003,
resp. 2005; byla-li vyplacena slibend odmeéna, mi neni znamo).
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DUSLEDEK. (1) Jsou-lips, ..., px navzdjem rizndg prvocisla any, ..., ng €
Ny, je kazdy kladny délitel ¢isla a = pi*---- - puF tvaru pit - - - pi*, kde
mi,...,mr € Ngamy <ng, mo < ng, ..., mp < ny.

Cislo a md tedy pravé
7(a) =1+ 1)(ng+1)----(ngp+1)
kladnych délitelu, jejichZ soucet je
ni+1 o 1 ne+1 - 1
o(a) = 22 B
pr—1 pr—1
(2) Jsou-li p1,...,pr navzajem riznd prvocisla a ny, ..., ng, my, ..., my €
Ny a oznacime-li r; = min{n;,m;}, t; = max{n;, m;} pro kaZdé i =
1,2,...,k, plati
(p?l ..... pz’k7p;n1 ..... p’]::nk) — pgl 86000 p;;k’
[p?l.....pzkjp;nl.....p"]:’k]:pil ..... pi;k

PoOzNAMKA. S pojmem soucet vsech kladnych déliteli ¢isla a souvisi pojem
tzv. dokonalého cisla a, které spliiuje podminku o(a) = 2a, resp. slovné: ,soudet
vSech kladnych délitelt ¢isla a mensich nez a samotné je roven ¢islu a“.

Takovymi Cisly jsou napi. 6 = 1 +2+ 3,28 =1+2+4+ 7+ 14, 496 =
1424+4+8+16+31+ 62+ 124+ 248 a 8128 (jde o vSechna dokonald ¢isla mensi
nez 10000).
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Lze ukézat, ze suda dokonald ¢isla jsou v tzkém vztahu s tzv. Mersenneho
prvocisly. Plati totiz: a je sudé dokonalé ¢islo, prdve kdyz je tvaru a = 2971 (21—1),
kde 27 —1 je prvocislo. Mersenneho prvodisla jsou pravé prvocisla tvaru 2% — 1. Bez
zajimavosti neni ani to, ze pravé Mersenneho prvocisla jsou mezi vSemi prvocisly
nejlépe ,,vidét“ — obecné je pro velka cisla, u kterych se nedafi nalézt netrivialniho
délitele, obtizné prokazat, ze jsou prvocisla. Pro Mersenneho prvocisla existuje
pomeérné jednoduchy a rychly postup. Proto neni ndhodou, ze nejvetsi znama
prvodisla jsou obvykle tvaru 2¥ — 1 (viz napf. http://www.utm.edu/research/
primes/largest.html).

Na druhou stranu popsat licha dokonala ¢isla se dodnes nepodarilo, resp.
dodnes se nevi, jestli viabec néjaké liché dokonalé ¢islo existuje

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro kazdé celé n > 2 existuje mezi ¢isly n a n! alespon
jedno prvocislo.

RESEN{. Ozna¢me p libovolné prvoéislo délici &islo n! —1 (takové existuje podle
véty 7, protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n, muselo by p délit ¢islo n! a nedélilo by
n!—1. Je tedy n < p. Protoze p | (n! — 1), plati p < n! —1, tedy p < n!l. Prvoéislo
p spliiuje podminky tlohy. O

Nyni uvedeme nékolik ditkazi toho, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel (i
kdyZ tvrzeni v podstaté vyplyva uz z predchoziho piikladu).

VETA 8. Mezi prirozenymi Cisly existuje nekonecné mnoho prvocisel.
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DUkAz. (Eukleides) Pfedpokladejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho a oznac¢me Contents

je p1,P2, ..., Pp. Polozme N = py -py...p, + 1. Toto ¢islo je bud samo prvocislem

nebo je délitelné néjakym prvocislem raznym od py,...,p, (¢isla py,...,p, totiz

déli ¢islo N — 1), coz je spor. <4 »
(Kummer, 1878): Pfedpokladejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho a ozna¢me

je p1 < py < --- < pp. Polozme N = p; - py---p, > 2. Cislo N — 1 je podle véty 7

délitelné nékterym prvodislem p;, které déli zaroven ¢islo N a tedy i N — (N —1) = < >

1. Spor.
(Fiirstenberg, 1955):

Ik

Page 25 of 51
V' této pozndamce uvedeme elementarni ,topologicky“ dikaz exis-
tence nekonecné mnoha prvocisel. Zavedeme topologii prostoru ce-
lych ¢isel pomoci baze tvorené aritmetickymi posloupnostmi (od —oo Ge lerds
do +00). Lze snadno ovérit, Ze jde skutecné o topologicky prostor,
navic lze ukadzat, Ze je normadlni a tedy metrizovatelny. KazZdd arit-
metickd posloupnost je uzaviend i oteviend mnoZina (jeji komple-
ment je sjednoceni ostatnich aritmetickych posloupnosti se stejnou
diferenct). Dostdvdme, Ze sjednocent konecného poctu aritmetickijch
posloupnosti je uzavrend mnozina. UvaZme mnoZinu A = UA,, kde
A, je tvorena vsemi ndsobky p a p probiha vsechna prvocisla. Jedind
celd ¢isla nepatrici do A jsou —1 a 1 a protoZe mnoZina {—1,1}
zrejmeé neni otevrend, mnozina A nemuzZe byt uzaviend. A tedy neni
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konecnym sjednocenim uzavienych mnozZin, coZ znamend, Ze musi
ezxistovat nekonecné mnoho prvocisel.

O

PRIKLAD. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvocisel tvaru 3k + 2, kde
k € Np.

RESEN{. Pfedpokladejme naopak, 7e existuje pouze koneéné mnoho prvoéisel
tohoto tvaru a oznacme je p; = 2, po = 5, p3 = 11, ..., p,. Polozme N =
3py-p3-cc-- Pn + 2. Rozlozime-li N na soucin prvocisel podle véty 7, musi v tomto
rozkladu vystupovat asporti jedno prvodislo p tvaru 3k+2, nebot v opa¢ném piipadé
by bylo N soudinem prvocisel tvaru 3k + 1 (uvazte, ze N neni délitelné tfemi), a
tedy podle prikladu na str. 8 by bylo i N tvaru 3k + 1, coz neplati. Prvocislo p
ovsem nemiize byt zadné z prvocisel py, po, ..., pn, jak plyne z tvaru ¢isla N, a to
je spor. 0

Ptedchozi priklady je mozné znac¢né zobecnit. Plati totiz tvrzeni, které byva
nazyvano Bertrandovym postuldtem nebo Cebysevovou vétou:

VETA 9. (Cebysevova)

(1) libovolné prirozené cislo n > 5 existuji mezi Cisly n a 2n alesporn dvé
prvocisla.
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(2) Pro kazdé cislon > 3 existuje mezi cisly n a 2n—2 alespori jedno prvocislo.

DUKAzZ. Dukaz lze provést elementarnimi prostiedky, je vSak pomérné dlouhy,
proto zde neni uveden. Viz napi. http://matholymp.com/TUTORIALS/Bertrand.
pdf 0

7Z tvrzeni uvedenych v této kapitole je mozné si udélat hrubou predstavu o tom,
jak ,husté“ se mezi pfirozenymi ¢isla prvocisla vyskytuji. Presnéji (i kdyz ,,pouze“
asymptoticky) to popisuje tzv. ,prime number theorem*:

VETA 10. (o hustoté prvocisel) Necht m(x) uddvd pocet prvocisel mensich nebo

rovngch cislu x € R. Pak
7(z) ~ x
Inz’

tj. podil funkci m(x) a x/Inx se pro v — oo limitné blizi k nule.

PozNAMKA. To, jak jsou prvocisla husté rozmisténa v mnoziné prirozenych
¢isel, rovnéz udava Euleriv vysledek

Y s

p prvocislo

1 2
> E

neN

Ptitom napft.
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coz znamena, ze prvocisla jsou v N rozmisténa ,hustéji“ nez druhé mozniny.

Pouziti v PARI-GP. O tom, jak odpovidd asymptoticky odhad 7(z) ~
x/In(z), v nékterych konkrétnich piikladech vypovida nésledujici tabulka (zis-
kana s vyuzitim funkce primepi(x) v Pari-GP.

? v=[100,1000,10000,100000,500000] ;

? for(k=1,5,print(v([k], ,&",primepi(v[k]), ,&",\
v[k]/log(v[k]l), &",\
(primepi (v[k])-v[kl/log(v[k]l))/primepi(v[k])))

x m(x) | /In(z) | relativni chyba
100 25 21.71 0.13
1000 168 144.76 0.13
10000 | 1229 | 1085.73 0.11
100000 | 9592 | 8685.88 0.09
500000 | 41538 | 38102.89 0.08

Posledni piiklad (o nekone¢nosti po¢tu prvocisel tvaru 3k + 2) zobeciiuje Di-
richletova veta o aritmeticke posloupnosti:

VETA 11. (Dirichletova) Jsou-li a,m nesoudélnd prirozend cisla, existuje ne-
konecné mnoho prirozenych cisel k tak, Ze mk+ a je prvocislo. Jinymi slovy, mezi
cislyl-m+a,2-m-+a,3-m+a,... existuje nekonecné mnoho prvocisel.
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DUKAz. Jde o hlubokou vétu teorie ¢isel, k jejimuz diikazu je zapotiebi aparat
znacéné presahujici jeji elementérni ¢ast. Viz napt. 2, kap. 777] O

OzZNACENI. Pro libovolné prvocislo p a libovolné prirozené ¢islo n je podle
véty 7 jednoznac¢né urcen exponent, se kterym vystupuje p v rozkladu ¢isla n
na prvocinitele (pokud p nedéli ¢islo n, povazujeme tento exponent za nulovy).
Budeme jej oznacovat symbolem v,(n). Pro zaporné celé ¢islo n klademe v,(n) =

vp(—M).

Podle disledku 2 mizeme pravé zavedené oznaceni v,(n) charakterizovat tim,

ze p*»(™ je nejvyssi mocninou prvoéisla p, kterd déli &slo n, nebo tim, Zze n =

(™ . m, kde m je celé &slo, které neni délitelné ¢islem p. Odtud snadno plyne,
ze pro libovolna nenulova cela ¢isla a, b plati

vup(ab) = vy(a) + vy(b)
vp(a) <wvp(b) A a+b#0 = v,(a+b) > v,(a)
up(a) < vp(b) = vp(a+b) =vy(a)
vp(a) < up(b) = v,((a, b)) = vp(a) A wvy(la,b]) = vy(b)

i

Na nasledujicim prikladu demonstrujme uzitecnost zavedeného oznaceni.
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PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolna prirozena ¢isla a, b, ¢ plati

(la, 0], [a, c], [b, ¢]) = [(a,b), (a, ), (b, )]

RESEN{. Podle véty 7 budeme hotovi, ukdZeme-li, ze v,(L) = v,(P) pro libo-
volné prvocislo p, kde L, resp. P znaci vyraz na levé, resp. pravé strand. Necht
je tedy p libovolné prvocislo. Vzhledem k symetrii obou vyrazii muzeme bez
Ujmy na obecnosti predpokladat, ze vy(a) < wv,(b) < w,(c). Podle (11) plati
vp([a, 0]) = vp(b), vp([a,c]) = vy([b,c]) = vp(c); vp((a,b)) = vp((a,c)) = vy(a),
v,((b, ¢)) = v,(b), odkud v, (L) = v,(b) = v,(P), coz jsme méli dokazat. O
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3. Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ackoliv je to pojem velice jedno-
duchy, jeho dilezitost a uzitecnost v teorii ¢isel je nedocenitelna; projevuje se
zejména ve strucénych a prehlednych zapisech nékterych i velmi komplikovanych
uvah.

DEFINICE. Jestlize dvé cela ¢isla a, b maji pti déleni prirozenym cislem m tyz
zbytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se a, b kongruentni modulo m (téz kongruentni
podle modulu m), coz zapisujeme takto:

a=b (modm).
V opacném pripadé fekneme, zZe a, b nejsou kongruentni modulo m, a piseme

aZb (modm).

LEMMA. Pro libovolna a,b € Z, m € N jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(1) a=b (mod m),
(2) a=b+mt pro vhodnét € Z,
(3) m|a—b.

DUkAz. ,(1)=(3)¢ Jestlize a = gym+r, b = gom+r, pak a —b = (¢1 — ¢2)m.
»(3)=(2)“ Jestlize m | a — b, pak existuje t € Z tak, ze m -t = a — b, tj.
a =b+ mt.
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»(2)=(1)* Jestlize a = b+mt, pak z vyjadieni b = mqg+r plyne a = m(q+t)+r,
tedy @ i b maji pti déleni ¢islem m tyz zbytek r, tj. a = b (mod m). OJ

3.1. Zakladni vlastnosti kongruenci. Pfimo z definice plyne, Ze kongruence
podle modulu m je reflexivni (tj. a = a (mod m) plati pro kazdé a € Z), symet-
rickd (tj. pro kazdé a,b € Z z a = b (mod m) plyne b = a (mod m)) a tranzitivni
(tj. pro kazdé a,b,c € Zza =b (mod m)ab=c (mod m) plyne a = ¢ (mod m))
relace, jde tedy o ekvivalenci. Dokazeme nyni dalsi vlastnosti:

VETA 12. (Zdkladni vlastnosti kongruenci)

(1) Kongruence podle téhoz modulu muZeme scéitat. Libovolny scitanec
muzZeme prenést s opacnym znaménkem z jedné strany kongruence na
druhou. Na libovolnou stranu kongruence muzZeme pricist jakykoliv
nasobek modulu.

DUkAZ. Je-li a; = by (mod m) a as = by (mod m), existuji podle
lemmatu ¢,y € Z tak, ze a; = by + mty, as = by + mty. Pak ovsem
a; + ag = by + by + m(t; + t2) a opét podle lemmatu ay + az = by + by
(mod m). Se¢teme-li kongruenci a+b = ¢ (mod m) s kongruenci —b = —b
(mod m), kterd ziejmé plati, dostaneme a = ¢ — b (mod m). Secteme-li
kongruenci a = b (mod m) s kongruenci mk = 0 (mod m), jejiz platnost
je ziejmé, dostaneme a +mk = b (mod m). O
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(2)

Kongruence podle téhoZ modulu muZeme nasobit. Obé strany kon-
gruence je mozné umocnit na totéz prirozené cislo. Obe strany kon-
gruence je mozné vynasobit stejnym celym cislem.

DUKAZ. Je-li ay = by (mod m) a az = by (mod m), existuji podle
t1,ty € Z tak, ze a; = by + mty, as = by + mt,. Pak ovsem

a1a9 = (bl + mtl)(bg =+ mt2> = blbg + m(tlbg =+ bltg + mtltz),

odkud podle dostavame ajas = biby (mod m).

Je-li a = b (mod m), dokdzeme indukei vzhledem k pfirozenému ¢islu
n, ze plati a” = " (mod m). Pron = 1 neni co dokazovat. Plati-li a™ = b"
(mod m) pro né&jaké pevné zvolené n, vynasobenim této kongruence a
kongruence ¢ = b (mod m) dostavame a™ - a = b" - b (mod m), tedy
a™™ =" (mod m), coz je tvrzeni pro n + 1. Ditkaz indukei je hotov.

Jestlize vynésobime kongruenci @ = b (mod m) a kongruenci ¢ = ¢
(mod m), dostaneme ac = be (mod m). O

Obé strany kongruence muZeme vydélit jejich spolecnym délite-
lem, jestlize je tento délitel nesoudélny s modulem.

DUKAz. Predpoklddejme, ze a = b (mod m), a = a; -d, b =10, -d a
(m,d) = 1. Podle lemmatu je rozdil a — b = (a; — by) - d délitelny ¢islem
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m. Protoze (m,d) = 1, je podle véty 5 ¢islo a; — by také délitelné cislem
m, odtud podle lemmatu plyne a; = b; (mod m). OJ

Obé strany kongruence i jeji modul muZeme soucasné vyndsobit timtez
prirozenym. cislem.

DUKAZ. Je-li a = b (mod m), existuje podle lemmatu celé ¢islo ¢ tak,
ze a = b+ mt, odkud pro ¢ € N plati ac = bc + mc - t, odkud opét podle
lemmatu plyne ac = be (mod mc). O

Obé strany kongruence i jeji modul muzZeme vydelit jejich spolecnym klad-
nym délitelem.

DUKAZ. Piedpokladejme, ze a = b (mod m), a = ay - d, b = by - d,
m = my - d, kde d € N. Podle lemmatu existuje t € Z tak, ze a = b+ mt,
tj. a1 -d = by -d+madt, odkud a; = by +m4t, coz podle lemmatu znamena,
ze ap = by (mod my). O

Jestlize kongruence a = b plati podle ruznych modulum., ..., my,
plati i podle modulu, kterym je nejmensi spoleény masobek
[my, ..., my| téchto cisel.

DUKAZ. Jestlizea =b (mod my),a =b (mod my),...,a =b (mod my),

podle lemmatu je rozdil a — b spolecny nasobek cisel mq,mg,...,my a
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tedy je délitelny jejich nejmensim spoleénym nasobkem [my, ma, ..., my],
odkud plyne a = b (mod [my, ..., my]). O

(7) Jestlize kongruence plati podle modulu m, plati podle libovolného modulu
d, ktery je délitelem cisla m.

DUKAZ. Jestlize a = b (mod m), je a — b délitelné m, a proto také
délitelem d ¢isla m, odkud a = b (mod d). O

(8) Jestlize je jedna strana kongruence a modul délitelny néjakym celym cis-
lem, must byt timto cislem délitelnd 1+ druha strana kongruence.

DUKAZ. Pfedpokladejme, ze a = b (mod m), b = bid, m = myd.
Pak podle lemmatu existuje t € Z tak, ze a = b+ mt = byd + mdt =
(by + mat)d, a tedy d | a. O

PozNAMKA. Nékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzivali, aniz bychom si
toho povsimli — napiiklad ptiklad ze strany 8 lze preformulovat do tvaru ,jestlize
a =1 (mod m), b = 1 (mod m), pak také ab = 1 (mod m)“, coz je specidlni
pripad tvrzeni véty 12 (2). Nejde o ndhodu. Libovolné tvrzeni pouzivajici kon-
gruence muzeme snadno prepsat pomoci délitelnosti. Uzite¢nost kongruenci tedy
netkvi v tom, ze bychom pomoci nich mohli fesit Gilohy, které bez nich fesit nejsme
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schopni, ale v tom, Ze jde o velmi vhodny zptisob zapisu. Osvojime-li si ho, vy- Contents
razné tim zjednodusime jak vyjadifovani, tak i nékteré avahy. Je to typicky jev:
v matematice hraje vhodna symbolika velmi zavaznou tlohu.

KNS

PRIKLAD. Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 5% ¢islem 26.
RESEN{. ProtoZe 52 =25 = —1 (mod 26), plati podle véty 12 (2)
52 = (-1 =1 (mod 26),
a tedy zbytek po déleni ¢isla 520 &islem 26 je jedna. O S

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné n € N je 3772 + 16! + 23" délitelné

sedmi.
Go Back

RESEN{. Plati 37 = 16 = 23 =2 (mod 7), a tedy podle 12 (2) a (1) plati
3772 416" £ 23" = 272 4 onFl L 9n — 9"(44241) =2"-7=0 (mod 7),

Full Screen

coz jsme chtéli dokazat. 0

PRIKLAD. Dokazte, Ze ¢islo n = (835° + 6)'® — 1 je délitelné ¢islem 112.

Close
RESEN{. Rozlozime 112 = 7 - 16. Protoze (7,16) = 1, staci ukazat, 7e 7 | n a
16 | n. Plati 835 =2 (mod 7), a tedy podle 12

n=(2"+6)*-1=388-1=3%-1=27-1=(-1)°-1=0 (mod 7), s

DO
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proto 7 | n. Podobné 835 =3 (mod 16), a tedy
n=(3"+6)®-1=3-81+6)¥-1=3-1+6)®-1=
=9%-1=81"-1=1"-1=0 (mod 16),

proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, coz jsme méli dokazat. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvodislo p a libovolna a, b € Z plati

a’ + b = (a+b)” (mod p).
RESEN{. Podle binomické véty plati
(a+b)P =a”+ B)a o+ (5)a* 20> +--- 4+ (7)) abP ! + .

Podle prikladu za vétou 6 pro libovolné k € {1,...,p — 1} plati (2’) =0 (mod p),
odkud plyne tvrzeni. O

Nasledujici tvrzeni je dalsi uzitecnou vlastnosti kongruenci:

LEMMA. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené cislo m a libovolnd a,b € Z ta-
kovd, e a = b (mod m"), kde n € N, plati, Ze a™ = b™ (mod m"T!).

DUKkAz. Plati
a" —b" = (a—0b)(a™ "+ a4+ ab™ 4 (12)
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a protoze m | m", tak podle 12 (7) plati i @ = b (mod m). Jsou tedy vSechny
séitance ve druhé zavorce v (12) kongruentni s ™! modulo m, a tedy

a4+ a™ bt e = m ™ = (mod m),

proto je a™ ! +a™ 2 4+ 4+ ab™ % + ™! délitelné m. Z a = b (mod m™) plyne,
ze m™ déli a —b, a tedy m™*! dé&li jejich soudin, coz vzhledem k (12) vede k zavéru,
ze a™ = b™ (mod m™t1). O

3.2. Aritmetické funkce. Aritmetickou funkci zde rozumime funkci, jejimz defi-
nicnim oborem je mnozina prirozenych cisel.

DEFINICE. Rozlozme pfirozené ¢islo n na prvoéisla: n = pi* - - - pi*. Hodnotu
Mobiovy funkce p(n) definujeme rovnu 0, pokud pro nékteré i plati o; > 1 a rovnu
(—1)* v opa¢ném pripadé. Déle definujeme (1) = 1.

PRIKLAD. ji(4) = #(22) = 0,1u(6) = (2 -3) = (~1)%, u(2) = u(3) = —1.

Dokazeme nyni nékolik dilezitych vlastnosti Mobiovy funkce, zejména tzv.
Mdébiovu inverzni formuli.

LEMMA. Pron € N\ {1} plati

> u(d) =o0.

din
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DUKAZ. ZapiSeme-li n ve tvaru n = p{* ---pp*, pak vSechny délitele d ¢isla n
jsou tvaru d = p;* - ~p,’f’“, kde 0 < f3; < «; pro vSechna i € {1,...,k}. Proto

doud)y= > e omt) =

dn (B1,.-.Bk)€(NU{0})*
0<Bi<a;

= ) urp)

(B1,---Br)€{0,1}F
=@+ () D+G) D4+ () (<D
= (1+(-1)* =0

S Mobiovou funkcei tzce souvisi pojem Dirichletiv soucin:

DEFINICE. Budte f, g aritmetické funkce. Jejich Dirichletiv soucin je defino-
van predpisem

(fog)m) =) _fld)-g(2)= Y f(di) g(d).

dn dida=n

LEMMA. Dirichletiv soucin je asociativni.
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DUKAZ.
(fog)oh)n)= Y f(di)-g(de) - h(ds) = (f o (g0 h))(n)
dydads=n
UJ
PRIKLAD. Definujme dvé pomocné funkce I a I pfedpisem I(1) =1, I(n) =0

pro vSechnan > 1, resp. I(n) = 1 pro vSechna n € N. Pak pro kazdou aritmetickou
funkci f plati:

fol=lof=f

(Iof)(n)=(fol)(n)=_ f(d).

din

Daéle plati [ o p = ppo I =1, nebot

(Tom)(n) = I(d)p(%) =Y 1(%)u(d) =

d|n d|n
= Z p(d) =0 pro vSechna n > 1
din

podle lemmatu za definici Mobiovy funkce (pro n =1 je tvrzeni ziejmé).
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VETA 13. (Mébiova inverzni formule) Necht je aritmetickd funkce F defino- Contents
vand pomoct aritmetické funkce f predpisem F(n) = Zd‘n f(d). Pak lze funkci f

vyjadrit ve tvaru
) =3 (@) - F(d). | » ]

dln
DUKAz. Vztah F(n) =", f(d) lze jinym zpiisobem zapsat jako F' = fo[. < | >
Proto Fou=(fol)ou= fo(lou)= fol=f, cozje tvrzeni véty. OJ
DEFINICE. Multiplikativni funkei pfirozenych ¢isel rozumime takovou aritme- R~

tickou funkci, ktera spliiuje, Ze pro vSechny dvojice nesoudélnych cisel a,b € N
plati
f(ab>:f(a)f(b) Go Back

PRIKLAD. Multiplikativnimi funkcemi jsou napi. funkce f(n) = o(n), f(n) =
7(n), & f(n) = p(n) nebo, jak brzy dokazeme i tzv. Eulerova funkce f(n) = p(n).

Full Screen

3.3. Eulerova funkce ¢.

DEFINICE. Necht n € N. Definujme Eulerovu funkci ¢ predpisem
o(n)={aeN|0<a<n, (a,n) =1}

Close

PRIKLAD. ¢(1) = 1,9(5) = 4,¢(6) = 2, je-li p prvocislo, je zfejmé p(p) =

Qui
p—1. i

BN
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Nyni dokézeme nékolik diilezitych tvrzeni o funkci ¢:
LEMMA. Nechtn € N. Pak _, ¢(d) = n.

DUKAZ. Uvazme n zlomki
1 2 3 n—1

I I AR

n nmn n

n
) n *
Zkratime-li zlomky na zakladni tvar a seskupime podle jmenovatelti, snadno do-

staneme pravé uvedené tvrzeni. O

VETA 14. Necht n € N, jehoZ rozklad je tvaru n = pi* - - - pp*. Pak

= (-2)-(-2)

DUKAZ. S vyuzitim piedchoziho lemmatu a Mobiovy inverzni formule dosté-
vame

n
n) = d—:n ——————— _+...+_1k—:
o) = T =n === (U

:n.(l_pll)...<1_plk).

(13)
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PozNAMKA. Predchozi vysledek lze obdrzet i bez pouziti Mobiovy inverzni
formule pomoci principu inkluze a exkluze na zakladé zjisténi pouctu ¢isel soudél-
nych s n.

DUSLEDEK. Necht a,b € N, (a,b) = 1. Pak

p(a-b) = p(a) - p(b).
DUKAZ. Zfejmy. O
P0OzZNAMKA. RovnéZz toto tvrzeni lze odvodit nezavisle na zékladé poznatku

(n,ab) =1 <= (n,a) = 1A (n,b) = 1. Spolu se snadno odvoditelnym vysledkem

Sp(pa> _ pa _pa—l _ (p o 1) .pa—l (14)
pak lze odvodit vztah (13) jiz tfetim zptsobem.

PRIKLAD. Vypoctéte ¢(72).

RESENf. 72 = 23.3%2 = ¢(72) =72 (1 — 1) (1 — %) = 24, alternativng
©(72) = p(8) - ¢(9) =4 -6 = 24. O

PRIKLAD. Dokazte, ze Vn € N: p(4n + 2) = ¢(2n + 1).
RESENT. p(4n+2) = (2 2n+1)) = ¢(2) - (2n+ 1) = p(2n + 1). O
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3.4. Mala Fermatova véta, Eulerova véta. Tvrzeni v tomto odstavci patii mezi

vvvvvv

VETA 15 (Fermatova, Mald Fermatova). Necht a € Z, p prvocislo, p{ a. Pak
a?'=1 (mod p). (15)
DUKAZ. Tvrzeni vyplyne jako snadny disledek Eulerovy véty 16. 0
DUSLEDEK. Necht a € Z, p prvocislo. Pak
a’? =a (mod p).

DUkAz. Pokud p | a, pak jsou obé strany kongruentnis 0 mod p, jinak tvrzeni
snadno plyne vynasobenim obou stran kongruence (15) ¢islem a. 0

DEFINICE. Uplnd soustava zbytki modulo m je libovolna m-tice ¢isel po dvou
nekongruentnich modulo m (nejéastéji 0,1,...,m — 1).
Redukovand soustava zbytki modulo m je libovolnd ¢(m)-tice ¢isel nesoudélnych
s m a po dvou nekongruentnich modulo m.

PozNAMKA. Snadno lze vidét, Ze jsou-li a,b € Z, a =b (mod m), a (a,m) =
1, pak i (b,m) = 1.
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LEMMA. Necht x1,%a, ..., Tyam) tvori redukovanou soustavu zbytki modulo m.
Je-lia € Z, (a,m) = 1 pak i ¢isla a - 1,...,a - Tyam) tvori redukovanou soustavu
zbytkid modulo m.

DUkAz. Protoze (a,m) = 1 a (x;,m) = 1, plati (a - z;, m) = 1. Kdyby pro
néjaka 4, platilo a - ; = a - x; (mod m), po vydéleni obou stran kongruence

¢islem a nesoudélnym s m dostaneme z; = x; (mod m). U
VETA 16 (Eulerova). Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak

a?™ =1 (mod m). (16)

DUKAz. Bud z1, 7, ..., Tuam libovolna redukovana soustava zbytki modulo

m. Podle pfedchoziho lemmatu jeia-xy, ..., a- 2,4, redukovand soustava zbytkil

modulo m. Plati tedy, ze pro kazdé i existuje j (oba indexy jsou z mnoziny

{1,2,...,p(m)}) tak, ze a - z; = x; (mod m). Vynasobenim ¢isel obou redu-

kovanych soustav zbytka dostavame
(CL . xl) . (Cl . 1»2) e (a . lnap(m)) =1 T2 T(m) (mod m)
Po uprave
a?(m T T Tgm) = T1 Tz Tp(m) (mod m)
a protoze (1 - T2 Tymm), m) = 1, mizeme obé strany kongruence vydélit ¢islem
Ty Ty Tam) & dostaneme a?™ =1 (mod m). O
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PozNAMKA. Eulerova véta je rovnéz disledkem Lagrangeovy véty uplatnénym
na grupu (Z, ).

PRIKLAD. Naleznéte viechna prvoéisla p, pro kterd 5¢° +1 =0 (mod p?).

RESENE. Snadno se piesvédéime, Ze p = 5 tiloze nevyhovuje. Pro p # 5 plati
(p,5) = 1, a tedy podle Fermatovy véty 5! =1 (mod p). Umocnénim na p + 1
dostaneme 5”°~! = 1 (mod p), odkud 5”° = 5 (mod p). Z podminky 5”° +1 = 0
(mod p)? plyne 5" = —1 (mod p), celkem tedy 5 = —1 (mod p), a proto p | 6. Je
tedy bud p =2, nebop=3. Prop=2v8ak 5 +1=1*+1=2 %0 (mod 4). Pro
p =3 dostavame 5 +1=55-53+1=5%+1 =126 =0 (mod 9), kde jsme uzili
diisledek Eulerovy véty 5 = 1 (mod 9). Jedinym prvocislem, vyhovujicim tloze

je tedy p = 3. 0
PRIKLAD. Pro liché &slo m > 1 naleznéte zbytek po déleni ¢isla 291 &islem
m.
RESEN. Z Eulerovy véty plyne 2¢(™) = 1 = 14+ m = 2r (mod m)), kde
r = 12 je piirozené ¢slo, 0 < 7 < m. Podle 12 (3) plati 2¢(M=1 = ¢ (mod m), a
tedy hledany zbytek po déleni je r = HT 0

TVRZENI 3.1. Je-li p prvocislo, p = 3 (mod 4), pak pro libovolnd celd ¢isla
a,b z kongruence a*> + > =0 (mod p) plyne a = b =0 (mod p).
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DUKAZ. Predpokladejme, 7ze pro a,b € Z plati a® + 0> = 0 (mod p). Jestlize
p | a, plati @ = 0 (mod p), proto b* = 0 (mod p), tedy p | b, odkud vzhledem
k tomu, Ze p je prvocislo, dostavame p | b, a proto a = b =0 (mod p), coz jsme
chtéli dokazat.

Zbyva prosettit pripad, kdy a neni délitelné prvocislem p. Odtud dostavame,
7e p nedéli ani b (kdyby p | b, dostali bychom p | a?). Vynasobime-li obé strany
kongruence a? = —b? (mod p) ¢islem b*~3, dostaneme podle Fermatovy véty

a3 = -1 =—-1 (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), je p — 3 sudé ¢islo, a proto p%?’ € Ny. Oznacéme

Pak c neni délitelné p a plati ¢ = a??~3 = —1 (mod p). Umocnime-li posledni
kongruenci na p%l € N, dostaneme

1

1= (=12 (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), existuje celé ¢islo ¢ tak, ze p = 3 + 4t. Pak ovSem p21 =

1 + 2t, coZ je &islo liché a proto (—1)P~1/2 = —1. Podle Fermatovy véty naopak
plati ! =1 (mod p), odkud 1 = —1 (mod p) a p | 2, spor. O
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S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou tzce souvisi dilezity pojem 7ad cisla
modulo m - jde pfitom pouze o jinak nazvany fad prvku v grupé invertibilnich
zbytkovych tiid modulo m:

DEFINICE. Necht a € Z, m € N (a,m) = 1. Radem ¢isla a modulo m rozu-
mime nejmensi prirozené ¢islo n spliujici

a"=1 (mod m).

PRIKLAD. Pro libovolné m € N ma ¢&islo 1 modulo m fad 1. Cislo —1 ma fad

e 1 pro m=1nebom =2
e 2 prom > 2

PRIKLAD. Urcete Fad ¢isla 2 modulo 7.
RESENI.
2'=2#1 (mod?7)
22=4#1 (mod7)
2°=8=1 (mod7)

Rad ¢isla 2 modulo 7 je tedy roven 3. 0
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Uvedme nyni nékolik zdsadnich tvrzeni udévajicich mozné hodnoty fadu cisla
modulo m:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlize a = b (mod m),
pak obé cisla a,b maji stejny rad modulo m.

DUkAz. Umocnénim kongruence a = b (mod m) na n-tou dostaneme a" = b"
(mod m), tedy a” =1 (mod m) <= b" =1 (mod m). O

LEMMA. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li #ad ¢isla a modulo m roven
r-s, (kder,s € N), pak 7dd ¢isla a” modulo m je roven s.

DUKAZ. Protoze zadné z éisel a,a?,a?, ..., a" ! neni kongruentni s 1 modulo
m, neni ani zadné z ¢isel a”, a®",a’", ..., a* V" kongruentni s 1. Plati ale (a")® = 1
(mod m), proto je fad a” modulo m roven s. O

PozNAMKA. Opak obecné neplati — z toho, Ze Fad ¢isla a” modulo m je roven
s jesté neplyne, ze tad cisla @ modulo m je r - s.
Pi: m =13
a=3,a>=9 (mod 13), a®> =27 =1 (mod 13) = 3 m4 fad 3 mod 13.
b=—4,b=16%1 (mod 13), v> = —64 = 1 (mod 13) = —4 m4 ¥4d 3 modulo
13.
Pfitom (—4)? = 16 = 3 (mod 13) ma stejny fad 3 jako ¢islo 3, ale ¢islo —4 nem4
rad 2 - 3.
Presny popis zavislosti fadu na exponentu davaji nasledujici 2 véty:
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VETA 17. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd ¢isla a modulo m.
Pak pro libovolna t,s € NU {0} plati
a*=a* (modm) <= t=s (modr).
DUKAZ. Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze ¢t > s. Vydélime-li ¢islo
t — s cislem r se zbytkem, dostaneme t — s =¢q-r+ z, kde ¢,z € Np,0 < 2z < r.
,<=“ Protoze t = s (mod r), madme z = 0, a tedy a'* = ¥ = (a")? = 14
(mod m). Vynéasobenim obou stran kongruence ¢islem a® dostaneme tvrzeni.

s T =

,=“ Z a" = a* (mod m) plyne a* - a?** = a* (mod m). Protoze je a
(mod m), je rovnéz a?** = a* (mod m). Celkem po vydéleni obou stran kon-
gruence Cislem a® (které je nesoudélné s modulem), dostavame o = 1 (mod m).

Protoze z < r, plyne z definice fadu, ze z = 0, a tedy r | t — s. 0

Ziejmym dusledkem predchozi véty a Eulerovy véty je néasledujici tvrzeni (jehoz
druhé ¢ast je preformulovanim Lagrangeovy véty z Algebry pro nasi situaci):

DUSLEDEK. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznaéme r 7dd ¢isla a modulo
m.

(1) Pro libovolné n € NU {0} plati
a"=1 (mod m) < r|n.
(2) [ (m)
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DukAz.
(1) staci v predchozi vété volit t =n, s = r.
(2) ziejmé z (1) diky Eulerové vété volbou n = p(m).

Néasledujici véta je zobecnénim predchoziho Lemmatu.

VETA 18. Necht m,n € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li fad c¢isla a modulo m roven

r € N, je rad cisla a™ modulo m roven (an).

DUKAZ. Protoze (:'Z) = [r,n], coz je zfejmé nasobek r, mame

(@) =a" =1 (mod m)

(plyne z ptredchoziho Diusledku nebot r | [r,n]). Na druhou stranu, je-li £k € N
libovolné takové, ze (a™)* = a™* =1 (mod m), dostavame (r je fdd a), ze r | n-k

n T n

a dale z Véty 5 plyne, ze (nr—r) | ) k a diky nesoudélnosti ¢isel ) @7

n,r)
dostavame ﬁ | k. Proto je ﬁ radem cisla a™ modulo m. UJ
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