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Úvod

Cílem této pøedná¹ky je ukázat, jak silné a úèinné jsou prostøedky, zalo¾ené na

výsled
í
h teorie èísel, pøi øe¹ení nìkterý
h matemati
ký
h problémù. Proto¾e jsem

se ne
htìl této problemati
e vìnovat jen povr
hnì, ale pøitom jsem mìl k disposi
i jen

jeden semestr, bylo tøeba se zamìøit pouze na jeden problém a v tomto problému se

dostat dost hluboko. Pøi rozhodování, kterému problému se vìnovat, jsem vylouèil ty

problémy, které se objevují pøi stavbì teorie èísel samotné, nebo» jsem 
htìl dokumen-

tovat její u¾iteènost i pro ostatní matematiku. Proto jsem si nakone
 zvolil problém na

první pohled banálnì jednodu
hý, na který se v¹ak narazí na samém poèátku budování

pøirozený
h èísel a který se objevuje u¾ ve ¹kolském uèivu: rozkládání pøirozeného èísla

na prvoèinitele. Jde o problém skuteènì velmi jednodu
hý, máme-li na mysli

"

malá\

pøirozená èísla, av¹ak pro

"

velká\ pøirozená èísla (mají
í øeknìme 50 { 100 dekadi
-

ký
h 
ifer) v¹e
hny

"

naivní\ metody selhávají. Pøesto v¹ak byly objeveny

"

ra�nované\

metody zalo¾ené právì na výsled
í
h teorie èísel, které jsou s
hopny i tato

"

velká\

pøirozená èísla rozlo¾it. A právì tìmto metodám bude tato pøedná¹ka vìnována. Pøitom

budeme vyu¾ívat hlavnì knihu [C℄.

1. Algoritmy

Obsahem této pøedná¹ky není de�novat, 
o to je algoritmus, a ani to nebudeme

potøebovat. Pøesto si v¹ak blí¾e urèeme, 
o budeme algoritmem rozumìt: je to metoda,

která pro jistý typ vstupù dává po koneèné dobì odpovìï. Jestli¾e zadáváme algoritmus,

je tøeba provést nìkolik dal¹í
h vì
í:

1. Dokázat jeho správnost, tj. ukázat, ¾e dává skuteènì po¾adovaný výsledek poté, 
o

se zastaví.

2. Proto¾e se zajímáme o prakti
ké implementa
e, je tøeba dát odhad, jak dlouho algo-

ritmus pobì¾í, je-li to mo¾né, odhadnout èas pro nejhor¹í pøípad a také v prùmìru.

Vys�azeno syst�emem A

M

S-T

E

X

1



2 1. Algoritmy

Zde je tøeba být opatrný: èas výpoètu budeme mìøit v¾dy v bitový
h opera
í
h, tj.

poètem logi
ký
h a aritmeti
ký
h opera
í
h provádìný
h na nulá
h a jednièká
h. To

je toti¾ nejrealistiètìj¹í model, pøedpokládáme-li, ¾e pou¾íváme skuteèné poèítaèe.

3. Je tøeba odhadnout i pamì»ovou nároènost algoritmu (mìøenou v bite
h). U vìt¹iny

algoritmù je tato nároènost zanedbatelná a není nutné se jí zabývat, mnohdy to v¹ak

mù¾e být dùle¾ité.

Pro potøeby èasové nároènosti budeme velikost vstupù mìøit poètem bitù, které jsou

zapotøebí pro jeji
h zápis (napø. pro vstup pøirozeného èísla N je tøeba 1 + [log

2

N ℄

bitù).

De�ni
e. Ne
h» (a

n

)

1

n=1

, (b

n

)

1

n=1

jsou posloupnosti. Øekneme, ¾e posloupnost

(a

n

)

1

n=1

je øádu O(b

n

), jestli¾e platí

0 < lim sup

n!1

�

�

�

�

a

n

b

n

�

�

�

�

<1:

Øekneme, ¾e posloupnost (a

n

)

1

n=1

je øádu o(b

n

), jestli¾e existuje

lim

n!1

a

n

b

n

= 0:

Proto¾e se budeme zabývat algoritmy, jeji
h¾ 
ílem je rozlo¾it pøirozené èíslo na

prvoèinitele, mù¾eme pøedpokládat, ¾e vstupem pro ná¹ algoritmus je jediné pøirozené

èíslo N . V obe
nìj¹ím pøípadì by bylo tøeba nahradit v následují
í de�ni
i lnN poètem

bitù potøebný
h pro zapsání 
elého vstupu.

De�ni
e. Øekneme, ¾e algoritmus je polynomiálního èasu, jestli¾e èas, po který

algoritmus pobì¾í, najde-li na vstupu pøirozené èíslo N , je øádu o(ln

k

N) pro nìjaké

pøirozené èíslo k.

Øekneme, ¾e algoritmus je lineárního (resp. kvadrati
kého, resp. kubi
kého) èasu,

je-li tento èas øádu O(lnN), (resp. O(ln

2

N), resp. O(ln

3

N)).

Je-li tento èas øádu o(N

�

) pro ka¾dé kladné reálné èíslo � a pøitom algoritmus není

polynomiálního èasu, øekneme, ¾e algoritmus je subexponen
iálního èasu.

Koneènì, je-li tento èas øádu O(N

�

) pro nìjaké kladné reálné èíslo �, øekneme, ¾e

algoritmus je exponen
iálního èasu.

Pøíklad. Pozdìji se setkáme s algoritmy, jeji
h¾ èas je øádu

O(e


(lnN)

a

(ln lnN)

b

);

kde a, b, 
 jsou kladná reálná èísla, pøièem¾ a+ b = 1. Ovìøte si, ¾e tyto algoritmy jsou

subexponen
iálního èasu.

Uvedená

"

de�ni
e\ algoritmu, aèkoli je znaènì vágní, je pøesto èasto pøíli¹ strik-

tní pro prakti
ké úèely. Budeme také potøebovat

"

pravdìpodobnostní algoritmy\, je-

ji
h¾ bìh závisí na jistém zdroji náhodný
h èísel. Takový

"

algoritmus\ by vlastnì ani

algoritmem nazýván být nemìl, proto¾e je zde mo¾nost (pravdìpodobnosti nula), ¾e

nikdy neskonèí. Zku¹enosti v¹ak ukazují, ¾e tyto

"

pravdìpodobnostní algoritmy\ jsou

èasto efektivnìj¹í ne¾ ostatní a mnohdy jsou jediné, které máme k disposi
i. Na druhé

stranì rozhodnì nebudeme nazývat algoritmem metodu, produkují
í výsledek, který je

s vysokou pravdìpodobností správný. Je podstatné, ¾e algoritmus dává správné výsledky

(odhlédneme-li od 
hyb èlovìka èi poèítaèe pøi jeho provádìní).
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Pøíklad. V poslu
hárnì si ne
hám nadiktovat od nìkolika poslu
haèù postupnì 100


ifer. Pak odpovím, ¾e vzniklé sto
iferné èíslo není druhou mo
ninou pøirozeného èísla.

Asi budu mít pravdu, proto¾e mezi 9�10

99

sto
ifernými èísly je jen asi 10

50

�10

49

�

p

10

:

=

6; 84 �10

49

druhý
h mo
nin pøirozený
h èísel, tedy pravdìpodobnost neúspì
hu je men¹í

ne¾ 10

�50

. Pøesto v¹ak nemù¾e být øeèi o algoritmu.

Je vhodné si uvìdomit, ¾e u pravdìpodobnostní
h algoritmù nemá smysl hovoøit

o nejdel¹ím mo¾ném èasu výpoètu, ale o oèekávaném èasu výpoètu.

2. Poèítání s velkými èísly

Veli
e èasto budeme potøebovat provádìt výpoèty s 
elými èísly, jeji
h¾ absolutní

hodnota je znaènì velká. Proto budeme pøedpokládat, ¾e máme k disposi
i software,

ve kterém je mo¾né provádìt základní algebrai
ké opera
e s èísly, mají
ími øeknìme

1000 dekadi
ký
h 
ifer. Nejznámìj¹í systémy, které takové výpoèty umo¾òují, jsou asi

MATHEMATICA a MAPLE, jeji
h¾ nevýhodou je, ¾e jsou komerèní a jsou pomìrnì

drahé. Ménì známý systém je PARI-GP, který je zamìøen na teorii èísel. Je volnì

¹iøitelný a je ho tedy mo¾né získat zdarma.

Pro získání pøedstavy o èasové nároènosti jednotlivý
h opera
í
h je v¹ak vhodné si

pøedstavit, ¾e systém umo¾òují
í opera
e s libovolnì velkými 
elými èísly máme vytvoøit.

Taková èísla budeme zapisovat v pozièní soustavì o vhodném základu a opera
e budeme

provádìt podobnì jako jsme to zvyklí dìlat na papíøe s dekadi
kými èísly. Je zøejmé,

¾e lineární èasovou nároènost bude mít sèítání a odèítání, dále pak násobení

"

malým\

pøirozeným èíslem a násobení èi dìlení se zbytkem mo
ninou zvoleného základu. Naproti

tomu kvadrati
kou èasovou nároènost bude mít obe
né násobení a dìlení se zbytkem.

Pokud se týká vstupu a výstupu, èasová závislost je lineární nebo kvadrati
ká v závis-

losti na tom, zda zvolený základ je èi není mo
ninou deseti. Proto¾e pro aritmeti
ké

opera
e je výhodnìj¹í, je-li základ zvolené pozièní sopustavy mo
nina dvou, je tato volba

nejvhodnìj¹í. Obvykle toti¾ èas potøebný pro vstup a výstup je pouze zanedbatelná èást


elkové doby výpoètu a obvykle je dominován èasem pro fyzi
ký zápis. Pro zajímavost

si uveïme, ¾e v PARI-GP je základem mo
nina dvou, kde¾to MAPLE pou¾ívá mo
ninu

deseti.

Uveïme si je¹tì, ¾e jsou známy algoritmy pro násobení a dìlení nbitový
h èísel, které

dosahují men¹í èasové nároènosti ne¾

"

metoda tu¾ky a papíru\. Nejlep¹í z ni
h, kterou

objevili S
h�onhage a Strassen, vy¾aduje jen O(n � lnn � ln lnn) bitový
h opera
í. Av¹ak

tyto ra�nované metody jsou ry
hlej¹í a¾ pro èísla mají
í nìkolik set dekadi
ký
h 
ifer a

ví
e. S takovými èísly je v¹ak tøeba pra
ovat jen zøídka a proto se patrnì implementa
e

tì
hto metod nevyplatí.

3. Nejvìt¹í spoleèný dìlitel

Èasto budeme potøebovat spoèítat nejvìt¹í spoleèný dìlitel dvou 
elý
h èísel. Naivní

øe¹ení by bylo: rozlo¾ obì èísla na souèin prvoèísel a poté vynásob spoleèné èinitele. Ale

to je postup, který se osvìdèí jen pro èísla s velmi malou absolutní hodnotou (øeknìme do

100) nebo v pøípadì, ¾e víme, ¾e nìkteré z daný
h èísel je prvoèíslo a staèí tedy provést

jen jedno dìlení se zbytkem. Mnohem výhodnìj¹í je výpoèet nejvìt¹ího spoleèného
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dìlitele pomo
í Euklidova algoritmu, který je patrnì nejstar¹í a nejdùle¾itìj¹í algoritmus

teorie èísel.

Algoritmus (Euklidùv). Pro daná nezáporná 
elá èísla a, b algoritmus najde

jeji
h nejvìt¹í spoleèný dìlitel.

1. [Jsi hotov?℄ Je-li b = 0, pak vytiskni a jako odpovìï a skonèi.

2. [Euklidovský krok℄ Polo¾ r amod b, a b, b r a jdi na 1.

Pro urèení èasové nároènosti je tøeba vìdìt, kolikrát se provede Euklidovský krok.

Platí následují
í vìta

1

Vìta. 1. Je-li 1 � a � N , 1 � b � N , pak poèet Euklidovský
h krokù v pøed
hozím

algoritmu je roven nejvý¹e

"

ln(

p

5N)

ln

1+

p

5

2

#

� 2 � 2; 078 lnN + 1; 672:

2. Prùmìrný poèet Euklidovský
h krokù v pøed
hozím algoritmu pro a; b 2 f1; : : : ; Ng

je roven pøibli¾nì

12 ln 2

�

2

lnN + 0; 14 � 0; 843 lnN + 0; 14:

Je tedy poèet krokù algoritmu konstanta vynásobená lnN . Ka¾dý krok vy¾aduje

dlouhé dìlení, které je kvadrati
kého èasu. Proto je tento algoritmus kubi
kého èasu.

Existuje v¹ak trik, jak algoritmus výraznì ury
hlit: v prùbìhu výpoètu jsou a; b stále

men¹í a men¹í, proto je mo¾né prùbì¾nì sni¾ovat potøebný poèet 
ifer v na¹í pozièní

soustavì. V¹imnìme si, ¾e pøi výpoètu Euklidovského kroku a = bq + r je èasová

nároènost O((ln a)(1 + ln q)), tedy 
elkový èas je omezen øádem

O((lnN)((

P

ln q) +O(lnN))):

Ale

P

ln q = ln

Q

q � lnN

a tedy pøi peèlivém naprogramování jde o algoritmus kvadrati
kého èasu.

Jiná varianta Euklidova algoritmu, která je také u¾iteèná v praxi, je tzv. binární

algoritmus, ve kterém se nepou¾ívá dlouhé dìlení, ale jen odèítání a dìlení dvìma (re-

alizované posunem). Poèet krokù je vìt¹í, ale u¾ité opera
e jsou ry
hlej¹í a tedy je zde

urèité zry
hlení pro na¹e

"

velká\ èísla. Je ale podstatné, aby základem na¹í pozièní

soustavy byla mo
nina 2.

Algoritmus (Binární NSD). Pro daná nezáporná 
elá èísla a, b algoritmus najde

jeji
h nejvìt¹í spoleèný dìlitel.

1. [Jednou zredukuj velikost℄ Je-li a < b, vymìò a s b. Je-li b = 0, pak vytiskni a jako

odpovìï a skonèi. Jinak (tj. pro b 6= 0) polo¾ r amod b, a b, b r.

2. [Spoèítej mo
ninu 2℄ Je-li b = 0, pak vytiskni a jako odpovìï a skonèi. Jinak polo¾

k 0 a dokud budou a i b sudá, opakuj k k + 1, a a=2, b b=2.

3. [Odstraò pøebyteèné mo
niny 2℄ Je-li a sudé, opakuj a  a=2 dokud bude a sudé.

Jinak, je-li b sudé, opakuj b b=2 dokud bude b sudé.

4. [Odeèti℄ (Nyní jsou obì a i b li
há.) Polo¾ t  

a�b

2

. Je-li t = 0, vytiskni 2

k

a jako

odpovìï a skonèi.

5. [Cyklus℄ Dokud bude t sudé, opakuj t  t=2. Pak, je-li t > 0, polo¾ a  t, jinak

polo¾ b �t a jdi na 4.

1

Dùkaz je mo¾no najít v knize [K℄.
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Je jasné, ¾e poèet opakování krokù 4 a 5 je O(ln ab) (po ka¾dém prù
hodu se souèin

ab zmen¹í na ménì ne¾ polovinu), odèítání i posuv jsou lineárního èasu, tedy opìt jde

o algoritmus kvadrati
kého èasu. Je ov¹em nezbytné v¹e
hna dìlení dvìma provádìt

jako posuvy.

Oznaèíme-li d nejvìt¹í spoleèný dìlitel 
elý
h èísel a, b, pak existují 
elá èísla u, v

tak, ¾e d = ua + vb (Bezoutova rovnost). V nìkterý
h aplika
í
h budeme potøebovat

spoèítat nejen d, ale i èísla u, v, proto si uveïme algoritmus pro jeji
h výpoèet.

Algoritmus (Roz¹íøený Euklidùv). Pro daná nezáporná 
elá èísla a, b algoritmus

najde troji
i 
elý
h èísel (u; v; d) takovou, ¾e d je nejvìt¹í spoleèný dìlitel èísel a, b a

platí d = ua+ vb.

1. [Ini
ializa
e℄ Polo¾ u  1, d  a. Je-li b = 0, polo¾ v  0, vytiskni (u; v; d) jako

odpovìï a skonèi. Jinak polo¾ v

1

 0 a v

3

 b.

2. [Jsi hotov?℄ Je-li v

3

= 0, pak polo¾ v  

d�au

b

, vytiskni (u; v; d) jako odpovìï a

skonèi.

3. [Euklidovský krok℄ Souèasnì spoèítej q  [

d

v

3

℄ a t

3

 dmod v

3

. Pak polo¾ t

1

 

u� qv

1

, u v

1

, d v

3

, v

1

 t

1

, v

3

 t

3

a jdi na 2.

Poznamenejme, ¾e

"

souèasnì\ v kroku 3 poukazuje na to, ¾e obvykle instruk
e

"

dìlení

se zbytkem\ dává jak podíl tak i zbytek, a» u¾ je to instruk
e z assembleru nebo z nì-

jakého softwaru pra
ují
ího s velkými èísly. Hodnota zlomku v kroku 2 je 
eloèíselná.

Dùkaz algoritmu. Uvìdomme si, ¾e výpoèty v promìnný
h d, v

3

, t

3

nezávisí na

hodnotá
h ostatní
h promìnný
h. Pøeznaèíme-li je a, b, r, dostaneme právì Euklidùv

algoritmus, proto ná¹ algoritmus musí skonèit a po skonèení je v d hledaný nejvìt¹í

spoleèný dìlitel. Zbývá dokázat, ¾e pak také platí au+ bv = d. Za tím úèelem roz¹iøme

daný algoritmus tak, ¾e zavedeme dal¹í promìnné v

2

, t

2

, v (které nebudou ov¹em nikdy

pou¾ity pro výpoèet hodnot pùvodní
h promìnný
h). Roz¹iøme ini
ializaèní krok 1

o t

1

 0, t

2

 0, t

3

 0, v  0, v

2

 1 a krok 3 o t

2

 v � qv

2

, v  v

2

, v

2

 t

2

. Po

skonèení kroku 1 platí

(�) at

1

+ bt

2

= t

3

; au+ bv = d; av

1

+ bv

2

= v

3

:

Doká¾eme induk
í, ¾e (�) platí v¾dy, kdy¾ zaèínáme krok 2. Zbývá ovìøit, ¾e platilo-li

(�) pøed krokem 3, platí (�) i po nìm. Aby
hom zabránili zmatku, budeme v dùkaze

novì získané hodnoty promìnný
h oznaèovat èárkami. Pro q = [

d

v

3

℄ platí:

t

0

3

= d� qv

3

t

0

1

= u� qv

1

u

0

= v

1

d

0

= v

3

v

0

1

= u� qv

1

v

0

3

= d� qv

3

t

0

2

= v � qv

2

v

0

= v

2

v

0

2

= v � qv

2
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Pøedpokládáme tedy, ¾e (�) platí pro neèárkované promìnné a doká¾eme ji pro èárko-

vané:

at

0

1

+ bt

0

2

= a(u� qv

1

) + b(v � qv

2

) = au+ bv � q(av

1

+ bv

2

) = d� qv

3

= t

0

3

au

0

+ bv

0

= av

1

+ bv

2

= v

3

= d

0

av

0

1

+ bv

0

2

= a(u� qv

1

) + b(v � qv

2

) = (au+ bv)� q(av

1

+ bv

2

) = d� qv

3

= v

0

3

Dokázali jsme, ¾e algoritmus je správný. Snadno se vidí, ¾e oproti pùvodnímu Euklidovu

algoritmu v 
yklu pøibylo 1 odèítání, 1 (dlouhé) násobení a 2 pøiøazení, 
yklus nyní

trvá asi dvakrát déle ne¾ v pøed
hozím algoritmu. Proto i 
elý roz¹íøený Euklidùv

algoritmus trvá asi dvojnásobek èasu potøebného pro Euklidùv algoritmus. Jde tedy

opìt o algoritmus kvadrati
kého èasu.

4. Nezbytný aparát z algebry a elementární teorie èísel

V této kapitole zopakujeme aritmetiku okruhu zbytkový
h tøíd Z=mZ, kde m 2 N

(u¾íváme standardního znaèení: Z znaèí mno¾inu èi okruh 
elý
h èísel, N mno¾inu èi

polookruh èísel pøirozený
h, (a; b) je oznaèení nejvìt¹ího spoleèného dìlitele 
elý
h èísel

a, b).

Pøesto¾e byla v algebøe teorie faktoriza
e okruhù podle ideálù jistì probrána a mohl

jsem tedy okruh zbytkový
h tøíd popisovat jako spe
iální pøípad faktorokruhu, rozhodl

jsem se pro elementárnìj¹í výklad pomo
í kongruen
í s tím, ¾e se obèas zmíníme o ekvi-

valentním tvrzení pro okruhy zbytkový
h tøíd. Zdá se mi toti¾ jednodu¹¹í hovoøit na-

pøíklad o kongruen
í
h vzhledem ke dvìma modulùm ne¾ o dvou okruzí
h zbytkový
h

tøíd a vztazí
h mezi nimi (porovnej napø. obsah vìty 2). Dùkazy vìt, které jsou zøejmé,

budu vyne
hávat.

De�ni
e. Ne
h» m 2 N, a; b 2 Z. Øekneme, ¾e a je kongruentní s b podle modulu

m, pí¹eme a � b (modm), jestli¾e mja� b.

Vìta 1. Ne
h» m 2 N, a; b; 
; d 2 Z. Jestli¾e a � b (modm), 
 � d (modm), pak

platí a+ 
 � b+ d (modm), a� 
 � b� d (modm), a
 � bd (modm).

Je jasné, ¾e a � b (modm) znamená právì to, ¾e 
elá èísla a, b jsou obsa¾ena v té¾e

tøídì rozkladu Z=mZ. Kongruen
e modulo m jsou tedy toté¾ 
o rovnosti v okruhu

zbytkový
h tøíd Z=mZ (pøed
hozí vìta neøíkala ni
 jiného ne¾ to, ¾e na rozkladu Z=mZ

bylo mo¾no zavést opera
e sèítání, odèítání a násobení pomo
í reprezentantù).

Vìta 2. Ne
h» m; k 2 N, a; b 2 Z. Pak platí a � b (modm) právì tehdy, kdy¾

ak � bk (modmk).

Vìta 3. Ne
h» m 2 N, a; b; k 2 Z. Jestli¾e ak � bk (modm) a naví
 (m; k) = 1,

pak platí a � b (modm).

Vzhledem k tomu, ¾e (Z=mZ) je koneèný okruh, z pøed
hozí vìty snadno plyne,

¾e v Z=mZ jsou jednotkami (tj. invertibilními prvky) právì tøídy obsahují
í èísla ne-

soudìlná s m.

Dùkaz. Podle Bezoutovy rovnosti existují t; r 2 Z tak, ¾e platí tm + rk = 1.

Vynásobte tuto rovnost èíslem a� b a doka¾te, ¾e m dìlí levou stranu.
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Vìta 4. Ne
h» a; b 2 Z. Pak existuje x 2 Z splòují
í kongruen
i ax � b (modm)

právì tehdy, kdy¾ (a;m)jb.

Dùkaz. Jestli¾e (a;m)jb, vynásobte Bezoutovu rovnost pro (a;m) èíslem

b

(a;m)

.

Opaèný smìr je zøejmý.

Vìta 5. (Èínská zbytková vìta) Ne
h» m

1

;m

2

2 N, (m

1

;m

2

) = 1. Pak pro

libovolná x

1

; x

2

2 Z existuje x 2 Z splòují
í x � x

1

(modm

1

), x � x

2

(modm

2

).

Dùkaz. Podle Bezoutovy rovnosti existují a; b 2 Z tak, ¾e platí am

1

+ bm

2

= 1.

Polo¾te x = x

2

am

1

+ x

1

bm

2

.

De�ni
e. (Eulerova funk
e ') Pro libovolné m 2 N je '(m) de�nováno jako

poèet èísel z mno¾iny f1; 2; : : : ;mg, která jsou nesoudìlná s m.

Vìta 6. Pro libovolná m

1

;m

2

2 N taková, ¾e (m

1

;m

2

) = 1, platí '(m

1

m

2

) =

'(m

1

)'(m

2

).

Dùkaz. Uva¾me zobrazení f1; 2; : : : ;m

1

g � f1; 2; : : : ;m

2

g ! f1; 2; : : : ;m

1

m

2

g pøi-

øazují
í dvoji
i (x

1

; x

2

) 2 f1; 2; : : : ;m

1

g � f1; 2; : : : ;m

2

g èíslo y 2 f1; 2; : : : ;m

1

m

2

g

splòují
í y � x

1

(modm

1

), y � x

2

(modm

2

) (èíslo y je kongruentní s èíslem x z vìty 5

modulo m

1

m

2

). Je zøejmé, ¾e toto zobrazení je bijek
e a ¾e (y;m

1

m

2

) = 1 právì kdy¾

(x

1

;m

1

) = 1 a (x

2

;m

2

) = 1.

Vìta 7. Pro libovolné m 2 N platí

'(m) = m

Y

pjm

�

1�

1

p

�

kde p probíhá v souèinu v¹e
hna prvoèísla dìlí
í m.

Dùkaz. Je-limmo
ninou prvoèísla, je tvrzení zøejmé. Pro obe
ném odvoïte tvrzení

z vìty 6 induk
í vzhledem k poètu prvoèísel dìlí
í
h m.

De�ni
e. Je-li R okruh s jednièkou 1, znaèíme R

�

jeho (multiplikativní) grupu

invertibilní
h prvkù, tj. R

�

= fa 2 R; 9b 2 R : ab = 1g. Charakteristika okruhu

R je nejmen¹í n 2 N splòují
í n � 1 = 0 (tj. souèet n kopií 1 2 R je roven 0 2 R),

pokud alespoò jedno takové n existuje. V opaèném pøípadì øekneme, ¾e R je okruh


harakteristiky nula.

Z poznámky za vìtou 3 plyne, ¾e '(m) je rovno poètu prvkù (Z=mZ)

�

.

Vìta 8. (Eulerova vìta) Pro libovolná m 2 N, a 2 Z, taková, ¾e (a;m) = 1, platí

a

'(m)

� 1 (modm):

Dùkaz. Vìta plyne z pøed
hozí poznámky a z toho, ¾e v koneèné grupì (Z=mZ)

�

øád libovolného prvku dìlí øád grupy.

Dùsledek. (Fermatova vìta) Pro libovolné prvoèíslo p a libovolné a 2 Z nedìli-

telné p platí a

p�1

� 1 (mod p).

Vìta 9. Ne
h» jsou m 2 N, a 2 Z, taková, ¾e (a;m) = 1. Oznaème

e = minfn 2 N ; a

n

� 1 (modm)g:
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Pak pro libovolná r; s 2 N [ f0g platí

a

r

� a

s

(modm) právì kdy¾ r � s (mod e):

Dùkaz. Bez újmy na obe
nosti lze pøedpokládat, ¾e r > s. Je-li r = s + ke

pro vhodné k 2 N , platí a

r

= a

s

� (a

e

)

k

� a

s

(modm). Naopak, pøedpokládejme

a

r

� a

s

(modm). Proto¾e je (a;m) = 1, plyne odtud a

r�s

� 1 (modm). Vydìlme

r � s èíslem e se zbytkem: existují q; z 2 Z, 0 � z < e, splòují
í r � s = qe + z. Pak

platí a

z

� (a

e

)

q

� a

z

= a

r�s

� 1 (modm) a tedy z = 0 podle de�ni
e èísla e. Odtud

r � s (mod e).

Vìta 10. Charakteristika koneèného tìlesa je prvoèíslo.

Vìta 11. Buï R koneèné tìleso 
harakteristiky p. Pak poèet prvkù tìlesa R je

mo
ninou prvoèísla p.

Dùkaz. Viz [R℄, str. 121.

Vìta 12. Ne
h» p je prvoèíslo a n 2 N. Pak existuje tìleso o p

n

prv
í
h.

Dùkaz. Viz [R℄, str. 121.

Vìta 13. Libovolná dvì koneèná tìlesa o stejném poètu prvkù jsou izomorfní.

Dùkaz. Viz [R℄, str. 122.

De�ni
e. Pro libovolné prvoèíslo p a libovolné n 2 N oznaème F

p

n

tìleso o p

n

prv
í
h.

Poznamenejme, ¾e pro libovolné prvoèíslo p je Z=pZ tìleso o p prv
í
h, mù¾eme tedy

pøímo polo¾it F

p

= Z=pZ. Naproti tomu Z=p

n

Z pro n > 1 není tìleso, proto F

p

n

není

izomorfní s Z=p

n

Z.

De�ni
e. Ne
h» m 2 N. Existuje-li g 2 Z s vlastností g

i

6� 1 (modm) pro v¹e
hna

i = 1; 2; : : : ; '(m)� 1, nazývá se g primitivní koøen modulo m.

Je tedy g primitivní koøen modulom, právì kdy¾ tøída obsahují
í g je generátor grupy

(Z=mZ)

�

. Podle vìty 9 pak pro libovolná nezáporná 
elá èísla i, j platí g

i

� g

j

(modm)

právì kdy¾ i � j (mod'(m)).

Vìta 14. Buï R koneèné tìleso. Pak R

�

je 
ykli
ká grupa.

Dùkaz. Viz [R℄, str. 90.

Vìta 15. Ne
h» p je li
hé prvoèíslo a n 2 N. Pak existuje primitivní prvek modulo

p

n

.

Dùkaz. Podle vìty 14 existuje primitivní koøen g

1

modulo p. Uká¾eme, ¾e také

existuje primitivní koøen g modulo p, splòují
í g

p�1

� 1 + p (modp

2

). Zmínìné g

hledáme ve tvaru g = g

1

+ xp. Jistì je g primitivní koøen modulo p a platí

g

p�1

= (g

1

+ xp)

p�1

� g

p�1

1

+ (p� 1)xpg

p�2

1

� g

p�1

1

� xpg

p�2

1

(mod p

2

):

Proto¾e g

p�1

1

� 1 (modp), je 
 =

1

p

(g

p�1

1

�1) 2 Z, tj. g

p�1

� 1+p(
�xg

p�2

1

) (modp

2

).

Hledáme x 2 Z s vlastností 
� xg

p�2

1

� 1 (modp), tj. xg

p�2

1

� 
 � 1 (modp) a takové

x existuje podle vìty 4.

Doká¾eme induk
í vzhledem k n � 2, ¾e toto g je primitivní koøen modulo p

n

a ¾e

platí g

(p�1)p

n�2

� 1+p

n�1

(modp

n

). Pro n = 2 jsme hotovi. Pøedpokládejme, ¾e n > 2
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a ¾e dokazované tvrzení platí pro n�1. Oznaème k øád prvku g v (Z=p

n

Z)

�

. Pak platí

g

k

� 1 (modp

n

), tedy i g

k

� 1 (modp

n�1

), odkud (p � 1)p

n�2

= '(p

n�1

)jk. Naopak

kj'(p

n

) = (p�1)p

n�1

. V jedné z pøed
hozí
h rela
í tedy nastává rovnost. Z indukèního

pøedpokladu víme, ¾e

g

(p�1)p

n�3

� 1 + p

n�2

(modp

n�1

);

odkud

g

(p�1)p

n�2

� (1 + p

n�2

)

p

(modp

n

):

Skuteènì, platí-li a � b (modp

n�1

) pro nìjaká a; b 2 Z, pak

a

p

� b

p

= (a� b)(a

p�1

+ a

p�2

b+ � � �+ b

p�1

)

je dìlitelné p

n

, nebo» první závorka je dìlitelná p

n�1

a druhá p, proto¾e z a � b (mod p)

plyne

a

p�1

+ a

p�2

b+ � � �+ b

p�1

� pa

p�1

� 0 (mod p):

Proto platí

g

(p�1)p

n�2

� (1 + p

n�2

)

p

� (1 + p

n�1

) (modp

n

)

a odtud k 6= '(p

n�1

). Je tedy k = '(p

n

) a g je primitivní koøen modulo p

n

.

Vìta 16. (Wilsonova vìta) Ne
h» n 2 N, n > 1. Pak n je prvoèíslo právì kdy¾

platí (n� 1)! � �1 (modn).

Dùkaz. Je-li n slo¾ené nebo n = 2, je tvrzení zøejmé. Ne
h» je tedy n li
hé prvoèíslo

a oznaème g primitivní koøen modulo n. Pak platí g

1

2

(n�1)

� �1 (modn), nebo»

njg

(n�1)

� 1 = (g

1

2

(n�1)

� 1)(g

1

2

(n�1)

+ 1) a n - (g

1

2

(n�1)

� 1). Odtud plyne

(n� 1)! �

n�2

Y

i=0

g

i

= g

1

2

(n�1)(n�2)

� (�1)

n�2

= �1 (modn):

5. Rozklad pøirozeného èísla na souèin prvoèísel

Pøistupme nyní k základnímu problému 
elé na¹í pøedná¹ky, toti¾ k rozkládání pøi-

rozeného èísla na prvoèinitele. Celý problém mù¾eme rozdìlit na tøi úkoly:

1. Je-li dáno pøirozené èíslo N , ry
hle rozhodnout, zda N splòuje nìjakou podmínku,

která je splnìna ka¾dým prvoèíslem, a tedy rozhodnout, zda je to urèitì èíslo slo¾ené

anebo zda je to asi prvoèíslo (tzv. test na slo¾enost).

2. Víme-li, ¾e N je asi prvoèíslo, dokázat, ¾e N skuteènì prvoèíslem je, nebo to vyvrátit.

(tzv. test na prvoèíselnost).

3. Víme-li, ¾e je N slo¾ené, nalézt netriviálního dìlitele d èísla N .

Celé rozkládání je pak rekurzivní pro
es: máme-li dìlitele d èísla N , který splòuje

1 < d < N , opakujeme 
elý postup pro èísla d a

N

d

.

Ne¾ pøejdeme k ra�novanìj¹ím metodám, je vhodné se zastavit u naivní metody, ve

které zkou¹íme dìlit N postupnì v¹emi prvoèísly 2, 3, 5, 7, 11, : : : a¾ do jisté hrani
e.

Pokud jsme s
hopni to provést pro v¹e
hna prvoèísla nepøevy¹ují
í

p

N , provedeme tím

v¹e
hny tøi úkoly souèasnì. Av¹ak i v pøípadì, kdy N je natolik velké, ¾e dìlení N v¹emi
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prvoèísly nepøevy¹ují
ími

p

N by bylo pøíli¹ zdlouhavé, bývá výhodné zkou¹et dìlit N

v¹emi prvoèísly a¾ do jisté hrani
e, aby
hom se zbavili malý
h faktorù (uvìdomte si, ¾e

èím je prvoèíslo men¹í, tím vìt¹í je pravdìpodobnost, ¾e dìlí náhodnì zvolené pøirozené

èíslo). Budeme pøedpokládat, ¾e máme ulo¾enu tabulku prvoèísel p[1℄ = 2, p[2℄ = 3,

p[3℄ = 5, p[4℄ = 7; : : : ; p[k℄. Po vyèerpání této tabulky budeme pokraèovat v dìlení

N èísly z jistý
h zbytkový
h tøíd (napø. èísly dávají
ími zbytek 1 nebo 5 po dìlení 6,

resp. èísly dávají
ími zbytek 1, 7, 11, 13, 17, 19, 23 nebo 29 po dìlení 30 apod.). Tím

si
e nìkterá dìlení provedeme zbyteènì, ale výsledek bude stále správný (testovat, zda

èíslo, kterým hodláme dìlit, je prvoèíslo, po
hopitelnì nemá smysl).

Algoritmus (Pokusné dìlení). Ne
h» je dána tabulka prvoèísel p[1℄ = 2, p[2℄ = 3,

p[3℄ = 5, p[4℄ = 7; : : : ; p[k℄ (kde k > 3), vektor t = [6; 4; 2; 4; 2; 4; 6; 2℄, a èíslo j takové,

¾e j = 0 (resp. 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) právì tehdy, kdy¾ p[k℄ po dìlení 30 dává zbytek 1 (resp.

7, 11, 13, 17, 19, 23, 29). Koneènì, mìjme zvolenu horní hrani
i B � p[k℄ (v podstatì

proto, aby
hom algoritmem neztratili pøíli¹ mnoho èasu).

Pro dané pøirozené èíslo N algoritmus hledá úplný rozklad N a jestli¾e se mu to nepo-

daøí, v nalezeném rozkladu nejvìt¹í èinitel mù¾e být dìlitelný pouze prvoèísly vìt¹ími

ne¾ B a v¹i
hni ostatní èinitelé jsou prvoèísla.

1. [Ini
ializa
e℄ Je-li N � 5, pak vytiskni odpovídají
í rozklad N a skonèi. Jinak polo¾

i �1, m 0, l [

p

N ℄.

2. [Dal¹í prvoèíslo℄ Polo¾ m  m + 1. Je-li m > k, polo¾ i  j � 1 a jdi na 5, jinak

polo¾ d p[m℄.

3. [Zkus dìlit℄ Polo¾ r  N mod d. Je-li r = 0, vytiskni d jako èinitele v hledaném

rozkladu a polo¾ N  

N

d

, l [

p

N ℄ a opakuj krok 3.

4. [Prvoèíslo?℄ Je-li d � l, vytiskni N jako posledního èinitele a zprávu, ¾e rozklad je

úplný a skonèi. Jinak, je-li i < 0, jdi na 2.

5. [Dal¹í dìlitel℄ Polo¾ i  (i + 1)mod8, d  d + t[i℄. Je-li d > B, vytiskni N jako

posledního èinitele a zprávu, ¾e poslední èinitel v rozkladu nemusí být prvoèíselný,

av¹ak mù¾e být dìlitelný jen prvoèísly vìt¹ími ne¾ B a skonèi. Jinak jdi na 3.

Poznámky k algoritmu. V prùbìhu výpoètu je i = �1, dokud pou¾íváme na¹i

tabulku prvoèísel, pak u¾ je stále i � 0.

Dùkaz algoritmu neuvádíme pro jeho jednodu
host.

Tento algoritmus by nemìl být pou¾íván pro úplný rozklad N , pokud N není malé

(øeknìme N < 10

8

), proto¾e pro vìt¹í N existují lep¹í metody. Na druhé stranì je

u¾iteèný pro odstranìní malý
h faktorù.

Vhodnou tabulkou prvoèísel by mohla být tabulka prvoèísel men¹í
h ne¾ 500 000,

máme-li na ni dost místa v pamìti (je to 41 538 prvoèísel). Vhodnìj¹í ne¾ ulo¾ení vlast-

ní
h prvoèísel je ulo¾ení diferen
í mezi nimi nebo dokon
e poloviny diferen
í (diferen
i

p[k℄ � p[k � 1℄ mù¾eme ulo¾it do jednoho bytu pro p[k℄ � 1 872 851 947, její polovinu

dokon
e pro p[k℄ � 1 999 066 711 391).

Obsahuje-li na¹e tabulka prvoèísla aspoò do 500 000, je asi lep¹í po vyèerpání tabulky

v dìlení nepokraèovat, ale u¾ít jinou metodu.

Není nutné poèítat [

p

N ℄, staèí test v kroku 4 nahradit testem zda d � q, kde q je

podíl po dìlení èísla N èíslem d se zbytkem, který byl získán jako vedlej¹í produkt pøi

dìlení v kroku 3.
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6. Testy na slo¾enost

Musíme si zvolit nìjakou podmínku, které vyhovuje ka¾dé prvoèíslo a které slo¾ená

èísla vìt¹inou nevyhovují, pøièem¾ je tøeba, aby bylo mo¾né podmínku pro dané pøiro-

zené èíslo ry
hle ovìøit.

Na první pohled se zdá být vhodnou podmínkou Wilsonova vìta, která dává dokon
e

nutnou a dostateènou podmínku prvoèíselnosti a byla by tedy nejen testem na slo¾enost,

ale také testem na prvoèíselnost. Av¹ak nikdo neví, jak spoèítat pro velká N dostateènì

ry
hle èíslo (N � 1)! modN .

Výhodnìj¹í podmínku dává Fermatova vìta, nebo» je mo¾né ry
hle poèítat mo
niny

prvkù v libovolné grupì.

Pøedpokládejme, ¾e je dána grupa (G; �) s neutrálním prvkem 1 a ¾e umíme prvky

této grupy u
hovávat v pamìti a také s nimi poèítat (násobit a poèítat inverzní prvky).

Algoritmus (Binární umo
òování zprava doleva). Pro dané g 2 G a dané


elé èíslo n algoritmus poèítá g

n

v grupì (G; �).

1. [Ini
ializa
e℄ Polo¾ y  1. Je-li n = 0, pak vytiskni y a skonèi. Je-li n < 0, polo¾

N  �n, z  g

�1

. Jinak polo¾ N  n, z  g.

2. [Násob?℄ Je-li N li
hé, polo¾ y  z � y.

3. [Polovièní N ℄ Polo¾ N  [

N

2

℄. Je-li N = 0, vytiskni y a skonèi. Jinak polo¾ z  z � z

a jdi na 2.

Dùkaz správnosti algoritmu. V¾dy pøed zapoèetím kroku 2 platí y � z

N

= g

n

.

Jistì to platilo pøi prvním vstupu na krok 2; oznaèíme-li N

0

, y

0

a z

0

nové hodnoty

promìnný
h N , y a z po provedení krokù 2 a 3, platí

a) pro N sudé: y

0

= y, N

0

=

N

2

, z

0

= z

2

, tedy y

0

� (z

0

)

N

0

= y � z

2

N

2

= y � z

N

;

b) pro N li
hé: y

0

= y � z, N

0

=

N�1

2

, z

0

= z

2

, tedy y

0

� (z

0

)

N

0

= y � z � z

2

N�1

2

= y � z

N

.

Je zøejmé, ¾e pøi skonèení algoritmu je tato hodnota v y.

Odhad èasové nároènosti algoritmu. Je jasné, ¾e grupové násobení se provádí

a + b � 1 krát, kde a je poèet 
ifer ve dvojkovém zápise èísla n a b je poèet jednièek

v tomto zápise. Jistì platí a+ b� 1 � 2[log

2

jnj℄ + 1. Napøíklad, je-li G = (Z=mZ)

�

, je

jedno násobení èasové nároènosti O(ln

2

m), proto 
elý algoritmus je èasové nároènosti

O(ln

2

m ln jnj).

V pøed
hozím algoritmu jsme pro
házeli 
ifry dvojkového zápisu èísla n zprava doleva.

Z
ela analogi
ky mù¾eme tyto 
ifry pro
házet ov¹em zleva doprava. Musíme v¹ak znát

polohu

"

nejlevìj¹í\ jednièky v tomto zápise, tj. znát e 2 Z s vlastností 2

e

� jnj < 2

e+1

.

Algoritmus (Binární umo
òování zleva doprava). Pro dané g 2 G a dané


elé èíslo n algoritmus poèítá g

n

v grupì (G; �). Je-li n 6= 0, pøedpokládáme, ¾e je dáno

e 2 Z s vlastností 2

e

� jnj < 2

e+1

.

1. [Ini
ializa
e℄ Je-li n = 0, pak vytiskni 1 a skonèi. Je-li n < 0, polo¾ N  �n,

z  g

�1

. Jinak polo¾ N  n, z  g. Koneènì (tj. v obou pøípade
h) polo¾ y  z,

E  2

e

, N  N � E.

2. [Kone
?℄ Je-li E = 1, vytiskni y a skonèi. Jinak polo¾ E  

E

2

.

3. [Násob℄ Polo¾ y  y � y. Je-li N � E, polo¾ N  N � E, y  y � z. Jdi na 2.

Dùkaz správnosti algoritmu. V¾dy pøed zapoèetím kroku 2 platí y

E

� z

N

= g

n

.

Jistì to platilo pøi prvním vstupu na krok 2, kdy y

E

� z

N

= z

2

e

� z

N�2

e

= z

N

= g

n

.
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Oznaème E

0

, N

0

a y

0

nové hodnoty promìnný
h E, N a y po provedení krokù 2 a 3,

platí

a) pro N < E

0

: E

0

=

E

2

, y

0

= y

2

, N

0

= N , tedy (y

0

)

E

0

� z

N

0

= (y

2

)

E

2

� z

N

= y

E

� z

N

;

b) pro N � E

0

: E

0

=

E

2

, y

0

= y

2

�z, N

0

= N�E

0

, tedy (y

0

)

E

0

�z

N

0

= (y

2

�z)

E

2

�z

N�

E

2

=

y

E

� z

N

.

V prùbìhu 
elého výpoètu platí N � 0 a v¾dy pøed provedením kroku 2 je N < E.

Proto pøi skonèení algoritmu pøi E = 1 nutnì platí N = 0 a tedy g

n

= y. Je jasné, ¾e

kroky 2 a 3 se provedou právì e krát a tedy algoritmus se jistì zastaví.

Nevýhody oproti pøed
hozímu algoritmu: je tøeba pøed zaèátkem spoèítat e, to

v¹ak (je-li základ na¹í pozièní soustavy pro u
hovávání

"

velký
h\ èísel mo
nina 2) je

velmi ry
hlé. Patrnì toti¾ budeme znát pozi
i nejvy¹¹í nenulové 
ifry v na¹í pozièní

soustavì a pak urèení e zabere èas ohranièený konstantou. Zdánlivou nevýhodou je i

u
hovávání velkého èísla E a výpoèet rozdílu N � E. Av¹ak pøi implementa
i budeme

u
hovávat e a test N � E i výpoèet N �E provedeme manipula
í s bitem obsahují
ím

e-tou dvojkovou 
ifru èísla N (zde je podstatné, aby skuteènì byl základ na¹í pozièní

soustavy mo
nina 2).

Výhoda je to, ¾e jedno ze dvou násobení, které se provádí v kroku 3, je v¾dy promìn-

nou z, ve které je v prùbìhu 
elého výpoètu g (nebo g

�1

je-li n < 0). Je-li tedy napøíklad

G = (Z=mZ)

�

, v pøípadì, ¾e g = a+mZ pro jaj men¹í ne¾ je základ na¹í pozièní sou-

stavy, je násobení g pouze lineárního èasu a ne kvadrati
kého, jak je tomu u obe
ného

násobení v grupì G. Pak se tedy v kroku 3 provede jedno násobení øádu O(ln

2

m) a nej-

vý¹e jedno øádu O(lnm). Celý algoritmus je si
e stále èasové nároènosti O(ln

2

m ln jnj),

ale s men¹í O-konstantou.

Nyní, kdy¾ vidíme, ¾e umo
òování v okruhu zbytkový
h tøíd mù¾eme opravdu pro-

vádìt ry
hle, si rozmysleme, jak u¾ít Fermatovu vìtu pro test na slo¾enost. Máme tedy

dáno pøirozené èíslo N , o kterém 
h
eme vìdìt, zda je to èíslo slo¾ené. Budeme to vìdìt

jistì, nalezneme-li 
elé èíslo a, 1 � a < N , pro které platí a

N�1

6� 1 (modN). Takové a

se nazývá svìdek slo¾enosti èísla N . Pokud v¹ak pro takové a platí a

N�1

� 1 (modN),

nemù¾eme z toho usoudit ni
. Celý algoritmus tedy bude vypadat takto: budeme

náhodnì volit a 2 Z, 1 � a < N , a poèítat a

N�1

modN . Pokud pro nìkteré a

bude splnìno a

N�1

6� 1 (modN), jsme hotovi a víme, ¾e N je opravdu slo¾ené èíslo

(zmínìné a si mù¾eme zapamatovat pro pøípad, ¾e by
hom 
htìli pøesvìdèit nìkoho

dal¹ího o slo¾enosti N). Pokud pro v¹e
hna a budeme dostávat a

N�1

� 1 (modN), po

jistém poètu pokusù algoritmus ukonèíme a usoudíme, ¾e patrnì je N prvoèíslo. Jestli

je v¹ak opravdu N prvoèíslo takto zjistit nemù¾eme.

Nevýhodou popsaného algoritmu je, ¾e témìø jistì neodhalí jistý typ slo¾ený
h èísel,

nazývaný
h Carmi
haelova èísla.

De�ni
e. Slo¾ené èíslo N se nazývá Carmi
haelovo èíslo, jestli¾e pro v¹e
hna 
elá

èísla a, která jsou nesoudìlná s N , platí a

N�1

� 1 (modN).

Carmi
haelovo èíslo by ná¹ algoritmus oznaèil za slo¾ené pouze tehdy, kdyby za a

zvolil èíslo soudìlné s N , 
o¾ je v¹ak velmi nepravdìpodobné. Pøitom platí následují
í

vìta, kterou zde uvádím bez dùkazu.

Vìta (Alford, Granville, Pomeran
e). Existuje nekoneènì mnoho Carmi
haelo-

vý
h èísel.
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Pøíklad. N = 561 = 3 � 11 � 17 je Carmi
haelovo èíslo.

Dùkaz. Pro libovolné 
elé èíslo a nesoudìlné s 561 z Fermatovy vìty dostáváme

a

2

� 1 (mod3), a

10

� 1 (mod11) a a

16

� 1 (mod17). Proto¾e 2, 10 i 16 jsou dìlitelé

èísla 560, je 561 Carmi
haelovo èíslo.

Výhodnìj¹í ne¾ testovat Fermatovu vìtu je proto testování následují
ího zesílení Fer-

matovy vìty.

Vìta. Pro libovolné li
hé prvoèíslo p a libovolné 
elé èíslo a nedìlitelné p platí

a

p�1

2

� �1 (mod p):

Dùkaz. Z Fermatovy vìty

p j (a

p�1

� 1) = (a

p�1

2

� 1) � (a

p�1

2

+ 1):

Proto¾e je p prvoèíslo, musí dìlit nìkterého z uvedený
h èinitelù.

Test zalo¾ený na výpoètu a

N�1

2

modN a kontrole, zda je výsledek 1 nebo N � 1 by

mohl vylouèit i 561, nebo»

5

280

� 5

16�17+8

� 5

8

= 25

4

� 8

4

= 16

3

� (�1)

3

= �1 (mod 17)

a zároveò

5

280

� (5

2

)

140

� 1(mod 3);

a proto 5

280

není kongruentní modulo 561 ani s 1 ani s �1.

Na druhou stranu, tento test neodhalí napøíklad N = 1729 = 7 � 13 � 19, nebo»

N�1

2

= 864 = 2

5

�3

3

je dìlitelné 6, 12 i 18 a tedy z Fermatovy vìty plyne, ¾e pro v¹e
hna


elá èísla a nesoudìlná s N platí

a

N�1

2

� 1 (modN):

Proto je tøeba podmínku, kterou budeme testovat, je¹tì ví
e zesílit. Algoritmus,

navr¾ený Millerem a Rabinem, u¾ívá následují
ího tvrzení:

Vìta. Ne
h» p je li
hé prvoèíslo. Pi¹me p � 1 = 2

t

� q, kde t je pøirozené èíslo a q

je li
hé. Pak pro ka¾dé 
elé èíslo a nedìlitelné p buï platí a

q

� 1 (modp) nebo existuje

e 2 f0; 1; : : : ; t� 1g splòují
í a

2

e

q

� �1 (modp).

Dùkaz. Z Fermatovy vìty

p j (a

p�1

� 1) = (a

q

� 1) �

t�1

Y

e=0

(a

2

e

q

+ 1):

Proto¾e je p prvoèíslo, musí dìlit nìkterého z uvedený
h èinitelù.

Test Millera a Rabina, zalo¾ený na pøed
hozí vìtì, s vysokou pravdìpodobností objeví

ka¾dé slo¾ené èíslo, nebo» platí následují
í vìta.
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Vìta. Ne
h» N > 10 je li
hé slo¾ené èíslo. Pi¹me N � 1 = 2

t

� q, kde t je pøirozené

èíslo a q je li
hé. Pak nejvý¹e ètvrtina z èísel mno¾iny fa 2 Z; 1 � a < N; (a;N) = 1g

splòuje následují
í podmínku:

a

q

� 1 (modN) nebo existuje e 2 f0; 1; : : : ; t� 1g splòují
í a

2

e

q

� �1 (modN).

Dùkaz. Pro znaènou délku prozatím dùkaz neuvádím.

Algoritmus (Miller - Rabin). Pro dané li
hé N � 3 algoritmus s vysokou

pravdìpodobností objeví, ¾e N je slo¾ené. Pokud se mu to nepodaøí, vytiskne zprávu,

¾e N je asi prvoèíslo.

1. [Ini
ializa
e℄ Polo¾ q  N � 1, t  0. Dokud je q sudé, opakuj q  

q

2

, t  t + 1.

Polo¾ 
 20.

2. [Zvol a℄ Pomo
í generátoru náhodný
h èísel zvol náhodnì a 2 Z, 1 < a < N . Pak

polo¾ e 0, b a

q

modN . Je-li b = 1, jdi na 4.

3. [Umo
òuj na druhou℄ Dokud je b 6= N � 1 a e � t � 2, opakuj b  b

2

modN ,

e  e + 1. Je-li b 6= N � 1, vytiskni zprávu, ¾e N je slo¾ené a vytiskni svìdka

slo¾enosti a. Skonèi.

4. [U¾ probìhlo 20 pokusù?℄ Polo¾ 
  
 � 1. Je-li 
 > 0, jdi na 2. Jinak vytiskni

zprávu, ¾e N je asi prvoèíslo a skonèi.

Dùkaz správnosti algoritmu. Algoritmus testuje podmínku z pøed
hozí vìty pro

20 náhodnì zvolený
h a. Pokud pro nìkteré takové a není podmínka splnìna, vytiskne

zprávu, ¾e N je slo¾ené. Pokud je splnìna podmínka pro ka¾dé takové a, vytiskne

zprávu, ¾e N je asi prvoèíslo. Podle pøed
hozí vìty je pravdìpodobnost, ¾e bude

vyti¹tìna tato zpráva, aèkoli je N slo¾ené, men¹í ne¾ 4

�20

.

Odhad èasové nároènosti. Algoritmus je øádovì stejné èasové nároènosti jako

umo
òování v nìm pou¾ité (pøedpokládáme, ¾e generování nového a je øádovì ry
hlej¹í),

proto jde o kubi
kou èasovou nároènost.

7. Testy na prvoèíselnost

V této kapitole si uvedeme tzv. N � 1 test Po
lingtona a Lehmera. Je zalo¾en na

následují
í vìtì.

Vìta. Ne
h» N je pøirozené èíslo, N > 1. Ne
h» p je prvoèíslo dìlí
í N � 1. Pøed-

pokládejme dále, ¾e existuje a

p

2 Z tak, ¾e

(�) a

N�1

p

� 1 (modN) a (a

N�1

p

p

� 1; N) = 1:

Ne
h» p

�

p

je nejvy¹¹í mo
nina p dìlí
í N � 1. Pak pro ka¾dý kladný dìlitel d èísla N

platí

d � 1 (modp

�

p

):

Dùkaz. Proto¾e ka¾dý kladný dìlitel d èísla N je souèinem prvoèíselný
h dìlitelù

èísla N , staèí vìtu dokázat pouze pro pøípad, kdy je d prvoèíslo. Podle Fermatovy
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vìty platí a

d�1

p

� 1 (mod d), nebo» (a

p

; N) = 1. Proto¾e (a

N�1

p

p

� 1; N) = 1, platí

a

N�1

p

p

6� 1 (mod d).

Oznaème

e = minfn 2 N ; a

n

p

� 1 (modd)g:

Podle vìty 9 ètvrté kapitoly platí e j d�1, e j N�1 a e -

N�1

p

. Kdyby p

�

p

- e, z e j N�1

by plynulo e j

N�1

p

, spor. Je tedy p

�

p

j e, a tedy i p

�

p

j d� 1.

Dùsledek. Ne
h» N 2 N, N > 1. Pøedpokládejme, ¾e mù¾eme psát N � 1 = F � U ,

kde (F;U) = 1 a F >

p

N , pøièem¾ známe rozklad èísla F na prvoèinitele. Pak platí

(a) jestli¾e pro ka¾dé prvoèíslo p j F mù¾eme najít a

p

2 Z splòují
í (�) z pøed
hozí

vìty, pak je N prvoèíslo;

(b) je-li N prvoèíslo, pak pro libovolné prvoèíslo p j N � 1 existuje a

p

2 Z splòují
í

(�).

Dùkaz. (a) Z pøed
hozí vìty plyne, ¾e libovolný kladný dìlitel èísla N splòuje d �

1 (modF ), tedy mezi èísly 2; 3; : : : ; F není ¾ádný dìlitel èísla N . Proto¾e F >

p

N ,

jsme hotovi.

(b) Staèí za a

p

zvolit primitivní koøen modulo N .

Nevýhodou pøed
hozí vìty je to, ¾e musíme dostateènì rozlo¾it èíslo N � 1. Jistì to

bude èíslo sudé, ale rozlo¾it na prvoèinitele èíslo

N�1

2

mù¾e být notnì obtí¾né. Pomìrnì

snadno lze ale získat v¹e
hny prvoèíselné dìlitele tohoto èísla a¾ po vhodnou hrani
i B

(napø. algoritmem pokusného dìlení). Této informa
e pak mù¾eme s výhodou vyu¾ít.

Vìta. Ne
h» N 2 N, N > 1. Pøedpokládejme, ¾e mù¾eme psát N � 1 = F � U , kde

(F;U) = 1 a známe rozklad èísla F na prvoèinitele. Dále pøedpokládejme, ¾e v¹e
hna

prvoèísla dìlí
í U jsou vìt¹í ne¾ B 2 N a ¾e platí B � F �

p

N . Pak platí: jestli¾e pro

ka¾dé prvoèíslo p j F mù¾eme najít a

p

2 Z splòují
í (�) z pøed
hozí vìty a jestli¾e naví


existuje a

U

2 Z splòují
í

a

N�1

U

� 1 (modN) a (a

F

U

� 1; N) = 1;

pak je N prvoèíslo.

Je-li naopak N prvoèíslo, pak po¾adovaná a

p

; a

U

2 Z v¾dy existují.

Dùkaz. Ne
h» d je prvoèíselný dìlitel èísla N . Z pøed
hozí vìty dostáváme d �

1 (modF ). Oznaème

e = minfn 2 N ; a

n

U

� 1 (modd)g

(takové e existuje, proto¾e (a

U

; N) = 1). Z vìty 9 ètvrté kapitoly vyplývá e j d � 1,

e j N � 1 a e - F . Kdyby (e; U) = 1, z e j N � 1 = FU by plynulo e j F . Je tedy

(e; U) > 1 a proto¾e U je dìlitelné pouze prvoèísly vìt¹ími ne¾ B, platí (e; U) > B.

Proto¾e (F;U) = 1, z d � 1 (mod e) a d � 1 (modF ) plyne d � 1 (modF � (e; U)) a

tedy d > F � (e; U) > FB �

p

N . Je tedy N prvoèíslo.

Naopak, je-li N prvoèíslo, staèí za a

U

zvolit primitivní koøen modulo N .

Pøíklad. Aplikujme dùsledek na k-té Fermatovo èíslo N = 2

2

k

+1, kde k 2 N . Platí

tedy: N je prvoèíslo právì kdy¾ existuje a 2 Z splòují
í

a

2

2

k

� 1 (modN) a (a

2

2

k

�1

� 1; N) = 1:
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Je mo¾né dokázat, ¾e je-li N prvoèíslo, platí 3

2

2

k

�1

� �1 (modN) (dùkaz vy¾aduje

hlub¹í znalosti, uvádím jej pro ty, kteøí znají kvadrati
ký zákon re
ipro
ity):

�

3

N

�

=

�

N

3

�

� (�1)

3�1

2

N�1

2

=

�

N

3

�

=

�

2

3

�

= �1:

Je zøejmé, ¾e jestli¾e naopak platí 3

2

2

k

�1

� �1 (modN), pak a = 3 splòuje stanove-

nou podmínku a tedy N je prvoèíslo.

Poznámka k implementa
i algoritmu. Vstupem je èíslo N , které ji¾ pro¹lo

testem Millera - Rabina, tedy èíslo, o kterém s vysokou pravdìpodobností platí, ¾e je

to prvoèíslo. Je tøeba to v¹ak dokázat. V první èásti algoritmu rozkládáme èíslo N � 1

na souèin F � U a to tak, ¾e podrobíme N � 1 algoritmu pokusného dìlení, ukládáme

získané dìlitele a skonèíme, a¾ platí BF �

p

N , nebo a¾ je B

"

dost velké\, aby
hom si

byli jisti zastavením v

"

rozumném\ èase (zde B, F , U znaèí toté¾, 
o v pøed
hozí vìtì).

Pak náhodnì volíme 
elá èísla a

p

v intervalu 1 < a

p

< N a poèítáme b

p

= a

N�1

p

p

modN

a 


p

= b

p

p

modN do té doby ne¾ 


p

� 1 (modN) a (b

p

� 1; N) = 1. (Pokud by snad




p

6� 1 (modN), znamenalo by to, ¾e N není prvoèíslo.) Je-li N opravdu prvoèíslo,

podmínku (b

p

� 1; N) = 1 splòuje vìt¹ina z èísel a

p

{ pøesnìji právì

p�1

p

(N � 1) èísel

z N�1 èísel 1; 2; : : : ; N�1, mù¾eme tedy oèekávat, ¾e takové a

p

brzy najdeme. Pokud

by v¹ak N bylo

"

velké\ Carmi
haelovo èíslo, algoritmus by se pravdìpodobnì nezastavil.

Poznámka k èasové nároènosti algoritmu. Je obtí¾né hovoøit o èasové nároè-

nosti { pøednì, není-li N prvoèíslo, algoritmus se nemusí zastavit. Ale i pro prvoèísla

je tì¾ké stanovit jakýkoli odhad, proto¾e zále¾í na tom, jak snadno lze rozkládat èíslo

N �1. Je také mo¾né nerozlo¾enou èást U podrobit testu Millera a Rabina a v pøípadì,

¾e test zjistí, ¾e U je asi prvoèíslo, dokázat nejprve prvoèíselnost U (a tedy pra
ovat

rekurzivnì).

Poznámka o mo¾ném zobe
nìní algoritmu. Je-li N prvoèíslo, podle vìty 12

ètvrté kapitoly existuje tìleso F

N

2

o N

2

prv
í
h. Podle vìty 14 stejné kapitoly je jeho

multiplikativní grupa 
ykli
ká øádu N

2

� 1 = (N � 1)(N + 1). Existuje tedy � 2 F

N

2

øádu N+1, tj. splòují
í �

N+1

= 1, av¹ak �

N+1

p

6= 1 pro libovolné prvoèíslo p dìlí
íN+1.

Tuto my¹lenku je mo¾no vyu¾ít pro test analogi
ký testu Po
lingtona a Lehmera, kde

v¹ak bude vystupovat faktoriza
e èísla N+1 místo N�1. Je dokon
e mo¾né informa
e,

získané z obou testù, zkombinovat.

Podobnì lze vyu¾ít tìleso F

N

3

(a tedy faktorizovat

N

3

�1

N�1

= N

2

+ N + 1), tìleso

F

N

4

(a faktorizovat

N

4

�1

N

2

�1

= N

2

+ 1) nebo tìleso F

N

6

(a faktorizovat

N

6

�1

(N

3

�1)(N+1)

=

N

2

� N + 1) a podobnì. V¾dy nám v¹ak u¾ vy
házejí èísla podstatnì vìt¹í ne¾ N a

tedy pravdìpodobnì obtí¾nì rozlo¾itelná.

8. Nìkteré nezbytnosti z algebrai
ké geometrie

V 
elé kapitole pøedpokládáme, ¾e K je tìleso.

De�ni
e. n-rozmìrným a�nním prostorem nad K rozumíme kartézskou mo
ninu

K

n

. Budeme jej znaèit A

n

(K), tj.

A

n

(K) = f(x

1

; : : : ; x

n

); x

1

; : : : ; x

n

2 Kg:
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De�ni
e. n-rozmìrným projektivním prostorem nad K rozumíme rozklad na mno¾inì

K

n+1

�f(0; : : : ; 0)g pøíslu¹ný ekvivalen
i � de�nované takto: pro libovolné (n+1)-ti
e

(x

1

; : : : ; x

n+1

), (y

1

; : : : ; y

n+1

) 2 K

n+1

polo¾íme (x

1

; : : : ; x

n+1

) � (y

1

; : : : ; y

n+1

) právì

tehdy, kdy¾ existuje � 2 K

�

, které pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; n + 1g splòuje podmínku

x

i

= �y

i

. Tento n-rozmìrný projektivní prostor nad K budeme znaèit P

n

(K), tøídu

rozkladu (tj. bod projektivního prostoru) obsahují
í (n + 1)-ti
i (x

1

; : : : ; x

n+1

) budeme

znaèit [x

1

; : : : ; x

n+1

℄.

Poznámka. Ne
h» x

1

; : : : ; x

n+1

2 K, pøièem¾ alespoò jedno z ni
h je rùzné od nuly.

Jestli¾e x

n+1

6= 0, pak platí [x

1

; : : : ; x

n+1

℄ = [

x

1

x

n+1

; : : : ;

x

n

x

n+1

; 1℄, èím¾ je pevnì dán bod

(

x

1

x

n+1

; : : : ;

x

n

x

n+1

) 2 A

n

(K). Jestli¾e naopak x

n+1

= 0, urèuje [x

1

; : : : ; x

n+1

℄ jednoznaènì

bod [x

1

; : : : ; x

n

℄ 2 P

n�1

(K). Mù¾eme tedy n-rozmìrný projektivní prostor

"

rozdìlit\

na n-rozmìrný a�nní prostor a na

"

èást nevlastní
h bodù\, kterou je (n� 1)-rozmìrný

projektivní prostor. Toto rozdìlení není kanoni
ké { lze to provést mnoha zpùsoby.

Poznámka. Máme-li homogenní polynom F (t

1

; : : : ; t

n+1

) 2 K[t

1

; : : : ; t

n+1

℄ o n+ 1

promìnný
h nad K stupnì k a bod [x

1

; : : : ; x

n+1

℄ 2 P

n

(K), má smysl se ptát, zda

F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0. Je-li toti¾ [x

1

; : : : ; x

n+1

℄ = [y

1

; : : : ; y

n+1

℄, pak existuje � 2

K

�

, které pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; n + 1g splòuje podmínku x

i

= �y

i

. Pak ov¹em

F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = F (�y

1

; : : : ; �y

n+1

) = �

k

�F (y

1

; : : : ; y

n+1

) a tedy F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0

právì kdy¾ F (y

1

; : : : ; y

n+1

) = 0.

De�ni
e. Ne
h» F (t

1

; : : : ; t

n+1

) 2 K[t

1

; : : : ; t

n+1

℄ je homogenní polynom stupnì k.

Mno¾ina

C = f[x

1

; : : : ; x

n+1

℄ 2 P

n

(K); F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0g

se nazývá nadplo
ha stupnì k v P

n

(K). Je-li n = 2, hovoøíme také o køiv
e stupnì k

v P

2

(K).

Poznámka. Par
iální deriva
í homogenního mnohoèlenu je opìt homogenní mno-

hoèlen. Má proto smysl následují
í de�ni
e.

De�ni
e. Ne
h» F (t

1

; : : : ; t

n+1

) 2 K[t

1

; : : : ; t

n+1

℄ je homogenní polynom stupnì k a

C = f[x

1

; : : : ; x

n+1

℄ 2 P

n

(K); F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0g

pøíslu¹ná nadplo
ha. Bod [x

1

; : : : ; x

n+1

℄ 2 C se nazývá singulární, jestli¾e pro ka¾dé

i 2 f1; : : : ; n+ 1g platí

�F

�x

i

(x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0:

Nadplo
ha C se nazývá singulární, existuje-li alespoò jeden její singulární bod.

Pøíklad. Uva¾me reálnou projektivní rovinu P

2

(R). Aby
hom se vyhnuli indexùm,

budeme psát x; y; z místo t

1

; t

2

; t

3

. Kubi
ký mnohoèlen F

1

(x; y; z) = x

3

+ x

2

z � y

2

z

nám de�nuje kubi
kou køivku C

1

(tj. køivku stupnì 3)

C

1

= f[x; y; z℄ 2 P

2

(R); F

1

(x; y; z) = 0g:

Jistì [0; 0; 1℄ 2 C

1

. Tento bod je singulární, nebo»

�F

1

�x

= 3x

2

+ 2xz;

�F

1

�y

= �2yz;

�F

1

�z

= x

2

� y

2

:
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Je tedy C

1

singulární køivka. Uva¾me nyní mnohoèlen F

2

(x; y; z) = x

3

+ xz

2

� y

2

z a

pøíslu¹nou kubi
kou køivku

C

2

= f[x; y; z℄ 2 P

2

(R); F

2

(x; y; z) = 0g:

Hledejme singulární body na C

2

. Platí

�F

2

�x

= 3x

2

+ z

2

;

�F

2

�y

= �2yz;

�F

2

�z

= 2xz � y

2

:

Z

�F

2

�x

= 0 plyne x = 0 a z = 0, pak ale z

�F

2

�z

= 0 plyne i y = 0. Singulární bod na C

2

tedy neexistuje a proto C

2

není singulární køivka.

De�ni
e. Elipti
ká køivka nad K je uspoøádaná dvoji
e (E ; O), kde E je nesingulární

kubi
ká køivka v P

2

(K) a O 2 E.

Poznámka. Je mo¾né zavést pojem bira
ionální ekvivalen
e dvou køivek, spoèívají
í

v tom, ¾e existují transforma
e prostoru pøevádìjí
í jednu køivku na druhou a obrá
enì,

pøièem¾ tyto transforma
e jsou

"

pìkné\ v tom smyslu, ¾e transformaèní rovni
e jsou

dány homogenními polynomy tého¾ stupnì nad K. Pre
izní zavedení tohoto pojmu

je v¹ak èasovì nároèné a proto od nìj upou¹tím. Tento pojem je zde zapotøebí pouze

proto, aby
hom si ukázali, ¾e vlastnì neztrá
íme ni
 na obe
nosti, omezíme-li se na

elipti
ké køivky spe
iálního tvaru. Nebudeme tedy ani dokazovat následují
í vìtu.

Vìta. Libovolná elipti
ká køivka nad K je bira
ionálnì ekvivalentní s nìjakou elipti
-

kou køivkou (E ; O) následují
ího tvaru (pøièem¾ transforma
e pøevádìjí vyznaèený bod

jedné køivky na vyznaèený bod druhé køivky)

E = f[x; y; z℄ 2 P

2

(K); F (x; y; z) = 0g;

kde

F (x; y; z) = y

2

z + a

1

xyz + a

2

yz

2

� x

3

� a

3

x

2

z � a

4

xz

2

� a

5

z

3

;

a

1

; : : : ; a

5

2 K a O = [0; 1; 0℄.

Poznámka. Ka¾dá elipti
ká køivka ve vý¹e uvedeném tvaru má jeden nevlastní bod

(toti¾ O) a v a�nní èásti je dána rovni
í

y

2

+ a

1

xy + a

2

y = x

3

+ a

3

x

2

+ a

4

x+ a

5

:

Tato rovni
e se nazývá Weierstrassova rovni
e.

Omezení. V dal¹ím textu budeme pøedpokládat, ¾e 
harakteristika tìlesa K není

ani 2 ani 3, tj. ¾e 2 i 3 jsou invertibilní prvky v K. Dùvodem je to, ¾e pro na¹e úèely

elipti
ké køivky nad tìlesy 
harakteristiky 2 a 3 nejsou zapotøebí a ¾e tento pøedpoklad

dále zjednodu¹uje Weierstrassovu rovni
i. Mù¾eme pak toti¾ pøedpokládat, ¾e a

1

=

a

2

= a

3

= 0 a tedy Weierstrassova rovni
e je tvaru y

2

= x

3

+ a

4

x+ a

5

.
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9. Aritmetika elipti
ký
h køivek

V 
elé kapitole pøedpokládáme, ¾e K je tìleso 
harakteristiky rùzné od 2 a 3 a ¾e je

dána elipti
ká køivka (E ; O), kde O = [0; 1; 0℄ a E je dána Weierstrassovou rovni
í

y

2

= x

3

+ ax+ b;

kde a; b 2 K. Jak plyne z následují
í vìty, dùsledkem na¹i
h pøedpokladù je, ¾e

4a

3

+ 27b

2

6= 0.

Vìta. Rovni
e y

2

= x

3

+ ax+ b je Weierstrassovou rovni
í nìjaké elipti
ké køivky,

právì kdy¾ platí 4a

3

+ 27b

2

6= 0.

Dùkaz. Polo¾me F (x; y; z) = y

2

z � x

3

� axz

2

� bz

3

. Platí

�F

�x

= �3x

2

� az

2

;

�F

�y

= 2yz;

�F

�z

= y

2

� 2axz � 3bz

2

:

Pøedpokládejme, ¾e [x; y; z℄ je singulární bod. Pak z = 0 implikuje x = y = 0, spor.

Je tedy z 6= 0. Proto y = 0 a pro 
 =

x

z

platí 3


2

= �a, 2a
 = �3b. Jestli¾e a = 0,

pak také b = 0. Naopak pro a = b = 0 je bod [0; 0; 1℄ singulární. Zabývejme se dále

pøípadem a 6= 0. Platí 
 = �

3b

2a

, 


2

= �

a

3

=

9b

2

4a

2

, tj. 4a

3

+ 27b

2

= 0. Zbývá ovìøit, ¾e

[
; 0; 1℄ vyhovuje rovni
i, 
o¾ je snadné:




3

+ a
 + b =

�

�

3b

2a

��

�

a

3

�

+ a

�

�

3b

2a

�

+ b =

b

2

�

3b

2

+ b = 0:

Poznámka. Na¹ím 
ílem je de�novat na E grupovou opera
i +. Je tøeba tedy najít

nìjaký pøedpis, jak dvìma bodùm z E pøiøadit tøetí. Máme-li dány dva rùzné body z E ,

mù¾eme jimi vést pøímku. Dosazením rovni
e této pøímky do Weierstrassovy rovni
e

získáme kubi
kou rovni
i, její¾ dva koøeny známe. Existuje proto tøetí koøen, který

lze snadno spoèítat. Tento tøetí koøen odpovídá tøetímu prùseèíku pøímky s elipti
kou

køivkou (který mù¾e popøípadì i splynout s nìkterým z daný
h bodù).

Podobnì mù¾eme postupovat i v pøípadì, kdy vezmeme dvakrát tý¾ bod z E : sestro-

jíme v tomto bodì teènu k E . Proto¾e K nemusí být tìleso reálný
h èísel, je mo¾ná

vhodné upøesnit, 
o rozumíme touto teènou: je to taková pøímka, ¾e po dosazení její

rovni
e do rovni
e elipti
ké køivky dostaneme kubi
kou rovni
i, ve které bod dotyku

odpovídá koøenu alespoò dvojnásobnému. Zbylý koøen pak odpovídá dal¹ímu prùseèíku

pøímky s elipti
kou køivkou (který by opìt mohl splynout s daným bodem).

V obou pøípade
h nám dvoji
e bodù z E urèila dal¹í bod z E . Tato binární opera
e

by nám v¹ak nevytvoøila z E grupu (je zøejmé, ¾e tato opera
e obe
nì nemá neutrální

prvek).

Opera
i + na E de�nujeme takto: pro libovolné body A; B 2 E oznaème C bod z E

jimi urèený. Souètem A+B pak nazveme bod z E urèený body C a O.

Pøíklad. Nevlastní pøímka z = 0 má s E trojnásobný bod dotyku O: dosazením

z = 0 do rovni
e y

2

z = x

3

+axz

2

+ bz

3

dostaneme rovni
i x

3

= 0, která má trojnásobný

koøen x = 0. Proto pro A = B = O je i C = O a tedy i A+B = O. Je tedy O+O = O.
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Uva¾me pøípad A = O, B 6= O. Pak B = [�; �; 1℄ pro vhodné �; � 2 K. Pøímka

urèená body O, B má rovni
i x = �z (nevlastním bodem této pøímky je O, vlastní body

jsou [�; y; 1℄ pro v¹e
hna y 2 K). Je zøejmé, ¾e C = [�;��; 1℄ a ¾e tøetí bod na pøím
e

urèené C a O je B. Ovìøili jsme tedy, ¾e platí O + B = B.

Je zøejmé, ¾e opera
e + je komutativní. Víme tedy, ¾e (E ;+) je komutativní grupoid

s neutrálním prvkemO a ¾e pro ka¾dý bod A 2 E existuje bod B 2 E splòují
í A+B = O

(je-li A = O, vezmeme B = O; je-li A = [�; �; 1℄, vezmeme B = [�;��; 1℄).

Poznámka. K dùkazu tvrzení, ¾e (E ;+) je komutativní grupa, je tøeba dokázat, ¾e

+ je aso
iativní opera
e. To ale není snadné a omezíme se pouze na konstatování tohoto

faktu bez dùkazu.

Vìta. Na elipti
ké køiv
e (E ; O) nad K de�nujeme opera
i + takto:

1. Pro libovolné A 2 E klademe A+ O = O +A = A.

2. Pro libovolné A = [�; �; 1℄ 2 E je také B = [�;��; 1℄ 2 E a klademe A + B = O.

(Tento bod B pak oznaèujeme �A.)

3. Pro libovolné A = [�; �; 1℄ 2 E, B = [
; Æ; 1℄ 2 E takové, ¾e B 6= �A, polo¾me

k =

(

��Æ

��


je-li A 6= B,

3�

2

+a

2�

je-li A = B,

� = k

2

� �� 
;

� = �� + k(�� �);

pak platí [�; �; 1℄ 2 E a klademe A+B = [�; �; 1℄ 2 E.

Pak (E ;+) je komutativní grupa.

Poznámka. Dùkaz toho, ¾e + je aso
iativní opera
e, je mimo mo¾nosti na¹í pøed-

ná¹ky. Doporuèuji si ale samostatnì ovìøit, ¾e vzor
e uvedené ve vìtì odpovídají vý¹e

uvedené geometri
ké konstruk
i.

Elipti
ké køivky tvoøí komutativní grupu i nad tìlesy 
harakteristiky 2 a 3. Je v¹ak

tøeba uva¾ovat obe
nìj¹í tvar Weierstrassovy rovni
e a proto i vzor
e popisují
í sèítání

bodù jsou komplikovanìj¹í.

Následují
í vìty budeme potøebovat v dal¹ím textu. Jde o velmi hluboká tvrzení,

které mohu uvádìt jen bez dùkazu.

Vìta (Hasse). 1. Ne
h» p je prvoèíslo a (E ; O) je elipti
ká køivka nad F

p

. Pak

jEj = p+ 1� a

p

, kde 
elé èíslo a

p

splòuje ja

p

j < 2

p

p.

2. Oznaème �

p

2 C koøen rovni
e x

2

� a

p

x + p = 0. Pro libovolné n 2 N ne
h»

(E

n

; O) je elipti
ká køivka nad F

p

n

urèená stejnou Weierstrassovou rovni
í jako (E ; O)

(to má smysl, nebo» F

p

� F

p

n

). Pak platí jE

n

j = p

n

+1� 2Re�

n

p

, kde Re znaèí reálnou

èást komplexního èísla.

Vìta. Ne
h» (E ; O) je elipti
ká køivka nad koneèným tìlesem F

q

, kde q je mo
nina

prvoèísla. Pak (E ;+) je 
ykli
ká grupa nebo souèin dvou 
ykli
ký
h grup. Naví
, ve

druhém pøípadì, je-li (E ;+) izomorfní se souèinem 
ykli
ký
h grup o d

1

a d

2

prv
í
h,

pøièem¾ d

1

j d

2

, pak platí d

1

j q � 1.
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Vìta (Mordell). Ne
h» (E ; O) je elipti
ká køivka nad Q . Pak (E ; O) je koneènì ge-

nerovaná grupa. Jinými slovy: oznaème (E

0

;+) podgrupu prvkù koneèného øádu v grupì

(E ;+) (tzv. torzní podgrupa); pak existuje (jednoznaènì urèené) nezáporné 
elé èíslo r

tak, ¾e (E ;+) je izomorfní se souèinem

(E

0

;+)� (Z;+)

r

:

Vìta (Mazur). Ne
h» (E ; O) je elipti
ká køivka nad Q . Pak její torzní podgrupa

je izomorfní s nìkterou z následují
í
h 15 grup:

(Z=mZ;+) pro 1 � m � 10 nebo m = 12

(Z=2Z;+)� (Z=2mZ;+) pro 1 � m � 4

(a ka¾dá z uvedený
h grup je torzní grupa nìkteré elipti
ké køivky nad Q).

10. Opìt testy na prvoèíselnost

Pøedpokládáme, ¾e N > 1 je li
hé pøirozené èíslo, o kterém jsme testem Millera a

Rabina zjistili, ¾e N je asi prvoèíslo. Na¹ím 
ílem je vylo¾it test na prvoèíselnost, vyu¾í-

vají
í elipti
ké køivky. Zaènìme ale zopakováním N � 1 testu Po
lingtona a Lehmera.

Pra
ujeme v nìm se známým prvoèíslem p dìlí
ím N � 1 (pøièem¾ p

�

p

je nejvy¹¹í mo
-

nina p dìlí
í N � 1) a s jistým neznámým dìlitelem d èísla N (budeme pøedpokládat,

¾e i d je prvoèíslo). Pak mù¾eme uvá¾it homomor�smus okruhù

f : Z=NZ! Z=dZ; kde a+NZ 7! a+ dZ

(homomor�smus f je dobøe de�nován, nebo» d j N). Proto¾e je d prvoèíslo, je druhý

okruh tìleso F

d

= Z=dZ. Pøedpokládáme existen
i a

p

2 Z, které splòuje

a

N�1

p

� 1 (modN) a (a

N�1

p

p

� 1; N) = 1:

Oznaème b = f(a

p

+NZ) 2 F

d

. Pak b

N�1

= 1, b

N�1

p

6= 1 a tedy øád prvku b je dìlitelný

p

�

p

, odkud p

�

p

j d� 1, tedy d � 1 (modp

�

p

).

Promysleme si nyní N+1 test. Potøebujeme znát prvoèíslo p, které (v tomto pøípadì)

dìlí N + 1. Oznaème opìt p

�

p

nejvy¹¹í mo
ninu p dìlí
í N + 1. Zvolme pevnì q 2 Z,

(q;N) = 1, takové, ¾e x

2

� q (modN) nemá øe¹ení. (Takové q jistì existuje: zvolíme-li

libovolné prvoèíslo r dìlí
í N a primitivní koøen g modulo r, pak tuto vlastnost mají

v¹e
hna èísla nesoudìlná s N , která jsou modulo r kongruentní s li
hými mo
ninami

g. Podle vìty 5 ètvrté kapitoly je takový
h èísel alespoò polovina ze v¹e
h pøirozený
h

èísel men¹í
h ne¾ N .) Zkonstruujme okruh R takto:

(R;+) = (Z=NZ;+)� (Z=NZ;+)

a pro libovolné (a; b); (
; d) 2 R polo¾me (a; b) � (
; d) = (a
+ qbd; ad+ b
) (mù¾eme si

místo (a; b)

"

pøedstavovat\ a +

p

q � b). Snadno se uká¾e, ¾e R je komutativní okruh

s jednièkou (1; 0) (pøesnìji (1+NZ; NZ)). Opìt budeme pra
ovat s jistým (neznámým)
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prvoèíselným dìlitelem d èísla N . Uva¾me koneèné tìleso F

d

2

a oznaème g generátor

grupy F

�

d

2

(ten existuje podle vìty 14 ètvrté kapitoly). Proto¾e F

d

� F

d

2

, je F

�

d

podgrupa

øádu d� 1 
ykli
ké grupy F

�

d

2

øádu d

2

� 1. Proto¾e (q;N) = 1, je i (q; d) = 1 a tedy má

smysl uva¾ovat q 2 F

�

d

(pøesnìji q+dZ 2 (Z=dZ)

�

= F

�

d

). Proto q = g

(d+1)


pro vhodné


 2 Z. Oznaème s = g

d+1

2

�


, pak s

2

= q. Uva¾me dvoji
i homomor�smù f

1;2

: R! F

d

2

de�novanou takto: f

1

((a; b)) = a + sb, f

2

((a; b)) = a � sb. (Sami ovìøte, ¾e jde o ho-

momor�smy okruhù). Pøedpokládejme, ¾e jsme na¹li � 2 R s vlastností �

N+1

= 1,

�

N+1

p

6= 1. (Jak takové � hledat: zvolíme nìjaké � = (a; b) 2 R splòují
í b 6= 0 a

polo¾íme � = �

N�1

. Jestli¾e pak �

N+1

6= 1, není R tìleso a proto není N prvoèíslo a

jsme hotovi. Pokud �

N+1

p

= 1, 
o¾ v pøípadì prvoèíselného N nastává s pravdìpodob-

ností

1

p

, zvolíme jiné �.) Mù¾eme pøedpokládat, ¾e �

N+1

p

= (x + NZ; y + NZ), kde

(x � 1; N) = 1 nebo (y;N) = 1 (v opaèném pøípadì by
hom dostali netriviálního

dìlitele N). Oznaème 


1

= f

1

(�), 


2

= f

2

(�). Platí 


N+1

1

= 1 a souèasnì 


N+1

2

= 1.

Doká¾eme sporem, ¾e 


N+1

p

1

6= 1 nebo 


N+1

p

2

6= 1. Jestli¾e toti¾ 


N+1

p

1

= 1 a souèasnì




N+1

p

2

= 1, znamená to, ¾e v tìlese F

d

2

platí x+sy = x�sy = 1, odkud plyne 2sy = 0, a

tedy y = 0, nebo» 2s 2 F

�

d

2

, a x = 1. Tyto rovnosti v tìlese F

d

2

znamenají y � 0 (modd)

a x � 1 (modd), 
o¾ je spor.

Existuje tedy i 2 f1; 2g tak, ¾e 


N+1

i

= 1 a 


N+1

p

i

6= 1. Oznaème r øád prvku




i

. Pak p

�

p

j r. Souèasnì r j d

2

� 1, tedy d

2

� 1 (mod p

�

p

). Odtud lze odvodit

d � �1 (modp

�

p

), je-li p 6= 2, popøípadì d � �1 (mod2

�

2

�1

), je-li p = 2.

V pøípadì N � 1 i N + 1 testu jsme byli s
hopni odvodit jistou informa
i o poten-


iální
h dìlitelí
h d èísla N za pøedpokladu, ¾e jsme byli s
hopni nalézt alespoò nìkteré

prvoèinitele èísla N � 1 (resp. N + 1). Obe
nì ale ve hledání dìlitelù tì
hto èísel ne-

musíme být vùbe
 úspì¹ní (odhlédneme-li od zøejmého faktu, ¾e èísla N � 1 a N + 1

jsou sudá a jedno z ni
h je dokon
e dìlitelné ètyømi). Je proto potøeba provést analo-

gi
ké úvahy i v jiný
h situa
í
h, tj. pro grupy o jiném poètu prvkù ne¾ mají F

�

d

a F

�

d

2

.

Potøebujeme, aby poèet prvkù takové grupy nebyl o mnoho vìt¹í ne¾ d, aby byla reálná

¹an
e nalezení prvoèíselného dìlitele. Naví
 je nutné, aby
hom byli s
hopni v této grupì

poèítat, pøesto¾e neznáme èíslo d, ale jen jeho násobek N .

Vý¹e popsaným po¾adavkùm vyhovují elipti
ké køivky nad F

d

. Proto¾e v¹ak d nezná-

me, výpoèty v této grupì budeme provádìt pomo
í nìjakého homomor�smu z grupy, ve

které jsme s
hopni poèítat. Tím by mohla být

"

elipti
ká køivka\ nad Z=NZ. Uvozovky

zde stály proto, ¾e pro slo¾ené N není Z=NZ tìleso a tedy tento pojem nebyl zaveden.

Pokusme se to napravit. Pro struènost oznaème R = Z=NZ.

Uva¾me mno¾inu M v¹e
h (n + 1)-ti
 (x

1

; : : : ; x

n+1

) 2 R

n+1

takový
h, ¾e zvolíme-

li reprezentanty zbytkový
h tøíd x

0

1

2 x

1

, : : : , x

0

n+1

2 x

n+1

, èísla x

0

1

; : : : ; x

0

n+1

; N

jsou nesoudìlná. Podobnì jako pro tìlesa nazveme n-rozmìrným projektivním pro-

storem P

n

(R) nad R rozklad mno¾iny M , pøíslu¹ný ekvivalen
i � de�nované takto:

pro libovolné (n + 1)-ti
e (x

1

; : : : ; x

n+1

), (y

1

; : : : ; y

n+1

) 2 R

n+1

je (x

1

; : : : ; x

n+1

) �

(y

1

; : : : ; y

n+1

) právì tehdy, kdy¾ existuje � 2 R

�

, které pro ka¾dé i 2 f1; : : : ; n + 1g

splòuje podmínku x

i

= �y

i

.

Bod projektivního prostoru P

n

(R) (tj. tøídu rozkladu M= �) obsahují
í (n+ 1)-ti
i

(x

1

; : : : ; x

n+1

) budeme znaèit [x

1

; : : : ; x

n+1

℄.

Máme-li homogenní polynom F (t

1

; : : : ; t

n+1

) 2 R[t

1

; : : : ; t

n+1

℄ o n + 1 promìnný
h
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nad R stupnì k a [x

1

; : : : ; x

n+1

℄ 2 P

n

(R), má opìt smysl polo¾it

C = f[x

1

; : : : ; x

n+1

℄ 2 P

n

(R); F (x

1

; : : : ; x

n+1

) = 0g:

Pro libovolné a; b 2 R takové, ¾e 4a

3

+ 27b

2

2 R

�

, mù¾eme de�novat

"

elipti
kou

køivku\ (E ; O) nad Z=NZ takto: O = [0; 1; 0℄ a

E = f[x; y; z℄ 2 P

2

(R); y

2

z = x

3

+ axz

2

+ bz

3

g:

Ch
eme nyní de�novat na E opera
i +. Uva¾me proto vzor
e ze druhé vìty deváté

kapitoly. Pro slo¾ené N nastanou komplika
e v bodì 3, kdy A = [�; �; 1℄ 2 E , B =

[
; Æ; 1℄ 2 E a B 6= �A. Mù¾e se toti¾ stát, ¾e v pøípadì � 6= 
 je � � 
 =2 R

�

nebo

¾e v pøípadì � = 
 je � =2 R

�

. Dal¹í komplika
í je, ¾e mù¾e existovat bod [x; y; z℄ 2 E

takový, ¾e z 6= 0 a souèasnì z =2 R

�

. Pro body tohoto typu ¾ádné vzor
e pro sèítání

nemáme.

Proto budeme de�novat sèítání bodù z E jen jako èásteènou opera
i: nìkdy sèítat lze

(tj. pøi u¾ívání zmínìný
h vzor
ù dìlíme invertibilními prvky) a souètem je opìt bod

na E (
o¾ vy¾aduje ovìøení, které si zde odpou¹tím); jindy sèítat nelze, nebo» by bylo

tøeba dìlit nenulovým prvkem z R, který není invertibilní (to v¹ak vzhledem k tomu,

¾e R = Z=NZ, znamená nalezení netriviálního dìlitele èísla N).

Poznamenejme, ¾e je mo¾ná i druhá 
esta, toti¾ de�novat grupovou opera
i pomo
í

projektivní
h souøadni
 na 
elém E . Tím se v¹ak de�ni
e opera
e znaènì komplikuje

(je tøeba rozli¹it devìt rùzný
h pøípadù). Pro na¹e úèely je to z
ela zbyteèné, nebo»

v okam¾iku, kdy se dostaneme do situa
e, kdy nelze sèítat, znamená to, ¾e jsme nalezli

netriviálního dìlitele èísla N a jsme hotovi.

Uva¾ujme nyní prvoèíselný dìlitel d èísla N . Pak máme homomor�smus okruhù

f : R! F

d

, pøièem¾ f(s+NZ) = s+ dZ. Proto¾e 4a

3

+ 27b

2

2 R

�

, je

y

2

z = x

3

+ f(a)xz

2

+ f(b)z

3

rovni
í elipti
ké køivky (E

d

; O

d

) nad F

d

, kde O

d

= [0; 1; 0℄. Podstatné je, ¾e nám f

indukuje zobrazení f

0

: P

2

(R)! P

2

(F

d

) urèené pøedpisem

f

0

([�; �; 
℄) = [f(�); f(�); f(
)℄

(zde jsme u¾ili to, ¾e f(R

�

) � F

�

d

). Zú¾ení tohoto zobrazení na E je èásteèný homo-

mor�smus f

0

: E ! E

d

v tomto smyslu: jsou-li A; B 2 E takové, ¾e je A+B de�nováno,

pak platí f

0

(A+ B) = f

0

(A) + f

0

(B).

Vìta. Ne
h» N > 1 je pøirozené èíslo nesoudìlné s 6, R = Z=NZ, (E ; O)

"

elipti
ká

køivka\ nad R. Pøedpokládejme, ¾e jsme na¹li bod P = [x; y; z℄ 2 E a prvoèíslo q

splòují
í

1. q > (

4

p

N + 1)

2

,

2. q � P (tj. souèet q kopií bodu P ) je de�nováno a platí q � P = O = [0; 1; 0℄,

3. z 2 R

�

.

Pak je N prvoèíslo.

Dùkaz. Pøedpokládejme, ¾e N není prvoèíslo. Oznaème d nejmen¹í prvoèíslo dìlí
í

N . Pak platí d <

p

N . U¾ijeme-li èásteèný homomor�smus f

0

, dostaneme z podmínek

2 a 3, ¾e f

0

(P ) je øádu q v grupì E

d

, odkud

jE

d

j � q > (

4

p

N + 1)

2

� (

p

d+ 1)

2

;


o¾ je ale spor s Hasseho vìtou, podle které

�

�

jE

d

j � (d+ 1)j < 2

p

d:
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Na pøed
hozí vìtì je zalo¾en test na prvoèíselnost pomo
í elipti
ký
h køivek. Otázkou

zùstává, jak zvolit elipti
kou køivku (tedy jak zvolit a; b 2 R) a jak na ní najít bod P

a prvoèíslo q splòují
í pøedpoklady vìty. Je jasné, ¾e pøi hledání a; b; P; q mù¾eme

postupovat, jako kdyby bylo N prvoèíslo (o èem¾ jsme pøesvìdèeni, v¾dy» pro¹lo testem

Millera a Rabina). I kdyby
hom je uhádli ze sklenìné koule, výsledek je tý¾: vìtou

doká¾eme, ¾e N skuteènì prvoèíslo je. Pro hledání a; b; P; q se u¾ívají následují
í

metody.

1. Goldwasser { Kilian. Existuje algoritmus S
hoofa, který pro prvoèíslo p poèítá

øád (tj. poèet bodù) elipti
ké køivky nad F

p

v èase O(ln

8

p). Postupujeme takto: zvolíme

náhodnì a; b 2 R tak, aby 4a

3

+ 27b

2

2 R

�

. Pomo
í S
hoofova algoritmu urèíme pro

køivku (E ; O) urèenou rovni
í y

2

= x

3

+ ax + b a pro p = N její øád m (jestli¾e N

není prvoèíslo, nemá m ¾ádný význam). Získané m zkou¹íme dìlit malými prvoèísly,

doufají
e, ¾e poté, 
o odstraníme malé faktory, zùstane nám q > (

4

p

N + 1)

2

, q <

N

2

,

o kterém test Millera a Rabina zjistí, ¾e q je asi prvoèíslo. Pokud se nám to nepodaøí,

zaèneme znovu s jinými a; b 2 R.

Existuje algoritmus, který pro prvoèíslo p a 
elé èíslo e hledá v èase O(ln

4

p) øe¹ení

kongruen
e x

2

� e (modp) a to, ¾e takové øe¹ení neexistuje, zjistí dokon
e v èase

O(ln

2

p). Bod P na køiv
e hledáme takto: náhodnì zvolíme 
 2 R a hledáme d 2 R

tak, aby d

2

= 


3

+ a
 + b (jde o kongruen
i modulo N ; d hledáme jako by bylo N

prvoèíslo, pak udìláme zkou¹ku, pokud nevýjde, nebylo N prvoèíslo a jsme z
ela ho-

tovi). Neexistuje-li takové d, zkusíme jiné 
. Pak za P zvolíme

m

q

-násobek bodu [
; d; 1℄

v (E ;+). Je-li P = [0; 1; 0℄, zvolíme jiné 
 atd. Je-li P 6= [0; 1; 0℄, vzhledem k tomu, ¾e

pøi výpoètu pou¾íváme jen vzor
ù ze druhé vìty deváté kapitoly, platí P = [x; y; 1℄ pro

nìjaké x; y 2 R. Spoèítáme q-násobek bodu P v (E ;+). Jestli¾e nedostaneme [0; 1; 0℄,

není m øád køivky (E ; O), S
hoofùv algoritmus tedy nedal správný výsledek a proto N

není prvoèíslo. Jestli¾e q-násobek bodu P je [0; 1; 0℄, podle vìty je N prvoèíslo, pokud

q je prvoèíslo. To zjistíme rekurzívnì (N

0

= N , N

1

je q pro N

0

, N

2

je q pro N

1

, : : : ).

S rekurzí skonèíme v okam¾iku, kdy N

i

je dost malé na to, aby
hom ovìøili jeho pr-

voèíselnost pokusným dìlením (to nastane v O(lnN) kro
í
h vzhledem k N

i+1

<

1

2

N

i

).

Je tøeba si uvìdomit, ¾e není-li N

i

prvoèíslo, skonèíme jen v pøípadì i = 0, pro i < 0 je

tøeba se vrátit k i� 1 a najít nové N

i

.

2. Atkin. Jeho metoda je zalo¾ena na teoreti
ký
h výsled
í
h, které bohu¾el notnì

pøevy¹ují mo¾nosti na¹í pøedná¹ky, proto jen informaènì: nevolí køivky náhodnì, ale

volí spe
iální pøípad elipti
ký
h køivek, tzv. elipti
ké køivky s komplexním násobením.

Výhoda metody je v tom, ¾e je mo¾né snadnìji spoèítat øád tì
hto køivek (vyhne se

S
hoofovì algoritmu).

Poznámky k èasové nároènosti. Test Golwassera a Kiliana (objevený v ro
e

1986) má spí¹e teoreti
ký význam; je mo¾né dokázat (za jaký
hsi rozumný
h pøed-

pokladù o rozlo¾ení prvoèísel v krátký
h intervale
h, ¾e oèekávaný èas výpoètu je

O(ln

12

N), tedy polynomiální (nejhor¹í mo¾ný èas výpoètu není mo¾no stanovit, pro-

to¾e jde o pravdìpodobnostní algoritmus). Atkinùv test byl implementován Atkinem a

Morainem v ro
e 1990 a je s
hopen dokazovat prvoèíselnost èísel o zhruba 1000 deka-

di
ký
h 
ifrá
h v øádovì týdne
h strojového èasu na Spar
 station. I v tomto pøípadì

je oèekávaný èas výpoètu polynomiální (pøesnìji O(ln

6

N)).

Dal¹í moderní test na prvoèíselnost je tzv. metoda Ja
obiho sum, která byla

objevena v ro
e 1980 (Adleman, Pomeran
e a Rumely) a dále zjednodu¹ena a imple-
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mentována v ro
e 1981 (Cohen a Lenstra). Existuje jak v pravdìpodobnostní, tak v de-

terministi
ké verzi, která je v¹ak ménì prakti
ká. Pomeran
e a Odlyzko dokázali, ¾e èas

výpoètu tohoto algoritmu je O((lnN)

C ln ln lnN

) pro jistou konstantu C. Tato èasová

nároènost se velmi blí¾í polynomiální (uvìdomme si, ¾e funk
e ln ln lnN roste velmi po-

malu: ln ln ln(10

10

)

:

= 1:143145, ln ln ln(10

100

)

:

= 1:693632, ln ln ln(10

1000

)

:

= 2:046633,

ln ln ln(10

10000

)

:

= 2:307013).

11. Hledání netriviálního dìlitele { Lehmannova metoda

Pøedpokládejme, ¾e máme dáno pøirozené èíslo N , o nìm¾ víme, ¾e je slo¾ené. Na¹ím

úkolem je nalézt netriviálního dìlitele èísla N .

Odhadnìme nejprve èasovou nároènost metody pokusného dìlení: je tøeba èíslo N

postupnì vydìlit v¹emi prvoèísly nepøevy¹ují
ími

p

N . Ka¾dé takové dìlení zabere èas

øádu O(ln

2

N), 
elá metoda je tedy tedy øádu O(N

1

2

ln

2

N). První metoda, její¾ èas je

lep¹í ne¾ právì uvedený, byla navr¾ena Lehmannem. Je zalo¾ena na následují
í vìtì.

Vìta (Lehmann). Ne
h» N je li
hé pøirozené èíslo tvaru N = pq, kde p a q jsou

prvoèísla. Ne
h» 
elé èíslo r splòuje

1 � r <

p

N a

r

N

r + 1

� p �

p

N:

Pak existují 
elá èísla x; y; k taková, ¾e

1. x

2

� y

2

= 4kN; kde 1 � k � r;

2. x � 1 (mod2); je-li k sudé, a x � k +N (mod4); je-li k li
hé;

3. 0 � x�

p

4kN �

1

4(r + 1)

r

N

k

a naví


p = minf(x+ y;N); (x� y;N)g:

Jestli¾e je N prvoèíslo, pak 
elá èísla x; y; k splòují
í podmínky 1, 2 a 3 neexistují pro

¾ádné pøirozené r <

p

N .

Dùkaz prozatím neuvádím.

Pou¾ití vìty. Pro dané pøirozené èíslo N oznaème r =

�

3

p

N

�

. Metodou pokusného

dìlení ovìøíme, ¾e N není dìlitelné prvoèísly nepøevy¹ují
ími r (nebo nalezneme netri-

viálního dìlitele). Pak existují prvoèísla p; q tak, ¾e N = pq (víme, ¾e N není prvoèíslo).

Pøedpokládáme-li, ¾e p � q, pak skuteènì

r

N

r + 1

�

s

N

3

p

N

=

3

p

N < p �

p

N:

Budeme pak postupnì volit k 2 f1; 2; : : : ; rg a pro ka¾dé takové k ne
háme x probìh-

nout v¹e
hna 
elá èísla splòují
í podmínky 2 a 3 z pøed
hozí vìty. Pro ka¾dé takové
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x pak testujeme, zda x

2

� 4kN je druhá mo
nina pøirozeného èísla. Pokud ano, ozna-

èíme y =

p

x

2

� 4kN a spoèítáme p. Je jasné, ¾e èasová nároènost algoritmu závisí

na tom, jak ry
hle jsme s
hopni rozhodnout, zda pøirozené èíslo je nebo není druhou

mo
ninou. Cesta vedou
í pøes výpoèet reálné odmo
niny, zaokrouhlení a zkou¹ku jistì

není ta pravá.

Algoritmus (Celoèíselná druhá odmo
nina). Pro dané pøirozené èíslo n algo-

ritmus najde pøirozené èíslo m splòují
í m

2

� n < (m+ 1)

2

.

1. [Ini
ializa
e℄ Polo¾ x n (viz té¾ diskusi za algoritmem).

2. [Krok℄ Pomo
í 
eloèíselného dìlení a posunu spoèítej y  [(x+ [

n

x

℄)=2℄.

3. [Kone
?℄ Je-li y < x, polo¾ x y a jdi na 2. Jinak vytiskni x a skonèi.

Dùkaz algoritmu. Podle kroku 3 hodnota promìnné x klesá, algoritmus se tedy

zastaví. Uka¾me, ¾e výsledek, který dává, je správný. Proto¾e x 2 Z, platí [(x+[

n

x

℄)=2℄ =

[(x +

n

x

)=2℄. Oznaème q = [

p

n℄. Proto¾e

1

t

(t �

p

n)

2

� 0 pro libovolné t > 0, platí

1

2

(t +

n

t

) �

p

n, tedy x � q je splnìno v prùbìhu 
elého algoritmu. Pøedpokládejme,

¾e se algoritmus zastavil, tj. ¾e y = [(x+

n

x

)=2℄ � x a doka¾me x = q. Pøedpokládejme

x � q + 1. Pak x >

p

n a platí

y � x =

�

1

2

(x+

n

x

)

�

� x =

�

1

2

(

n

x

� x)

�

=

�

1

2x

(n� x

2

)

�

< 0;

spor.

Èasová nároènost 
eloèíselné odmo
niny. V kroku 1 je jistì výhodnìj¹í místo n

zvolit èíslo bli¾¹í

p

n. Vhodné mù¾e být napø. zjistit øád e nejvy¹¹í dvojkové 
ifry n, tj.

pøirozené èíslo e splòují
í 2

e

� n < 2

e+1

a polo¾it x 2

1+[

e

2

℄

. Pak toti¾ x

2

� 2

e+2

� 4n,

x

2

� 2

e+1

> n, tj.

p

n < x � 2

p

n. Po provedení kroku 2 pak platí

x� y = �

�

1

2x

(n� x

2

)

�

� �

1

2x

(n� x

2

) =

=

1

2x

(x+

p

n)(x�

p

n) �

1

2x

(x+

x

2

)(x�

p

n) =

3

4

(x�

p

n):

V ka¾dém dal¹ím provedení kroku 3 se hodnota x�

p

n zmen¹í alespoò ètyøikrát, nebo»

y�

p

n = (x�

p

n)� (y�x) �

1

4

(x�

p

n) a tedy krok 3 provádíme øádovì O(lnn)-krát.

Proto¾e 
eloèíselné dìlení je øádu O(ln

2

n), je 
elý algoritmus øádu O(ln

3

n).

Pokud nás, podobnì jako v pøípadì Lehmannova algoritmu, zajímá jen to, zda n je èi

není druhou mo
ninou pøirozeného èísla, je mo¾né rozhodování zry
hlit: zjistíme, zda je

n kvadrati
kým zbytkem modulo nìjaké zvolené èíslo m (tj. zda má øe¹ení kongruen
e

x

2

� n (modm) { pokud n je druhou mo
ninou pøirozeného èísla, tato kongruen
e

øe¹ení mít musí). Budeme postupovat takto: vydìlíme èíslo n èíslem m se zbytkem a

získaný zbytek porovnáme s tabulkou v¹e
h kvadrati
ký
h zbytkù modulo m, kterou

budeme mít pøedem spoèítánu v pamìti. Vhodným modulem mù¾e být napøíklad èíslo

1989 = 3

2

� 13 � 17 nebo 1925 = 5

2

� 7 � 11. Podle vìty 15 a vìty 5 ètvrté kapitoly je

pravdìpodobnost, ¾e náhodnì zvolené pøirozené èíslo je kvadrati
ký zbytek modulo 1925

rovna

11

25

�

4

7

�

6

11

=

24

175

, pro modul 1989 je dokon
e rovna

4

9

�

7

13

�

9

17

=

28

221

. Provedeme-li

test pro oba moduly, pobì¾í pøed
hozí algoritmus jen s pravdìpodobností

96

5525

, tedy jen

asi v 1,7% pøípadù.

Algoritmus (Naplnìní tabulek kvadrati
ký
h zbytkù). Algoritmus sestaví

vektory T

1

o dél
e 1989 a T

2

o dél
e 1925 tak, ¾e pro ka¾dé 1 � i � 1988 platí T

1

[i℄ = 1
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právì kdy¾ kongruen
e x

2

� i (mod1989) má øe¹ení a pro ka¾dé 1 � i � 1924 platí

T

2

[i℄ = 1 právì kdy¾ kongruen
e x

2

� i (mod1925) má øe¹ení.

1. [Naplò T

1

℄ Pro i od 0 po 1988 polo¾ T

1

[i℄  0. Pak pro i od 0 po 994 polo¾

T

1

[i

2

mod1989℄ 1.

2. [Naplò T

2

℄ Pro i od 0 po 1924 polo¾ T

2

[i℄  0. Pak pro i od 0 po 962 polo¾

T

2

[i

2

mod1925℄ 1.

Algoritmus (Test na ètvere
). Pro dané pøirozené èíslo n algoritmus zjistí, zda

je n druhá mo
nina pøirozeného èísla, a pokud ano, vytiskne

p

n.

1. [Test na 1989℄ Polo¾ r  nmod1989. Je-li T

1

[r℄ = 0, odpovìz, ¾e n není druhá

mo
nina pøirozeného èísla a skonèi.

2. [Test na 1925℄ Polo¾ r  nmod1925. Je-li T

2

[r℄ = 0, odpovìz, ¾e n není druhá

mo
nina pøirozeného èísla a skonèi.

3. [Spoèítej odmo
ninu℄ Algoritmem 
eloèíselné druhé odmo
niny spoèítej m =

�

p

n

�

.

Je-li n 6= m

2

, odpovìz, ¾e n není druhá mo
nina pøirozeného èísla a skonèi. Jinak

odpovìz, ¾e n je druhá mo
nina pøirozeného èísla m a skonèi.

Èasová nároènost Lehmannova algoritmu. Pro pevné k 2 f1; 2; : : : ; rg probíhá

x 
elá èísla z intervalu délky

1

4(r+1)

q

N

k

, pøièem¾ r =

�

3

p

N

�

. Platí tedy, ¾e

1

4(r+1)

q

N

k

je øádu O(k

�

1

2

N

1

6

) a èasová nároènost pro pevné k je O(k

�

1

2

N

1

6

ln

3

N). Seètením pøes

v¹e
hna k dostáváme 
elkovou èasovou nároènost

O

�

N

1

6

ln

3

N

r

X

k=1

k

�

1

2

�

:

Pøitom

R

r

1

k

�

1

2

dk = [2k

1

2

℄

r

1

= 2

p

r � 2, tedy èasová nároènost je øádu

O

�

N

1

6

ln

3

N �

p

N

1

3

�

= O(N

1

3

ln

3

N):

Poèáteèní pokusné dìlení èísla N v¹emi prvoèísly nepøevy¹ují
ími r je øádu

O(N

1

3

ln

2

N);


elková èasová nároènost metody je tedy O(N

1

3

ln

3

N), 
o¾ je výraznì lep¹í oproti èasové

nároènosti algoritmu pokusného dìlení, která je O(N

1

2

ln

2

N).

12. Hledání netriviálního dìlitele { Pollardova � metoda

Pøedpokládejme, ¾eM je koneèná mno¾ina a f : M !M zobrazení. Zvolme x

0

2M

a pro ka¾dé n 2 N polo¾me x

n

= f(x

n�1

). Proto¾e je M koneèná, v posloupnosti

(x

n

)

1

n=0

nemohou být v¹e
hny prvky rùzné. Ne
h» i 2 N [ f0g je nejmen¹í index, pro

který existuje nìjaký index n > i s vlastností x

i

= x

n

. Dále oznaème j nejmen¹í takové

n. Pak i nazýváme pøedperioda a j�i perioda posloupnosti (x

n

)

1

n=0

. Je mo¾né dokázat,

¾e støední hodnota pøedperiody i periody (mají-li v¹e
hny dvoji
e (x

0

; f) 2 M �M

M

stejnou pravdìpodobnost) je øádu O(

p

jM j).
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Základní my¹lenka Pollardovy � metody je následují
í: ne
h» f(x) je mnohoèlen

s 
elými koe�
ienty. Hledáme (neznámého) prvoèíselného dìlitele pøirozeného èísla N ,

o kterém víme, ¾e je slo¾ené. Zvolme 
elé èíslo x

0

a poèítejme x

n

= f(x

n�1

) modN .

Pak ov¹em y

n

= x

n

modp vyhovuje té¾e rekurzi. Pokud se f 
hová jako náhodné

zobrazení (
o¾ nevíme, ale budeme to pøedpokládat), je pøedperioda a perioda posloup-

nosti (y

n

)

1

n=0

øádu O(

p

p), kde¾to pøedperioda a perioda posloupnosti (x

n

)

1

n=0

je øádu

øádu O(

p

N). Dá se tedy èekat, ¾e existují i < j tak, ¾e y

i

= y

j

, ale x

i

6= x

j

. Pak ov¹em

je (x

i

� x

j

; N) netriviální dìlitel èísla N .

Je nutné nìjak zvolit x

0

a f . Volba x

0

se zdá být nepodstatná, ne v¹ak volba f . Je

vhodné, aby f byl jednodu
hý polynom pro výpoèet, lineární se v¹ak nezdá být vhodný.

Promysleme si situa
i s lineárním polynomem f(x) = ax+ b. Vzhledem k tomu, ¾e 
elá

èísla a, b budeme volit, je rozumné oèekávat, ¾e se nepodaøí zvolit a ani x

0

soudìlné s N ;

je-li (a;N) = 1, je f : Z=NZ! Z=NZ bijek
e a tedy pøedperioda je nulová, periodu je

kromì triviální
h pøípadù (b = 0 nebo a = �1) obtí¾né urèit. Budeme tedy volit f jako


o nejjednodu¹¹í kvadrati
ký polynom. Volba f = x

2

vhodná není (promyslete si sami,

¾e pro '(N) = 2

e

�l s li
hým l bude v pøípadì (x

0

; N) = 1 pøedperioda men¹í nebo rovna

e a perioda dìlitelem èísla r, kde r je nejmen¹í pøirozené èíslo splòují
í 2

r

� 1 (mod l)).

Podobnì polynom f = x

2

� 2 není vhodný, nebo» pokud by
hom náhodou zvolili x

0

ve

tvaru x

0

= u + u

�1

, bylo by x

1

= f(x

0

) = (u + u

�1

)

2

� 2 = u

2

+ u

�2

atd. Perioda

by tedy byla dìlitelem periody pro f = x

2

a x

0

= u (je mo¾né dokázat, ¾e podíl tì
hto

period je tvaru 2

e

, kde e je men¹í nebo rovno poètu prvoèíselný
h dìlitelù èísla N). Je

ovìøeno experimentálnì, ¾e polynom f = x

2

+ 
, kde 
 6= 0 a 
 6= �2, pra
uje do
ela

dobøe, i kdy¾ nejsme s
hopni urèit ani periodu ani pøedperiodu.

Je jasné, ¾e u
hovávání v¹e
h ji¾ vypoètený
h èlenù posloupnosti (x

n

)

1

n=0

a jeji
h

neustálé porovnávání s novì vypoètenou hodnotou by bylo velmi zdlouhavé. Jednodu-


hou metodou, jak se tomuto zdlouhavému výpoètu vyhnout, je porovnávat postupnì x

n

a x

2n

. Pak toti¾ prvoèíselného dìlitele p èísla N objevíme nejpozdìji po k kro
í
h, kde k

je souèet pøedperiody a periody posloupnosti modulo p. Znamená to poèítat itera
e dvou

posloupností: polo¾it z

0

= x

0

, iterovat x

n

= f(x

n�1

) modN a z

n

= f(f(z

n�1

)) modN

a poèítat (x

n

� z

n

; N).

Za (nedokázaného) pøedpokladu, ¾e f se 
hová jako náhodné zobrazení, je poèet

nutný
h krokù O(

p

p). V ka¾dém kroku poèítáme tøikrát f , dvakrát zbytek po dìlení

N a jednou nejvìt¹í spoleèný dìlitel, v¹e je O(ln

2

N) Celková èasová nároènost je tedy

O(

p

p ln

2

N), 
o¾ vzhledem k p �

p

N dává O(

4

p

N ln

2

N). Je vhodné si uvìdomit, ¾e

podobnì jako metoda postupného dìlení je i tato metoda 
itlivá k velikosti prvoèíselný
h

dìlitelù {

"

malé\ dìlitele èísla N odstraòuje ry
hleji ne¾

"

velké\.

13. Hledání netriviálního dìlitele { Pollardova p� 1 metoda

Tato metoda je s
hopna najít i znaènì velké prvoèíselné dìlitele p èísla N , pokud

p� 1 není dìlitelné pøíli¹ velkou mo
ninou prvoèísla.

De�ni
e. Ne
h» B je pøirozené èíslo. Øekneme, ¾e pøirozené èíslo n je B-hladké,

jestli¾e pro libovolné prvoèíslo p a libovolné pøirozené èíslo k platí

p

k

j n =) p

k

� B:
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Celá medoda je zalo¾ena na následují
í my¹len
e: pøepokládejme, ¾e pro nìjaký

prvoèíselný dìlitel p èísla N platí, ¾e èíslo p � 1 je B-hladké pro nìjaké nepøíli¹ velké

pøirozené èíslo B. Zvolme libovolnì 1 < a < N . Je-li (a;N) > 1, jsme hotovi. Budeme

proto pøedpokládat, ¾e (a;N) = 1. Pak podle de�ni
e èíslo p� 1 dìlí nejmen¹í spoleèný

násobek L

B

èísel 1; 2; 3; : : : ; B. Z Fermatovy vìty pak plyne a

L

B

� 1 (mod p) a tedy

(a

L

B

� 1; N) > 1. Budeme tedy testovat poslední podmínku pro zvy¹ují
í se hodnoty

exponentu e j L

B

(budeme postupnì umo
òovat na faktory z kanoni
kého rozkladu èísla

L

B

). Je velmi nepravdìpodobné, ¾e poprvé, kdy platí (a

e

� 1; N) > 1, je tento nejvìt¹í

spoleèný dìlitel roven N . Mù¾e se ov¹em stejnì stát, ¾e metoda sel¾e, jestli¾e pro ¾ádné

prvoèíslo p j N èíslo p� 1 není B-hladké.

Pøi výpoètu zabere nejví
e èasu výpoèet nejvìt¹ího spoleèného dìlitele, proto budeme

postupovat tak, ¾e budeme u
hovávat souèiny a poèítat nejvìt¹í spoleèný dìlitel jen èas

od èasu.

Algoritmus (Pollardova p � 1 metoda, první stadium). Ne
h» N je slo¾ené

èíslo, B pøedem daná hrani
e. Algoritmus zkou¹í najít netriviálního dìlitele N . Má na-

dìji na úspì
h, pokud existuje prvoèíslo p j N , pro které p� 1 je B-hladké. Pøedpoklá-

dáme, ¾e máme tabulku p[1℄; p[2℄; : : : ; p[k℄ v¹e
h prvoèísel men¹í
h nebo rovný
h B.

1. [Ini
ializa
e℄ Polo¾ x 2, y  x, P  1, 
 0, i 0, j  i.

2. [Dal¹í prvoèíslo℄ Polo¾ i  i + 1. Je-li i > k, spoèti nejvìt¹í spoleèný dìlitel g  

(P;N). Je-li g = 1, vydej zprávu, ¾e algoritmus neuspìl a skonèi, jinak polo¾ i j,

x y a jdi na 5. V opaèném pøípadì (tj. pro i � k) polo¾ q  p[i℄, q

1

 q, l [

B

q

℄.

3. [Spoèti mo
ninu℄ Dokud q

1

� l, dìlej q

1

 q

1

� q. Pak polo¾ x  x

q

1

modN ,

P  P � (x� 1)modN , 
 
+ 1 a je-li 
 < 20, jdi na 2.

4. [Nejvìt¹í spoleèný dìlitel℄ Polo¾ g  (P;N). Je-li g = 1, polo¾ 
  0, j  i, y  x

a jdi na 2. Jinak polo¾ i j, x y.

5. [Poèítej znovu℄ Polo¾ i i+ 1, q  p[i℄, q

1

 q.

6. [Skonèil jsi?℄ Polo¾ x  x

q

modN , g  (x � 1; N). Je-li g = 1, polo¾ q

1

 q � q

1

a je-li q

1

< B, jdi na 6, jinak jdi na 5. V opaèném pøípadì (tj. pro g > 1), je-

li g < N , vytiskni g a skonèi. Koneènì, je-li g = N (
o¾ nastane s velmi malou

pravdìpodobností), vytiskni zprávu, ¾e algoritmus neuspìl a skonèi.

Poznamenejme, ¾e pokud algoritmus selhal v bodì 6, znamená to, ¾e v¹e
hna pr-

voèísla p dìlí
í N byla nalezena souèasnì, 
o¾ je znaènì nepravdìpodobné. Mù¾e proto

mít smysl zkusit tentý¾ algoritmus s jinou poèáteèní hodnotou (napø. x 3).

I v této jednodu
hé formì jsou výsledky algoritmu pùsobivé. Samozøejmì, jsou-li

p < q prvoèísla zhruba stejnì velká taková, ¾e i 2p + 1 a 2q + 1 jsou prvoèísla, pro

N = (2p + 1)(2q + 1) by algoritmus rozlo¾il N jen pro B � p. Uspìl by tedy za dobu

srovnatelnou s algoritmem pokusného dìlení.

Obvyklé hodnoty B jsou mezi 10

5

a 10

6

.

Druhé stadium. Po¾adavek, aby existovalo prvoèíslo p j N takové, ¾e p � 1 je

B-hladké, je pomìrnì silný. Má proto smysl jej zeslabit a po¾adovat jen, aby bylo p� 1

z
ela rozlo¾eno po pokusném dìlení do hrani
e B, tj. po¾adovat, aby p� 1 = f � q, kde

f je B-hladké a q je prvoèíslo vìt¹í ne¾ B (ale zase ne pøíli¹ velké). Pro na¹e úèely

budeme pøedpokládat, ¾e f je B

1

-hladké a prvoèíslo q splòuje B

1

< q � B

2

, kde B

1

je na¹e staré B a B

2

je o dost vìt¹í konstanta. Samozøejmì, ¾e by
hom p objevili i

pøed
hozím algoritmem pro B = B

2

, ale to by trvalo pøíli¹ dlouho.
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Podobnì jako pøedtím nyní platí (a

qL

B

� 1; N) > 1. Budeme postupovat takto: po

ukonèení prvního stadia (tj. pøed
hozího algoritmu) máme spoèítáno b = a

L

B

modN .

Pøedpokládejme, ¾e máme ulo¾eny rozdíly prvoèísel od B

1

do B

2

. Tyto rozdíly jsou malé

a je ji
h nemnoho. Mù¾eme proto snadno pøedpoèítat b

d

pro v¹e
hny mo¾né rozdíly d

a získat b

q

postupným donásobováním pùvodní mo
niny b pøedpoèítanými hodnotami

b

d

. Znamená to, ¾e pro ka¾dé prvoèíslo mezi B

1

a B

2

nahradíme umo
òování pouhým

násobením, které je samozøejmì mnohem ry
hlej¹í.

Algoritmus (Pollardova p � 1 metoda, druhé stadium). Ne
h» N je slo¾ené

èíslo, B

1

a B

2

pøedem dané hrani
e. Algoritmus zkou¹í najít netriviálního dìlitele

N . Má nadìji na úspì
h, pokud existuje prvoèíslo p j N , pro které p � 1 je B

1

-

hladké nebo je to B

1

-hladký násobek prvoèísla mezi B

1

a B

2

. Pøedpokládáme, ¾e

máme tabulku p[1℄; p[2℄; : : : ; p[k

1

℄ v¹e
h prvoèísel men¹í
h nebo rovný
h B

1

a tabulku

d[1℄; d[2℄; : : : ; d[k

2

℄ v¹e
h diferen
í prvoèísel mezi B

1

a B

2

tak, ¾e d[1℄ = p[k

1

+1℄�p[k

1

℄

atd.

1. [První stadium℄ Pro B = B

1

(a k = k

1

) zkus rozlo¾it N pomo
í pøed
hozího al-

goritmu. Jestli¾e tento algoritmus uspìje, skonèi. V opaèném pøípadì jsme tímto

algoritmem získali x. Polo¾ b x, P  1, 
 0, i 0, j  i.

2. [Pøedpoèítání℄ Pro v¹e
hny hodnoty rozdílù d[i℄ (které jsou malé a je ji
h málo)

spoèítej a ulo¾ b

d[i℄

. Polo¾ x x

p[k

1

℄

modN , y  x.

3. [Vpøed℄ Polo¾ i  i + 1, x  x � b

d[i℄

(pomo
í pøedpoèítané hodnoty b

d[i℄

), P  

P � (x� 1)modN , 
 
+ 1. Je-li i � k

2

, jdi na 6. Jinak, je-li 
 < 20, jdi na 3.

4. [Nejvìt¹í spoleèný dìlitel℄ Polo¾ g  (P;N). Je-li g = 1, polo¾ 
  0, j  i, y  x

a jdi na 3.

5. [Poèítej znovu℄ Polo¾ i j, x y. Pak opakuj x x �b

d[i℄

, i i+1, g  (x�1; N)

dokud nenastane g > 1 (
o¾ musí nastat). Je-li g < N , vytiskni g a skonèi. Jinak

(tj. je-li g = N , 
o¾ nastane s velmi malou pravdìpodobností), vytiskni zprávu, ¾e

algoritmus neuspìl (nebo zkus znovu pro x  3 místo x  2 v kroku 1 prvního

stadia) a skonèi.

6. [Neuspìl jsi?℄ Polo¾ g  (P;N). Je-li g > 1, jdi na 5. V opaèném pøípadì (tj. je-li

g = 1), vytiskni zprávu, ¾e algoritmus neuspìl a skonèi.

V této formì je algoritmus mnohem efektivnìj¹í ne¾ ve formì pouze prvního stadia.

Obvyklé hodnoty konstant jsou B

1

= 2 � 10

6

, B

2

= 10

8

.

Algoritmus je zalo¾en na aritmeti
e grupy F

�

p

. Podobnì lze pra
ovat i v F

�

p

2

=F

�

p

,

v tomto pøípadì je po¾adována B-hladkost èísla p+1 místo p�1. Je mo¾né samozøejmì

pra
ovat i v F

�

p

4

=F

�

p

2

nebo F

�

p

3

=F

�

p

nebo F

�

p

6

=(F

�

p

2

� F

�

p

3

) s po¾adavkem B-hladkosti èísla

p

2

+ 1 nebo p

2

+ p + 1 nebo p

2

� p + 1. To u¾ jsou ale mnohem vìt¹í èísla a splnìní

po¾adavku B-hladkosti tì
hto èísel je ménì pravdìpodobné. Potøebujeme proto dal¹í

grupy, jeji
h¾ øád je zhruba p, ve který
h jsme s
hopni pra
ovat (ani¾ známe prvoèíslo

p). Takovými grupami jsou grupy elipti
ký
h køivek nad F

p

.

14. Hledání netriviálního dìlitele { Lenstrova metoda elipti
ký
h køivek

Mìjme opìt dáno slo¾ené pøirozené èíslo N , které 
h
eme rozlo¾it. Je pøirozené

pøedpokládat, ¾e (N; 6) = 1. Zvolme a; b 2 Z tak, aby (4a

3

+27b

2

; N) = 1. Pak rovni
e

y

2

z = x

3

+ axz

2

+ bz

3
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(kde by
hom správnì mìli psát a+NZ, b+NZmísto a, b) nám urèuje

"

elipti
kou køivku\

(E ; O) nad Z=NZ, pøièem¾ O = [0; 1; 0℄ 2 P

2

(Z=NZ). Ne
h» p je nìjaké (neznámé)

prvoèíslo dìlí
íN . Pøed
hozí rovni
í (kde a, b 
hápeme jako a+pZ; b+pZ 2 Z=pZ= F

p

)

je zadána elipti
ká køivka (E

p

; O

p

), pøièem¾ O

p

= [0; 1; 0℄ 2 P

2

(F

p

). Pøipomeòme, ¾e

(E

p

;+) je komutativní grupa a podle Hasseovy vìty platí jE

p

j = p + 1 � a

p

, kde 
elé

èíslo a

p

splòuje ja

p

j < 2

p

p. Na mno¾inì E máme de�novánu vzor
i z druhé vìty deváté

kapitoly èásteènou opera
i +, pøièem¾ kdykoli známe nìjaké body P = [�

1

; �

1

; 1℄; Q =

[�

2

; �

2

; 1℄ 2 E takové, ¾e P +Q není de�nováno, snadno najdeme netriviálního dìlitele

èísla N . Naví
 existuje èásteèný homomor�smus f

p

: E ! E

p

takový, ¾e jestli¾e je pro

P; Q 2 E de�nováno P +Q, pak platí f

p

(P +Q) = f

p

(P ) + f

p

(Q).

Pøedstavme si, ¾e známe nìjaký bod P = [�; �; 1℄ 2 E a ¾e jE

p

j je B-hladké pro

nìjaké nepøíli¹ velké pøirozené èíslo B. Oznaème L

B

nejmen¹í spoleèný násobek èísel

1; 2; : : : ; B. Pak ov¹em jE

p

j j L

B

a platí tedy L

B

� f

p

(P ) = O

p

. Pøedpokládejme, ¾e je

de�nováno L

B

� P (pøitom si pøi provádìní algoritmu budeme pøát samozøejmì opak).

Pak musí pro L

B

� P = [�

0

; �

0

; 


0

℄ platit p j �

0

, p j �

0

� 1, p j 


0

. Proto¾e na¹e vzor
e

pro sèítání bodù ve tøetí slo¾
e dávají v¾dy 0 nebo 1, musí platit L

B

� P = O. To

ale znamená, ¾e L

B

� f

q

(P ) = O

q

pro ka¾dé prvoèíslo q j N . Pøitom budeme L

B

� P

poèítat postupnì

"

donásobováním\ jednotlivými prvoèísly z rozkladu L

B

, a tedy ka¾dý

mezivýsledek musel mít ve tøetí slo¾
e buï 0 nebo 1. Znamená to, ¾e øád bodu f

q

(P )

v grupì (E

q

;+) musí být stejný pro v¹e
hna prvoèísla q dìlí
í N . To je ale znaènì

nepravdìpodobné. Proto lze èekat, ¾e pokud pro zvolené nepøíli¹ velké pøirozené èíslo

B platí, ¾e jE

p

j je B-hladké pro nìjaké prvoèíslo p dìlí
í N , s velkou pravdìpodobností

najdeme zmínìným postupem netriviálního dìlitele èísla N .

Problémem ale zùstává, ¾e pro zvolené èíslo B nemusí jE

p

j být B-hladké pro ¾ádné

prvoèíslo p dìlí
í N , 
o¾ objevíme a¾ poté, 
o spoèítáme L

B

� P . V tomto pøípadì

zvolíme jiná a, b a 
elý postup znovu zopakujeme.

Zbývá vyjasnit nìkolik vì
í: jak volit a, b, jak najít P 2 E a jak zvolit pøirozené èíslo

B. První nápad je zvolit a, b náhodnì a bod P najít jako nìjaké øe¹ení kongruen
e

y

2

� x

3

+ ax + b (modN), tj. pro zvolené x nalézt y. Av¹ak N není prvoèíslo a øe¹it

kvadrati
kou kongruen
i modulo N je stejnì obtí¾né jako najít netriviálního dìlitele N .

Proto zvolíme jiný postup: polo¾íme b = 1, P = [0; 1; 1℄ a volíme pouze a. Jistì potom

P 2 E .

Otázkou zùstává jak volit B. Proto¾e pro men¹í p je také men¹í jE

p

j, vzhledem

k tomu, ¾e men¹í èísla jsou s vìt¹í pravdìpodobností B-hladká ne¾ velká, je metoda


itlivá spí¹e na velikost p ne¾ na velikost N . Proto je nutno zvolit B tak velké, jak

velká prvoèísla jsme je¹tì o
hotni hledat (nebo lépe, kolik èasu jsme o
hotni hledání

vìnovat). Analýza pomo
í odhadu pravdìpodobnosti toho, ¾e èíslo jisté velikosti je

B-hladké, ukazuje, ¾e pro hledání prvoèísel do velikosti v je vhodné volit B tak, aby

lnB

:

=

q

1

2

ln v ln ln v. Spe
iálnì tedy, pro hledání prvoèísel men¹í
h ne¾ 10

20

je vhod-

nou hodnotou B = 12 000 (pøièem¾ oèekáváme, ¾e bude potøeba projít zhruba 12 000

elipti
ký
h køivek, ne¾ najdeme p).

Podobnì jako u Pollardovy p � 1 metody je vhodné i zde doplnit druhé stadium

spoèívají
í v tom, ¾e pøedpokládáme, ¾e jE

p

j je B

1

-hladký násobek prvoèísla men¹ího

ne¾ B

2

. Toto druhé stadium je z
ela analogi
ké jako u Pollardovy metody, proto si

uvedeme algoritmus jen pro první stadium.
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Algoritmus (Lenstrova metoda elipti
ký
h køivek, první stadium). Ne
h»

N je slo¾ené èíslo nesoudìlné s 6, B pøedem daná hrani
e. Algoritmus zkou¹í najít

netriviálního dìlitele N . Pøedpokládáme, ¾e máme tabulku p[1℄; p[2℄; : : : ; p[k℄ v¹e
h

prvoèísel men¹í
h nebo rovný
h B.

1. [Ini
ializa
e℄ Polo¾ a 0.

2. [Ini
ializa
e køivky℄ Oznaème (E ; O) køivku danou rovni
í y

2

z = x

3

+ axz

2

+ z

3

, kde

O = [0; 1; 0℄. Polo¾ P = [0; 1; 1℄, i 0.

3. [Dal¹í prvoèíslo℄ Polo¾ i i+ 1. Je-li i > k, polo¾ a a+ 1 a jdi na 2. Jinak polo¾

q  p[i℄, q

1

 q, l [

B

q

℄, R P .

4. [Násob bod na køiv
e℄ Dokud q

1

� l, opakuj q

1

 q � q

1

. Pak zkus spoèítat P  

q

1

� P na køiv
e (E ; O). Pokud se to nepodaøilo (tj. v prùbìhu výpoètu byl objeven

nìjaký nenulový prvek okruhu Z=NZ, který není invertibilní), vytiskni získaného

netriviálního dìlitele N a skonèi. Jinak (tj. P byl vypoèten), je-li P 6= O, jdi na 3.

5. [Poèítej znovu℄ Dokud nebude R = O, opakovanì zkou¹ej spoèítat R q �R (pokud

se to nepodaøí, vytiskni získaného netriviálního dìlitele N a skonèi). Nakone
 polo¾

a a+ 1 a jdi na 2.

15. Dal¹í moderní metody hledání netriviálního dìlitele

V souèasnosti se pou¾ívají tøi nejúèinnìj¹í metody hledání netriviální
h dìlitelù vel-

ký
h èísel: Lenstrova metoda elipti
ký
h køivek, metoda kvadrati
kého síta a metoda

síta v èíselném tìlese. V¹e
hny tøi uvedené metody jsou subexponen
iálního èasu.

Základní my¹lenka kvadrati
kého síta i síta v èíselném tìlese je stejná jako základní

my¹lenka metody øetìzový
h zlomkù, která je histori
ky první metodou subexponen-


iálního èasu a byla na kon
i 60-tý
h let a v 70-tý
h lete
h hlavní pou¾ívanou metodou.

Proto jsem i tuto metodu zaøadil do na¹eho pøehledu.

Základní my¹lenka. Ne
h» N je (velké) slo¾ené pøirozené èíslo, jeho¾ netriviálního

dìlitele hledáme. Budeme pøedpokládat, ¾e jsme ovìøili, ¾e N není dìlitelné ¾ádnými

"

malými\ prvoèísly (tj. prvoèísly men¹ími ne¾ jistá hrani
e) a také, ¾e N není mo
nina

prvoèísla (jednodu
hý test, jak zjistit, ¾e N není mo
nina prvoèísla, uvedeme na kon
i

této kapitoly). Budeme hledat taková 
elá èísla x; y, aby platilo

x

2

� y

2

(modN) a pøitom x 6� �y (modN):

Proto¾e x

2

� y

2

= (x � y)(x+ y), je jasné, ¾e pak nejvìt¹í spoleèný dìlitel (x + y;N)

bude netriviální dìlitel èísla N .

Av¹ak náhodné hledání takový
h èísel x; y je beznadìjný úkol. Trik, který je spoleèný

pro v¹e
hny tøi zmínìné metody, spoèívá v tom, ¾e místo toho hledáme kongruen
e tvaru

x

2

k

� (�1)

e

0k

p

e

1k

1

p

e

2k

2

� � � p

e

mk

m

(modN);

kde p

i

jsou

"

malá\ prvoèísla a e

ik

2 f0; 1g. Nalezneme-li dostateènì mnoho takový
h

kongruen
í (tj. alespoò n � m + 2), mù¾eme Gaussovou elimina
í nad F

2

v m + 1-

rozmìrném prostoru F

m+1

2

najít lineární závislost mezi n vektory (e

0k

; e

1k

; : : : ; e

mk

),

(ztoto¾òujeme f0; 1g s F

2

), tj. najít "

1

; : : : ; "

n

2 F

2

, ne v¹e
hna nulová, pro která je
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h zlom
í
h 33

P

n

k=1

"

k

(e

0k

; e

1k

; : : : ; e

mk

) nulový vektor. Budeme-li nyní "

1

; : : : ; "

n

pova¾ovat za 
elá

èísla, pak pro ka¾dé i 2 f0; 1; : : : ;mg je èíslo v

i

=

1

2

P

n

k=1

"

k

e

ik


elé (uva¾te homo-

mor�smus okruhù Z ! F

2

, jeho¾ jádrem je mno¾ina v¹e
h sudý
h èísel). Polo¾íme-li

pak

x =

n

Y

k=1

x

"

k

k

; y = p

v

1

1

p

v

2

2

� � � p

v

m

m

;

platí

x

2

=

n

Y

k=1

x

2"

k

k

�

n

Y

k=1

�

(�1)

e

0k

p

e

1k

1

p

e

2k

2

� � �p

e

mk

m

�

"

k

= (�1)

2v

0

p

2v

1

1

p

2v

2

2

� p

2v

m

m

= y

2

(modN);


o¾ nám dá netriviálního dìlitele èísla N , pokud x 6� y (modN).

V pøípadì, ¾e li
hé N je dìlitelné právì r prvoèísly, je pravdìpodobnost, ¾e nastane

x � �y (modN) za pøedpokladu, ¾e platí x

2

� y

2

(modN) a (N; xy) = 1, rovna 2

1�r

.

Proto je vhodné volit n o nì
o vìt¹í ne¾ m+2, aby
hom Gaussovou elimina
í na¹li ví
e

závislostí.

Mno¾ina fp

1

; : : : ; p

m

g se nazývá báze faktoriza
e. Zpùsob, jak ji zvolit optimálnì, se

u jednotlivý
h metod li¹í.

Zmiòme se je¹tì o Gaussovì elimina
i. Hledáme F

2

-lineární závislosti mezi øádky

obrovské mati
e, která má v¹ak v ka¾dém øádku jen nìkolik jednièek a zbytek tvoøí

nuly. Ulo¾it 
elou mati
i do pamìti by se nám patrnì nepodaøilo. Proto se u tì
hto

"

øídký
h\ mati
 pro ka¾dý øádek u
hovávají pouze indexy jednièek v tomto øádku.

Pøi provádìní elimina
e se rozli¹uje mezi

"

øídkými\ a

"

hustými\ sloup
i: hodnoty

v

"

hustý
h\ sloup
í
h se neu
hovávají, místo ni
h se u
hovává pro ka¾dý øádek in-

forma
e o tom, jak byl odvozen z pùvodní mati
e (tj. který
h øádkù pùvodní mati
e je

souètem). Elimina
e se provádí tak, ¾e hledáme øádek, který má pouze jednu jednièku

v

"

øídký
h\ sloup
í
h. Ten pak pøièteme ke v¹em øádkùm, které v tomto sloup
i mají

jednièku. Poté u¾ tento øádek nebudeme potøebovat. V pøípadì, ¾e ¾ádný øádek, který

by mìl pouze jednu jednièku v

"

øídký
h\ sloup
í
h, neexistuje, vybereme ten, který má

jednièek 
o nejménì. Vybereme v nìm jednu jednièku a sloup
e, ve který
h jsou ostatní

jednièky tohoto øádku, prohlásíme za husté. Skonèíme v okam¾iku, kdy u¾ nemáme

¾ádný øídký sloupe
. Pomo
í informa
í o odvozování øádkù nyní sestavíme mnohem

men¹í

"

hustou\ mati
i, v ní¾ se provede Gaussova elimina
e obvyklým zpùsobem.

Uveïme je¹tì slíbený test, jak zjistit, ¾e N není mo
nina prvoèísla. Je-li B > 1

takové, ¾e N není dìlitelné ¾ádným prvoèíslem men¹ím ne¾ B, pak z toho, ¾e N = p

k

pro nìjaké prvoèíslo p a nìjaké k 2 N , k > 1, plyne p � B a tedy k �

log

2

N

log

2

B

. Staèí tedy

pro ka¾dé k = 2; 3; : : : ;

�

log

2

N

log

2

B

�

spoèítat x = [

k

p

N ℄ a zjistit, zda x

k

= N . Snadno se

vidí, ¾e pøitom mù¾eme vyne
hávat ta k, která nejsou prvoèísla.

16. Nìkteré nezbytnosti o øetìzový
h zlom
í
h

Pøi výkladu této kapitoly jsem u¾il knihu [Ca℄.

De�ni
e. Pro libovolné reálné èíslo � ne
h» h�i znaèí ne
elou èást èísla �, to zna-

mená �� h�i 2 Z a 0 � h�i < 1.
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h

Pro 
elou èást [�℄ reálného èísla � tedy platí [�℄ = �� h�i.

De�ni
e. Pro libovolné reálné èíslo � ne
h» jj�jj je vzdálenost � od nejbli¾¹ího 
elého

èísla, tj.

jj�jj = minfj�� nj; n 2 Zg:

De�ni
e. Ne
h» � 2 R, p 2 Z, q 2 N, pøièem¾ (p; q) = 1. Ra
ionální èíslo

p

q

se

nazývá dobrá aproxima
e èísla �, jestli¾e jjq�jj = jq� � pj a pro v¹e
hna q

0

2 N, q

0

< q

platí jjq

0

�jj > jjq�jj.

Vìta 1. Ne
h» � 2 R, Q 2 R, Q > 1. Pak existuje q 2 N, q < Q s vlastností

jjq�jj �

1

Q

.

Dùkaz. Nejprve budeme pøedpokládat Q 2 N . Uva¾me Q+1 èísel 0, 1, h�i, h2�i, : : : ,

h(Q�1)�i a rozdìlme je do Q intervalù [0;

1

Q

), [

1

Q

;

2

Q

), : : : , [

Q�1

Q

; 1℄. Z Diri
hletova prin-


ipu plyne, ¾e alespoò jeden interval obsahuje aspoò dvì èísla, tedy existují r

1

; r

2

; s

1

; s

2

2

Z taková, ¾e 0 � r

1

< r

2

< Q s vlastností j(r

1

� � s

1

) � (r

2

� � s

2

)j �

1

Q

. Polo¾me

q = r

2

� r

1

, pak jjq�jj �

1

Q

.

Jestli¾e Q =2 N , plyne vìta z platnosti vìty pro [Q℄ + 1.

Za�xujme do kon
e kapitoly èíslo � 2 R � Q . Uká¾eme si, ¾e z pøed
hozí vìty plyne,

¾e existuje nekoneènì mnoho q 2 N splòují
í
h

(1) q � jjq�jj < 1:

(Poznamenejme, ¾e je mo¾né dokon
e dokázat ví
e: èíslo 1 na pravé stranì mù¾e být

nahrazeno èíslem

1

p

5

.)

Sestrojme posloupnost v¹e
h dobrý
h aproxima
í èísla �. Jistì q

1

= 1 dává dobrou

aproxima
i èísla � spolu s nìjakým p

1

2 Z a platí jq

1

��p

1

j = jj�jj <

1

2

. Proto¾e � =2 Z, je

jj�jj 6= 0 a vìta 1 s Q = jjq

1

�jj

�1

zaruèuje existen
i q 2 N , které splòuje jjq�jj < jjq

1

�jj.

Ne
h» q

2

je nejmen¹í s touto vlastností a p

2

2 Z splòuje jjq

2

�jj = jq

2

� � p

2

j. Pak

(q

2

; p

2

) = 1: pokud by toti¾ existovalo t 2 N , t > 1, splòují
í p

2

= tp

0

, q

2

= tq

0

, pro 
elá

èísla p

0

, q

0

, pak by jjq

2

�jj = jq

2

� � p

2

j = tjq

0

� � p

0

j � tjjq

0

�jj > jjq

0

�jj, 
o¾ by byl spor

s de�ni
í q

2

. Proto¾e � =2 Q , je jjq

2

�jj 6= 0 a vìta 1 s Q = jjq

2

�jj

�1

zaruèuje existen
i

q 2 N , které splòuje jjq�jj < jjq

2

�jj. Ne
h» q

3

je nejmen¹í s touto vlastností a p

3

2 Z

splòuje jjq

3

�jj = jq

3

� � p

3

j. Opìt (q

3

; p

3

) = 1. Tímto pro
esem dostáváme posloupnost

pøirozený
h èísel

1 = q

1

< q

2

< q

3

< : : :

a 
elý
h èísel p

1

; p

2

; p

3

; : : : splòují
í
h

(2) jjq

n

�jj = jq

n

� � p

n

j;

(3) jjq

n+1

�jj < jjq

n

�jj;

(4) jjq�jj � jjq

n

�jj pro v¹e
hna q 2 N , q < q

n+1

.



16. Nìkteré nezbytnosti o øetìzový
h zlom
í
h 35

Z vìty 1 pro Q = q

n+1

dostaneme existen
i q 2 N , q < q

n+1

, takového, ¾e jjq�jj �

1

q

n+1

.

Podle (4) platí

(5) q

n

jjq

n

�jj < q

n+1

jjq

n

�jj � 1

Kdyby èísla q

n+1

� � p

n+1

a q

n

� � p

n

mìla stejná znaménka, pro p

0

= p

n+1

� p

n

,

0 < q

0

= q

n+1

� q

n

< q

n+1

, by
hom dostali jq

0

� � p

0

j < jq

n

� � p

n

j = jjq

n

�jj, 
o¾ by byl

spor se (4). Proto

(6) (q

n

� � p

n

)(q

n+1

� � p

n+1

) < 0:

Lemma 1. f

p

n

q

n

; n 2 Ng je mno¾ina v¹e
h dobrý
h aproxima
í a platí

lim

n!1

p

n

q

n

= �:

Dùkaz. První èást plyne z konstruk
e, druhá z (5), nebo» j� �

p

n

q

n

j <

1

q

2

n

.

Lemma 2. q

n+1

p

n

� q

n

p

n+1

= �1.

Dùkaz. Levá strana je 
elé èíslo a platí

(7) q

n+1

p

n

� q

n

p

n+1

= q

n

(q

n+1

� � p

n+1

)� q

n+1

(q

n

� � p

n

);

odkud spolu s (5) a (6) plyne

(7') 0 < q

n

jjq

n+1

�jj+ q

n+1

jjq

n

�jj = jq

n+1

p

n

� q

n

p

n+1

j < 2q

n+1

jjq

n

�jj � 2:

Dùsledek. Èíslo q

n+1

p

n

� q

n

p

n+1

má opaèné znaménko ne¾ q

n

� � p

n

a platí

q

n+1

p

n

� q

n

p

n+1

= �(q

n

p

n�1

� q

n�1

p

n

):

Dùkaz. Plyne z (7) s pøihlédnutím k (2), (3) a q

n+1

> q

n

, druhá èást z (6) a lemmatu

2.

Lemma 3. Pro libovolné n � 2 existuje a

n

2 N tak, ¾e

(8) q

n+1

= a

n

q

n

+ q

n�1

;

(9) p

n+1

= a

n

p

n

+ p

n�1

;

(10) jq

n�1

� � p

n�1

j = a

n

jq

n

� � p

n

j+ jq

n+1

� � p

n+1

j:

Dùkaz. Z dùsledku dostáváme p

n

(q

n+1

�q

n�1

) = q

n

(p

n+1

�p

n�1

). Proto¾e (q

n

; p

n

) =

1, plyne odtud existen
e 
elého èísla a

n

s vlastností q

n+1

� q

n�1

= a

n

q

n

, p

n+1

�p

n�1

=

a

n

p

n

. Proto¾e q

n+1

> q

n�1

, je a

n

> 0. Koneènì, (10) plyne z (8) a (9) díky (6).
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Poznamenejme, ¾e (10) dává jednodu
hý vzore
 pro výpoèet a

n

:

a

n

=

�

jjq

n�1

�jj

jjq

n

�jj

�

:

Poznámka. Vysvìtleme si, odkud se vzal termín

"

øetìzové zlomky\. Pøedpokláde-

jme, ¾e 0 < � <

1

2

. Pak q

1

= 1, p

1

= 0, a q

1

� � p

1

> 0. Polo¾íme-li q

0

= 0, p

0

= 1,

a

1

= q

2

, zùstane pro dode�nované hodnoty v platnosti lemma 2 i jeho dùsledek, proto

i lemma 3. Pak pro n = 1 z (10) dostáváme 1 = a

1

� + jjq

2

�jj, tedy a

1

= [

1

�

℄. Oznaème

�

0

= 1, �

1

= � a pro n � 2 ne
h» �

n

=

jjq

n

�jj

jjq

n�1

�jj

. Pak podle (10) platí �

�1

n

= a

n

+ �

n+1

pro libovolné n 2 N . Odtud dostáváme

� =

1

�

�1

=

1

a

1

+ �

2

=

1

a

1

+

1

�

�1

2

=

1

a

1

+

1

a

2

+�

3

=

1

a

1

+

1

a

2

+

1

�

�1

3

=

1

a

1

+

1

a

2

+

1

a

3

+�

4

= : : :

Uka¾me si je¹tì, jak se výpoèet èísel a

n

zjednodu¹í, je-li � =

p

D =2 Q pro D 2 N .

Oznaème d = [�℄. Podle poznámky za lemmatem 3 vzhledem k (6) a (2) platí

a

n

=

�

�

q

n�1

� � p

n�1

q

n

� � p

n

�

=

�

�

(q

n�1

� � p

n�1

)(q

n

� + p

n

)

q

2

n

D � p

2

n

�

:

Podle dùsledku lemmatu 2 je

a

n

=

"

�

�(�1)

n

p

D + q

n�1

q

n

D � p

n�1

p

n

q

2

n

D � p

2

n

#

;

pøièem¾ znaménko � urèíme podmínkou �(q

1

� � p

1

) < 0, tj. platí-li d � � < d+

1

2

, je

q

1

= 1, p

1

= d a platí znaménko �, kde¾to je-li d+

1

2

� � < d+ 1, je q

1

= 1, p

1

= d+ 1

a platí znaménko +. Dále je zøejmé, ¾e pro výpoèet èísla a

n

mù¾eme ve vý¹e uvedeném

vzor
i nahradit èíslo

p

D napø. èíslem d +

1

2

a z
ela se vyhnout reálné aritmeti
e. Pøi

výpoètu èísel p

n+1

, q

n+1

mù¾eme pak u¾ívat (8) a (9), jen je tøeba dode�novat p

0

,

q

0

tak, aby platilo lemma 2 i jeho dùsledky, tj. q

0

= 0, p

0

= �1, pøièem¾ podmínka

0 > (q

0

� � p

0

)(q

1

� � p

1

) = �p

0

(q

1

� � p

1

) urèí vhodné znaménko pro p

0

.

17. Metoda øetìzový
h zlomkù

Jak u¾ bylo zmínìno v patná
té kapitole, budeme hledat kongruen
e tvaru

x

2

k

� (�1)

e

0k

p

e

1k

1

p

e

2k

2

� � � p

e

mk

m

(modN);

kde p

i

jsou pevnì zvolená prvoèísla a e

ik

2 f0; 1g. Budeme vy
házet z toho, ¾e pokud

zvolíme do na¹í báze faktoriza
e v¹e
hna prvoèísla p

1

; : : : ; p

m

men¹í ne¾ nìjaká hrani
e

a najdeme-li kongruen
i x

2

� t (modN) s

"

malým\ jtj, je reálná ¹an
e, ¾e v rozkla-

du èísla jtj se nevyskytují jiná prvoèísla ne¾ p

1

; : : : ; p

m

a tedy ¾e získáme kongruen
i

po¾adovaného tvaru.
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Pøedpokládejme, ¾e jsme pomo
í øetìzový
h zlomkù na¹li dobrou aproxima
i

p

q

èísla

p

kN , kde k je nìjaké nepøíli¹ velké pøirozené èíslo nedìlitelné druhou mo
ninou pr-

voèísla. Oznaème t = p

2

�kNq

2

. Pak p

2

� t (modN). Naleznìme odhad pro jtj. Podle

(2), (5) a Lemmatu 1 pøed
hozí kapitoly platí

�

�

�

�

p

kN �

p

q

�

�

�

�

<

1

q

2

;

tedy

�

1

q

<

p

p

2

� t� p <

1

q

:

Pøiètením p, umo
nìním a odeètením p

2

dostaneme

�

2p

q

+

1

q

2

< �t <

2p

q

+

1

q

2

;

odkud vzhledem k

p

kN >

p

q

�

1

q

2

plyne

jtj <

2p

q

+

1

q

2

< 2

p

kN +

3

q

2

:

Èíslo jtj tedy opravdu není

"

velké\ a ¹an
e na získání u¾iteèné kongruen
e hledaného

tvaru je.

Metoda øetìzový
h zlomkù tedy dává následují
í algoritmus: postupnì za k volíme

pøirozená èísla nedìlitelná druhou mo
ninou prvoèísla a pro ka¾dé takové k poèítáme

jistý poèet dobrý
h aproxima
í

p

q

. Pro ka¾dou dobrou aproxima
i zkou¹íme rozlo¾it èíslo

jtj = jp

2

� kNq

2

j pomo
í prvoèísel z báze faktoriza
e. Jestli¾e se to podaøí, získáme

kongruen
i po¾adovaného tvaru.

Pokud jtj není mo¾né rozlo¾it pomo
í prvoèísel z báze faktoriza
e, av¹ak platí jtj =

F �U , kde F se pomo
í prvoèísel z báze faktoriza
e rozkládá a U je (asi) prvoèíslo podle

testu Millera a Rabina, je vhodné ulo¾it i troji
i (p; t; U). Získáme-li toti¾ pozdìji je¹tì

jinou troji
i (p

0

; t

0

; U), pak z p

2

� t (modN) a (p

0

)

2

� t

0

(modN) získáme kongruen
i

x

2

�

tt

0

U

2

(modN), kde x je øe¹ení kongruen
e Ux � pp

0

(modN).

18. Metoda kvadrati
kého síta

Opìt budeme hledat kongruen
e tvaru

x

2

k

� (�1)

e

0k

p

e

1k

1

p

e

2k

2

� � � p

e

mk

m

(modN);

kde p

i

jsou pevnì zvolená prvoèísla a e

ik

2 f0; 1g. Rozdíl oproti metodì øetìzový
h

zlomkù je ve zpùsobu, jakým jsou tyto kongruen
e hledány.

Oznaème d = [

p

N ℄ a uva¾me kvadrati
ký polynom

Q(x) = (x+ d)

2

�N:
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Je jasné, ¾eQ(a) � (a+d)

2

(modN) a ¾e jQ(a)j nebude

"

velké\ pro 
elá èísla a s

"

malou\

absolutní hodnotou. Aèkoli je to jednodu¹¹í metoda generování

"

malý
h\ kvadrátù

modulo N ne¾ metoda øetìzový
h zlomkù, zatím není pøíli¹ zajímavá. Rozhodují
í

dùvod, proè je tato metoda ry
hlej¹í ne¾ metoda øetìzový
h zlomkù, je tento: není

nutné rozkládat

"

malé\ kvadráty modulo N . Vzhledem k tomu, ¾e vìt¹inu z ni
h

rozlo¾it nad zvolenou bází faktoriza
e nelze, znamená toto marné rozkládání plýtvání

èasem.

Jak tedy budeme postupovat: pøedpokládejme, ¾e pro nìjaké n 2 N víme, ¾e n j Q(a).

Pak ov¹em pro ka¾dé k 2 Z platí n j Q(a + kn). Hledat takové a znamená øe¹it

kongruen
i x

2

� N (modn) a vzít a = x� d. Pøitom øe¹ení této kongruen
e pro malé

n není tak obtí¾né (je-li dokon
e n prvoèíslo, lze pou¾ít Shanksùv algoritmus, který je

èasové nároènosti O(ln

4

n)).

Jak budeme èísla prosívat: na velmi dlouhém intervalu pro v¹e
hna 
elá èísla a

spoèítáme velmi zhruba ln jQ(a)j (uká¾eme si, ¾e staèí s 
hybou men¹í ne¾ 1, proto

urèitì nepou¾ijeme algoritmus pro logaritmus, ale nìjaký jiný postup, napøíklad uva¾u-

jeme logaritmy o základu 2 a poèítáme øád první jednièky binárního zápisu). Tyto

hodnoty ulo¾íme do vektoru indexovaného a. Pak pro v¹e
hny mo
niny prvoèísel p

k

men¹í nebo rovny jisté hrani
i B, odeèteme pøibli¾nou hodnotu log

2

p od v¹e
h prvkù

v na¹em vektoru, jeji
h¾ index a je kongruentní modulo p

k

s pøedem vypoèteným øe¹ením

kongruen
e Q(a) � 0 (modp

k

), tj. (a+ d)

2

� N (mod p

k

) (proto¾e pøedpokládáme, ¾e

p - N , má pro li
há p tato kongruen
e dvì øe¹ení, je-li N kvadrati
ký zbytek modulo p,

a ¾ádné, jestli¾e je N kvadrati
ký nezbytek modulo p { do báze faktoriza
e tedy dáváme

jen ta prvoèísla, pro nì¾ je N kvadrati
ký zbytek).

Po ukonèení prosívání zjistíme, pro která a není Q(a) dìlitelné mo
ninou prvoèísla

vìt¹í ne¾ B. Pro tato a je toti¾ prvek ve vektoru indexovaný a malý (kdyby logaritmy

byly pøesné, byla by to nula). V opaèném pøípadì zde musí být èíslo vìt¹í ne¾ log

2

B

(odhlédneme-li od nepøesnosti logaritmù).

Odhadnìme potøebnou pøesnost " výpoètu log

2

p. Oznaème k = [max

a

log

2

jQ(a)j℄,

pak ka¾dé èíslo jQ(a)j má nejvý¹e k èinitelù. Je-li Q(a) rozlo¾itelné pomo
í na¹í báze

faktoriza
e, je po provedení odèítání logaritmù ve vektoru s indexem a èíslo men¹í ne¾

1 + k". Naproti tomu pro nerozlo¾itelné Q(a) dostaneme èíslo vìt¹í ne¾ (log

2

B)� 1�

(k� log

2

B)". Pro " <

�2+log

2

B

2k�log

2

B

je tedy druhé èíslo vìt¹í ne¾ první. Místo k sem pøitom

mù¾eme dosadit èíslo o jedna vìt¹í ne¾ bylo nejvìt¹í èíslo ve vektoru pøed zapoèetím

prosívání.

Pak pro v¹e
hna a, pro které je Q(a) rozlo¾itelné, spoèítáme znovu Q(a) a rozlo¾íme,

èím¾ získáme kongruen
i po¾adovaného tvaru. Máme-li dost místa v pamìti, mù¾eme

také ukládat v prùbìhu prosívání pro ka¾dou polo¾ku a prvoèísla, jeji
h¾ logaritmy jsme

odèítali (nebo alespoò nìkolik nejvìt¹í
h z ni
h), 
o¾ nám ury
hlí rozkládání.

Podobnì jako u metody øetìzový
h zlomkù i v tomto pøípadì mù¾eme hledat kon-

gruen
e x

2

� F � U (modN), kde F se pomo
í prvoèísel z báze faktoriza
e rozkládá a

U je

"

nepøíli¹ velké\ èíslo. V tom pøípadì rozkládáme Q(a) pro v¹e
hna a, pro které po

prosívání zùstalo ve vektoru èíslo men¹í ne¾ nìjaká pøedem daná mez a nerozlo¾itelný

faktor spolu s a u
hováváme pro pøípad, ¾e by se tý¾ faktor objevil je¹tì jednou.

Nevýhodou je, ¾e na dlouhém intervalu prosívání hodnoty polynomu Q(x) znaènì

rostou a s tím i klesají na¹e ¹an
e na úspì¹né rozlo¾ení. Mohli by
hom proto vzít je¹tì
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dal¹í polynom a prosívat i jeho hodnoty, napøíklad Q(x) = (x+[

p

lN ℄)

2

� lN pro nìjaké

pøirozené èíslo l nedìlitelné druhou mo
ninou prvoèísla. V tom pøípadì by
hom v¹ak

museli doplnit na¹i bázi faktoriza
e: pøipomeòme, ¾e v ní máme pouze ta prvoèísla p,

pro která je N kvadrati
ký zbytek modulo p, kde¾to nyní potøebujeme ta, pro která je

lN kvadrati
ký zbytek modulo p. Ov¹em zvìt¹ení báze faktoriza
e znamená potøebu

ví
e kongruen
í a provádìní Gaussovy elimina
e vìt¹í mati
e.

19. Metoda kvadrati
kého síta s ví
e polynomy

Uva¾ujme obe
ný kvadrati
ký polynomQ(x) = Ax

2

+2Bx+C takový, ¾e A;B;C 2 Z

a A > 0. Platí

AQ(x) = (Ax+ B)

2

� (B

2

�AC):

Pokud bude splnìno N j B

2

� AC, pro ka¾dé a 2 Z dostaneme kongruen
i tvaru

AQ(a) � (Aa+B)

2

(modN): Zvolme délku 2M intervalu, na kterém budeme prosívat

a pokusme se optimálnì zvolit konstanty A;B;C. Aby
hom mìli ¹an
i na rozlo¾ení èísla

jQ(a)j nad na¹í bází faktoriza
e, je vhodné, aby maximum funk
e jQ(x)j na intervalu

prosívání bylo 
o mo¾ná nejmen¹í, proto interval zvolíme tak, aby minimum funk
e

Q(x) padlo doprostøed, tj. prosívat budeme na intervalu I = (�

B

A

�M;�

B

A

+M). Dále

budeme po¾adovat, aby Q(�

B

A

+M)

:

= �Q(�

B

A

), tj. A

2

M

2

:

= 2(B

2

�AC), odkud plyne

A

:

=

p

2(B

2

�AC)

M

:

Je tedy

max

x2I

jQ(x)j

:

= jQ(�

B

A

)j =

B

2

�AC

A

:

= M

q

B

2

�AC

2

:

Proto¾e toto èíslo potøebujeme mít 
o nejmen¹í, ale souèasnì má být B

2

�AC dìlitelné

èíslem N , je vhodné volit A;B;C tak, aby B

2

� AC = N , kdy maximum jQ(x)j na I

bude zhruba M

q

N

2

.

Budeme tedy postupovat tak, ¾e nejdøíve zvolíme délku prosívání M . Pak budeme

koe�
ienty jednotlivý
h polynomù Q(x) generovat takto: zvolíme A blízko

p

2N

M

, naví


tak, ¾e A je prvoèíslo a N je kvadrati
ký zbytek modulo A. Pak nalezneme B tak, ¾e

B

2

� N (modA) a koneènì polo¾íme C =

B

2

�N

A

. Pak pokraèujeme stejnì jako v metodì

kvadrati
kého síta { pro ka¾dou mo
ninu p

k

prvoèísla p men¹í ne¾ nìjaká pøedem daná

hrani
e urèíme koøen a

p

k
kongruen
e x

2

� N (modp

k

), má-li tato kongruen
e øe¹ení (pro

li
há p to znamená, ¾e N je kvadrati
ký zbytek modulo p), ostatní prvoèísla ignorujeme.

To spoèítáme pro v¹e
hny polynomy jednou a us
hováme. Pak toti¾ koøeny polynomu

Q(x) modulo p

k

vyhovují kongruen
i Ax � �B � a

p

k (mod p

k

). Postupnì prosíváme

hodnoty jednoho polynomu Q(x) po druhém dokud nezískáme dostatek kongruen
í pro

Gaussovu elimina
i.

Proto¾e malá prvoèísla dìlí hodnì hodnot Q(x), trvá prosívání malými prvoèísly nej-

déle, pøièem¾ jeji
h logaritmus je malý. Proto se v nìkterý
h implementa
í
h prosívání

malými prvoèísly (øeknìme men¹ími ne¾ 100) vyne
hává, jen je nutné zvý¹it hrani
i,

pou¾ívanou po skonèení prosívání pro rozhodování, zda dotyènou hodnotu polynomu
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Q(x) budeme rozkládat nebo ne. Pøitom strategie je taková: radìji zkusit rozkládat

nerozlo¾itelné Q(x) ne¾ ztratit nìkteré rozlo¾itelné a tedy nìjakou u¾iteènou kongruen
i.

Vzhledem k tomu, ¾e získané kongruen
e je snadné kontrolovat, je mo¾né do generová-

ní kongruen
í zapojit ví
e lidí tak, ¾e pomo
í e-mailu je jim distribuován program s daty,

který ne
hají bì¾et ve volném èase na svém poèítaèi, a získané výsledky opìt vra
ejí e-

mailem. Tato metoda byla s úspì
hem pou¾ita pøi rozkládání devátého Fermatova èísla

N = 2

2

9

+ 1 pomo
í metody síta v èíselném tìlese v ro
e 1990. A. K. Lenstra, H. W.

Lenstra, M. S. Manasse a J. M. Pollard tímto zpùsobem získali mati
i o 226 688 øád
í
h

a 199 203 sloup
í
h. Po

"

zahu¹tìní\ této mati
e (viz poznámku na kon
i patná
té

kapitoly) získali mati
i o 72 413 øád
í
h a 72 213 sloup
í
h. Gaussovou elimina
í této

mati
e pak získali kongruen
i, která jim urèila netriviálního dìlitele èísla N .

20. Základy algebrai
ké teorie èísel

De�ni
e. Jsou-li K, L tìlesa a je-li K � L, øekneme, ¾e L je roz¹íøením tìlesa K.

Je-li naví
 L jako¾to vektorový prostor nad K koneènìrozmìrné, hovoøíme o koneèném

roz¹íøení. Dimenzi L nad K znaèíme [L : K℄.

De�ni
e. Podtìleso komplexní
h èísel, které je koneèným roz¹íøením Q , se nazývá

tìleso algebrai
ký
h èísel.

De�ni
e. Ne
h» K je tìleso algebrai
ký
h èísel, � 2 K. Pokud existuje normovaný

polynom f(x) 2 Z[x℄, jeho¾ je � koøenem, nazývá se � 
elé algebrai
ké èíslo.

Poznámka. V pøed
hozí de�ni
i je podstatný po¾adavek normovanosti. Je-li toti¾

[K : Q ℄ = n, pak 1; �; �

2

; : : : ; �

n

musí být Q -lineárnì závislé, a tedy existuje polynom

f(x) 2 Z[x℄ stupnì nejvý¹e n tak, ¾e f(�) = 0.

Lemma 1. Ne
h» K je tìleso algebrai
ký
h èísel, !

1

; : : : ; !

n

2 K. Ne
h» M je

aditivní grupa, generovaná !

1

; : : : ; !

n

, tj.

M = fa

1

!

1

+ � � �+ a

n

!

n

; a

1

; : : : ; a

n

2 Zg:

Je-li M okruh, pak je libovolný prvek M 
elé algebrai
ké èíslo.

Dùkaz. Bez újmy na obe
nosti mù¾eme pøedpokládat, ¾e !

1

: : : !

n

6= 0. Buï � 2M

libovolné. Proto¾e pro ka¾dé i = 1; : : : ; n platí �!

i

2M , existují 
elá èísla a

ij

splòují
í

�!

i

=

n

X

j=1

a

ij

!

j

pro ka¾dé i = 1; : : : ; n. Odtud plyne, ¾e det(�E�(a

ij

)) = 0, kde E je jednotková mati
e

øádu n. Proto je � koøenem normovaného polynomu f(x) = det(xE � (a

ij

)) 2 Z[x℄.

Vìta 1. Ne
h» K je tìleso algebrai
ký
h èísel. Oznaème R mno¾inu v¹e
h 
elý
h

algebrai
ký
h èísel � 2 K. Pak R je obor integrity a K je jeho podílové tìleso.
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Dùkaz. Aby
hom ovìøili, ¾e R je obor integrity, musíme dokázat, ¾e pro libovolná

�; � 2 R jsou �+�, ��� i �� 
elá algebrai
ká èísla. Proto¾e � a � jsou 
elá algebrai
ká

èísla, existují polynomy s 
elými koe�
ienty

f(x) = x

n

+ a

n�1

x

n�1

+ � � �+ a

1

x+ a

0

; g(x) = x

m

+ b

m�1

x

m�1

+ � � �+ b

1

x+ b

0

tak, ¾e f(�) = 0 a g(�) = 0. Pak ov¹em platí

�

n

= �a

n�1

�

n�1

� � � � � a

1

�� a

0

; �

m

= �b

m�1

�

m�1

� � � � � b

1

� � b

0

;

a tedy podgrupa M aditivní grupy tìlesa K generovaná v¹emi souèiny

(*) �

i

�

j

; kde 0 � i < n, 0 � j < m,

tvoøí okruh, nebo» libovolný souèin �

k

�

l

pro k � 0, l � 0 je mo¾né vyjádøit jako

Z-lineární kombina
i prvkù (*). Podle lemmatu 1 jsou � + �, � � �, �� 2 M 
elá

algebrai
ká èísla.

Zbývá dokázat, ¾e K je podílové tìleso okruhu R. Ne
h» � 2 K je libovolné. Podle

poznámky pøed lemmatem 1 existuje polynom f(x) = a

k

x

k

+a

k�1

x

k�1

+� � �+a

1

x+a

0

2

Z[x℄ tak, ¾e f(�) = 0 a a

k

6= 0. Pak ov¹em èíslo � = a

k

� je koøenem polynomu

x

k

+ a

k�1

x

k�1

+ � � �+ a

1

a

k�2

k

x+ a

0

a

k�1

k

2 Z[x℄;

a proto èíslo � je 
elé algebrai
ké. Je tedy � =

�

a

k

podílem dvou èísel z R. Dokázali

jsme, ¾e K je podílové tìleso okruhu R.

Pøíklad. Oznaème

K = Q (

p

10) = fa+ b

p

10; a; b 2 Qg:

Snadno se uká¾e, ¾e K je tìleso algebrai
ký
h èísel a ¾e [K : Q ℄ = 2. Oznaème R okruh

v¹e
h 
elý
h algebrai
ký
h èísel v K. Je-li a; b 2 Z, pak � = a + b

p

10 je koøenem

polynomu

(x� a� b

p

10)(x� a+ b

p

10) = x

2

� 2a+ (a

2

� 10b

2

);

a tedy a + b

p

10 2 R. Pøedpokládejme naopak, ¾e pro nìjaké a; b 2 Q , platí � =

a + b

p

10 2 R a doka¾me, ¾e a; b 2 Z. Je tedy � koøenem nìjakého normovaného

polynomu f(x) 2 Z[x℄. Je-li b = 0, je � 2 Q a podle vìty 8.5 na stranì 102 skript [R℄ platí

� 2 Z. Ne
h» tedy b 6= 0, tj. � =2 Q . Vydìlme polynom f(x) polynomem g(x) = x

2

�2a+

(a

2

�10b

2

) se zbytkem: existují tedy polynomy q(x), r(x) tak, ¾e f(x) = q(x)g(x)+r(x)

a pøitom je r(x) buï nulový nebo stupnì nejvý¹e jedna. Dosazením � za x dostaneme

r(�) = 0, odkud vzhledem k � =2 Q plyne, ¾e r(x) je nulový polynom. Pøipomeòme

(viz [R℄, dùkaz vìty 8.7 na stranì 103), ¾e polynom s 
eloèíselnými koe�
ienty takový,

¾e nejvìt¹í spoleèný dìlitel jeho koe�
ientù je roven 1, se nazývá primitivní. Platí

(viz tamté¾), ¾e souèin primitivní
h polynomù je opìt primitivní polynom. Ne
h» u

a v jsou ra
ionální èísla taková, ¾e polynomy uq(x) a vg(x) jsou primitivní (tím jsou

èísla u a v urèena jednoznaènì a¾ na znaménko). Pak je tedy primitivní i polynom

uvf(x) = uq(x) � vg(x). Ov¹em polynom f(x) je normovaný s 
elými koe�
ienty a tedy

primitivní. Je proto uv = �1. Proto¾e polynom g(x) je normovaný, je normovaný i
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q(x) a tedy z de�ni
e u a v plyne, ¾e u; v 2 Z. Proto v = �1 a tedy g(x) má 
eloèíselné

koe�
ienty: 
 = 2a 2 Z, a

2

� 10b

2

2 Z. Proto 40b

2

= 


2

� 4(a

2

� 10b

2

) 2 Z, odkud

d = 2b 2 Z. Pak ov¹em 4 j 4(a

2

�10b

2

) = 


2

�10d

2

a tedy 


2

je sudé èíslo. Je tedy sudé

i samo 
 a proto je sudé i d

2

a tedy i d. Dokázali jsme, ¾e a; b 2 Z, tj.

R = fa+ b

p

10; a; b 2 Zg:

Poznámka. Zajímá nás, nakolik je aritmetika v okruhu R podobná aritmeti
e v Z.

Aritmetika v Z je pomìrnì jednodu
há díky vìtì o jednoznaèném rozkladu na souèin

prvoèísel: ka¾dé nenulové 
elé èíslo je mo¾no zapsat ve tvaru souèinu vhodné jednotky

(tj. invertibilního prvku, v tomto pøípadì 1 nebo �1) a koneènì mnoha iredu
ibilní
h

prvkù (tj. prvoèísel), pøièem¾ je tento rozklad jednoznaèný a¾ na poøadí èinitelù.

Pøíklad. Uka¾me si, ¾e aritmetika R mù¾e být i odli¹ná: ne
h» K a R jsou jako

v pøed
hozím pøíkladì a de�nujme zobrazení (tzv. normu) N : R! Z pøedpisem

N (a+ b

p

10) = (a+ b

p

10)(a� b

p

10) = a

2

� 10b

2

:

Snadno se nahlédne, ¾e N (��) = N (�)N (�) pro ka¾dé �; � 2 R. Doka¾me, ¾e mno¾ina

v¹e
h jednotek okruhu R je rovna

E = f� 2 R; N (�) = �1g:

Skuteènì, je-li � jednotka okruhu R, existuje � 2 R tak, ¾e �� = 1, odkud plyne

1 = N (��) = N (�)N (�), a tedy N (�) = �1. Opaèná implika
e je zøejmá.

V okruhu R mù¾eme rozlo¾it

9 = 3 � 3 = �(1 +

p

10)(1�

p

10):

Pøitom N (3) = 9 a N (1 +

p

10) = �9. Doká¾eme-li, ¾e v R neexistují èísla s normou

�3, budeme vìdìt, ¾e v¹e
hna ètyøi èísla uvedená v rozkladu èísla 9 jsou iredu
ibilní,

tj. není mo¾né je zapsat ve tvaru souèinu dvou èísel z R, které nejsou jednotkami. To

je ale snadné: z a

2

� 10b

2

= �3 plyne a

2

� �3 (mod5), spor. V R tedy neplatí vìta

o jednoznaèném rozkladu èísel na souèin iredu
ibilní
h faktorù.

Je zøejmé, ¾e 3 +

p

10 je jednotka okruhu R a proto i v¹e
hny její mo
niny. Odtud

plyne, ¾e E je nekoneèná. Doka¾me, ¾e platí

E = f�(3 +

p

10)

n

; n 2 Zg:

Budeme pøedpokládat existen
i nìjaké jednotky � okruhu R, pro kterou platí � =2 E a

dojdeme ke sporu. Mù¾eme pøedpokládat, ¾e � > 0 (jinak vezmeme ��), dokon
e ¾e

� > 1 (jinak vezmeme

1

�

). Naví
 mù¾eme pøedpokládat � < 3 +

p

10 (jinak vydìlíme �

nejvìt¹í mo
ninou èísla 3+

p

10 men¹í ne¾ �). Je tedy � = a+ b

p

10 pro nìjaké a; b 2 Z

a platí 1 < a + b

p

10 < 3 +

p

10, N (a+ b

p

10) = (a + b

p

10)(a� b

p

10) = �1. Tudí¾

a� b

p

10 =

�1

�

, a proto �1 < a� b

p

10 < 1. Seètením odtud plyne 0 < 2a < 4 +

p

10,


o¾ vzhledem k tomu, ¾e a je 
elé èíslo, znamená a 2 f1; 2; 3g. Proto¾e b je rovnì¾ 
elé

èíslo a platí b

2

=

1

10

(a

2

� 1), dostali jsme, ¾e � = 1 nebo � = 3�

p

10, spor.
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Poznámka. Kummer v polovinì minulého století objevil zpùsob, jak jednoznaèné

rozkládání za
hránit. Jak jsme vidìli, vìta o jednoznaèném rozkladu prvkù v okruzí
h


elý
h algebrai
ký
h èísel neplatí, platí zde ale vìta o jednoznaèném rozkladu ideálù.

Ka¾dý nenulový ideál okruhu 
elý
h algebrai
ký
h èísel je mo¾né psát ve tvaru souèinu

prvoideálù a to jednoznaènì a¾ na poøadí èinitelù.

Pøipomeòme nìkteré pou¾ité pojmy: nulový ideál je ideál f0g, prvoideál je ideál I

okruhu R, pro který platí: I 6= R a pro ka¾dé �; � 2 R z �� 2 I plyne � 2 I nebo � 2 I

(ekvivalentnì: ideál I je prvoideál, právì kdy¾ je faktorokruh R=I oborem integrity, viz

[R℄, strany 110 a 111). Je je¹tì tøeba de�novat, 
o je to souèin ideálù: jsou-li I, J ideály

okruhu R, jeji
h souèinem je ideál

IJ =

n

P

n

i=1

�

i

�

i

; n 2 N ; �

i

2 I; �

i

2 J pro v¹e
hna i = 1; : : : ; n

o

:

Vìta 2. Ne
h» R je okruh 
elý
h algebrai
ký
h èísel v nìjakém tìlese algebrai
ký
h

èísel K. Ne
h» I je ideál R, I 6= R, I 6= f0g. Pak existuje jednoznaènì urèené n 2 N a

jednoznaènì (a¾ na poøadí) urèené prvoideály P

1

, : : : , P

n

takové, ¾e platí

I = P

1

: : : P

n

:

Dùkaz je mimo mo¾nosti na¹í pøedná¹ky.

Poznámka. Jak lze vìtu pou¾ít na rozkládání nenulového prvku � 2 R, který není

jednotka? Rozlo¾íme hlavní ideál

(�) = f��; � 2 Rg:

(U¾íváme následují
ího oznaèení: (�

1

; : : : ; �

n

) je ideál generovaný èísly �

1

; : : : ; �

n

, tj.

nejmen¹í ideál, který je obsahuje.) Pokud je R okruh hlavní
h ideálù (tj. ka¾dý ideál

okruhu R je tvaru (�) pro vhodné � 2 R), dostaneme podle vý¹e uvedené vìty ire-

du
ibilní prvky �

1

; : : : �

n

2 R tak, ¾e

(�) = (�

1

) : : : (�

n

) = (�

1

: : : �

n

);

odkud plyne, ¾e � = " � �

1

: : : �

n

pro vhodnou jednotku ". Odvodili jsme tedy, ¾e

je-li okruh 
elý
h algebrai
ký
h èísel R okruhem hlavní
h ideálù, platí v nìm vìta

o jednoznaèném rozkladu na prvoèinitele (
o¾ je fakt platný obe
nì pro libovolný okruh

hlavní
h ideálù).

Pøíklad. Vra»me se k na¹emu pøed
hozímu pøíkladu: oznaème I, resp. J ideály

generované 3 a 1 +

p

10, resp. 3 a 1�

p

10, tj.

I = (3; 1 +

p

10) = f3�+ (1 +

p

10)�; �; � 2 Rg;

J = (3; 1�

p

10) = f3�+ (1�

p

10)�; �; � 2 Rg:

Pak I, J jsou prvoideály (platí R=I ' R=J ' F

3

) a platí IJ = (3) (snadno je vidìt, ¾e

IJ � (3), opaèná inkluze plyne z 3 = 3 � 3� 3(1�

p

10)� (1 +

p

10)3). Dále platí

I

2

= (9; 3(1 +

p

10); (1 +

p

10)

2

) = (9; 3 + 3

p

10; 11 + 2

p

10);
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proto 1+

p

10 = 9+(3+3

p

10)�(11+2

p

10) 2 I

2

. Na druhou stranu jistì 9, 3(1+

p

10) a

(1+

p

10)

2

jsou prvky ideálu (1+

p

10), tedy I

2

= (1+

p

10). Analogi
ky J

2

= (1�

p

10).

Obì strany identity

(1 +

p

10)(1�

p

10) = �3 � 3

udávají tedy tý¾ rozklad ideálu (9) na prvoideály: (9) = I

2

J

2

.

Poznámka. Míru toho, nakolik se okruh 
elý
h algebrai
ký
h èísel R nìjakého

tìlesa algebrai
ký
h èísel K li¹í od okruhu s jednoznaèným rozkladem prvkù, nám

vlastnì udává to, kolik ze v¹e
h ideálù okruhu R je hlavní
h. Uva¾me pologrupu v¹e
h

nenulový
h ideálù okruhu R a jeho podpologrupu v¹e
h hlavní
h ideálù. Mù¾eme uvá¾it

faktoriza
i této pologrupy podle zmínìné podpologrupy (
o¾ odpovídá následují
í ekvi-

valen
i mezi ideály: I � J , právì kdy¾ existují �; � 2 R splòují
í (�) � I = (�) � J). Je

mo¾né dokázat, ¾e faktorstrukturou je koneèná komutativní grupa. Poèet její
h prvkù

se nazývá poèet tøíd ideálù okruhu R (nebo také tìlesa K) a je jednou z nejdùle¾itìj¹í
h


harakteristik aritmetiky v okruhu R.

Poznámka. V na¹em pøíkladì jsme odvodili, ¾e grupa jednotek okruhu 
elý
h alge-

brai
ký
h èísel tìlesa Q (

p

10) je

E = f�(3 +

p

10)

n

; n 2 Zg;

tedy komutativní grupa se dvìma generátory �1 a 3 +

p

10. Tento fakt platí obe
nì:

grupa jednotek okruhu 
elý
h algebrai
ký
h èísel libovolného tìlesa algebrai
ký
h èísel

je koneènì generovaná komutativní grupa a pro minimální poèet její
h generátorù platí,

¾e nepøevý¹í stupeò [K : Q ℄.

21. Metoda síta v èíselném tìlese

Vra»me se k na¹emu pùvodnímu problému: máme velké pøirozené èíslo N , o kterém

víme, ¾e je slo¾ené, a hledáme jeho netriviálního dìlitele.

Zvolme 
elé algebrai
ké èíslo � a oznaème T (x) 2 Z[x℄ normovaný mnohoèlen nej-

men¹ího stupnì, jeho¾ je � koøenem. Ne
h» K = Q(�) je nejmen¹í tìleso algebrai
ký
h

èísel, které obsahuje èíslo �. Oznaème

L = fa

0

+ a

1

� + � � �+ a

d�1

�

d�1

; a

0

; : : : ; a

d�1

2 Qg;

kde d je stupeò polynomu T (x).

Doká¾eme, ¾e platí K = L. Proto¾e T (�) = 0, je jasné, ¾e L je okruh. Doka¾me,

¾e je L dokon
e tìleso, pak bude zøejmé, ¾e je L nejmen¹í tìleso obsahují
í � a tedy, ¾e

K = L. Nejprve uká¾eme, ¾e T (x) je iredu
ibilní nad Z. Kdyby existovaly nekonstantní

polynomy f(x); g(x) 2 Z[x℄ takové, ¾e T (x) = f(x)g(x), musely by být oba normované a

stupnì men¹ího ne¾ d. Dosazením � za x by
hom pak dostali spor s de�ni
í T (x). Podle

vìty 8.7 na stranì 102 v [R℄ (popøípadì u¾itím te
hniky u¾ité v pøíkladu v pøed
hozí

kapitole) dostáváme, ¾e T (x) je iredu
ibilní nad Q . Ne
h» � 2 L, � 6= 0 je libovolné.

Pak existuje polynom f(x) 2 Q [x℄ stupnì men¹ího ne¾ d tak, ¾e � = f(�). Proto¾e T (x)

je iredu
ibilní nad Q a f(x) má stupeò men¹í ne¾ T (x), je jeji
h nejvìt¹í spoleèný dìlitel
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(který existuje podle vìty 5.18 na stranì 85 v [R℄) roven 1. Podle vìty 5.20 na stranì 86

v [R℄ existují polynomy u(x), v(x) 2 Q [x℄ tak, ¾e f(x)u(x)+T (x)v(x) = 1. Dosazením �

za x dostaneme u(�) =

1

�

2 L, a tedy L je tìleso. Stejným postupem mù¾eme dokázat,

¾e neexistuje nenulový polynom s ra
ionálními koe�
ienty stupnì men¹ího ne¾ d, jeho¾

by byl � koøenem, a proto je [K : Q ℄ = d.

Oznaème R okruh v¹e
h 
elý
h algebrai
ký
h èísel v K. Proto¾e � 2 R, pro

Z[�℄ = fa

0

+ a

1

� + � � �+ a

d�1

�

d�1

; a

0

; : : : ; a

d�1

2 Zg

platí Z[�℄ � R. Obe
nì zde rovnost platit nemusí. Je v¹ak mo¾né dokázat, ¾e faktor-

grupa R=Z[�℄ je koneèná. Oznaème f poèet její
h prvkù.

Budeme pøedpokládat, ¾e jsme s
hopni spoèítat v¹e
hno potøebné o tìleseK, tj. poèet

tøíd ideálù okruhu R, generátory grupy jednotek okruhu R, vý¹e uvedenou konstantu

f , v¹e
hny

"

malé\ prvoideály a¾ do zvolené hrani
e (

"

velikost\ prvoideálu P je dána

poètem prvkù oboru integrity R=P , o kterém je mo¾né dokázat, ¾e je to koneèné tìleso)

a v pøípadì, ¾e R není okruh hlavní
h ideálù, i reprezentanty jednotlivý
h tøíd ideálù

(v tomto pøípadì je situa
e o nì
o slo¾itìj¹í, metodu síta v èíselném tìlese proto popí¹eme

jen pro pøípad, kdy je R okruh hlavní
h ideálù; podrobný popis metody v obe
né situa
i

lze najít v [C℄). Dodejme, ¾e pro obe
né tìleso algebrai
ký
h èísel K jde o velmi obtí¾ný

úkol, jeho¾ nároènost silnì stoupá se stupnìm tìlesa a který nebyl dosud zvládnut ani

pro nìkterá pomìrnì jednodu
há tìlesa. Vzhledem k tomu, ¾e v¹ak èíslo � volíme, bude

mo¾né pøedpokladùm tohoto odstav
e vyhovìt.

Proto¾e polynom T (x) je iredu
ibilní nad Q , koøeny polynomu T (x) v C jsou po

dvou rùzné (ví
enásobný koøen by byl koøenem deriva
e T

0

(x) a tedy nejvìt¹í spoleèný

dìlitel (T (x); T

0

(x)) by byl vlastním dìlitelem polynomu T (x)). Ne
h» �

1

= �, �

2

,

: : : , �

d

jsou v¹e
hny komplexní koøeny polynomu T (x). Z Viétovy
h vztahù a z hlavní

vìty o symetri
ký
h polynome
h plyne, ¾e hodnota libovolného symetri
kého polynomu

o d promìnný
h v �

1

, �

2

, : : : , �

d

bude 
elé èíslo. Proto mù¾eme de�novat normu

N : Z[�℄! Z následují
ím zpùsobem. Pro libovolný prvek � 2 Z[�℄ existuje polynom

g(x) 2 Z[x℄ tak, ¾e � = g(�). Pak klademe

N (�) = g(�

1

) : : : g(�

d

) 2 Z:

Snadno se nahlédne, ¾e tato de�ni
e nezávisí na volbì polynomu g a ¾e platí N (��) =

N (�)N (�). Poznamenejme, ¾e je mo¾né de�ni
i normy roz¹íøit na 
elý okruh R: pro

libovolné � 2 R je f� 2 Z[�℄, polo¾íme pak N (�) = f

�d

N (f�). Je mo¾né dokázat, ¾e

pro ka¾dé � 2 R je N (�) 
elé èíslo a ¾e jN (�)j je poèet prvkù faktorokruhu R=(�), kde

(�) znaèí hlavní ideál generovaný prvkem �. (Odtud plyne, ¾e � je jednotka okruhu R,

právì kdy¾ N (�) = 1.)

Pøedstavme si, ¾e známe nìjaké 
elé èíslo m takové, ¾e T (m) = �kN pro nìjaké

"

malé\ pøirozené èíslo k. Pak mù¾eme sestrojit homomor�smus okruhù ' : Z[�℄ !

Z=NZ tak, ¾e polo¾íme '(�) = m +NZ. (Je jasné, ¾e jde o homomor�smus aditivní
h

grup. To, ¾e ' za
hovává i násobení, plyne z toho, ¾e N j T (m).)

Pro ka¾dé � 2 R platí f� 2 Z[�℄. Vzhledem k tomu, ¾e f pravdìpodobnì nebude

dìlitelné èíslem N , mù¾eme pøedpokládat (f;N) = 1 (jinak máme netriviálního dìlitele

N). Ne
h» u 2 Z splòuje uf � 1 (modN). Pak mù¾eme ' dode�novat na 
elém R
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takto: pro libovolné � 2 R klademe '(�) = u � '(f�). Je jasné, ¾e pro � 2 Z[�℄ jsme

tím '(�) nezmìnili a ¾e ' je skuteènì homomor�smus okruhù ' : R! Z=NZ.

Nyní k èemu 
h
eme dojít: rádi by
hom na¹li a; b 2 Z tak, aby a + bm byla druhá

mo
nina v Z a souèasnì aby a + b� byla druhá mo
nina v R. Je-li toti¾ a + bm = x

2

pro x 2 Z a souèasnì a+ b� = �

2

pro � 2 R, máme ¹an
i, ¾e se nám podaøí rozlo¾it N :

proto¾e je ' homomor�smus, platí

'(�)

2

= '(�

2

) = '(a+ b�) = (a+ bm) +NZ = x

2

+NZ

a je-li y nìjaký reprezentant tøídy '(�), tj. '(�) = y + NZ, platí x

2

� y

2

(modN) a

(x + y;N) by mohl být netriviální dìlitel èísla N podobnì jako u metody øetìzový
h

zlomkù èi metody kvadrati
kého síta.

Nalezení takový
h a, b je v¹ak velmi nesnadný úkol a jistì se nám je nepodaøí najít

rovnou. Pou¾ijeme proto podobné te
hniky jako v pøed
hozí
h metodá
h a budeme

rozkládat nad nìjakými bazemi faktoriza
e. Jasná je situa
e pro èísla typu a+ bm 2 Z,

která budeme rozkládat nad

"

malými\ prvoèísly. Vìt¹í problém je s èísly typu a+ b� 2

Z[�℄. Jak jsme se u¾ zmínili, budeme pro jednodu
host pøedpokládat, ¾e R je okruh

hlavní
h ideálù. Pak je mo¾né pro ka¾dý

"

malý\ prvoideál P nalézt � 2 R tak, ¾e

P = (�). Budeme tedy ideály (a + b�) rozkládat nad bazí faktoriza
e slo¾ené z tì
hto

"

malý
h\ prvoideálù a v¾dy, kdy¾ existuje nìjaký rozklad

(a+ b�) = (�

1

)

k

1

: : : (�

n

)

k

n

;

musí existovat jednotka � okruhu R, splòují
í

a+ b� = ��

k

1

1

: : : �

k

n

n

:

Proto¾e grupa jednotek okruhu R je koneènì generovaná grupa (viz poznámku na kon
i

pøed
hozí kapitoly), mù¾eme zvolit její generátory a získanou jednotku � pomo
í ni
h

vyjádøit. Celkem tedy èísla a+b� rozkládáme nad bází faktoriza
e, slo¾ené z generátorù

jednotlivý
h

"

malý
h\ prvoideálù a z generátorù grupy jednotek okruhu R.

Je mo¾né dokázat, ¾e pro libovolné prvoèíslo p - f jsou ideály tvaru } = (p; � � 


p

),

kde 


p

probíhá v¹e
hna (navzájem nekongruentní modulo p) øe¹ení kongruen
e T (x) �

0 (modp), navzájem rùzné (ne v¹ak nutnì v¹e
hny) prvoideály okruhu R dìlí
í hlavní

ideál (p). Pøitom a+ b� 2 } pro nìjaká a; b 2 Z nastane právì tehdy, kdy¾ a+ b


p

2 },

tj. právì kdy¾ p j a+ b


p

(
elá èísla jsou prvky }, právì kdy¾ jsou dìlitelná p, to plyne

z toho, ¾e } \ Z musí být prvoideál v Z obsahují
í p). Oznaème v nìjaké 
elé èíslo

splòují
í vf � 1 (modp). Ne
h» � 2 R je libovolné. Pak f � � 2 Z[�℄, tedy existuje

polynom g(x) 2 Z[x℄ tak, ¾e f � � = g(�). Proto¾e x � 


p

j g(x) � g(


p

) v Z[x℄, platí

� � 


p

j g(�)� g(


p

) v R, proto vf� � vg(


p

) = vg(�)� vg(


p

) = v(g(�)� g(


p

)) 2 }.

Proto¾e p j 1� vf a p 2 }, je (1� vf)� 2 }, a tedy � � vg(


p

) 2 }. Je-li r zbytek po

dìlení 
elého èísla vg(


p

) prvoèíslem p, z p j (vg(


p

)� r) plyne �� r 2 }. V ka¾dé tøídì

rozkladu R=} tedy le¾í (jediné) z èísel 0; 1; : : : ; p � 1, je tedy jR=}j = p. Proto platí:

jestli¾e � 2 R splòuje (�) = }, pak N (�) = p.

Podobnì jako u metody kvadrati
kého síta budeme dvoji
e 
elý
h èísel (a; b), pro

které máme ¹an
i rozlo¾it a + bm i a + b� nad zvolenými bázemi faktoriza
e, hledat

prosíváním. Uva¾ujme tedy v¹e
hny dvoji
e 
elý
h èísel (a; b), pro která jaj i jbj jsou

men¹í ne¾ zvolená mez.
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1. Pro v¹e
hna malá prvoèísla p vyznaème ty dvoji
e (a; b), pro které p dìlí a i b.

2. (První ini
ializa
e) Pro v¹e
hny nevyznaèené dvoji
e (a; b) ini
ializujme polo¾ku,

obsahují
í pøibli¾nou hodnotu log

2

(a+ bm).

3. (První prosívání) Pro ka¾dou mo
ninu p

k

prvoèísla, která je men¹í ne¾ zvolená mez,

odeèteme log

2

p od polo¾ek, pøíslu¹ný
h tìm nevyznaèeným dvoji
ím (a; b), pro které

p j a+ bm.

4. Vyznaèíme v¹e
hny dvoji
e (a; b), jeji
h¾ polo¾ka zùstala pøíli¹ velká.

5. (Druhá ini
ializa
e) Pro v¹e
hny nevyznaèené dvoji
e (a; b) ini
ializujme polo¾ku,

obsahují
í pøibli¾nou hodnotu log

2

(N (a+ b�)).

6. (Druhé prosívání) Pro ka¾dé prvoèíslo p, které je men¹í ne¾ zvolená mez a které

nedìlí f , naleznìme v¹e
hna (navzájem nekongruentní modulo p) øe¹ení 


p

kongruen
e

T (x) � 0 (mod p). Pro ka¾dé takové øe¹ení 


p

odeèteme log

2

p od v¹e
h polo¾ek,

pøíslu¹ný
h tìm dosud nevyznaèeným dvoji
ím (a; b), pro které p j a+ b


p

.

7. Pro v¹e
hny dvoji
e (a; b), jeji
h¾ polo¾ka zùstala men¹í ne¾ jistá mez, zjistíme roz-

kladem èísla N (a+ b�), zda opravdu v¹e
hny prvoideály dìlí
í a+ b� jsou ve zvolené

bázi faktoriza
e.

Poznamenejme, ¾e v bodì 6 odèítáme log

2

p jen jednou bez ohledu na to, zda prvoideál

(p; �� 


p

) vystupuje v rozkladu ideálu (a+ b�) v první nebo ve vy¹¹í mo
ninì (to toti¾

nejsme s
hopni rozli¹it). Aby se vylouèil pøípad, ¾e by se tím na nìkterou u¾iteènou

dvoji
i zapomnìlo, je

"

jistá mez\ u¾itá v bodì 7 o nì
o vy¹¹í, ne¾ by bylo jinak zapotøebí.

To v¹ak má zase za následek, ¾e je nutná zde zmínìná kontrola rozkladem.

Oznaème p

1

; : : : ; p

l

bázi faktoriza
e pou¾itou pro rozkládání èísel a + bm, dále pak

u

1

; : : : ; u

k

generátory grupy jednotek okruhu R a koneènì �

1

; : : : ; �

n

èísla, generují
í

hlavní prvoideály pou¾ité pro rozkládání ideálù (a+ b�). Po skonèení uvedený
h sedmi

bodù máme pro ka¾dou nevyznaèenou dvoji
i (a; b), která pro¹la úspì¹nì kontrolou

v bodì 7, rozklady

a+ bm = (�1)

e

0

p

e

1

1

: : : p

e

l

l

; a+ b� = u

e

l+1

1

: : : u

e

l+k

k

�

e

l+k+1

1

: : : �

e

l+k+n

n

:

Tím dostaneme vektor (e

0

; e

1

; : : : ; e

l+k+n

) pøirozený
h èísel, který budeme interpretovat

jako vektor z vektorového prostoru F

1+k+l+n

2

(sudá èísla jako nuly a li
há èísla jako

jednièky). A¾ budeme mít tì
hto vektorù dost (tj. alespoò o nìkolik ví
e ne¾ 1+k+l+n),

provedeme Gaussovu elimina
i nad F

2

(viz poznámku o

"

øídký
h\ mati
í
h na kon
i

patná
té kapitoly), aby
hom na¹li F

2

-lineární závislosti mezi získanými vektory. Ka¾dá

taková závislost nám urèí, která èísla a+ bm, resp. a+ b� máme mezi sebou vynásobit,

aby
hom dostali ký¾enou kongruen
i x

2

� y

2

(modN). Pøitom místo a + b� budeme

rovnou násobit '(a+ b�).

Poznámka. Metoda síta v èíselném tìlese je nejnovìj¹í a poten
iálnì nejry
hlej¹í

známá metoda rozkládání velký
h pøirozený
h èísel. Na základì nìkterý
h heuristi
ký
h

argumentù lze odhadovat, ¾e metoda øetìzový
h zlomkù i metoda kvadrati
kého síta

jsou èasové nároènosti

O

�

e

p

lnN ln lnN(1+o(1))

�

:

Proto pøed objevením metody síta v èíselném tìlese panovalo pøesvìdèení, ¾e lep¹í èasové

nároènosti u¾ patrnì nepùjde dosáhnout. Bylo pøekvapením, ¾e na základì podobný
h

argumentù lze odhadovat, ¾e metoda síta v èíselném tìlese je èasové nároènosti

O

�

e

3

p

(lnN)(ln lnN)

2

(
+o(1))

�
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pro pomìrnì malé 
 (men¹í ne¾

3

q

64

9

), 
o¾ je asymptoti
ky mnohem lep¹í ne¾ jakákoli

jiná známá metoda. Bohu¾el výpoèty v této metodì jsou notnì komplikované (jak jsme

ji¾ kone
 kon
ù sami vidìli) a tedy asymptoti
ká výhodnost se zaène projevovat a¾ pro

znaènì velká èísla. Odhaduje se, ¾e tato metoda by mìla být ry
hlej¹í a¾ pro èísla mají
í

aspoò 130 dekadi
ký
h 
ifer, jen¾e tak velká èísla jsou stejnì mimo dne¹ní mo¾nosti. Na

druhé stranì, pro èísla ve spe
iálním tvaru, napøíklad pro Mersenova èísla 2

p

� 1, kde

p je prvoèíslo, nebo Fermatova èísla 2

2

k

+ 1 mù¾e být tato metoda zjednodu¹ena (je

mo¾né sní¾it 
 a¾ pod

3

q

32

9

) a stává se prakti
kou u¾ i pro N do 120 
ifer.

Pøíklad pou¾ití metody. Pøedpokládejme, ¾e na¹e velké pøirozené èíslo je tvaru

N = r

e

� s, kde r a s jsou 
elá èísla s malou absolutní hodnotou. Zvolme vhodné d

(ukazuje se, ¾e pro N o 70 a ví
e 
ifrá
h je vhodné d = 5) a polo¾me k = �[�

e

d

℄. Je

tedy �k � �

e

d

< �k + 1, tj. 0 � kd � e < d. Proto¾e jrj a jsj jsou malé, je malé i

jsr

kd�e

j. Uva¾me mnohoèlen

T (x) = x

d

� sr

kd�e

:

Zvolíme-li m = r

k

, je jasné, ¾e T (m) = r

kd�e

N je malý násobek N . Pøedpokládejme,

¾e polynom T (x) je iredu
ibilní nad Z (to je velmi pøirozený pøedpoklad, rozkladem

polynomu T (x) v Z[x℄ by
hom patrnì dostali netriviálního dìlitele èísla N). Budeme

pra
ovat v tìlese K = Q(�), kde � je koøen polynomu T (x). Proto¾e d = 5 a jsr

kd�e

j je

malé, asi nebude tì¾ké najít v¹e potøebné o aritmeti
e okruhu 
elý
h èísel tìlesa K.

První pøípad, kdy metoda síta v èíselném tìlese slavila úspì
h, bylo úplné rozlo¾ení

devátého Fermatova èísla N = 2

512

+1, které má 155 
ifer, na prvoèinitele. Ji¾ døíve byl

znám sedmi
iferný dìlitel èísla N , av¹ak rozlo¾it podíl, o kterém se vìdìlo, ¾e je slo¾ený,

se nedaøilo. A¾ v ro
e 1990 byl tento podíl rozlo¾en metodou síta v èíselném tìlese

(viz poznámku na kon
i devatená
té kapitoly). Je zajímavé, ¾e znalost sedmi
iferného

dìlitele vùbe
 nepomohla, bylo výhodnìj¹í rozkládat 
elé N a vyu¾ít tak jeho spe
iálního

tvaru: N = r

e

� s pro r = 2, s = �1 a e = 512. U¾ijeme-li postup z pøed
hozího

odstav
e, je d = 5, k = 103, T (x) = x

5

+8, tj. K = Q(

5

p

8) = Q (

5

p

2), 
o¾ je tìleso, jeho¾

okruh 
elý
h algebrai
ký
h èísel je dokon
e okruh hlavní
h ideálù. Za pomo
i mnoha

dobrovolníkù prostøedni
tvím e-mailu byl vynalo¾en ekvivalent nìkolika let CPU èasu

na jednom poèítaèi. Získaná data byla zpra
ována Gaussovou elimina
í na superpoèítaèi

a tak byl získán rozklad N na tøi prvoèísla o 7, 49 a 99 
ifrá
h.


