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ABSTRAKT. Na této piednisce se budeme zabyvat tlohami o celjch ¢islech. Pre-
véazné v nich pijde o délitelnost celjch ¢isel, popfipadé o feSeni rovnic v oboru
celjch nebo pfirozenych ¢&isel. Ackoli jsou prirozend a konec konci i celé cisla
v jistém smyslu nejjednodussi matematickou strukturou, zkoumani jejich vlast-
nosti postavilo pfed generace matematiki celou fadu velice obtiZnjch problémii.
Casto jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat, pfesto viak dodnes
nezname jejich feSeni. Uvedme nékteré z nejznaméjsich: problém prvocdiselngch
dvojéat (rozhodnout, zda existuje nekoneéné mnoho prvodcisel p takovych, ze i
p + 2 je prvocislo), Goldbachovu hypotézu (rozhodnout, zda kazdé sudé éislo
vétsl nez 2 je mozno psit jako soudet dvou prvodisel), nebo klenot mezi pro-
blémy teorie ¢isel - velkou Fermatovu vétu (rozhodnout, zda existuji pfirozena
éisla n, z, y, 2 tak, Ze n > 2 a plati 2™ + y™ = 2™).
Tento text vyrazné cerpa z knih [2] a [3].
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1. Zakladni pojmy
1.1. Délitelnost.

DEFINICE. Rekneme, 7e celé ¢islo a déli celé &slo b (neboli &slo b je délitelné
Cislem a, té7 b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé ¢islo c tak, 7e plati a-c = b.
Pigeme pak a | b.

Piimo z definice plyne nékolik jednoduchych tvrzeni, jejichz ditkaz pfeneché-
vame Ctenafi jako cvideni s navodem v [2, §12]: Cislo nula je délitelné kazdym
celym ¢islem; jediné celé ¢islo, které je délitelné nulou, je nula; pro libovolné ¢islo
a plati a | a; pro libovolna ¢sla a, b, ¢ plati tyto ¢tyfi implikace:

alb ANb|lc = alc (1)
alb ANalc = alb+c ANal|lb—c (2)

c#0 = (a|b<=ac]|bc) (3)
alb ANb>0 = a<d (4)

PRIKLAD. Zjistéte, pro kterd p¥irozené c¢isla n je ¢islo n? + 1 délitelné &islem
w1

RESENT. Plati n? — 1 = (n+ 1)(n — 1), a tedy d&slo n + 1 déli ¢fslo n? — 1.
Piedpokladejme, %e n + 1 déli i ¢islo n? 4 1. Pak oviem musi délit i rozdil (n? +
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1)—(n?*—1) = 2. Protoze n € N, plati n+1 > 2, atedy zn+1 | 2 plyne n+1 = 2,
proto n = 1. Uvedenou vlastnost ma tedy jediné pfirozené ¢islo 1. U

VETA 1. (Véta o déleni celjch cisel se zbytkem) Pro libovolné zvolend cisla
a € Z, m €N existuji jednoznacné urcend cisla g € Z, r € {0,1,...,m — 1} tak,
26 = qul =T

DUKAzZ. DokaZme nejprve existenci Cisel ¢,r. Piedpokliddejme, e prirozené
¢islo m je dano pevné a dokazme tlohu pro libovolné a € Z. Nejprve budeme
predpokladat, Ze a € Ny a existenci ¢isel ¢, r dokazeme indukei:

Je-li 0 < a < m, staci volit ¢ =0, r = a a rovnost a = gm + r plati.

Predpokladejme nyni, Ze a > m a Ze jsme existenci ¢isel ¢,r dokazali pro
v8echna o’ € {0,1,2,...,a — 1}. Specidlné pro @’ = a — m tedy existuji ¢, r’ tak,
Zea =q¢m+r" aptitomr’ € {0,1,...,m—1}. Zvolime-li ¢ = ¢ 4+ 1, r = v/, plati
a=d+m=(¢d+1m+r =qgm+r, coz jsme chteli dokazat.

Existenci ¢isel ¢, r jsme tedy dokazali pro libovolné a > 0. Je-li naopak a < 0,

pak ke kladnému ¢islu —a podle vyse dokazaného existuji ¢’ € Z,r" € {0,1,...,m—
1} tak, ze —a = ¢'m+7r', tedy a = —¢'m—r". Je-lir' = 0, polozime r =0, ¢ = —¢’;
je-li r > 0, polozime r = m — ', g = —¢ — 1. V obou piipadech a = ¢q-m +r, a

tedy ¢isla ¢, r s pozadovanymi vlastnostmi existuji pro kazdé a € Z, m € N.
Nyni dokézeme jednoznacnost. Pfedpokladejme, Ze pro néktera ¢isla ¢, ¢ € Z;

ri,me € {0,1,...,m — 1} plati a = ¢m + r; = gom + r5. Upravou dostaneme

rm—7re=(q— q)m,atedy m|r;—ry Ovem z 0 < r; <m, 0 < ry < m plyne

Home Page

Title Page

I

Contents

4 44

-
-k

Page 6 of 103

Go Back

Full Screen

Close

Quit

DN



—m < 11 — rg < m, odkud podle (4) plati r; — r; = 0. Pak ale i (g2 — ¢1)m = 0,
a proto q1 = g, 11 = ro. Cisla ¢, 7 jsou tedy urcena jednoznacné. Tim je ditkaz
ukoncen. O

Cislo g, resp. r z véty se nazyva (neiplnyj) podil, resp. zbytek pii déleni ¢isla
a ¢islem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvl je zfejma, prepiseme-li rovnost
a =mq + r do tvaru

a r - r
—=qg+ —, prfitom 0< — <L
m m m
Je vhodné té7 si uvédomit, 7e z véty 1 plyne, Zze ¢islo m déli ¢islo a, prave kdyz
zbytek r je roven nule.

PRIKLAD. DokaZte, Ze jsou-li zbytky po déleni ¢isel a,b € Z ¢islem m € N
jedna, je jedna i zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m.

RESENI. Podle véty 1 existuji s,t € Z tak, 7e a = sm+ 1, b = tm + L.
Vynasobenim dostaneme vyjadfeni

ab=(sm+1)({tm+1)=(stm+s+t)m+1=gm+r,

kde g = stm + s+ t, r = 1, které je podle véty 1 jednoznacné, a tedy zbytek po
déleni cisla ab c¢islem m je jedna. U

Home Page

Title Page

I

Contents

4 44

-
-k

Page 7 of 103

Go Back

Full Screen

Close

Quit

DN



1.2. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek.

DEFINICE. Mé&jme celd ¢sla ay,as. Libovolné celé ¢islo m takové, Ze m | ay,
m | as (resp. ai | m, as | m) se nazyva spolecny délitel (resp. spolecny ndsobek)
¢isel aq,as. Spolecny délitel (resp. nésobek) m > 0 ¢isel a1, as, ktery je délitelny
libovolnym spolecnym délitelem (resp. déli libovolny spolecny nésobek) ¢isel ay, as,
se nazyva nejuétsi spolecny délitel (resp. nejmensi spolecny ndsobek) ¢isel ai, as a
znai se (a1, aqz) (resp. [ay, as)).

PozNAMKA. Piimo 7 definice plyne, Ze pro libovolné a,b € Z plati (a,b) =
(b,a), [a,b] = [b,al, (a,1) =1, [a,1] = |al, (a,0) = |a|, [a,0] = 0. Jesteé v8ak neni
jasné, zda pro kazdou dvojici a, b € Z ¢sla (a, b) a [a, b] viibec existuji. Pokud vSak
existuji, jsou urena jednoznacné: Pro kazda dvé ¢isla my, ms € Ny totiZz podle (4)
plati, Ze pokud my | my a zaroveni ms | my, je nutné my; = my. Dikaz existence
¢isla (a,b) podame (spolu s algoritmem jeho nalezeni) ve véte 2, diikaz existence
¢isla [a, b] a zptsob jeho urceni pak popiseme ve vété 4.

VETA 2. (Buklidiv algoritmus) Necht ay,as jsou piirozend cisla. Pro kaZdé
n > 3, pro které a,_1 # 0, oznacme a, zbytek po déleni ¢isla an_o Cislem an_1.
Pak po konecném poctu kroki dostaneme ap =0 a plati ap_1 = (a1, az).

DUKAz. Podle véty 1 plati ag > a3 > a4 > .. .. ProtoZe jde o nezéporna cela
¢isla, je kazdé nasledujici alespori o 1 mensi nez pfedchozi, a proto po urcitém
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konecéném poctu kroki dostaviame ap = 0, pficem? ax_; # 0. Z definice ¢isel a,
plyne, Ze existuji cela cisla q1, ¢, . .., gr_s tak, Ze

a1 = q1 - a2 + as,

Az = @2+ A3 + ag4,

(5)
Ak—3 = Qp—3 * Gp—2 + Ap—1
Ap—2 = Gr—2 * Ap—1.

Z posledni rovnosti plyne, %e ap_1 | ar_2, z predposledni, Ze ap_1 | ap_s, atd.,
aZ nakonec ze druhé ax_; | as a z prvni dostaneme ag_; | a;. Je tedy ap_; spolecny
delitel cisel aq, as. Naopak jejich libovolny spolecény délitel délii ¢islo as = a1 —qraq,
proto i ay = as — qqas,..., a proto i ag_1 = ag_3 — Qr—3ar_2. Dokazali jsme, ze
ap—1 je nejvetsi délitel ¢isel aq, as. O

POZNAMKA. Z poznamky za definici, z véty 2 a z toho, Ze pro libovolnd a, b € Z
plati (a,0) = (a,—b) = (—a,b) = (—a,—0b) plyne, Ze existuje nejvétsi spolecny
deélitel libovolnych dvou celych ¢isel.

VETA 3. (Bezoutova) Pro libovolnd celd cisla ay,as existuje jejich nejuétsi
spolecny délitel (ay, as), pritom existuji celd cisla ky, ko tak, Ze (a1, as) = kya; +
kgag,
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DUKAzZ. Jisté staci vétu dokdzat pro a;,a; € N. VSimnéme si, Ze jestlize je
mozné néjaka cisla r, s € Z vyjadrit ve tvaru r = ria; + raag, s = s1a1 + sqaz, kde
r1,72, 81, S2 € Z, mizeme tak vyjadrit i

r+s=(r 4+ s1)a; + (ro + s2)as

a také
c-r={c-r)a+ (c-ra)as

pro libovolné ¢ € Z. Protoze a; =1-a; +0-ag, ay =0-a; + 1 - aq, plyne z (5), ze
takto mizeme vyjadrit i as = a1 —qra2, a4 = ag—qeas, .. ., Qg1 = Ak—3 — Gr—30k—_2,
coZ je ovem (ay, ag). O

VETA 4. Pro libovolnd celd ¢isla ay,ay existuje jejich nejmenst spolecnyj ndso-
bek [ay,as] a plati (a1, as) - [a1, as] = |ay - azl.

DUKAzZ. Véta jisté plati, je-li nekteré z ¢isel ay, as rovno nule. MiiZzeme navic
predpokladat, %e obé nenulova ¢isla aq, as jsou kladna, nebot jejich znaménka se
v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme hotovi, ukazeme-li, 7e ¢ = a1-as/ (a1, az)
je nejmensi spoleény nasobek ¢isel aq, as. ProtoZe (a1, az) je spolecny délitel ¢isel
ay, az, jsou ay/(ar, az) i as/(a1, az) celd éisla, a proto

103 ay Qg

(Ghaz) (Glyaz) ? (alaa2> !
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je spoletny nasobek ¢isel ay,as. Podle véty 3 existuji ky, ke € Z tak, Ze (ay,a2) =
kiay + koas. Predpokladejme, Ze n € Z je libovolny spoleény nasobek ¢isel aq, as
a ukdZeme, Ze je délitelny c¢islem ¢. Je tedy n/ay,n/as € Z, a proto je i celé ¢islo

n n n(kiay + ksas)  nlay,az) n
a2 ay ara 10z q
To ov8em znamend, %e ¢ | n, coZ jsme chtéli dokazat. ]

1.3. Délitelé a nasobky mnoha dcisel.

DEFINICE. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek n ¢isel ay, as, . . .

Z definujeme analogicky jako v 1.2. Libovolné m € Z takové, Ze m | a1, m | as,

,om | a, (resp. a; | m, as | m, ..., a, | m) se nazyva spolecny délitel (resp.
spolecny ndsobek) ¢isel ay,aq, . .., a,. Spoletny délitel (resp. nasobek) m > 0 ¢isel
ay,as, ..., a4, ktery je délitelny libovolnym spolecnym délitelem (resp. déli libo-
volny spolefny nasobek) téchto ¢isel, se nazyva nejvétsi spolecny délitel (resp.
nejmensi spolecny ndsobek) ¢isel ay,as,...,a, a znaéi se (a,asg,...,a,) (resp.
[al, aa, . .. ,an]).

Snadno se presvédcéime, ze plati

(@1, an_1,0,) = ((a1,...,an_1),an), (6)

[a1,...,an_1,a,] = [[a1,- .., Gu-1], an)- (7)

L0
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Nejvetsi spolecny délitel (aq, ..., a,) totiz deli vBechna ¢isla aq, ..., a,, a tedy je
spole¢nym délitelem ¢isel aq, ..., a,_1, a proto déli i nejvétsiho spolecného délitele
(@1, .. Gn-1), tj- (a1,...,an) | ((a1,...,an-1),a,). Naopak nejvétsi spolecny déli-
tel ¢isel (aq,...,an_1),a, musi kromé &sla a, délit i v8echna dsla aq,. .., a,_1,
protoze déli jejich nejvétsiho spolecného délitele, a proto ((ay,...,a,-1),a,) |
(ay,...,a,). Dohromady dostavame rovnost (6) a zcela analogicky se dokaze (7).

Pomoci (6) a (7) snadno dokazeme existenci nejvétsiho spolecného délitele i
nejmensgiho spole¢ného nésobku libovolngch n ¢isel indukel vzhledem k n: pro
n = 2 je jejich existence dana vétami 2 a 4, jestlize pro nékteré n > 2 vime, Ze
existuje nejveétsi spolecny délitel i nejménsi spoleény nésobek libovolnych n — 1
¢isel, podle (6) a (7) existuje i pro libovolnych n ¢isel.

1.4. Nesoudélnost.

DEFINICE. Cisla ay, as, . . ., a, € Z se nazyvaji nesoudélnd, jestlize plati (ay, ag, . . .

1. Cisla aq,as, ..., a, € Z se nazgvaji po dvou nesoudélnd, jestlize pro kazdé i, j
takové, ze 1 < i < j < n, plati (a;,a;) = 1.

PozNAMKA. V pripadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne z ne-
soudélnosti po dvou nesoudélnost, ne vSak naopak: naptiklad ¢isla 6, 10, 15 jsou

nesoudélnd, ale nejsou nesoudélna po dvou, nebot dokonce 7addnd dvojice z nich
vybrané nesoudélna neni: (6,10) = 2, (6,15) = 3, (10,15) = 5.

PRIKLAD. Naleznéte nejvétsi spolecny delitel cisel 2°% — 1 a 291 — 1.
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RESEN{. UZijeme Euklidév algoritmus. Plati
991 _ 1 = 9%(2% _ 1) 4 0B _
203 _1=(2% 42N (2B —1) 4271,
e N R T ) [

Hledany nejvétsi spolecny délitel je tedy 27 — 1 = 127. O

VETA 5. Pro libovolnd prirozend cisla a, b, ¢ plati

(1> (ac, bC) = (CL, b) G

(2) jestlize (a,b) =1 a a| be, pak a | c,

(3) d = (a,b) prave tehdy, kdyZ existuji q1,q, € N tak, Ze a = dg;, b = dgo a
(q1,62) = 1.

DUKAZ. ad 1. Protoze (a,b) je spoleény délitel ¢isel a, b, je (a,b) - ¢ spolecny
délitel cisel ac, be, proto (a,b) - ¢ | (ac,bc). Podle véty 3 existuji k,l € Z tak,
7e (a,b) = ka + lb. Protoze (ac,bc) je spolecny délitel ¢isel ac, be, déli i ¢slo
kac+ lbc = (a,b) - c. Dokazali jsme, Ze (a,b) - ¢ a (ac, be) jsou dvé pirozena ¢isla,
kterd deli jedno druhé, proto se podle (4) rovnaji.

ad 2. Predpokladejme, %e (a,b) = 1 a a | be. Podle Bezoutovy véty (véta 3)
existuji k,l € Z tak, 7e ka + b = 1, odkud plyne, %e ¢ = c(ka + Ib) = kca + lbc.
ProtoZe a | be, plyne odsud, Ze i a | c.
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ad 3. Necht d = (a,b), pak existuji q1,¢2 € N tak, Ze a = dg1, b = dgo. Pak
podle ¢asti (1) plati d = (a,b) = (dq1,dg2) = d-(q1, q2), a tedy (¢1, ¢2) = 1. Naopak,
je-li @ = dq1, b = dgz2 a (q1,42) = 1, pak (a,b) = (dq1,dqz) = d(q1,q2) =d-1=4d
(opét uzitim 1. ¢asti tohoto tvrzeni). O

2. Prvodisla

vvvvv z

Prvocislo je jeden z nejdtlezit€jsich pojmu elementarni teorie ¢isel. Jeho dile-
Zitost je dana predevs§im vétou o jednoznac¢ném rozkladu libovolného prirozeného
¢isla na soucin prvocisel, ktera je silnym a G¢innym néstrojem pfi feseni celé fady
tloh z teorie ¢isel.

DEFINICE. Kazdé piirozené ¢islo n > 2 ma aspon dva kladné délitele: 1 a n.
Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nemé, nazyva se prvocislo. V opac-
ném pfipadé hovofime o sloZeném cisle.

V dalsim textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p. Nejmensi pr-
vodisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ....

VETA 6. Prirozené cislo p > 2 je prvocislo, pravé kdyZ plati: pro kaZdd celd
cisla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

DUKAzZ. ,=“ Predpoklddejme, Ze p je prvocislo a p | ab, kde a,b € Z. Protoze
(p,a) je kladny délitel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1. V prvnim p¥ipadé p | «,
ve druhém p | b podle véty 5.
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=" JestliZze p neni prvocdislo, musi existovat jeho kladny délitel rizny od 1
a p. Oznacime jej a; pak ovéem b = 2 € N a plati p = ab, odkud 1 < a < p,
1 < b < p. Nagli jsme tedy cela ¢isla a,b tak, Ze p | ab a pfitom p nedéli ani a, ani
b. ]

PRIKLAD. Naleznéte vSechna ¢isla k € Ny, pro kterd je mezi deseti po sobé
jdoucimi ¢isly £+ 1,k + 2, ...,k + 10 nejvice prvocisel.

RESEN{. Pro k = 1 je mezi na§imi &sly pét prvocisel: 2, 3, 5, 7, 11. Pro k = 0
a k = 2 pouze ¢tyfi prvocisla. Jestlize k£ > 3, neni mezi zkoumanymi ¢isly ¢islo
3. Mezi deseti po sobé jdoucimi celymi ¢isly pét sudych a pét lichych cisel, mezi
kterymi je zase aspon jedno délitelné tfemi. Nagli jsme tedy mezi ¢isly & + 1,
k42, ..., k+10 aspon Sest slozenych, jsou tedy mezi nimi nejvyse ¢tyfi prvocisla.
Zadani proto vyhovuje jediné ¢islo & = 1. U]

PRIKLAD. Dokazte, %e pro libovolné ptirozené ¢islo n existuje n po sobé jdou-
cich ptirozenych ¢isel, z nichz zadné neni prvodislo.

RESENT. Zkoumejme ¢isla (n + 1) +2,(n + D!+ 3,....(n + D! + (n + 1).
Mezi témito n po sobé jdoucimi ¢isly neni zadné prvocislo, protoze pro libovolné
ke{2,3,....n+1}plati k| (n+ 1)}, atedy k| (n+ 1)! +k, a proto (n+ 1)+ k
nemtze byt prvocdislo. U]

PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné prvocislo p a libovolné k € N, k < p, je
kombinacni ¢islo (i) deélitelné p.
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RESENI. Podle definice kombinacniho ¢isla

pN\__ ot _pp=1)----- b-k+1) N

k k'(p — k)! 1-2--+--k ’
a tedy k! | p- a, kde jsme oznacilia = (p—1)----- (p — k + 1). Protoze k < p,
neni zadné z ¢isel 1,2, ..., k délitelné prvocislem p, a tedy podle véty 6 neni ani

k! délitelné prvocislem p, odkud (k!, p) = 1. Podle véty 5 plati k! | a, a tedy b = 3
je celé cislo. Protoze (i) = B = pb, je cislo (i) delitelné cislem p. O

VETA 7. Libovolné prirozené cislo n > 2 je mozné vyjddrit jako soucin prvo-
cisel, pricem? je toto vyjadrent jediné, nebereme-li v tvahu poradi initeli. (Je-li
n prvocislo, pak jde o ,soucin® jednoho prvocisla.)

DUKAzZ. Nejprve dokazeme indukei, Ze kazdé n > 2 je mozné vyjadrit jako
soudin prvocisel.

Je-li n = 2, je n soucin jediného prvodisla 2.

Predpoklddejme nyni, 7e n > 2 a Ze jsme jiz dokézali, Ze libovolné n/, 2 <
n' < n, je mozné rozlozit na soucin prvocisel. Jestlize n je prvodislo, je soucinem
jediného prvocisla. Jestlize n prvocislo neni, pak existuje jeho délitel d, 1 < d < n.
Oznacime-li ¢ = %, plati také 1 < ¢ < n. Z indukéniho predpokladu plyne, Ze ¢ i
d je mozné vyjadrit jako soucin prvocisel, a proto je takto mozné vyjadrit i jejich
soucin ¢ - d = n.
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Nyni dokazeme jednoznacnost. Pfedpoklddejme, Ze plati rovnost soucint p; -

Dy Dm=q1" G2 qs, kde pi,...,pm, q1,. .., ¢s jsou prvodisla a navic plati
PL<pe< - <pPm1 < @< <gal<m< s Indukel vzhledem k m
dokazeme, Ze m = s, p1 = q1,-- -, Pm = Gm-

Je-lim=1jepr=q - gs prvocislo. Kdyby s > 1, mélo by ¢islo p; délitele
q1 takového, ze 1 < g1 < p; (nebot gaqs ... qs > 1), coZ neni mozné. Je tedy s =1
a plati p; = ¢.

Predpokladejme, Ze m > 2 a Ze tvrzeni plati pro m—1. Protoze p1-pa-- - - pm =
qi- Q2 - -+ - qs, déli p,, soudin ¢ - --- - ¢s, coz je podle véty 6 mozné jen tehdy,
jestliZe py, déli néjaké ¢; pro vhodné i € {1,2,...,s}. ProtoZe ¢; je prvodislo, plyne
odtud py, = ¢; (nebot p,, > 1). Zcela analogicky se dokaze, Ze gs = p; pro vhodné
je{1,2,...,m}. Odtud plyne

Go = B = Py — G = Gy

takze p,, = ¢s. Vydélenim dostaneme py -ps -+ Prae1 = q1 - Go - -+ -+ §s—1, a tedy
z indukéniho predpokladu m — 1 =s—1, p1 =q1,. .., Pr—1 = Gm—_1. Celkem tedy
M=8apPL==qL, -, Pm-1= Gm-1, Pm = @m- Jednoznacnost, a proto i celd véta 7
je dokazana. O]

DUSLEDEK. (1) Jsou-lips,...,px navzdajem riznd prvocisla any, ..., ng €
Ny, je kazdy kladny délitel cisla a = pJ*--- - pRr tvaru pit - p*, kde
ml,...,mkENOamlﬁnl,mgﬁng,,,,,mkgnk.
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Cislo a md tedy prdave
(@)= n+1)ne+1)---- (np+1)

Eladnych delitelu, jejich? soucet je
1+1 . 1 p’flk+1 . 1

P k
ola) =
(@) p1—1 P — 1
(2) Jsou-li p1,...,px navzdjem riznd prvocisla a ny, ..., ng, My, ..., My €
No a oznacime-li r; = min{n;,m;}, t; = max{n;, m;} pro kazdé i =
1,2, -5 b, ploti
(p?lpzk’pgnlpzlk>:pql ..... pzk;
7 7, m m 3
[pll ..... pkk’pll ..... pkk]:pﬁlpkk

POzZNAMKA. S pojmem soucet vsech kladnych deliteli cisla a souvisi pojem
tzv. dokonalého cisla a, které spliiuje podminku o(a) = 2a, resp. slovné: ,soudet
vsech kladnych délitelti ¢isla a mensich nez a samotné je roven ¢islu a”.

Takovymi ¢isly jsou napf. 6 = 1 +2+ 3, 28 = 1 +2+ 4+ 7+ 14, 496 =
1+2+4+8+16+31+62+ 124+ 248 a 8128 (jde o vSechna dokonal4 ¢isla mensi
nez 10000).

Lze ukéazat, 7e suda dokonala d¢isla jsou v Gzkém vztahu s tzv. Mersenneho
prvocisly. Plati totiZ: a je sudé dokonalé ¢islo, pravé kdy? je tvaru a = 2971 (24—1),
kde 27 —1 je prvocislo. Mersenneho prvodisla jsou pravé prvodisla tvaru 2% — 1. Bez
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zajimavosti neni ani to, Ze pravé Mersenneho prvodisla jsou mezi v8emi prvocisly
nejlépe ,vidét“ — obecné je pro velka ¢isla, u kterych se nedafi nalézt netrividlniho
delitele, obtizné prokazat, ze jsou prvocisla. Pro Mersenneho prvodisla existuje
pomérné jednoduchy a rychly postup. Proto neni ndhodou, Ze nejvétsi znama
prvodisla jsou obvykle tvaru 2¥ — 1 (viz nap¥. http://www.utm.edu/research/
primes/largest.html).

Na druhou stranu popsat licha dokonala ¢isla se dodnes nepodafilo, resp.
dodnes se nevi, jestli vibec néjaké liché dokonalé éislo existuje

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro kazdé celé n > 2 existuje mezi ¢isly n a n! alespon
jedno prvodislo.

RESEN{. Oznadéme p libovolné prvodislo délici ¢islo n!—1 (takové existuje podle
véty 7, protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n, muselo by p délit ¢slo n! a nedélilo by
n! — 1. Je tedy n < p. Protoze p | (n! — 1), plati p < n!'— 1, tedy p < n!l. Prvodislo
p spliiuje podminky tlohy. ]

Nyni uvedeme nékolik ditkaz toho, Ze existuje nekonefné mnoho prvocisel (i
kdy?Z tvrzeni v podstaté vyplyva uz z predchoziho piikladu).

VETA 8. Mezi prirozenymi Cisly existuje nekonecné mnoho prvocisel.

DUkaz. (Eukleides) Predpokladejme, Ze prvocisel je konecné mnoho a oznac¢me

je p1, P2, - - -, Pn- Polozme N = py-ps, ..., p,+1. Toto ¢slo je bud samo prvodcislem
nebo je délitelné néjakym prvocislem riznym od py, ..., p,, coZ je spor.
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Title Page

(Kummer, 1878): Predpokladejme, Ze prvocisel je konecné mnoho a oznac¢me Contents
jep1 < p2 < -+ < pp. Polofme N = py-py---pp > 2. Cislo N — 1 je podle véty 7
délitelné nekterym prvocislem p;, které déli zarover ¢islo N atedyi N—(N—1) =
1. Spor. 44
(Fiirstenberg, 1955):

I

44

-
-k

V' této pozndmce uvedeme elementarni ,topologicky® dikaz exis-
tence nekonecné mnoha prvocisel. Zavedeme topologii prostoru ce-
lijch cisel pomoci bdze tvorené aritmetickymi posloupnostmi (od —oo
do +0). Lze snadno ovérit, Ze jde skutecné o topologicky prostor,
navic lze ukdzat, Ze je normdini a tedy metrizovatelny. KazZda arit-
metickd posloupnost je uzaviend i oteviend mnoZina (jeji komple-
ment je sjednocent ostatnich aritmetickych posloupnosti se stejnou
diferenct). Dostavdme, Ze sjednoceni konecného poctu aritmetickych
posloupnosti je uzaviend mnozina. Uvazme mnoZinu A = UA,, kde
A, je tvorena vSemi nasobky p a p probiha vsechna prvocisla. Jedina
celd ¢isla nepatiici do A jsou —1 a 1 a protoze mnozina {—1,1}
zrejme neni otevrend, mnozina A nemiZe byt uzaviend. A tedy neni Close
konecnym sjednocenim uzavienych mnozin, coZ znamend, Ze musi
existovat nekonecné mnoho prvocisel.
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PRIKLAD. DokaZte, %e existuje nekonecné mnoho prvodcisel tvaru 3k + 2, kde
k € No.

RESEN{. Predpokladejme naopak, %e existuje pouze konecné mnoho prvoéisel
tohoto tvaru a oznacme je p1 = 2, p» = b, p3 = 11, ..., p,. PoloZme N =
3pa-py----e Pn + 2. RozloZime-li N na soudin prvocisel podle véty 7, musiv tomto
rozkladu vystupovat asporii jedno prvodcislo p tvaru 3k+2, nebot v opacném piipadé
by bylo N soucinem prvocisel tvaru 3k + 1 (uvazte, ze N neni délitelné tfemi), a
tedy podle prikladu na str. 7 by bylo i N tvaru 3k + 1, coz neplati. Prvodislo p
ovsem nemtize byt zadné z prvodcisel py, pa, ..., pa, jak plyne z tvaru ¢isla NV, a to
je spor. U]

PozNAMKA. Pfedchozi piiklady je mozné znacné zobecnit. Plati totiz tvrzeni:
,Pro libovolné prirozené ¢islo n > 5 existuji mezi ¢isly n a 2n alespon dvé prvo-
¢isla®, kterd zobectiuje Cebysevovu vétu: ,Pro kazdé ¢slo n > 3 existuje mezi ¢isly
n a 2n — 2 alespon jedno prvocislo“. Diikaz lze provést elementarnimi prostiedky,
je vsak pomeérné dlouhy.

Predchorzi ptiklad zobectiuje Dirichletova véta o aritmetické posloupnosti: ,,Jsou-
li a,m nesoudélna pfirozend disla, existuje nekoneéné mnoho pfirozenych ¢isel k
tak, ze mk + a je prvocislo“. Jde o hlubokou vétu teorie ¢isel, k jejimuz dikazu je
zapotiebi aparat znacné presahujici jeji elementarni ¢ast.
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OzNACENI. Pro libovolné prvodcislo p a libovolné piirozené ¢islo n je podle
véty 7 jednoznacné urcen exponent, se kterym vystupuje p v rozkladu disla n
na prvodinitele (pokud p nedéli ¢slo n, povazujeme tento exponent za nulovy).
Budeme jej oznacovat symbolem v,(n). Pro zdporné celé ¢islo n klademe wv,(n) =

Up(—7).

Podle dtisledku 2 mtizeme prave zavedené oznaceni v,(n) charakterizovat tim,
7e p»(™ je nejvys§si mocninou prvocisla p, kterd déli ¢slo n, nebo tim, #e n =
p» ., kde m je celé &slo, které neni délitelné ¢islem p. Odtud snadno plyne,
7e pro libovolnd nenulova cela ¢isla a, b plati

up(ab) = vp(a) + v,(b) (8)

vp(a) Svp(b) A a+b#0 = wu,(a+b) > vp(a) (9)
vp(a) <vp(b) = wv(a+b) =vy(a) (10)

vp(a) S vp(0) = v((a,b)) =vpla) A vy([a,b]) = v,(b) (11)

Na nésledujicim ptikladu demonstrujme uzitecnost zavedeného oznadceni.
PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné piirozend ¢isla a, b, ¢ plati
(a, 0], [a, c], [b, ]) = [(a, b), (a, ), (b, ¢)]

RESENT. Podle véty 7 budeme hotovi, ukazeme-li, #e v,(L) = v,(P) pro libo-
volné prvocislo p, kde L, resp. P znaci vyraz na levé, resp. pravé strané. Necht
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je tedy p libovolné prvocislo. Vzhledem k symetrii obou vyrazi mizeme bez
Ujmy na obecnosti pfedpokladat, Ze vy(a) < wv,(b) < v,(c). Podle (11) plati

vp([a;0]) = vp(D), vp(la,c) = wp([b, ) = vp(c); vp((a,0)) = vp((a,c)) = wvp(a),
v,((b, ¢)) = v, (D), odkud v, (L) = v,(b) = v,(P), coZ jsme méli dokazat. O

3. Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ackoliv je to pojem velice jedno-
duchy, jeho dtlezitost a uZitecnost v teorii ¢isel je nedocenitelna; projevuje se
zejména ve strucnych a prehlednych zapisech nékterych i velmi komplikovanych
uvah.

DEFINICE. Jestlize dvé celd ¢isla a,b maji pti déleni pfirozenym cislem m tyz
zhytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se a,b kongruentni modulo m (téZ kongruentni
podle modulu m), coZ zapisujeme takto:

a=0b (modm).
V opacném pripadé fekneme, Ze a, b nejsou kongruentni modulo m, a piseme
aZb (modm).
LEMMA. Pro libovolnd a,b € Z, m € N jsou nasledujict podminky ekvivalentni:

(1) a=0b (mod m),
(2) a=b+mt pro vhodnét € Z,
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(3) m|a—0.

DUOKAZ. ,(1)=(3)" Jestlize a = gym+71, b= gm+r, pak a —b = (g1 — g2)m.

»(3)=(2)" Jestlize m | a — b, pak existuje t € Z tak, ze m -t = a — b, tj.
a="b+mi.

»(2)=(1)% JestliZe a = b+mt, pak z vyjadieni b = mqg+r plyne a = m(g+t)+r,
tedy @ i b maji pii déleni ¢islem m ty7z zbytek r, tj. a = b (mod m). O

3.1. Zakladni vlastnosti kongruenci. Piimo z definice plyne, %e kongruence
podle modulu m je reflexivni (tj. « = a (mod m) plati pro kazdé a € Z), symet-
rickd (tj. pro kazdé a,b € Z z a = b (mod m) plyne b = a (mod m)) a tranzitivni
(tj. pro kazdé a,b,c € Zza =b (mod m) ab= ¢ (mod m) plyne a = ¢ (mod m))
relace, jde tedy o ekvivalenci. Dokazeme nyni dalsi vlastnosti:

VETA 9. (Zdkladni vlastnosti kongruenct)

(1) Kongruence podle téhoZ modulu muZeme scitat. Libovolny scitanec
muZeme prenést s opacnym znaménkem z jedné strany kongruence na
druhou. Na libovolnou stranu kongruence muZeme pricist jakykoliv
nasobek modulu.

DUOKAZ. Je-li a; = by (mod m) a ax = by (mod m), existuji podle
lemmatu t1,t9 € Z tak, %e a; = by + mty, ay = by + mty. Pak ovsem
a; + ag = by + by + m(t; + t2) a opét podle lemmatu a; + ay = by + by
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(mod m). Se¢teme-li kongruenci a+b = ¢ (mod m) s kongruenci —b = —b
(mod m), kterad ziejmé plati, dostaneme a = ¢ — b (mod m). Secteme-li
kongruenci a = b (mod m) s kongruenci mk = 0 (mod m), jejiz platnost
je zfejmé, dostaneme a +mk = b (mod m). O

Kongruence podle téhoZ modulu miaZeme nasobit. Obée strany kon-
gruence je mozné umocnit na totéZ prirozené cislo. Obé strany kon-
gruence je moiné vynasobit stejnym celym cislem.

DUOKAZ. Je-li a3 = b; (mod m) a ay = by (mod m), existuji podle
t1,ty € Z tak, ze a; = by + mtq, ay = by + mt,. Pak ovSem

a1 = (bl + mt1>(bg SF mt2> = blbg + m(t162 1= bltg + mt1t2>,

odkud podle dostavame ajas = biby (mod m).

Je-li a =0 (mod m), dokéZeme indukei vzhledem k prirozenému ¢islu
n, ze plati a” = ™ (mod m). Pron = 1 nenf co dokazovat. Plati-li ¢ = 0"
(mod m) pro né&jaké pevné zvolené n, vynasobenim této kongruence a
kongruence a = b (mod m) dostavame «” - a = " - b (mod m), tedy
a1 =" (mod m), coZ je tvrzeni pro n + 1. Ditkaz indukci je hotov.

Jestlize vynésobime kongruenci @ = b (mod m) a kongruenci ¢ = ¢
(mod m), dostaneme ac = be (mod m). O
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(3) Obé€ strany kongruence miuzZeme vydélit jejich spolecnym délite-
lem, jestlize je tento délitel nesoudélny s modulem.

DUKAZ. Predpokladejme, 7e a =b (mod m), a =a;-d, b="5b;-d a
(m,d) = 1. Podle lemmatu je rozdil a — b = (a; — by) - d délitelny c¢islem
m. Protoze (m,d) = 1, je podle véty 5 ¢islo a; — by také délitelné ¢islem
m, odtud podle lemmatu plyne a; = b; (mod m). O

(4) Obé strany kongruence i jeji modul miZeme soucasné vyndsobit timtéZ
prirozenym cislem.

DUKAZ. Je-li a =b (mod m), existuje podle lemmatu celé ¢islo ¢ tak,
7e a = b+ mt, odkud pro ¢ € N plati ac = bc + mc - t, odkud opét podle
lemmatu plyne ac = be (mod mc). O

(5) Obé strany kongruence i jeji modul miZeme vydélit jejich spolecnym klad-
nym deélitelem.

DUKAZ. Predpokladejme, 7e a = b (mod m), a = a; - d, b = by - d,
m =my - d, kde d € N. Podle lemmatu existuje t € Z tak, ze a = b+ mt,
tj. a1-d = by -d+mqdt, odkud a3 = by +mat, coz podle lemmatu znamen4,
7e ap = by (mod my). O
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(6) Jestlize kongruence a = b plati podle ruznych modulum,, ..., my,
plati i podle modulu, kterym je nejmensi spoleény nasobek
[my, ..., my| téchto cisel.

DUKAZ. Jestlizea =b (mod mq),a =b (mod my),...,a=b (mod my),
podle lemmatu je rozdil a — b spoleény nésobek ¢isel my,mog, ..., my a
tedy je délitelny jejich nejmensim spolecnym nasobkem [my, mo, . . ., myl,
odkud plyne a = b (mod [my,...,mygl). O

(7) Jestlize kongruence plati podle modulu m, plat{ podle libovolného modulu
d, ktery je délitelem cisla m.

DUKAZ. Jestlize a = b (mod m), je a — b délitelné m, a proto také
délitelem d ¢isla m, odkud @ = b (mod d). O

(8) Jestlize je jedna strana kongruence a modul délitelngy néjakym celym cis-
lem, must byt timto cislem délitelnd @ druha strana kongruence.

DUKAZ. Predpokladejme, 7e ¢ = b (mod m), b = byd, m = myd.
Pak podle lemmatu existuje t € Z tak, ze a = b+ mt = byd + midt =
(b1 +mut)d, a tedy d | a. O

PozNAMKA. Poznamenejme, Ze nékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzi-
vali, aniz bychom si toho povsimli — napfiklad vétu 7 lze preformulovat do tvaru
Jestlize ¢ = 1 (mod m), b = 1 (mod m), pak také ab = 1 (mod m)“, coz je
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specialni piipad tvrzeni véty 9 (2). Nejde o ndhodu. Libovolné tvrzeni pouZivajici
kongruence muzeme snadno prepsat pomoci délitelnosti. Uzite¢nost kongruenci
tedy netkvi v tom, Zze bychom pomoci nich mohli fesit tlohy, které bez nich Fesit
nejsme schopni, ale v tom, Ze jde o velmi vhodny zptisob zapisu. Osvojime-li si
ho, vyrazné tim zjednodusime jak vyjadfovani, tak i nékteré tivahy. Je to typicky
jev: v matematice hraje vhodna symbolika velmi zévaznou tlohu.

PRIKLAD. Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 52° ¢islem 26.
RESEN{. Protoze 52 =25 = —1 (mod 26), plati podle véty 9 (2)
52 =(-1)"=1 (mod 26),
a tedy zbytek po déleni ¢isla 5% ¢islem 26 je jedna. O

PRIKLAD. Dokazte, 7e pro libovolné n € N je 3772 4 16" 4 23" délitelné
sedmi.

RESEN{. Plat{ 37 =16 =23 =2 (mod 7), a tedy podle 9 (2) a (1) plati
372 16t 23 = vt ot L on — 974424 1) =2"-7T=0 (mod 7),
coz jsme chtéli dokazat. U]

PRIKLAD. Dokazte, Ze ¢islo n = (835° + 6)'® — 1 je délitelné ¢islem 112.
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RESEN{. RozloZime 112 = 7- 16. Protoze (7,16) = 1, staci ukézat, 7e 7 | n a
16 | n. Plati 835 = 2 (mod 7), a tedy podle 9

n= (2246 -1=38%_-1=3%_1=27"-1=(-1)*-1=0 (mod7),
proto 7 | n. Podobné 835 =3 (mod 16), a tedy
n=3"+6)"-1=3-81+6)"-1=3-1+6)*-1=
=9% _1=81"-1=1"-1=0 (mod 16),
proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, coZ jsme méli dokazat. O
PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvodislo p a libovolna a,b € Z plati
a + V0 =(a+b)" (modp).
RESEN{. Podle binomické véty plati
(a+b) =a? + ()"0 + () a0 +--- 4+ (7)) ab" ™" + 1.

Podle prikladu za vétou 6 pro libovolné k € {1,...,p— 1} plati (i) =0 (mod p),
odkud plyne tvrzeni. O]

Nasledujici tvrzeni je dalsi uzite¢nou vlastnosti kongruenci:

LEMMA. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené cislo m a libovolnd a,b € Z ta-
kovd, e a = b (mod m"), kde n € N, plati, Ze a™ = 0™ (mod m"*!).

Home Page
Title Page
Contents
e >

Page 29 of 103
Go Back
Full Screen
Close

Quit

DO



DUKAZ. Plati

m__ pm

@ —{a—b[F Tp rgpE  pely (12)

a protoze m | m”, tak podle 9 (7) plati i @ = b (mod m). Jsou tedy vSechny
s¢itance ve druhé zavorce v (12) kongruentni s ™! modulo m, a tedy

a7 ad" b+ a" P = m-d™ =0 (mod m),

proto je a™ ' +a™ 2+ 4 ab™ 2 + 1 délitelné m. Z a = b (mod m") plyne,
7e m" déli a —b, a tedy m™"! déli jejich soucin, co# vzhledem k (12) vede k zévéru,
7e a™ = 0™ (mod m"1). O

3.2. Aritmetické funkce. Aritmetickou funkei zde rozumime funkei, jejim? defi-
ni¢nim oborem je mnozina pfirozenych cisel.

DEFINICE. Rozlozme piirozené ¢islo n na prvoéisla: n = pi* - - - pp*. Hodnotu
Mobiovy funkce pu(n) definujeme rovnu 0, pokud pro nekteré i plati o; > 1 a rovou
(—1)* v opa¢ném pripadé. Déle definujeme u(1) = 1.

PRIKLAD. ju(4) = p(22) = 0,1(6) = (2 - 3) = (1%, 1u(2) = (3) = —L.

Dokézeme nyni nékolik dtlezitych vlastnosti Mobiovy funkce, zejména tzv.
Mdobiovu inverzni formuli.
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LEMMA. Pron € N\ {1} plat{

> u(d) =o.

dln

DUKAZ. ZapiSeme-li n ve tvaru n = p{*--- pp*, pak vsechny délitele d ¢sla n
jsou tvaru d = pfl . -pf’“, kde 0 < ; < «; pro véechna i € {1,..., k}. Proto

> u(d) = > p(pl - pe) =

dln (B1,.. B ) E(NU{O})F
0< 3 <0

= ) up)

(B1,..-,8x)€{0,1}"
=@+ G C0+G)-CDP -+ () - (-0
= (1+(-1))" =0.

S Mobiovou funkei tzce souvisi pojem Dirichletiv soucin:
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DEFINICE. Budte f, ¢ aritmetické funkce. Jejich Dirichletiv soucin je defino-
van predpisem

(fopm) =D fld)-g(§)= D Fld) g(d).
dln dida=n
LEMMA. Dirichletiv soucin je asociativni.

DUKAZ.
(fog)om)(n)= Y [(di)-g(da) h(ds) = (f o (g0 h))(n)
didodz=n
O
PRIKLAD. Definujme dvé pomocné funkee I a [ pfedpisem I(1) =1, I(n) =0

pro v8echnan > 1, resp. I(n) = 1 pro v8echna n € N. Pak pro kazdou aritmetickou
funkei f plati:

fol=Tof=f

(Lo f)m)=(fol)n)=) [

dln
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Dale plati [ oyt = 1o I = I, nebot

(Low)(n) =) I(du(g) = 1(Hud) =

d|n din
— Zu(d) =0 pro viechna n > 1
din

podle lemmatu za definici Mobiovy funkce (pro n =1 je tvrzen{ zfejmé).

VETA 10. (Mébiova inverzni formule) Necht je aritmetickd funkce F defino-
vand pomoci aritmetické funkce f predpisem F'(n) =3 y, f(d). Pak lze funkci f
vyjddrit ve tvaru

fn) = (@) F(d).
dln

DUKAz. Vztah F(n) =3, [(d) lze jinym zplsobem zapsat jako I'= fo .
Proto Fou=(fol)opu=fo(lou)= fol=f, coi je tvrzeni véty. O

DEFINICE. Multiplikativni funkci pfirozenych ¢isel rozumime takovou aritme-

tickou funkci, kterd spliiuje, Ze pro vsechny dvojice nesoudélnych ¢isel a,b € N
plati

fla-b) = f(a)- f(b).
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PRIKLAD. Multiplikativnimi funkcemi jsou napt. funkce f(n) = o(n), f(n) =
T(n), & f(n) = p(n) nebo, jak brzy dokazeme i tzv. Eulerova funkece f(n) = ¢(n).

3.3. Eulerova funkce ¢.
DEFINICE. Necht n € N. Definujme Eulerovu funkei ¢ pfedpisem
en)=HaeN|0<a<mn, (a,n)=1}
PRIKLAD. ¢(1) = 1,9(5) = 4,9(6) = 2, je-li p prvodislo, je zfejmé ¢(p) =
p—1.
Nyni dokazeme nékolik dtlezitych tvrzeni o funkei ¢:

LEMMA. Nechtn € N. Pak -, ¢(d) = n.

DUKAZ. Uvazme n zlomkd
1 2 3 n—1n

3R ey ) e
n nmn n n

Zkratime-li zlomky na zékladni tvar a seskupime podle jmenovateltl, snadno do-
staneme praveé uvedené tvrzeni. [l

VETA 11. Necht n € N, jehoZ rozklad je tvaru n = p{* -- - pp*. Pak

e (-2)-(-2)
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DUKAzZ. S vyuzitim pfedchoziho lemmatu a Mébiovy inverzni formule dosté-
vame

(13)

O

PozNAMKA. Predchozi vysledek lze obdriet i bez pouziti Mébiovy inverzni
formule pomoci principu inkluze a exkluze na zédkladé zjisténi pouctu ¢isel soudél-
nych s n.

DUSLEDEK. Necht a,b € N, (a,b) = 1. Pak

p(a-b) = p(a) - o(b).
DUKAZ. Ziejmy. ]
POZNAMKA. RovnéZ toto tvrzeni lze odvodit nezavisle na zakladé poznatku

(n,ab) =1 <= (n,a) = 1A (n,b) = 1. Spolu se snadno odvoditelnym vysledkem

go(po‘) - pa _pa—l — (p - 1) ‘pa—l (14>
pak lze odvodit vztah (13) jiz tfetim zptsobem.
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PRIKLAD. Vypoctéte p(72).

RESENL. 72 =232 = (72) =72- (1 — 3) - (1 — 3) = 24, alternativng
0(72) = p(8) - p(9) =4 -6 = 24. O

PRIKLAD. Dokazte, ze Vn € N: p(4n + 2) = ¢(2n + 1).

RESENT. p(4n+2) =p(2- 2n+1)) = v(2) - p(2n + 1) = (2n + 1). O

3.4. Mala Fermatova véta, Eulerova véta. Tvrzeni v tomto odstavci pati{ mezi

vvvvv

VETA 12 (Fermatova, Mala Fermatova). Necht a € Z, p prvocislo, pt a. Pak
a'=1 (mod p). (15)
DUKAZ. Tvrzeni vyplyne jako snadny dtsledek Eulerovy véty 13. U
DUSLEDEK. Necht a € Z, p prvocislo. Pak
a’* =a (mod p).

DUKAZ. Pokud p | a, pak jsou obé strany kongruentni s 0 mod p, jinak tvrzeni
snadno plyne vynasobenim obou stran kongruence (15) ¢islem a. U]

DEFINICE. Uplnd soustava zbytki modulo m je libovolna m-tice ¢sel po dvou
nekongruentnich modulo m (nejcastéji 0,1,...,m — 1).
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Redukovand soustava zbytki modulo m je libovolnd ¢(m)-tice ¢isel nesoudélnych
s m a po dvou nekongruentnich modulo m.

P0ozZNAMKA. Snadno lze vidét, Ze jsou-li a,b € Z, a = b (mod m), a (a,m) =
1, paki (b;m) = 1.

LEMMA. Necht xy, 22, ..., Zp@m) tvori redukovanou soustavu zbytki modulo m.
Je-lia € Z, (a,m) =1 pak i cisla a-x1,...,a- Tpemy tvori redukovanou soustavu
2bytkid modulo m.

DUKAZ. Protoze (a,m) = 1 a (x;,m) = 1, plati (a - x;,m) = 1. Kdyby pro
néjaka 4,7 platilo a - x; = a - x; (mod m), po vydéleni obou stran kongruence

¢islem a nesoudélnym s m dostaneme x; = x; (mod m). O
VETA 13 (Eulerova). Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak

a?™ =1 (mod m). (16)

DUKAZ. Bud x1,2s,. .., Zuam) libovolnd redukovana soustava zbytkd modulo

m. Podle pfedchoziho lemmatu jei a- w1, ..., a-xyum) redukovanda soustava zbytkil

modulo m. Plati tedy, Ze pro kazdé i existuje j (oba indexy jsou z mnoZiny

{1,2,...,0(m)}) tak, 7e a - x; = x; (mod m). Vynasobenim ¢isel obou redu-

kovanych soustav zbytkl dostavame

(@ 1) (@ 22) (@ Tppm)) = X1 Tz Lpgny  (mod m).
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Po tprave

a protoze (T1 -T2 - Lyem), m) = 1, mizeme obé¢ strany kongruence vydélit ¢islem
Z1- Xz Tpm) & dostaneme a?™ =1 (mod m). O

PozNAMKA. Eulerova véta je rovnéz disledkem Lagrangeovy véty uplatnénym
na grupu (Z,,,-)*.

PRIKLAD. Naleznéte viechna prvodisla p, pro kterd 5° +1 =0 (mod p?).

RESEN{. Snadno se piesvédéime, e p = 5 tiloze nevyhovuje. Pro p # 5 plati
(p,5) = 1, a tedy podle Fermatovy véty 57~! =1 (mod p). Umocnénim na p + 1
dostaneme 5”°~! = 1 (mod p), odkud 5° = 5 (mod p). Z podminky 5”° + 1 =0
(mod p)? plyne 5° = —1 (mod p), celkem tedy 5 = —1 (mod p), a proto p | 6. Je
tedy bud p =2, nebop=3.Prop=2v8ak 5 +1=1"4+1=2Z 0 (mod 4). Pro
p = 3 dostéavame 5 +1=15°-5%+1=5%+1 =126 =0 (mod 9), kde jsme uzili
diisledek Eulerovy véty 5° = 1 (mod 9). Jedinym prvocislem, vyhovujicim tloze
je tedy p = 3. O]

PRIKLAD. Pro liché ¢islo m > 1 naleznéte zbytek po déleni sla 2901 ¢slem
m.
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RESENT. Z Eulerovy véty plyne 2°0™ = 1 = 1 +m = 2r (mod m)), kde
™ je piirozené ¢slo, 0 < r < m. Podle 9 (3) plati 2¢m)=1 = p (mod m), a
tedy hledany zbytek po déleni je r = HTm U

JER=

TVRZENI 3.1. Je-li p prvocislo, p = 3 (mod 4), pak pro libovolnd celd cisla
a,b z kongruence a® 4+ b* =0 (mod p) plyne a =b =0 (mod p).

DUKkAz. Predpokladejme, Ze pro a,b € Z plati a®> + b = 0 (mod p). Jestlize
p | a, plati @ = 0 (mod p), proto 0* = 0 (mod p), tedy p | b*, odkud vzhledem
k tomu, Z%e p je prvodislo, dostavame p | b, a proto a = b = 0 (mod p), coZ jsme
chtéli dokazat.

Zbyvé prosettit pripad, kdy a neni délitelné prvocislem p. Odtud dostédvame,
7e p nedéli ani b (kdyby p | b, dostali bychom p | a?). Vynéasobime-li obé& strany
kongruence a* = —b* (mod p) ¢islem #*~% dostaneme podle Fermatovy véty

AP = -1 = -1 (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), je p — 3 sudé ¢islo, a proto ’%3 € Ny. Oznac¢me

p—3

c=ab 7.

Pak ¢ neni délitelné p a plati ¢ = a®b"~® = —1 (mod p). Umocnime-li posledni
kongruenci na ’%1 € N, dostaneme

1

A= (=1 (mod p).
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Protoze p = 3 (mod 4), existuje celé ¢islo ¢ tak, ze p = 3 + 4t. Pak ovSem pT_l =

1+ 2t, co? je &slo liché a proto (—1)P~1/2 = —1. Podle Fermatovy véty naopak
plati #~!' =1 (mod p), odkud 1 = —1 (mod p) a p | 2, spor. O

S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou izce souvisi pojem 7ad cisla modulo m:
DEFINICE. Necht a € Z,m € N (a,m) = 1. Rddem ¢isla a modulo m rozumime
nejmensi prirozené ¢islo n spliujict
a"=1 (modm).
PRIKLAD. Pro libovolné m € N m4 ¢slo 1 modulo m fad 1. Cislo —1 méa fad

e 1 pro m =1 nebom =2
e 2 prom > 2

PRIKLAD. Urcete rad cisla 2 modulo 7.
RESENT.
2'=2#1 (mod7)
22=4#1 (mod7)
2°=8=1 (mod7)

RA4d dsla 2 modulo 7 je tedy roven 3. U]
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LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (bym) = 1. Jestlize a = b (mod m),
pak obé cisla a,b maji stejny rad modulo m.

DOkKAZ. Umocnénim kongruence a = b (mod m) na n-tou dostaneme a” = 0"
(mod m), tedy a” =1 (mod m) <= " =1 (mod m). O

LEMMA. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li 7dd ¢isla a modulo m roven
r-s, (kder,s € N), pak 7dd c¢isla a” modulo m je roven s.

DUKAZ. pozdéyi O
PozNAMKA. Opak obecné neplati — Pt: pozdéji

VETA 14. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd c¢isla a modulo m.
Pak pro libovolnd t,s € NU {0} plati

a'=a® (modm) < t=s (modr).
DUKAZ. pozdéji ]
4. Kongruence o jedné neznamé
DEFINICE. Necht m € N, f(x), g(x) € Z[z]. Zapis
f(x) = g(x) (mod m) (17)

nazyvame kongruenci o jedné nezndmé x a rozumime jim tkol nalézt mnoZinu
reSend, tj. mnozinu v8ech takovych ¢isel ¢ € Z, pro kterd f(c) = g(c) (mod m).
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Dvé kongruence o jedné neznamé nazveme ekvivalentni, maji-li stejnou mno-
zinu feseni.
Kongruence (17) je ekvivalentni s kongruenci f(x) — g(x) =0 (mod m).
E€Z[x]
VETA 15. Necht m € N, f(x) € Z[z]. Pro libovolnd a,b € Z plat{
a=b (modm) = f(a) = f(b) (modm).
DUKAZ. snadny, pozdéji ]

DUSLEDEK. Mnozina feseni libovolné kongruence modulo m je sjednocenim
nekterych zbytkovych trid modulo m.

DEFINICE. Poctem reseni kongruence o jedné neznamé modulo m rozumime
pocet zbytkovych tfid modulo m obsahujicich Tegeni této kongruence.

PRIKLAD. (1) Kongruence 2x =3 (mod 3) ma jedno fegeni (modulo 3).
(2) Kongruence 10x = 15 (mod 15) ma pét feseni (modulo 15).
(3) Kongruence z ptikladu (1) a (2) jsou ekvivalentni.

4.1. Linearni kongruence o jedné neznamé.

VETA 16. Necht m € N, a,b € Z. Oznacme d = (a,m). Pak kongruence

ar=b (mod m)
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(0 jedné nezndmé x ) md fesent pravé tehdy, kdyZ d | b.
V pripadé, kdy d | b, md tato kongruence prdvé d feseni (modulo m).

DUKAZ. pozdéyi O
PRIKLAD. Reste 392 = 41 (mod 47)

RESENT. (1) Nejprve vyuzijeme Eulerovu vétu.
Protoze (39,47) = 1, plati

39947 =39 =1 (mod 47),
tj.
39% . 391 =39% - 41 (mod 47),
46 =1
3946=

z ¢ehoz uz dostavame
r=39".41 (mod 47).

Uplné feseni vyzaduje jesté vypocteni zbytku po déleni &sla 39%° - 41

.....

x =36 (mod 47)
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(2) Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.
Euklidovym algoritmem pro vypocteni (39,47) dostéavéame

47=1-39+8
39=4-8+7
8=1-7T+1

Z ¢ehoz zpétnym odvozenim dostavame

1=8—-7=8—(39—-4-8)=5-8—239 =
—5.(47—39) —39=15-47 — 6 - 39.

Uvazime-li tuto rovnost modulo 47, dostaneme

1=-6-39 (mod47) /-41

41 =41-(—6)-39 (mod 47) /-41
——

x=41-(—6) (mod 47)
x=—246 (mod 47)
=36 (mod 47)
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(3) Obvykle nejrychlej$im, ale nejhiite algoritmizovatelnym zptisobem FeSeni
je metoda takovych Gprav kongruence, které zachovavaji mnozinu feseni.

39 =41 (mod 47)

—8r = —6 (mod 47)
dr =3 (mod 47)
4r = —44  (mod 47)
=—11 (mod 47)
=36 (mod 47)
]
VETA 17 (Wilsonova). Necht p je prvocislo, pak
(p—I=-1 (mod p) (18)
DUKAZ. pozdéyi O

4.2. Soustavy linearnich kongruenci o jedné neznamé. Mame-li soustavu
linearnich kongruenci o téze neznamé, miizeme podle Véty 16 rozhodnout o fesi-
telnosti kazdé z nich. V pripadé, kdy aspon jedna z kongruenci nema feseni, nema
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feseni ani celd soustava. Naopak, jestlize kazda z kongruenci feseni mé, upravime
ji do tvaru = = ¢; (mod m;). Dostaneme tak soustavu kongruenci

r=c (mod my)
(19)
r=cp (mod my)

Zkoumejme nejprve pripad & = 2, ktery — jak uvidime pozdéji — ma stézejni
vyznam pro feseni soustavy (19) s k > 2.

VETA 18. Necht ¢y, ca jsou celd ¢isla, mq, me prirozend. Oznacme d = (mq, mz).

Soustava dvou kongruenci

x : c1 (mod my) (20)
r=cy (mod msy)
v pripadé ¢ £ ¢y (mod d) nemd feSend. Jestlize naopak ¢; = ¢y (mod d), pak
existuje celé cislo ¢ tak, Ze x € 7Z spliuje soustavu (19), prdavé kdyZ vyhovuje
kongruenci

r=c (mod [my,ms)).

DUkKAzZ. Mé-li soustava (20) néjaké fefeni x € Z, plati nutné x = ¢; (mod d),
x = ¢y (mod d), a tedy i ¢; = ¢ (mod d). Odtud plyne, Ze v piipad€ ¢; # ¢y
(mod d) soustava (20) nemtize mit FeSent.
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Pfedpokladejme dale ¢; = ¢3 (mod d). Prvni kongruenci soustavy (20) vyho-
vuji vSechna cela ¢isla x tvaru x = ¢; + tmy, kde ¢ € Z je libovolné. Toto x bude
vyhovovat i druhé kongruenci soustavy (20), pravé kdyz bude platit ¢; +tmq = ¢
(mod my), tj.

tmy =cy —c;  (mod my).
Podle Véty 16 mé tato kongruence (vzhledem k ¢) feSeni, nebot d = (my, my) déli
co — c1, a t € Z spliuje tuto kongruenci pravé kdyz

(=BG (MY (g Y

tj. prave kdyz
t =

Co — C1 <m1>%0(w;2)—1 Mo
d d

kde r € Z je libovolné. Dosazenim

M (") mM1Ma
=c+r-[m,my,

x:cl—l—tmlzcl—k(cz—cl)-(F ¥

kde ¢ = c; + (co — 1) - (my /d)?™2/D  nebot mymy = d - [my, my]. Nasli jsme tedy
takové ¢ € Z, 7e libovolné x € Z splituje soustavu (20), pravé kdyz

r=c (mod [my,ms]),

coz jsme chtéli dokazat. U]
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Vsimnéme si, ze dikaz této véty je konstruktivni, tj. udava vzorec, jak ¢islo
¢ najit. Véta 18 ndm tedy dava metodu, jak pomoci jediné kongruence zachytit
podminku, Ze x vyhovuje soustaveé (20). Podstatné je, Ze tato nova kongruence
je téhoz tvaru jako obé plivodni. MiiZzeme proto tuto metodu aplikovat i na sou-
stavu (19) — nejprve z prvni a druhé kongruence vytvoiime kongruenci jedinou,
které vyhovuji praveé ta x, ktera vyhovovala ptivodnim dvéma kongruencim, pak
z nove vzniklé a z tfeti kongruence vytvorime dalsi atd. Pri kazdém kroku se nam
pocet kongruenci soustavy snizi o 1, po k — 1 krocich tedy dostaneme kongruenci
jedinou, kterd nam bude popisovat vSechna FeSeni soustavy (19). Poznamenejme
jesté, ze ¢islo ¢ z Véty 18 neni nutné urcovat pomoci uvedeného vzorce. MiiZzeme
vzit libovolné ¢ € Z vyhovujici kongruenci

m @ — G m
t.oL =2 1(mod—2>

d d d

a polozit ¢ = ¢ 4 tm;.

DUSLEDEK (Cinska zbytkova véta). Necht my,,...,my € N jsou po dvou ne-
soudélnd, ay,...,ar € Z. Pak plati: soustava

r=a; (mod my)

(21)

r=aq; (mod my)
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ma jediné€ reseni modulo my - Moy - - - My,
PRIKLAD. Reste systém kongruenci
r=-3 (mod 49)
r= 2 (mod1l).
RESEN{. Prvni kongruenci splituji pravé vsechna celd ¢sla x tvaru o = —3 +
49¢, kde t € Z. Dosazenim do druhé kongruence dostavame
—3+4+49t=2 (mod 11),

odkud
5t=5 (mod 11),

tedy, vzhledem k (5,11) = 1, po vydéleni péti
t=1 (mod 11),
neboli ¢t = 1 + 11s pro libovolné s € Z. Proto x = —3 + 49(1 4 11s) = 46 + 539s,

kde s € Z, coz mtizeme také zapsat jako x = 46 (mod 539). O
PRIKLAD. Redte systém kongruenci
r= 1 (mod 10)
r= b5 (mod 18)
r=—4 (mod 25).
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RESENI. Z prvni kongruence dostdviame x = 1 4 10t pro ¢ € Z. Dosazenim do
druhé kongruence ziskame

1+10t =5 (mod 18),

tedy 10t = 4 (mod 18). Protoze (10,18) = 2 deéli ¢slo 4, ma tato kongruence
podle véty 4.2 Tefeni ¢ = 2-5° (mod 9), pficemz 2-5° =10-252 =1 (-2)? =4
(mod 9), a tedy t = 4+ 9s, kde s € Z. Dosazenim x = 14 10(4 + 9s) = 41 4 90s.
Z treti kongruence pak vychézi

41 +90s = —4 (mod 25),
tedy 90s = —45 (mod 25). Vydélenim péti (veetné modulu, nebot 5 | 25)
18s = -9 (mod b),

odkud —2s = 1 (mod 5), tedy 2s = 4 (mod 5), s = 2 (mod 5), a proto s =
2+ br, kde r € Z. Dosazenim x = 41 4+ 90(2 + 5r) = 221 + 450r, tedy x = 221
(mod 450). O

PRIKLAD. Reste systém kongruenci
=18 (mod 25)
x =21 (mod 45)
x =25 (mod 73).
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RESEN{. Z prvni kongruence x = 18 + 25¢, kde ¢ € Z. Dosazenim do druhé
kongruence

18+ 25t =21 (mod 45),
tedy
25t =3 (mod 45).
Tato kongruence vsak podle Véty 16 nemé feseni, nebot (25,45) = 5 nedéli ¢islo

3. Proto nema4 TeSeni ani cely systém. Tento vysledek bychom také dostali piimo
7z Véty 18, nebot 18 # 21 (mod (25, 45)). O

PRIKLAD. Reste kongruenci 23941z = 915 (mod 3564).

RESENT. Rozlome 3564 = 2% - 3% . 11. ProtoZe ani 2, ani 3, ani 11 nedéli
¢islo 23941, plati (23941,3564) = 1 a tedy podle Véty 18 ma kongruence feseni.
Protoze ¢(3564) = 2 - (3% -2) - 10 = 1080, je Fefeni tvaru x = 915 - 23941107
(mod 3564). Uprava ¢isla stojictho na pravé strané by viak vyZadala znacné sili.
Proto budeme kongruenci fesit ponékud jinak. Podle Véty 9 (6) je x € Z feSenim
dané kongruence praveé kdyz je fesenim soustavy

239412 =915 (mod 2%
23941x = 915 (mod 3%) (22)
239412 = 915 (mod 11)
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Vyftesime nyni kazdou z kongruenci soustavy (22) zvlast. Prvni z nich je splnéna,
prave kdyz
r=3 (mod4),
druhé, prave kdyz
462 =24 (mod 81),

odkud vynasobenim dvéma 92x = 48 (mod 81), tj. 11lx = —33 (mod 81) a po
vydéleni jedenacti

x=-3 (mod 81).
Tteti kongruence je splnéna, prave kdyz
5r =2 (mod 11),
odkud vynésobenim ¢islem —2 dostaneme —10z = —4 (mod 11), tedy
r=-4 (mod 11).
Libovolné x € Z je tedy feSenim soustavy (22), pravé kdy7 je feSenim soustavy
3 (mod 4)
—3 (mod 81) (23)
—4 (mod 11)

8 8 8
Il
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Z druhé kongruence dostavame, ze ¥ = —3 + 81¢, kde t € Z. Dosazenim do
tieti kongruence soustavy (23) dostaneme

—3+8lt=—-4 (mod 11),

tedy 81t = —1 (mod 11), tj. 4¢ = 32 (mod 11), odkud ¢ = 8 (mod 11), a proto
t =—3+11s, kde s € Z. Dosazenim x = —3+81(—3+11s) = —3—3-81+11-81s
do prvni kongruence soustavy (23) dostaneme

—3—-3-81+11-81s=3 (mod 4),
tedy

1+1-14(-1)-1s=3 (mod 4),
tj. —s =1 (mod 4) a proto s = —1 + 4r, kde r € Z. Je tedy
x=—-3-3-81+11-81(—1+4r)=-3—-14-81+4-11-81r = —1137 + 3564r,
neboli x = —1137 (mod 3564), coz je také Feseni zadané kongruence. O

4.3. Kongruence vyssich stupni. Vratme se k obecnéjsimu pfipadu, kdy na
obou stranich kongruence stoji mnohocleny téze proménné x s celociselnymi ko-
eficienty. Snadno miiZzeme tuto kongruenci odec¢tenim upravit na tvar

F(x) =0 (modm), (24)
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kde F(x) je mnohoclen s celo¢iselnymi koeficienty a m € N. PopiSeme si jednu
sice pracnou, ale univerzalni metodu Teseni této kongruence, ktera je zaloZena na
nasledujici véte.

TVRZENI 4.1. Pro libovolny mnohodclen F(x) s celociselnymi koeficienty, pii-
rozené cislo m a celd ¢isla a,b takovd, Ze a = b (mod m), plati F(a) = F(b)
(mod m).

DUKAZ. Necht je F(x) = c, 2™ +c, 12" '+ -+ cr1x+co, kde o, c1, . . ., ¢ € Z.
Protoze a = b (mod m), pro kazdé i = 1,2,..., n plati podle Véty 9(2)

cat = bt (mod m),

a tedy sectenim téchto kongruenci pro ¢+ = 1,2,...,n a kongruence ¢y = ¢
(mod m) dostaneme

Cn@” + Q1@ cia g = b e T - eib ey (mod m),
tj. F(a) = F(b) (mod m). O
Pfi feSeni kongruence (24) tedy staci zjistit, pro ktera cela ¢isla a, 0 < a < m,
plati F'(a) =0 (mod m). Nevyhodou této metody je jeji pracnost, ktera se zvysuje

se zvétsujici se hodnotou m. Je-li m slozené, m = pi* ... pp*, kde py, ..., pi jsou
rizna prvocisla, a je-li navic £ > 1, miZeme nahradit kongruenci (24) soustavou
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kongruenci
F(zx)=0 (mod p}*)
: (25)
F(z) =0 (mod p*),
kterd ma stejnou mnozinu reseni, a fesit kazdou kongruenci této soustavy zvlast.
Tim ziskdme obecné nékolik soustav kongruenci (19), které uz umime fesit. Vy-

hoda této metody spoc¢iva v tom, Ze moduly kongruenci soustavy (25) jsou mensi
nez modul ptivodni kongruence (24).

PRIKLAD. Reste kongruenci 2° +1 =0 (mod 11).

RESENT. Ozna¢me F(z) = 2° + 1. Pak plati F(0) = 1, F(1) = 2 a déle plati

F(2)=33=0 (mod 11),
F3)=3+1=9-9-34+41=(-2)%-34+1=12+1=2 (mod 11),
F) =4 +1=24+1=14+1=2 (mod 11),
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kde jsme vyuzili Fermatovu vétu 12, podle které 21 =1 (mod 11). Podobné dale

FGE) =5 +1=16°+1=4"+1=14+1=2 (mod 11),
F6)=6"+1=(-5"+1=-16°+1=-4°4+1=0 (mod 11),
F=7"4+1=(-4)+1=-24+1=-1+1=0 (mod 11),
F8) =8 +1=2"-24+1=32+1=0 (mod 11),
FO=9+1=3"4+1=1+1=2 (mod11),
F(10)=10°+1=(-1)°+1=0 (mod 11),

a tedy feSenim kongruence z° + 1 =0 (mod 11) jsou pravé vsechna z, vyhovujici
nékteré z kongruenci x = 2 (mod 11), x = 6 (mod 11), x = 7 (mod 11), x = 8
(mod 11), x = 10 (mod 11). O

PRIKLAD. Reste kongruenci 2® — 3z +5 =0 (mod 105).

RESENT. Kdybychom postupovali obdobné jako dfive pro m = 105, museli
bychom spocitat pro F'(x) = 2* — 3z + 5 sto pét hodnot F(0), F(1), ..., F(104).
Proto radéji rozlozime 105 = 3-5-7 a budeme Fesit kongruence F(x) = 0 postupné
pro moduly 3, 5, 7. Plati F(0) =5, F(1) =3, F(2) =7, FF(3) =23, F(-1) =T,
F(=2) =3, F'(—3) = —13 (pro snadné&jsi vypocty jsme pocitali napiiklad F(—1)
misto F'(6) — vyuzijeme toho, ze I'(6) = F'(—1) (mod 7) podle pfedchoziho Tvr-
zeni a podobné). Kongruence F'(z) = 0 (mod 3) ma tedy feSeni = 1 (mod 3);
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0 (mod 5); feSenim kongruence

kongruence F(x) = 0 (mod 5) ma FeSeni x =
= 2 (mod 7) nebo x = —1 (mod 7).

F(x) = 0 (mod 7) jsou x € Z spliujici
Zbyva tedy vytesit dvé soustavy kongruenci:

r=1 (mod 3), r= 1 (mod 3),
x=0 (modb), a r= 0 (mod?b),
r=2 (mod?7) r=-1 (mod?7).

Protoze prvni dvé kongruence jsou u obou soustav stejné, budeme se nejprve
zabyvat jimi. Ze druhé kongruence dostavame x = 5t pro t € Z, dosazenim do
prvni

5t=1 (mod 3),

tedy —t = 1 (mod 3), odkud t = —1 4 3s pro s € Z, odkud x = —5 + 15s.
Dosadme nejprve do tfeti kongruence prvni soustavy:

—5+4+15s=2 (mod 7),

odkud s = 0 (mod 7), tj. s = 7r pro r € Z a proto x = —5 + 105r. Dosadime-li
x = —b + 15s do treti kongruence druhé soustavy, dostaneme

—5415s=—-1 (mod7),
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odkud s =4 (mod 7), tj. s =4+ Tr pror € Z, a proto x = =5 + 15(4 + 7r) =
55+1057. Celkem jsou tedy FeSenim dané kongruence F'(x) = 0 (mod 105) vSechna
celd ¢sla x, spliujici x = —5 (mod 105) nebo x = 55 (mod 105). O

Postup pro feseni kongruenci modulo mocnina prvocdisla udava dikaz néasledu-
jici véty.
VETA 19. Necht p je prvocislo, f(x) € Zx], a € Z je takové, Ze p | f(a),p 1t
f'(a). Pak plati: pro kaZdé n € N md soustava
r=a (mod p)
J(@) =0 (mod p")

prave jedno reseni modulo p™.

(26)

DUKAzZ. Indukci vzhledem k n. Pripad n = 1 je zfejmy. Necht dale n > 1
a véta plati pro n — 1. Je-li x feSenim (26) pro n, je TeSenim (26) i pro n — 1.
Libovolné feseni (26) pro n je tedy tvaru

T=cp1+k-p" !, kdekeZ.

Je tieba zjistit, zda f(c,_1+k-p"™') =0 (mod p”). Vime, Ze p"~! | f(cp_1+k-p" 1)
a uzijme binomickou vétu pro f(x) = apx™ + - - + a1x + ag, kde ao, . . ., a,, € Z.
Pak

(Cosr+k-p" Y =d_ +i - - kp™ (mod p”).
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+ k- f'(che1)  (mod p).

Protoze ¢,,_1 = a (mod p), dostaneme f'(c,_1) = f'(a) Z 0 (mod p), tedy (f'(ch_1),p) =
1. Uzitim Véty 16 o fesitelnosti linedrnich kongruenci dostavame, 7e existuje pravé
jedno feSeni k (modulo p) této kongruence a protoZe ¢, 1 bylo podle indukéniho
predpokladu jediné feSeni modulo p*~!, je &slo ¢,y + k- p" ! jedinym Fefenim
(26) modulo p™. O

PRIKLAD. Reste kongruenci 2! + 7x +4 =0 (mod 27).

PRIKLAD. Refme nejprve tuto kongruenci modulo 3 (nap¥. dosazenim) — snadno
zjistime, Ze TeSeni je x = 1 (mod 3). Zapisme FeSeni ve tvaru x = 1+ 3¢, kde t € Z

-
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a FeSme kongruenci modulo 9.

'+ Tr+4=0 ( )
(1+3)"+7(1+3t)+4=0 ( )
(1+3)"+7(1+3t)+4=0 ( )
1+4-3t+7+7-3t+4=0 (mod9)

3t=-12 ( )
1= 2 )
t=1 ( )

Zapsanim t = 1 4 3s, kde s € Z dostaneme x = 4 + 9s a po dosazeni

(4+95)' +7(44+9s) +4=0 (mod 27

4" +4-4°. 95428 +63s+4=0 (mod 27
256 - 9s + 63s = —288 (mod 27

2565 + 7s = —32 (mod 3

2s=1 (mod 3

)
)
)
)
)
$s=2 (mod 3)
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Celkem dostévame TeSeni © = 4+ 9s = 4 + 9(2 + 3r) = 22 4 27r, kde r € Z,
neboli x =22 (mod 27). O

5. Diofantické rovnice

Uz ve tretim stoleti naseho letopoctu se fecky matematik Diofantos zabyval
fesenim rovnic, ve kterych za feseni pripoustél jen cela ¢isla. Neni se ¢emu divit,
vzdyt v mnoha praktickych tlohdch, vedoucich k rovnicim, nemusi mit necelo¢i-
selnd fesenf rozumnou interpretaci. (Jde naptiklad o tlohu, jak pomoci pétilitrové
a sedmilitrové nadoby odmétit do tfeti nadoby osm litri vody, kterda vede na
rovnici br + 7y = 8.) Na Diofantovu pocest se rovnice, ve kterych hleddme jen
celodiselna feseni, nazyvaji diofantické.

Pro feseni téchto rovnic bohuzel neexistuje zadna univerzalni metoda. Dokonce
neexistuje ani metoda (jinymi slovy algoritmus), ktera by urdcila, jestli ma obecna
polynomiélni diofantickd rovnice feSeni. Tato otédzka je znamé pod nazvem 10.
Hilbertiv problém a dikaz neexistence algoritmu podal 1Opuii Matuscesnu (Yuri
Matiasevi¢) v roce 1970 (viz elementarné psany text [1]).

Presto v8ak uvedeme néekolik nejobvyklejsich metod, které v fadé konkrétnich
pripadt povedou k vysledku.

5.1. Linearni diofantické rovnice.

a1xy + agxs + - -+ + apx, = b, (27)
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kde z1,..., 2, jsou nezndmé, a4, ..., a,,b dani cela ¢isla. Budeme pfedpokladat,
7e a; # 0 prokazdé i = 1,...,n (je-li a; = 0, pak neznamé x; z rovnice ,zmiz{“).
K fegeni téchto rovnic je mozné uzit kongruenci. Nejprve si vSimnéme, kdy ma
rovnice (27) TeSeni. Jestlize ¢islo b neni délitelné ¢islem d = (aq,. .., a,), nemize
mit (27) zadné TeSeni, protoZe pro libovolna celd ¢isla xq,...,x, je leva strana
(27) délitelna ¢islem d. Jestlize naopak d | b, mizeme celou rovnici (27) vydélit
¢islem d. Dostaneme tak ekvivalentni rovnici

a1 + AyTy + -+ + @ =V,
kde a, = a;/d proi=1,...,n a bl =b/n. Pfitom plati
d-(ay,...,a,)=(day,...,da,) = (a1,...,a,) =d,

atedy (af,...,al,) = 1. V nésledujici vété ukéZzeme, Ze takova rovnice ma vidy fe-

Seni, a proto nase Gvahy mizeme shrnout takto: rovnice (27) mé celociselné feseni,
prave kdyz cislo b je délitelné nejvétsim spolecnym délitelem cisel ay, asg, . . ., @y.
VETA 20. Necht n > 2. Rovnice
a1x1 + asxs + -+ + anxn, = b, (28)
kde ay,aq, ..., an,b jsou celd c¢isla takovd, Ze (ay,...,a,) =1, md vZdy celociselné

reseni. Vsechna celociselna reseni této rovnice je mozné popsat pomoci n — 1
celociselngjch parametrii.
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DUKAZ. Provedeme indukei vzhledem k poc¢tu n nezndmych x; v rovnici (28).

Je vyhodné formalné zacit s piipadem n = 1, kdy podminka (a;) = 1 znamena,
ze a; = 1. Tehdy rovnice (28) mé tvar bud x; = b, neho —x; = b, a tedy
jediné Teseni, které ziejmé nezavisi na zadném parametru, coz odpovida tomu, Ze
n— 1 =1

Predpokladejme, 7e n > 2 a Ze véta plati pro rovnice o n — 1 neznamych;
dokdZeme ji pro rovnici (28) o n neznamych. Oznacme d = (ay,...,a,_1). Pak
libovolné feseni x1, ..., x, rovnice (28) trividlné splituje kongruenci

a1x1 + ags + -+ apx, = b (mod d).

Vzhledem k tomu, Ze d je spoleény délitel ¢isel ay,...,a,_1, je tato kongruence
tvaru

apty, =0 (mod d).
Protoze plati, Ze (d, a,) = (a1,...,a,-1,a,) = 1, mé podle véty 16 tato kongruence
Feseni
xn =c (mod d),

kde ¢ je vhodné celé ¢islo, neboli x,, = c+d - t, kde t € Z je libovolné. Dosazenim
do (28) a Gpravou dostaneme

Ay + -+ Ay 1Tp_1 = b — a,c — aydt.
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Protoze an,c = b (mod d), je ¢slo (b — anc)/d celé a posledni rovnici miizeme
vydélit ¢islem d. Dostaneme pak rovnici

dixy+-+al,_jx, =0,
kde a; = a;/dproi=1,...,n—1alt = ((b— ayc)/d) — a,t. Protoze

(B - oy 1) :(da'l,...,da;z_l)-é:(al,...,an_l)-éz 1,

podle indukéniho predpokladu mé tato rovnice pro libovolné t € Z feseni popsa-

telné pomoci n — 2 celodiselnych parametrii. Pridame-li k tomuto feseni podminku
xn = ¢+ dt, dostaneme Feseni rovnice (28) popsané pomoci n — 2 pivodnich pa-

rametrd a nového parametru ¢. Diikaz indukci je hotov. U

Metodu z ditkazu véty 20 pouzijeme na feseni nésledujicich diofantickych rov-
nic, v nichZ z diivodi prehlednosti zapisu budeme neznamé znadit x,y, z, . . . misto
L1 X2; Xgy: o w»

PRIKLAD. bx + 7y = 8.
RESEN{. Libovolné feseni této rovnice musi splilovat kongruenci
br+ Ty =8 (mod 5),

tedy 2y = —2 (mod 5)), odkud y = —1 (mod b)), tj. y = —1 + bt pro t € Z.
Dosazenim do dané rovnice dostaneme

B+ T(—1+45t) =8,

Home Page

Title Page

I

Contents

4 44

-
-k

Page 64 of 103

Go Back

Full Screen

Close

Quit

AN



odkud vypoditame x = 3 — 7t. Refenim nagl rovnice je tedy
x=3-T y=-1+05t,
kde t je libovolné celé cislo. U]
PRIKLAD. 91x — 28y = 35.

RESENT. ProtoZe (91,28) =7 a 7 | 35, ma rovnice celodiselné fefeni. Vydélme

ji sedmi:
13x — 4y = 5.
Libovolné Teseni této rovnice musi spliiovat kongruenci
13xr —4y =5 (mod 13),
tj. —dy = —8 (mod 13), odkud y = 2 (mod 13) ay = 2+13¢ pro ¢t € Z. Dosazenim
13x — 4(2 + 13t) = 5,

odkud vypocteme x = 1 + 4t. Reenim je tedy 2 = 1+ 4t, y = 2 + 13t, kde ¢
je libovolné celé ¢islo. Tentyz vysledek bychom samoziejmé dostali, i kdybychom
uvazovali kongruenci podle modulu 4 misto 13. Protoze Tesit kongruenci podle

mensiho modulu byva snadnéjsi, je vhodné na to pamatovat a usporadat si vypocet
tak, aby nebylo nutné pracovat s kongruencemi podle velkych moduli. U]

PRIKLAD. 18z + 20y + 152 = 1.
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RESEN{. Protoze (18,20,15) = 1, m4 rovnice celodiselné feseni. Libovolné
FeSeni musi splilovat kongruenci (za modul volime nejvétsi spoleény délitel ¢isel
18, 20)

18+ 20y + 15z =1 (mod 2),
tedy z =1 (mod 2), odkud 2z =1+ 2s, kde s € Z. Dosazenim
18x + 20y + 15(1 + 2s) =1
odkud po vydéleni dvéma a Gpravé dostaneme rovnici,
9 + 10y = —7 — 15s
kterou budeme Tesit pro libovolné s € Z. Je-li tato rovnice splnéna, musi platit
92 + 10y = -7 — 15s  (mod 9),
odkud y = 2+ 3s (mod 9), a proto y = 2 4+ 3s + 9¢, kde t € Z. Dosazenim
92 + 10(2 4+ 3s + 9t) = —7 — 15s,

odkud po tpravé x = —3 — 5s — 10¢. Reseni dané rovnice jsou tedy trojice
x=-—3—>5s—10¢
y=2+3s+9¢t
z=1+4+72s

kde s, t jsou libovolna celd disla. U
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PRIKLAD. 15z — 12y + 482 — 51lu = 1.

RESEN{. Protoe (15,12,48,51) = 3 neni délitel ¢fsla 1, nema rovnice celodi-
selné reseni. N

5.2. Diofantické rovnice linearni vzhledem k nékteré neznamé. Jde o rov-
nice, které mtizeme upravit do tvaru

Wiy = P s 25 Bpll)s (29)
kde m je pfirozené ¢islo a F(zq,...,x,—1) mnohoclen s celo¢iselnymi koeficienty.
Je z¥ejmé, 7e ma-li byt xq, xa, . . ., x, celodiselnym FeSenim rovnice (29), musi platit

F(xy,...,2p_1) =0 (mod m). (30)
Naopak, je-li xq, ..., x,_ TeSenf kongruence (30), pak pro x,, = F(xy,...,2,_1)/m
dostaneme celociselné fesent x4, ..., x,_1,x, rovnice (29). Proto pro feseni rovnice

(29) postadi vyfesit kongruenci (30). V piipadé n = 2, tj. v pfipadé, kdy je mno-
ho¢len F(x1) mnohoclenem jedné proménné, jde o tlohu, kterou jsme se zabyvali
v ¢asti 4. Pripad n > 2 je v8ak mozné Tesit zcela analogicky pomoci nésledujici
vety.

VETA 21. Pro libovolng mnohoclen F(xy,...,xs) s celociselnymi koeficienty,

prirozené ¢islo m a celd cisla ay, ..., as, by,...,bs takovd, Ze a1 = by (mod m),
.., as = by (mod m), plati F(ay,...,as) = F(by,...,bs) (mod m).
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DUKAZ. Snadny. O

Pro nalezeni v8ech feseni kongruence (30) tedy postaci dosazovat do mnoho-
¢lenu F(zq,...,2n—1) 7zaxy,. .., 2,—1 Nezavisle na sobé postupné ¢fsla 0,1,2,. .., m—
1 (tj. celkem m™~!-krat). A pravé tehdy, kdy# pro ¢isla ay, . . ., a,—1 je splnéna pod-
minka F(ay,...,a,-1) = (mod m), dostavame Teseni kongruence (30) ve tvaru

X1 = ay —i—mt1, ooy Tp—1 = Qp—-1 —|—mtn_1,

kde t4,...,t,—1 mohou nabyvat libovolnych celoc¢iselnych hodnot. Tak dostaneme
i feSeni rovnice (29):

x1 = a1 + mity,

Tn-1=0n-1+ mtn—ly
xn = —F(a1 +mt1, ... a1+ mtp_1).
m

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 722 4+ 5y + 13 = 0.

RESEN{. Rovnici upravime na tvar 5y = —722 — 13 a budeme fesit kongruenci

—~72* —13=0 (mod 5),
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tj. 372 = 3 (mod 5), odkud 2 = 1 (mod 5). Dosadime-li za x ¢isla 0, 1, 2, 3, 4,
zjistime, Ze kongruence je splnéna pro ¢isla 1 a 4. Regenim této kongruence jsou
tedy podle 4.11 prave cisla

x=1+5t nebo x =44 5t,
kde t € Z. Dosazenim dostaneme v prvnim piipadé
5y =—T7(1 +5t)* — 13 = —7 — 70t — 175¢* — 13
a tedy
y=—4— 14t — 35¢%,
ve druhém pripadé

5y = —T(4+5t)° — 13 = —112 — 280t — 175¢* — 13,
a proto
y= —25— 56f — S5~
Resenim dané rovnice jsou tedy pravé viechny dvojice ¢isel x,y tvaru
g=1-+6y=-—4— 14— 351° nebo x =45y =—25— 56¢— 35¢°,
kde t je libovolné celé cislo. U]

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z(x + 3) = 4y — 1.
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RESEN{. Rovnici upravime na tvar 4y = 2+ 3z + 1 a budeme Yesit kongruenci
2 +3r+1=0 (mod4).
Dosazenim d¢isel 0, 1, 2, 3 zjistjme, 7e kongruenci nespliiuje zadné z nich, a tedy
tato kongruence nem4 feseni. Reseni proto nema ani dané rovnice. U]
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 2% + 42% + 62 4 Ty + 82 = 1.
RESEN{. Rovnici upravime na tvar
Ty=—a>—6x—42°—82+1
a doplnime na ¢tverce
Ty =—(x+3)°— (22 +2)* + 14.
Proto budeme fesit kongruenci
(z+3)°+(22+2°=0 (mod7) (31)

Nyni bychom mohli za uspofaddanou dvojici (x; z) postupné dosazovat usporadané
dvojice (0;0), (0;1), ..., (0;6), (1;0), (1;1), ..., (6;5), (6;6) a spocitat pro vsech
49 hodnot vyraz stojici na levé strané kongruence (31). Vyhodné&jsi ale bude vyuzit
tvaru kongruence (31) a odvolat se na tvrzeni tvr:nonresidue-3mod-4, odkud pro
p="7,a=x+3,b=2z+ 2 dostaneme, Z%e z kongruence (31) plyne

r+3=2242=0 (mod?7),
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a tedy vSechna FeSeni kongruence (31) jsou tvaru

x=-34+Tt, z=—-147s,
kde ¢, s jsou cela ¢isla. Dosazenim do rovnice dostaneme

Ty = —(z +3)° — (22 + 2)® + 14 = —49¢* — 1965> + 14,
odkud
y=—Tt? — 2852 + 2.
Resenim dané rovnice jsou tedy pravé vSechny trojice ésel x,y, 2 tvaru
r= BT g=—T"— 2879 z— -1 -LTs

kde s, t jsou libovolna celd disla. U]

5.3. Rovnice jiného tvaru. Metodu, kterou jsme fesili piedchozi piiklady, je

mozno popsat také takto: ,vyjadii nékterou z neznamych pomoci ostatnich a

zkoumej, kdy je celo¢iselnd®. Skutecné, vyjadiime-li z rovnice (29) nezndmou x,,

dostaneme
o — F(xl,...,xn_l)7
m
coZ je celé &slo, prave kdyz m | Fi(xq,...,2n-1), tj. pravé kdy?Z je splnéna kongru-
ence (30). UkdZeme si na piikladech, Ze tento postup je pouZitelny i na rovnice,
které nejsou tvaru (29). V piikladech uvedeme i piipad, kdy je vhodné vyjadiit
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namisto nékteré neznamé néjaky jiny vhodny vyraz a zkoumat, za jakych okolnosti
bude celociselny.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 3 = 4y + 5.

RESEN{. Vyjadieme z této rovnice neznamou y:
1
= —(3" - 5).
=il )
Je-liz <0, je 0 <3 <1, atedy 1(3° — 5) ¢ Z. Pro 2 > 0 plati
3¥—5=(-1)"—-1 (mod 4);
¢islo (—1)* — 1 je kongruentni s nulou podle modulu 4 pravé tehdy, kdyz x je sudé,
tj. x = 2k, kde k € Ny. Regenim této diofantické rovnice jsou tedy prévé viechny
dvojice
g% — 5
4 7
kde k € Ny je libovolné. O]

x =2k, Y=

PRIKLAD. Reste v Z rovnici x(y + 1)? = 243y .
RESEN{. Vyjadieme nezniamou :

243y
(y+1)*
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Aby x € Z, musi (y+1)? byt délitelem ¢isla 243y. Protoze y a y+1 jsou nesoudélng
¢isla pro libovolné y € Z, musi byt (y + 1)? délitelem ¢isla 243 = 3°. Toto ¢islo
mé vsak jen tii delitele, ktefi jsou druhou mocninou celého ¢isla: 1,9 a 81. Proto
musi nastat néktera z téchto moznosti: y+1=+1,y+ 1= =+3 neboy+ 1 = £9.
Dostavame tedy Sest feseni dané rovnice:

y =0, x =0,
1y = —u, r=—2-243 = —486,
Yy = 2, %= 20 27 = Hd,
y = —4, x=—4-27=-108,
y=28, x=8:3=24,
y = —10, xr=-10-3 = —-30.
Jind Teseni dana diofanticka rovnice nemé. ]

PRIKLAD. Reste v N rovnici /z + VY= V1988.
RESENT. Ode¢teme-li od obou stran rovnice V¥ a umocnime-li na druhou,

dostaneme
x=1988 —4+/7-71-y+y.

Jsou-li x,y cela ¢isla, je i 44/7- 71y celé ¢islo, a tedy /7 - Tly je racionalni ¢islo.
Pak je \/7- 71y = k nezdporné celé ¢islo. Plati tedy 7 - 71y = k?, odkud plyne, Ze
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Home Page
Title Page

k? a tedy i k je délitelné prvocisly 7, 71. Je tedy k = 7 - 71t pro vhodné ¢t € Ny a Contents

tedy
2

k
= = 497¢%.
Y= «“ | »
Zcela analogicky je mozné odvodit, Ze existuje s € Ny tak, ze
x = 497s°.
Dosazenim do ptivodni rovnice dostavame

V497s + V497t = V1988,

odkud po vydéleni plyne s + ¢t = 2. Jsou tedy tii moznosti: s = 0, t = 2 nebo
s =1t=1nebo s =2, ¢t =0, takze dana diofantickd rovnice ma tii feseni:

xr=0, y=1988 nebo x=y =497 nebo x=1988, y=0. CeifEn
]
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PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 622 4 5y% = 74.

RESEN{. ProtoZe pro libovolné y € Z plati 5y? > 0, musi libovolné fegeni z, y

dané rovnice spliovat
74 = 62° + 5y® > 627,

odkud 2? < &, tedy —3 < z < 3, proto 2? je nekteré z ¢isel 0, 1, 4, 9. Dosazenim
do rovnice postupné dostavame 5y? = 74, 5y? = 68, by? = 50, 5y* = 20. Prvni
tfi piipady jsou ve sporu s y € Z, z posledniho dostéavame y? = 4, tj. y = £2.
Rovnice méa tedy ¢tyii feSenl: x = 3, y =2, x =3,y = =2,z = =3, y = 2;
r=-3,y=-2 U]

PRIKLAD. Reste v Z rovnici 22 + 2y + y? = 2%°.

RESENI. ProtoZe jsou v dané rovnici nezndmé x,y zastoupeny symetricky,
miizeme pfedpokladat, Ze 22 < y2, odkud plyne xy < 32, a tedy
222 =2 fay+ 12 < P+ + ot = 3t
Plati tedy y = 0 nebo 2% < 3. Dosazenim do rovnice dostavame v prvnim piipadé
x =0, vedruhém prox =0 opét y =0, prox =1jey = —-1aproxr = —1je
y = 1. Rovnice mé tedy tii TeSeni:

=0, a4=»0 z=1, g=-—1; r=—1, @g=1

Home Page

Title Page

I

Contents

4 44

-
-k

Page 75 of 103

Go Back

Full Screen

Close

Quit

AN



PRIKLAD. ReSte v Z 2% =1 + 3V,

RESENT. Je-li y < 0, plati 1 < 1 +3Y < 2, odkud 0 < z < 1, coZ je spor. Je
tedy y > 0 a proto 2* =1+ 3Y > 2, odkud =z > 1. UkdZeme, Ze také plati x < 2.
Kdyby totiz bylo x > 3, platilo by

143V=2"=0 (mod 8),
odkud bychom dostali
3=-1 (mod8),
coZ v8ak nenf mozné, nebot pro sudd ¢isla y je 3V =1 (mod 8) a pro licha ¢isla y
plati 3¥ = 3 (mod 8). Zbyva tedy vyfesit piipad 1 < x < 2. Pro x = 1 dostavame

=0t _1=1,
atedy y =0. Z x = 2 plyne
] =8
takze y = 1. Rovnice mé tedy dvé fegeni: x =1, y=0ax =2,y = 1. U]

PRIKLAD. Reste rovnici x + y + 2z = xyz v oboru piirozenych ¢sel.

RESEN{. ProtoZe jsou v dané rovnici neznamé zastoupeny symetricky, mizeme
predpokladat x < y < z. Pak ale

ryz=x+y+z<z+z+2z=3z,
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odkud xy < 3. Je tedy zy = 1, nebo xy = 2, nebo xy = 3.

Je-li xy = 1, plati x = 1, y = 1, odkud dostaneme dosazenim do rovnice
2+ z = z, coz neni mozné.

Je-li xy = 2, plati x = 1, y = 2 (pFedpoklddame = < y), odkud 3 + 2z = 2z, a
tedy z = 3.

Je-li xy =3, plati x =1, y = 3, odkud 4 + 2 = 3z, tedy 2z = 2, coz je ve sporu
s predpokladem y < z.

Rovnice mé tedy jediné feseni x = 1, y = 2, 2z = 3 spliiujici x < y < 2. V8echna
feseni v oboru prirozenych ¢isel dostaneme v8emi zaménami poradi ¢isel 1, 2, 3:

(@95 2) € {(1,2;3),(153;2), (2, 153), (23, 1), (3;1;2), (3; 2 1)}
0

Casto je mo7né s vyhodou ukazat sporem, e mnoZina hodnot nezndmé x je
konecné a omezend nerovnostmi a < x < b; pfitom z pfedpokladu x < a (resp.
x > b) odvodime nepravdivé tvrzeni. V nésledujicich pifkladech bude takovym
nepravdivym tvrzenim dvojice nerovnosti

A <d' < (c+ 1),
kde ¢, d jsou celd a n pfirozené dislo.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z(x + 1)(z + 7)(z + 8) = 3.
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RESENI. Upravou
1y = (2 +8x)(@® + 8z + 7).
Oznac¢ime-li 2% + 8z = z, je nase rovnice tvaru
' =22+ T2
Ukazeme, 7e z < 9. Predpokladejme naopak z > 9. Pak plati
(2+3)2 =2 +62+9< 22 +Te=9y" <22 +82+16 = (z +4)%,
co7 je spor, nebot z + 3, y, z + 4 jsou celd ¢isla a z téchto nerovnosti by plynulo
|24+ 3] < |y| < |z +4|.
Je tedy 2 < 9, tj. 22 4+ 8x < 9, odkud
(x+4)* = 2° + 8z + 16 < 25,

a proto =5 < x4+ 4 < 5, neboli —9 < a < 1. Dosazenim téchto hodnot do rovnice

dostaneme vSechna Feseni: (z;y) € {(=9;12), (—=9; —12), (—8;0), (=7;0), (—4;12),

(—4;-12), (=10}, (0;0), (1;12), (1;-12)}. o
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici (x + 2)* — 2t = ¢/°.
RESENT. Upravou ziskdme

y® = 8z° + 242° + 322 + 16 = 8(z> + 327 + 4z + 2),
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odkud plyne, 7e y je sudé. Polozme y = 2z, 2z € Z. Plati ted
y
2 =2+ 3% + 4z + 2.
Je-li x > 0, plati
(x+1)P°=2’+32"+3x+1 <2’ + 3 +dr +2 =
=22 <2®+62°+ 122 +8 = (x + 2)%,

odkud x4+ 1 < 2z < x+ 2, coz neni mozné. Dana rovnice tedy nema feseni x,y € Z
takové, ze x > 0. Predpokladejme, Ze ma néjaké teseni x,,y; € Z takové, zZe
x1 < —2. Pak plati

(x1+2)* =2y =y}
a dosadime-li x5 = —x1 — 2, y» = —y1, dostaneme

lé - ($2 + 2>4 a _ygy

a proto o, Yo je také reseni dané rovnice. Ovsem xy = —x; —2 > 0 a z pfedchozich
uvah plyne, Ze tato situace nastat nemutze. Dohromady tedy —2 < x < 0, tj.
x = —1. Pro x = —1 vychézi z plivodni rovnice y = 0; dvojice z = —1, y = 0 je

jedingm fesenim tlohy. [l
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5.4.1. Nekteré nerovnosti. Pii TeSeni diofantickych rovnic jsou nékdy uzitecné i né-

vvvvv

VETA 22 (AG-nerovnost). Pro libovolnd ¢isla ay,aq, . .., a, € Ry plati nerov-
nost
ay+ax+ -+ ap
! 2 > Yaras ... ay, (32)
n
pritom rovnost v (32) nastane, jen kdyz ay = ay = -+ = a,.
DUKAZ. Prozatim neuveden. ]

VETA 23 (Bernoulliova nerovnost). Vo € R,x > —1,Vn € N plati:
(1+x)">14+n-x.

DUKAZ. Pro n = 1 nebo x = 0 je tvrzeni ziejmé. Pro redlnd A > B > 0 a
prirozené ¢islo n > 2 plati:

n(A—B)B" ! < A" - B" < n(A—- B)A"™ (A>B>0,n>2),

7z ¢ehoZ po dosazeni A=1+xa B=1 (prox >0), resp. A=1, B=1+x (pro
—1 < x < 0) dostaneme pozadované tvrzeni. J
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PRIKLAD. V oboru pfirozenych ¢isel Feste rovnici

X z
T d g
v Z &

RESEN{. Podil piirozengch &isel je éslo kladné, a proto mfizeme pro ésla %, 2

a Z pouZit nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym primérem (viz Véta 22)
Geometricky primeér téchto tii c¢isel je 1, a proto pro jejich aritmeticky primé

plati
1
_<z+y+z>ZL
3\y 2z =x

kde rovnost nastane prave tehdy, kdyz

r

x
y oz

Porovname-li ziskanou nerovnost s danou rovnici, dostavame, %e rovnice ma ne-

koneéné mnoho feseni x = y = z, kde z je libovolné pfirozené ¢islo, a zadné jiné

feseni nemA. O

PRIKLAD. DokaZte, Ze pro libovolné prirozené ¢islo n > 2 rovnice
2+ (x+1)" =(x+2)"

nema Teseni v oboru pfirozenych ¢isel.
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RESEN{. Pfedpokladejme naopak, %e pro n&jaka pfirozend éisla x, n, kde n > 2,
je dana rovnice splnéna, a oznacme y = x + 1 > 2. Pak plati

y-1D"+y"=(@y+1)", (33)
odkud dostdvame
0=@+1)"-y"—y-D"=1-(-1)" (mody).
Pfipustme, Ze n je liché, pak 0 =2 (mod y), tedy y =2 a
0=3"—2"_1,

coz plati pouze pro n = 1. Je tedy n sudé a podle binomické véty plati
y+1"=(G)y*+ (Dy+1 (mody?),
y-1"=(Gy — (Dy+1 (mody®),
odkud plyne
0=(y+1)"—y"—(y—1)"=2ny (mody’),
tedy 0 = 2n (mod y?), a proto 2n > y?. Vydélime-li (33) ¢islem 3", dostaneme

1\" 1\"
<1—|——> :1—|—<1——> 2 D
Y Y
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Naopak podle Bernoulliovy nerovnosti (viz Véta 23) plati

1\" 2n 2
<1+—> PR AR e )
y y 2y 2y 2
Shrneme-li predchozi Gvahy, vychazi, Ze pro zadné pfirozené ¢islo n > 2 nemé
dana rovnice TeSeni v oboru pfirozenych ¢isel.

5.5. Reseni diofantickych rovnic metodou rozkladu. Tato metoda spo&ivi
v Upraveé dané rovnice do tvaru

Ay Ay A, = B, (34)
kde Ay, ..., A, jsou vyrazy obsahujici neznamé, které pro celoc¢iselné hodnoty
neznamych nabyvaji celociselnych hodnot, a B je ¢islo (pifpadné vyraz), jehoz
rozklad na prvodisla zname. Pak totiz existuje pouze konefné mnoho rozkladi

¢isla B na n celociselnych c¢initeld ag, . . ., a,. VySetfime-li pak pro kazdy z téchto
rozklad® soustavu rovnic
AlzCLl, AQZCLQ, ceey An:an,

ziskédme vSechna FeSeni rovnice (34). Ukazme si to na pifkladech.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici y* — 2° = 91.
RESEN{. RozloZme levou stranu rovnice:

(y — )y + zy + 2°) = 91.
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Protoze

2 2 r\? 3
Yy +ay+at = <y+§> + >0,
musi bft také y — z > 0. Cislo 91 mfZeme rozlozit na souc¢in dvou pfirozengch
¢isel ¢tyfmi zptlisoby: 91 =1-91=7-13=13-7 = 91 - 1. Budeme proto oddélené
FeSit ¢tyfi systémy rovnic:

() y—x =1, y*+z2y + x> = 91. Dosazenim y = x + 1 z prvni do druhé
rovhnice dostaneme z? + 2 — 30 = 0, odkud z = 5 nebo x = —6. P¥{slugné
hodnoty druhé neznamé jsou pak y =6, y = —5.

(2) y—x=7, yY¥*+ay+x*=13. Pak 2?2+ T7x +12=0,tedyr = -3 ay =4
neboxr=—-4ay=3.

(3) y—x =13, y? +xy+ 2% = 7. Nyni 22 + 132 + 54 = 0. Tato rovnice viak
nemé feseni v oboru redlnych ¢isel, a proto ani v oboru ¢isel celych.

(4) y—x =91, y* + vy + x? = 1. V tomto p¥ipadé 22 + 91x + 2760 = 0. Ani
tato rovnice nemd Teseni v oboru realnych ¢isel.

Dané rovnice ma tedy ¢tyfi Feseni:

(x;y) € {(5;:6),(—6;—5),(=3;4), (=4, 3)}.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z* + 227y — 214 — 2 = 7.
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RESEN{. Upravme nejprve levou stranu rovnice:
$4+2$7y—$14—y2:$4—($7—y)2: (1’2—$7+y>($2+$7—y>
a uvazme, ze ¢islo 7 miizeme rozlozit ¢tyfmi zplisoby na souc¢in dvou celych ¢isel:
7=1.7=7-1=(-1)-(=7) = (=7) - (—1). Budeme proto Tesit ¢tyfi soustavy
rovnic.
() 2> —2"+y =1, 22+ 2" —y = 7. Seftenim obou rovnic dostaneme
22 =4,0dkud x =2 a y = 125, nebo x = —2 a y = —131.
() > —2"+y=7 2*+x"—y=1 Nyniz?=4 atedyxz=2,y=131
nebo x = -2, y = —125.
B) 2 —2"+y=-1, 2?+2"—y= -7 Sedtenim x> = —4, co¥ je spor.
(4) 22 — 2" +y=-7, x*+2"—y=—1. Opét spor z% = —4.
Rovnice mé tedy ¢tyfi Feseni:

(z;y) € {(=2; —131), (=2; —125), (2; 125), (2: 131)}.

O
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
1 1 1
—+ =,
r 'y p

kde p je libovolné prvocislo.
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RESEN{. Vynasobenim ¢islem xyp a dals Gpravou dostaneme
xy —pr —py = 0.

Uprava do tvaru (34) vyZaduje nyni umély obrat: piicteme k obéma stranim
rovnice p?, aby bylo mozno jeji levou stranu zapsat jako soudin:

(x —p)(y—p) ="

ProtoZe p je prvodislo, lze p? rozloZit na soucin dvou celych ¢isel jen témito Sesti
zplsoby: p? =1-p* =p-p=p° 1= (=1) (=p°) = (-=p) - (=p) = (=p?) - (= 1)
Budeme proto Tesit Sest systémil rovnic:

(1) z—p=1l,y—p=p*atedyz=p+1,y=p*+p
2) x—p=p,y—p=p,atedy xz=2p,y=2p
Jr—p=p’,y—p=1latedyx=p°+p y=p+1
Jr—p=-l,y—p=-p’atedyz=p—1,y=p—p%
)

% —pé y—p=—p,atedy r =y =0, coz nevyhovuje;

(
(3
(4
(5
6) z—p=—p*y—p=—Latedyz=p—p’y=p—1

Dané rovnice ma tedy pét TeSeni, popsanych v p¥ipadech (1)-(4) a (6). O

5.5.1. Pythagorova rovnice. Pythagorova rovnice se zabyva otazkou hledani vsech
pravouhlych trojihelnik s celoc¢iselnymi délkami stran.

Home Page

Title Page

I

Contents

4 44

-
-k

Page 86 of 103

Go Back

Full Screen

Close

Quit

AN



PRIKLAD. V oboru pfirozenych ¢isel Feste rovnici
x® + y2 —
RESENT. Oznac¢me t = (2,9, 2), 11 = 1 =4, 21 = Z. Pak plati
w4 Bat = P,
odkud po vydéleni ¢islem 2 # 0 vychdzi
v +y =2 (35)

a navic (z1,y1,21) = 1. UkdZeme nyni, Ze ¢sla xq,y1, 21 jsou dokonce po dvou
nesoudélné: kdyby né&jaké prvocislo p délilo dvé z ¢isel xq, 41, 21, vyslo by z (35),
ze deli i tfeti, coz vzhledem k (z1,y1,21) = 1 neni mozné. Z &sel x1, y1 je tedy
nejvyse jedno sudé. Pripustme, Ze jsou obé licha. Pak z kongruence

2=+ =14+1 (mod8)
plyne, 7e 2% je sudé ¢islo, které neni délitelné 4, coz neni mozné. Je tedy z cisel xy,
y1 pravé jedno sudé. Protoze v rovnici (35) vystupuji x; a y; symetricky, mtzeme
pro urcitost pfedpokladat, Ze sudé je xy = 2r, r € N. Z (35) pak plyne

2 _ .2 2
dr =27 — g

a tedy
2_ATFY AT W
2 2
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. _d . d _ _ e
Oznacéme u = 5(21 + yl), v= s(z1 —y1). Pak 2y = v+, y=u—v. ProtoZe jsou
Y1, 21 nesoudélné disla, jsou i u, v nesoudélnd ¢isla. Z rovnice

T2:U'U

pak plyne, Ze existuji nesoudélnd p¥irozend ¢sla a, b tak, e u = a?, v = b?, navic
vzhledem k u > v plati @ > b. Celkem tedy dostavame

x=1txy = 2tr = 2ab,

y = ty; = t(u —v) = t(a® — b?),

7=ty = tlu+v) =t(a® + %),
coz skutecné pro libovolné ¢t € N a libovolna nesoudélna a, b € N takova, ze a > b,

vyhovuje dané rovnici. Zbyla feseni bychom dostali zdménou = a y (v pribéhu
FeSeni jsme predpokladali, Ze pravé z; je sudé):

v =1t(a*—-b"), y=2ab, z=1t(a®+b%,
kde opét t,a,b € N jsou libovolna takova, ze a > b, (a,b) = 1. O

5.6. Resitelnost diofantickych rovnic. V pfedchozi ¢4asti jsme vidéli, 7e FeSeni
vétsiny diofantickych rovnic neni snadné, a ackoli jsme se naudili nékolik metod,
v mnoha konkrétnich p¥ipadech se ndm nepodaii diofantickou rovnici vyfesit ani
jednou z nich. Presto se ndm v téchto piipadech muiize podafit néco o feseni zjistit.
Naptiklad nalézt nekoneénou mnozinu feseni a tim dokazat, Ze mnozina vsech
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feseni, i kdyZ ji celou neumime popsat, je nekonec¢na. Nebo naopak ukazat, ze
mnozina vech FeSeni je prazdna (a tim vlastné danou rovnici vytesit), popiipadé
konecna.

5.6.1. Neexistence resent. Pii diikazu, ze néjakéd diofantickd rovnice nemé zadné fe-
Seni, je ¢asto mozné s Gspéchem vyuzit kongruenci. M4-li totiz feseni diofanticka
rovnice L = P (kde L, P jsou vyrazy obsahujici neznamé, nabyvajici celociselnych
hodnot pro libovolné celociselné hodnoty neznamych), musi mit Feseni i kongru-
ence L = P (mod m) pro libovolné m € N, protoze fesenim této kongruence je
napfiklad zminéné TeSeni rovnice. Odtud plyne, Ze nalezneme-li néjaké pfirozené
¢islo m tak, 7e kongruence L = P (mod m) nemé FeSeni, nemize mit feseni ani
ptvodni diofanticka rovnice L = P. Je nutno si vSak uvédomit, Ze obraceni pred-
chozi Gvahy obecné neplati: ma-li kongruence I = P (mod m) pro kazdé pfirozené
¢islo m TeSeni, neznamend to jeste, Ze ma Teseni téZ diofantickd rovnice L = P
(ukdzeme to v Piikladu na str. 92).

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
T+ x5+ + 2, = 15999.
RESEN{. UkaZeme, %e kongruence
o]+ a5+ +2f, =15999  (mod 16)

nema Feseni, odkud vyplyne, Ze feseni nemé ani dana diofanticka rovnice. Je-li
totiz celé ¢islo n sudé, je n = 2k pro k € Z a tedy n* = 16k* = 0 (mod 16).
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Jestlize je celé ¢islo n liché, plati n* — 1= (n — 1)(n+ 1)(n* +1) =0 (mod 16),
nebotf ¢slan — 1, n+1 a n? + 1 jsou sudd a jedno z ¢isel n — 1, n + 1 musi byt
dokonce délitelné ¢tyfmi. Znamend to tedy, Ze podle modulu 16 je n? kongruentni
s 0 pro sudd n a s 1 pro licha ¢isla n. Je-li proto mezi ¢isly xq, 2o, ..., T4 pravé r
lichych, je
g +xy+---+x3, =r (mod 16).
Plati 15999 = 16000 — 1 = 15 (mod 16) a protoze 0 < r < 14, nemtZe mit
kongruence
ri+xy+--+2}, =15 (mod 16)
feseni, a nema ho tedy ani dana rovnice. U]
PRIKLAD. V oboru celych ¢isel feste soustavu rovnic
2+ 2% = 22,
21% + y2 =’

RESEN{. Snadno ovéfime, %e z £ = y = 0 plyne také 2 = u = 0, coZ je
feseni dané soustavy. Ukézeme, Ze dalsi TeSeni soustava nema. Predpokladejme,
7e x,y,z,u je FeSeni a Ze x # 0 nebo y # 0, a oznacme d = (z,y) > 0 nejvétsi
spolecny délitel ¢isel z,y. Z prvni rovnice plyne d | z, ze druhé d | u. Oznacime-li

vy =%,y =4, 21 = 3, up = 5, dostédvame, Ze (x1,y1) = 1, a po zkrdceni obou
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rovnic ¢islem d? dostaneme
o} +2y; =43,
27 +y; = uj.
Odtud plyne sectenim 3z% + 3y? = 27 + u? a tedy 3 | 27 + u2. Podle Tvrzeni 3.1
plati 3 | 21, 3 | u1 a tedy 9 | 22 +u2. Pak ale 9 | 3(z? +4?), a tedy 3 | x? + y?. Opét
podle Tvrzeni 3.1 plati 3 | 1, 3 | y1, coZ je spor s (x1,y1) = 1. Soustava ma tedy
jediné fegeni x =y =2z =u = 0. U]
PRIKLAD. V oboru pfirozenych ¢isel Feste rovnici
U420 43+ + 2l =52

RESENT. PHmym v¥poctem se presvédéime, %e pro x < 5 vyhovuji rovnici
pouze x = y = 1 a x = y = 3. UkdZeme, Ze pro x > 5 rovnice FeSeni nema.
ProtoZe pro libovolné n > 5 je n! délitelné péti, plati

42043+ 42l =11+ 24314+ 41 =33=3 (mod 5).

Ovsem druha mocnina pfirozeného ¢isla je podle modulu 5 kongruentni s 0 nebo
1 nebo 4. Kongruence 1!+ 2! +--- + z! = y? (mod 5) pro x > 5 tedy nem4 fesent,
a proto nema pro x > 5 fefeni ani dana rovnice. ]

PRIKLAD. V oboru pfirozenych ¢isel Feste rovnici

-y ="

Home Page

Title Page

I

Contents

4 44

-
-k

Page 91 of 103

Go Back

Full Screen

Close

Quit

AN



RESEN. UkédZeme, 7e dand rovnice nem4 feseni. Piedpokladejme naopak, Ze
pro vhodnd z,y € Z plati 22 — y*> = 7. Kdyby y bylo sudé, platilo by 2* = 7
(mod 8), coz neni mozné. Je tedy y liché, y = 2k + 1 pro k € Z. Pak plati

PHl=y"+2=(y+2)(y" -2y +4) = (36)

= (y+2)((y — 1)* + 3) = (2k + 3)(4k* + 3). (37)

Cislo 4k% + 3 musi byt délitelné néjakym prvocislem p = 3 (mod 4). V opacném
ptipadé vzhledem k tomu, %e 4k* + 3 je liché, by totiZ v rozkladu ¢isla 4k% + 3 na
prvodisla vystupovala pouze prvocisla kongruentni s 1 podle modulu 4 a tedy by

i jejich souc¢in 4k* + 3 musel bjt kongruentni s 1 podle modulu 4, coZ jisté neni.
Je tedy 4k* + 3 délitelné prvocislem p = 3 (mod 4), a tedy plati

>+ 1=0 (mod p).
Podle Tvrzeni 3.1 odtud plyne x =1 =0 (mod p), a to je spor. O

Nyni uvedeme slibovany priklad toho, Ze diofantickd rovnice nemusi byt fe-
Sitelnd ani v piipadé, Ze je kongruence L = P (mod m) Tesitelna pro libovolny
modul m € N.

PRIKLAD. Dokazte, Ze kongruence

62° + 52 +1=0 (mod m)

Home Page

Title Page

I

Contents

4 44

-
-k

Page 92 of 103

Go Back

Full Screen

Close

Quit

AN



mé Feseni pro kazdé prirozené cislo m, a pfitom diofantickd rovnice
62° +5x +1=0
feseni nema.

RESEN{. Plati 622+ 52+ 1 = (3z+1)(2x + 1), a tedy rovnice 622 +5x+1 =0
nemé celoc¢iselné feSeni. Necht m je libovolné piirozené cislo a plati m = 2" - k,
kde n € Ny a k je liché ¢islo. Protoze (3,2") = (2,k) = 1, maji obé kongruence
soustavy

3r=-1 (mod 2")

2r = -1 (mod k)
podle Véty 16 FeSeni, a protoze (27, k) = 1, mé podle Véty 18 feSeni i cela soustava.
Pro libovolné x vyhovujici této soustavé je pak 3x 4 1 délitelné c¢islem 2" a 2z + 1

¢islem & a proto soucin (3z + 1)(2x + 1) je délitelny cislem 27 - k = m. Je tedy x
feSenim kongruence

62° +5x+1=0 (mod m).

Home Page

Title Page

I

Contents

4 44

-
-k

Page 93 of 103

Go Back

Full Screen

Close

Quit

AN



5.6.2. Zmensovant ad absurdum. Je to metoda diukazu neexistence feseni diofantické

rovnice. PTi diikazu touto metodou libovolné feseni dané diofantické rovnice cha-
rakterizujeme né&jakym prirozenym c¢islem (napifklad nejvétsim spolecnym déli-
telem hodnot nékterych nezndmgch nebo druhou mocninou hodnoty nékteré ne-
znamé a podobné) a ukazeme, Ze existuje-li feSeni charakterizované pfirozenym
¢islem d, musi existovat jiné feSeni, charakterizované prirozenym dislem d' < d.
Pak totiz zadné takové TeSeni existovat nemtze, o ¢emZ se snadno mtzeme pie-
svédcit sporem: kdyby existovalo, mohli bychom zvolit to feseni, které je ze vsech
feseni charakterizovano co nejmengim pfirozenym ¢islem d; pak by ovSem muselo
existovat i jiné TeSeni, charakterizované piirozenym ¢islem d' < d, coZ v8ak by byl
spor s volbou d.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici °® 4 2y® + 42° — 6zyz = 0.

RESENT. Rovnici jisté vyhovuje x = y = z = 0. UkéaZeme, %e jiné feseni rovnice
nemd. Oznacme d = 22 + y? + 22 a predpokladejme, Ze pro né&jaké feseni x,y, 2
dané rovnice plati d > 0. Z piivodni rovnice plyne, %e 2® je sudé ¢islo, a proto je
x = 221 pro vhodné x; € Z. Dosazenim do rovnice dostaneme

827 + 2° + 42° — 1221y2 = 0,

po vydéleni dvéma
423+ +22° — 621y2 = 0,
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a proto i y? je sudé ¢slo, tedy y = 2y, pro vhodné y; € Z. Dosazenim a vydélenim
dvéma dostaneme

223 + 415 + 2° — 6r1y12 =0,

odkud plyne, Ze z° je také sudé ¢islo, a proto 2 = 2z, pro vhodné z; € Z. Dosaze-
nim a vydélenim dvéma dostaneme

x‘i’ + ny’ + 4zf’ —Brryne =0,

a tedy x1,y1, 21 je Feseni plivodni diofantické rovnice, pficemz plati
2 2 2
2 2 2 7T Y z d
1ty t+ 2 1 + 1 + 1 1

Podle metody popsané v 6.4 dana diofantickd rovnice nema feseni s vlastnosti
d> 0, atedy r =y =2z =0 je jejim jedinym FeSenim. O]

PRIKLAD. V oboru pfirozenych ¢isel feste rovnici 2% + y? = 47,

RESEN{. UZijeme metodu 5.6.2 pro d = 2. Predpokladejme nejprve, %e x,y, 2
je TeSenim dané rovnice. Pak jisté plati z # 1, protoZe je-li x = y = 1, plati
2%+ 1% =2 < 4, a je-li alespoii jedno z ¢isel x, y vétsi nez jedna, je 2% +y* > 4. Je
tedy z > 1 a plati 22+ y*> = 4° = 0 (mod 8). ProtoZe druh4d mocnina lichého ¢isla
je kongruentni s 1 podle modulu 8 a druhd mocnina sudého ¢isla je kongruentni
s 0 nebo 4 podle modulu 8, plyne z této kongruence, ze x i y jsou suda, a tedy
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x = 2x1, y = 21, pro vhodnd x1,y; € N. Pak ovSem

3 3
z Y
7, .2 _ _4z-1
TG ==
a tedy, oznac¢ime-li 21 = 2 — 1 € N, disla 21, y1, 21 spliuji danou rovnici, pfi¢em?

z1 < z. Proto dand rovnice nem4 TeSeni.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 2* + y* 4+ 2* = 9u®.

RESEN{. Je-li u = 0, musi b§t rovné? x = y = 2 = 0, co¥ je Feseni dané rov-
nice. UkdZeme, Ze jiné feseni rovnice nemé. Predpokladejme, 7e cela cisla x, y, 2, u
vyhovuji dané rovnici, pficemz v # 0, a ozna¢me d = u?. Kdyby ¢islo « nebylo
délitelné péti, bylo by u* =1 (mod 5) podle Fermatovy véty, a tedy by platilo

' +yt+2'=4 (mod 5),

coz véak neni mozné, nebot podle Fermatovy véty kazdé z ¢isel 2, y?, 2* miiZe byt
podle modulu 5 kongruentni pouze s 0 nebo 1. Je tedy u délitelné péti, u = 5uy
pro vhodné u; € Z, a plati

'yt +2'=0 (mod 5),

odkud plyne, Ze ¢isla x,y, z jsou délitelné péti, tj. x = Sxq, y = Sy, 2 = 5z pro
vhodnd xy, y1, 21 € Z. Dosazenim do rovnice a vydélenim 5! dostaneme

4 4 4 4
x] + Y1 + 21 = uy,
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a tedy x1,y1,x1, w1 vyhovuji dané rovnici. Pritom plati
4

4 U 4 _ g

1 -

Uy = — < U =

O
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 22 4+ y? + 2% = 2xyz.

RESENI. Rovnice jisté splituje # = y = z = 0. UkéZeme, %e dalsi feseni tato

rovnice nemé. Dokazeme dokonce silnéjsi tvrzeni: Zadna rovnice

r? 4+ y? + 22 = 2%xyz, (38)
kde x,y,2 € Z a u € N nemé jiné feseni nez x = y = 2z = 0, u € N libovolné.
Piedpoklddejme, Ze x,y, 2 € Z, u € N vyhovuji rovnici (38) a ze d = 22 +y*+ 2 >
0. Protoze u > 1, je 2%ryz sudé ¢&islo, a proto i 22 + y2 + 22 je sudé &slo. To ale
znamend, ze pravé jedno z ¢isel x,y, 2z, nebo vsechna tii jsou sudi. V prvnim
pripadé je vsak

4y +2°=1+140=2 (mod 4),

kdezto

2%cyz =0 (mod 4),
nebot u > 1 a jedno z ¢isel x,y,z je sudé. Nastane tedy druhy piipad a disla
1 =5,y =3, 21 = 5 jsou celd. Polozme u; = u + 1 a dosadme do (38):

43 + 4yf + 423 = 2% 2p - 2y - 22,
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po vydéleni ¢tyfmi

21+ yt + 21 = 2" ;s
a tedy x1,y1, 21, w1 vyhovuji rovnici (38). Pritom plati 0 < xf +yf + 27 = ¢ < d,
nebot d > 0. Podle 5.6.2 tedy rovnice (38) mtiZe mit jen feSeni s vlastnosti d = 0,

coZ jsou vysSe uvedend feseni x = y = 2z = 0, u € N libovolné. Specialné, zadana
rovnice ma jediné feseni x =y = 2 = 0. U

5.6.3. Pocetnost mnoZiny teseni. V mnoha piipadech, kdy neumime najit vSechna

feseni diofantické rovnice, se ndm muze alespon podafit rozhodnout, zda feseni
je konecné ¢ nekonecné mnoho. Konec¢nost je napiiklad zarucena zjisténim, ze
hodnoty nezndmych jsou v absolutni hodnoté mensi nez néjaké ¢islo. Pokud toto
¢islo nalezneme a je ,rozumné“ malé, mizeme pak najit vSechna feseni metodou
popsanou v 5.4

To, ze dané diofantickd rovnice mé feseni nekonecné mnoho, mi@izeme dokazat
napfiklad tak, Ze nalezneme pro kazdou neznamou néjaky vyraz s parametrem,
a to takovy, Ze po dosazeni do rovnice dostaneme rovnost, pfitom pro nekonecné
mnoho hodnot parametru dostaneme navzajem rizné hodnoty neznamgch (jde
tedy o jakousi zkousku nekonecné mnoha fegeni). Nebo miZzeme nalézt jedno Feseni
rovnice a udat predpis, jak z libovolného fegeni spocitat jiné. Mame-li zaruceno,
7e pii dalsi a dalsi aplikaci tohoto predpisu dostdvame stéle nova FeSeni (napii-
klad jsou-li ziskdvana feseni stale vétsi a vétsi), opét tim dokéZeme, e mnozina
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feseni je nekonecna. Je zfejmé, Ze pii obou postupech mohou existovat jesté dalsi
nenalezend feseni.

PRIKLAD. Dokazte, 7e diofantickd rovnice
-1+ @+1)?=y"+1
ma nekonedné mnoho feseni.
RESENT. Rovnici snadno upravime do tvaru'
y2 — 952 = 1,

Zkusme najit ne¢jaké teseni. Po chvili pokust asi kazdy objevi, ze volba y = 3,
x = 2 vyhovuje dané rovnici. Pfedstavme si nyni, ze mame k dispozici libovolné
feseni x,y € Z a pokusme se ziskat dalgi. Plati tedy

(y+ v2x) (y — v2z) = 1.

Dosazenim nalezenych hodnot y = 3 a x = 2 ziskdme rovnost (3 I 2\/5) (3 —
2v/2 ) = 1, vynasobenim dostaneme

[(y+v22)(3+2v2)] - [(y — v2r)(3—2v2)] = 1.

13de o specidlni ptipad tzv. Pellovy rovnice
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Vyrazy v obou hranatych zavorkach upravime. Plati

(y + V22) (3 +2V2) = 3y + 3v2x + 2V2y + 4o = (4x + 3y) + 3z + 2y) V2,

(y — \/ix)<3 - 2\/5) — 3y — 3v2x — 22y + 4z = (4 + 3y) — 3z + 2y) V2.
Polozme u = 4x + 3y, v = 3x + 2y. Plati tedy

(u + \/51}) (u — \/51}) — i
odkud
u? — 20 =1,
a tedy u,v € Z je dalsi TeSeni dané rovnice. Polozime-li z; =2, 1 =3 a
Tnt1 = 3Tn + 2n, Ynt1 = 42Tpn + 3Yn

pro libovolné n € N, dostavame pro kazdé n € N feSeni x,,y, dané rovnice.

Avprotoze plati 0 < 21 < 29 < ..., 0 < y; < Yy < ..., dostavame pro rizné
7 2

indexy n riizna feseni x,,y,. Dana rovnice mé tedy nekonecné mnoho feseni. [

PRIKLAD. DokaZte, Ze rovnice
k+a®+y°=2"

ma pro libovolné celé ¢islo k nekonecéné mnoho feseni v oboru prirozenych ¢isel.
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RESENT. Upravou a rozkladem 2? — y? dostaneme
k+a®=(z—y)(z+y).
Neni nutné hledat vSechna Teseni, proto mtizeme pfedpokladat, Zze
z—y=1,
Ztg=J -t

Libovolné feseni této soustavy bude také feseni dané rovnice (neplati to vSak
obracen€, zkuste sami pro néjaké pevné zvolené k nalézt priklad prirozenych ¢isel
x, Yy, z vyhovujicich dané rovnici, av8ak nevyhovujicich uvedené soustavé rovnic).
Resime-li soustavu vzhledem k neznamym z,y, dostavame

=12 +k+1),

y =3 +k-1).
Zvolime-li x = |k| + 1 + 2t, kde t € N, je x pfirozené ¢islo. Plati

?+k=k+14+2t+k=1 (mod?2)

atedy z = ((Jk| +1+20*+k+1) >0,y =3((|k| + 1 + 20)* + k — 1) > 0 jsou
také pTirozend cisla. Protoze pro riizna t dostavame rizna x a tedy rtzna feseni,
ma rovnice nekonedné mnoho feseni. (]
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PRIKLAD. Dokazte, 7e diofantickd rovnice
5% — 8xy + 5y° — 4k* =0
ma pro libovolné prirozené ¢islo & pouze koneéné mnoho fesend.

RESEN{. Danou rovnici upravime do tvaru (2 —y)2 + (2y — x)? = 4k?, odkud
plyne (2 — y)? < (2k)? a (2y — x)? < (2k)?, a tedy -2k < 2x —y < 2k a
—2k < 2y — x < 2k. Sec¢tenim prvni a dvojnésobku druhé nerovnosti a vydélenim
tremi dostaneme —2k < y < 2k a zcela analogicky —2k < x < 2k. Protoze x i
y mohou pro pevné k nabyvat pouze konecné mnoha hodnot, mé dana rovnice
pouze koneéné mnoho Feseni. O
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