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ABSTRAKT. Na této pfednédsce se budeme zabyvat tilohami o ce-
Iych cislech. Pfevazné v nich pijde o délitelnost celych ¢isel, popii-
padé o FeSeni rovnic v oboru celych nebo pfirozenych ¢isel. Ackoli
jsou prirozena a konec konct i celd ¢isla v jistém smyslu nejjed-
nodussi matematickou strukturou, zkoumani jejich vlastnosti po-
stavilo pfred generace matematiki celou fadu velice obtiznych pro-
blémii. Casto jsou to problémy, které je mozno snadno formulovat,
presto vSak dodnes nezname jejich Feseni. Uvedme nékteré z nej-
znaméjsich: problém prvodiselngch dvojéat (rozhodnout, zda exis-
tuje nekoneéné mnoho prvoéisel p takovych, ze i p+2 je prvocislo),
Goldbachovu hypotézu (rozhodnout, zda kazdé sudé ¢islo vétsi nez
2 je mozno psat jako soucet dvou prvocéisel), nebo klenot mezi pro-
blémy teorie ¢isel - velkou Fermatovu vétu (rozhodnout, zda existuji
ptirozend Cisla n, x, y, z tak, ze n > 2 a plati 2™ 4+ y™ = 2™).

Tento text vyrazné cerpa z knih [2] a [], pro zajemce o blizsi
sezndameni s nkterymi tématy doporu¢ujeme knihu [3], dostupnou
v knihovné PYF MU.

V mnoha problémech je vyhodné vyzkouset chovani algoritmu
na realnych prikladech. K tomu lze vyuzit SW nainstalovany na
pocitacéich sekce matematika. Doporucujeme zejména:

o PARI-GP : specializovany SW na teorii éisel, pfi vypoctech
s veétsimi Cisly obvykle vyrazné efektivnéjsi nez obecné ori-
kazy: \q — ukonceni, ? — help, ?? — kompletni uzivatelsky
manual, 7?7 tutorial — tutorial pro Gvodni sezndmeni. Viz
také jpari.math.u-bordeaux.fr.
e Maple: vhodny zejména kvili existenci mnoha vyukovych
pracovnich list (worksheets, i pro teorii éisel), napf. najwww . mapleapps . com.


pari.math.u-bordeaux.fr
www.mapleapps.com
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1. Zakladni pojmy
1.1. Délitelnost.

DEFINICE. Rekneme, Ze celé ¢islo a déli celé ¢&islo b (neboli &islo b
je délitelné Cislem a, téz b je ndsobek a), pravé kdyz existuje celé ¢islo
c tak, ze plati a - ¢ = b. PiSeme pak a | b.

Ptimo z definice plyne nékolik jednoduchych tvrzeni, jejichz dikaz
pienechavime ¢tenaii jako cviceni s navodem v [2), §12]: Cislo nula je
délitelné kazdym celym ¢islem; jediné celé ¢islo, které je délitelné nulou,
je nula; pro libovolné ¢islo a plati a | a; pro libovolna ¢isla a, b, ¢ plati
tyto ¢tyfi implikace:

albANblc = alc (1)
alb ANalc = al|lb+cANal|lb—c (2)

c#0 = (a|b<=ac]|bc) (3)
alb Nb>0 = a<b (4)

PRIKLAD. Zjistéte, pro kterd piirozena &isla n je éislo n? + 1 déli-
telné cislem n + 1.

RESENI. Plati n? — 1= (n+1)(n — 1), a tedy ¢islo n + 1 délf &slo
n? — 1. Piedpoklddejme, ze n + 1 déli i &slo n? + 1. Pak ovSem musi
delit i rozdil (n? +1) — (n? — 1) = 2. Protoze n € N, platin+1 > 2, a
tedy zn+ 1|2 plyne n 4+ 1 = 2, proto n = 1. Uvedenou vlastnost ma
tedy jediné prirozené dislo 1. O

VETA 1. (Veéta o déleni celjch cisel se zbytkem) Pro libovolné zvo-
lena cisla a € Z, m € N ezistuji jednoznacné urcenda cisla q € 7,
re{0,1,...,m— 1} tak, Ze a = qm +r.

DUKAzZ. Dokazme nejprve existenci ¢isel ¢, r. Predpokladejme, Ze
prirozené cislo m je ddno pevné a dokazme tlohu pro libovolné a € Z.
Nejprve budeme predpokladat, ze a € Ny a existenci ¢isel ¢, r dokdzeme
indukei:

Je-1i 0 < a < m, staci volit ¢ = 0, » = a a rovnost a = gm + r plati.

Predpokladejme nyni, ze a > m a ze jsme existenci ¢isel ¢, r dokazali
pro vSechna ' € {0,1,2,...,a — 1}. Specialné pro ' = a — m tedy
existuji ¢/,r" tak, ze @’ = ¢'m + 1’ a pfitom ' € {0,1,...,m — 1}.
Zvolime-lig=¢ +1,r=7r" platia =d +m = (¢ +1)m+r" = gm+r,
coz jsme chtéli dokazat.

Existenci ¢isel g, jsme tedy dokazali pro libovolné a > 0. Je-li
naopak a < 0, pak ke kladnému ¢islu —a podle vyse dokazaného existuji
¢ €Z,r"e{0,1,...,m—1} tak, ze —a = ¢m—+1', tedy a = —¢'m—1".
Je-li ¥/ = 0, polozime r = 0, ¢ = —¢'; je-li r > 0, polozime r =
m—1r', g =—q¢ — 1. V obou pfipadech a = ¢-m + r, a tedy ¢isla ¢, r
s pozadovanymi vlastnostmi existuji pro kazdé a € Z, m € N.
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Nyni dokézeme jednoznacnost. Predpokladejme, Ze pro néktera cisla
G,q2 € Z; r1,r2 € {0,1,...,m — 1} plati a« = ¢gym + r; = gam + 7rs.
Upravou dostaneme r; — ro = (g2 — q1)m, a tedy m | r; — 5. OvSem
z0<r;<m,0<ry<mplyne —m < r; — ry < m, odkud podle ()
plati 1 — 79 = 0. Pak ale i (g2 — ¢1)m = 0, a proto ¢ = ¢a, 11 = 72.
Cisla g, r jsou tedy uréena jednoznac¢né. Tim je ditkaz ukonden. O

Cislo q, resp. r z véty se nazyva (netuplny) podil, resp. zbytek pii
déleni ¢isla a ¢islem m se zbytkem. Vhodnost obou nazvi je ziejm4,
prepiseme-li rovnost a = mq + r do tvaru

a T . r

—=q+ —, pritom 0<— <1,

m m m
Je vhodné téz si uvédomit, ze z véty [l plyne, Ze ¢islo m déli ¢islo a,
pravé kdyz zbytek r je roven nule.

PRIKLAD. Dokazte, Ze jsou-li zbytky po déleni ¢isel a,b € Z ¢islem
m € N jedna, je jedna i zbytek po déleni ¢isla ab ¢islem m.

RESEN{. Podle véty Mlexistuji s, t € Z tak, ze a = sm+1, b = tm+1.
Vynasobenim dostaneme vyjadieni

ab= (sm+1)(tm+1) = (stm+s+t)m+1=gm+r,

kde ¢ = stm + s +t, r = 1, které je podle véty [l jednoznacné, a tedy
zbytek po déleni cisla ab ¢islem m je jedna. (

Pouziti v PARI-GP. Vydélenim ¢isla 1234567890 cislem 321 se
zbytkem dostavame 3846005, zbytek 285 - jak vidime v PARI:

? divrem(1234567890,321)
%2 = [3846005, 285]~
nebo i jinak:

? 1234567890\321

%3 = 3846005

? 1234567890%321
%4 = 285

1.2. Nejvétsi spoleény délitel a nejmensi spoleény nasobek.

DEFINICE. Méjme cela ¢isla aq, as. Libovolné celé ¢islo m takové,
ze m | a;, m | ag (resp. a; | m, az | m) se nazyva spolecny délitel
(resp. spolecny nasobek) Cisel aq,ay. Spoletny délitel (resp. nasobek)
m > 0 cisel ay, aq, ktery je délitelny libovolnym spolecnym délitelem
(resp. déli libovolny spoleény néasobek) ¢isel aq, as, se nazyva nejuétsi
spolecny délitel (resp. nejmensi spolecny ndsobek) ¢isel ay, as a znaci
se (a1, az) (resp. [ay, ag)).

PozNAMKA. Pfimo z definice plyne, Ze pro libovolné a,b € Z plati
(a’ b) = (b’ CL), [a’ b] = [b> a]? (a’ 1) =1, [CL, 1] = |a" (CL, 0) = |a" [a’O] =
0. Jesté vSak neni jasné, zda pro kazdou dvojici a,b € Z ¢isla (a,b) a
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[a, b] viibec existuji. Pokud vSak existuji, jsou uréena jednoznacné: Pro
kazda dvé ¢isla my, me € Ny totiz podle (4) plati, Ze pokud m; | mg
a zaroven my | mq, je nutné m; = my. Dikaz existence ¢isla (a,b)
podame (spolu s algoritmem jeho nalezeni) ve vété B diikaz existence
Cisla [a, b] a zpisob jeho urceni pak popiseme ve vété El

VETA 2. (Buklidiv algoritmus) Necht ay,as jsou prirozend cisla.
Pro kazdé n > 3, pro kter€ a,,_1 # 0, oznacme a,, zbytek po déleni cisla
Qp_o Cislem a,_1. Pak po konecném poctu kroku dostaneme a, = 0 a
plati ax_1 = (a1, as).

DUKAzZ. Podle véty [ plati as > ag > a4 > .... Protoze jde o nezé-
porna celd cisla, je kazdé nasledujici alesponi o 1 mensi nez predchozi,
a proto po urcitém konecném poctu krokt dostavame a, = 0, pricemz
ap_1 # 0. Z definice ¢isel a, plyne, Ze existuji celd Cisla g1, qo, . .., qr_2
tak, ze

a1 = q - az + ag,

ag = @2 - a3 + ay,

(5)
Ak—3 = Qx—3 - Qp—2 + A1
Ap—2 = (k-2 * Qk—1-

Z posledni rovnosti plyne, Ze aj_1 | ax_2, z predposledni, ze aj_1 |
ai—3, atd., az nakonec ze druhé a;_; | as a z prvni dostaneme aj_; |
ai. Je tedy ap_1 spolecny délitel ¢isel aq, as. Naopak jejich libovolny

spolecny délitel déli i ¢islo ag = a1 — gias, proto i ay = as — qeas, ..., a
protoiay_1 = ar_3—qx_3ax_o2. Dokazali jsme, Ze a;_1 je nejvétsi délitel
Cisel ai, ag. O

POZNAMKA. Z poznamky za definici, z véty Bl a z toho, Ze pro
libovolna a,b € Z plati (a,b) = (a, —b) = (—a,b) = (—a, —b) plyne, ze
existuje nejvétsi spolecny délitel libovolnych dvou celych ¢isel.

VETA 3. (Bezoutova) Pro libovolnd celd ¢isla ay,ay existuje jejich
nejuétsi spolecny délitel (ay, az), pritom existugi celd c¢isla ky, ko tak, Ze
(al, a2) = k1a1 + kgag.

DUKAZ. Jisté staci vétu dokéazat pro ai,as € N. VSimnéme si, ze
jestlize je mozné né€jaka ¢isla r, s € Z vyjadrit ve tvaru r = rya; + reas,
S = S1a1 + Soasg, kde 11,79, $1, S9 € 7Z, mizeme tak vyjadiit i

r+s= (7”1 + Sl)Ch + (7’2 + Sg)ag
a také
c-r=(c-r)a+ (c-ra)as
pro libovolné ¢ € Z. Protoze a; = 1-a1 +0-as, as = 0-a; + 1 - as,
plyne z (5), ze takto mizeme vyjadiit i az = a; — qraz, a4 = ay — qeas,
ey Qg1 = Qk_3 — Qk_30k_2, COZ je oviem (aq,az). O
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Pouziti v PARI-GP. Vypodcet nejvétsiho spoleéného délitele po-
moci Euklidova algoritmu je s vyuzitim vypocetni techniky i pro rela-
tivné velka c¢isla pomérné rychly. V nasem prikladu to vyzkousime na
2 cislech A,B, z nichz kazdé je souc¢inem dvou 101-cifernych prvocisel.
Vsimnéme si, ze vypocet nejvétsiho spolecného délitele i takto velkych
¢isel trval zandbatelny cas.
p=nextprime(5%107100) ;
g=nextprime (3*107100) ;
r=nextprime(107100) ;

A=px*q;

B=qgx*r;

#

timer = 1 (on)

? gcd(A,B)

time = 0 ms.

%19 = 300000000000000000000000000000000000000000\
000000000000000000000000000000000000000000000000\
00000000223

? bezout (A,B)

time = 0 ms.

%20 = [284455128205128205128205128205128205128205\
1282051282051282051282051282051282051282051282051\
282051358, -1422275641025641025641025641025641025\
6410256410256410256410256410256410256410256410256\
410256410256435, 30000000000000000000000000000000\
0000000000000000000000000000000000000000000000000\
00000000000000000223]

NN N N N N

PozNAMKA. Euklidiv algoritmus a Bezoutova véta jsou jedny z nej-

nich pilif algoritmt algebry a teorie ¢isel.

To, Ze znalost téchito zdkladi je obcas dileZitd i v praktickém Zivoté, do-

kazuje B. Willis a Samuel Jackson ve filmu Smrtonosnd past 3, kde maji
za kol zlikvidovat bombu pomoci 4 galonu vody, pricemz k dispozici maji
pouze nadoby na 3, resp. 5 galoni. Zde staci s vyuzitim Fuklidova algoritmu
najit celd cisla k,l tak, Ze bude platit 3k + 5l = 4.
Netroufam si tordit, Ze zmineni herci ovlddaji uwvedené zdklady teorie cisel
(tuto konkrétni ulohu jisté snadno vyresite experimentdlné), nicméné pred-
chozi véty ddvaji ndvod, jak vyresit ulohu tohoto typu s libovolnymi zadanymsi
parametry, coZ podrobné rozebereme v c¢dsti o diofantickych rovnicich.

VETA 4. Pro libovolnd celd c¢isla ay, as existuje jejich nejmensi spo-
lecny nasobek [ay, as] a plati (a1, as) - [ay, az] = |ay - as].

DUKAzZ. Véta jisté plati, je-li nékteré z ¢isel ay, as rovno nule. M-
zeme navic predpokladat, Ze obé nenulova ¢isla ay, as jsou kladné, nebot
jejich znaménka se v dokazovaném vzorci neprojevi. Budeme hotovi,
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ukazeme-li, Ze ¢ = a; - az/(a1,az) je nejmensi spoleény nasobek Cisel
ai, as. Protoze (ay,az) je spoleény délitel ¢isel aq, as, jsou ay/(aq,as) i
as/(aq,ay) celé Cisla, a proto

a1az ai a2

q: = a :7'01
(a1,as)  (ay,a2) °  (ay,a9)

je spolecny nasobek c¢isel aq, as. Podle véty Bl existuji ki, ko € Z tak,
ze (a1, a2) = kiay + koas. Predpokladejme, ze n € Z je libovolny spo-
le¢ny nasobek ¢isel a1, as a ukazeme, ze je délitelny cislem ¢. Je tedy
n/ay,n/ay € Z, a proto je i celé ¢islo

n n n(kiay + koas)  n(ay,as) n
2o+ k= _ _n
a2 a1 a102 a1az q
To ovSem znamend, Ze q | n, coz jsme chtéli dokazat. O

1.3. Délitelé a nasobky mnoha cisel.

DEFINICE. Nejvétsi spolecny délitel a nejmensi spolecny nasobek n
Cisel a1, as, . .., a, € Z definujeme analogicky jako v[LZ2 Libovolné m €

Z takové, ze m | a;, m | ag, ..., m | a, (vesp. a; | m,as | m, ..., a, | m)
se nazyva spolecny delitel (resp. spolecny ndsobek) ¢isel ay,as, . . ., ap.
Spolecny délitel (resp. nasobek) m > 0 ¢isel ay,as,...,a,, ktery je

délitelny libovolnym spoleénym délitelem (resp. déli libovolny spoleény
nasobek) téchto ¢isel, se nazyva nejvétsi spolecny délitel (resp. nejmenst
spolecny nasobek) Cisel ay,as,...,a, a znaéi se (a,as,...,a,) (resp.
lai,as, ... a,]).

Snadno se presvédcéime, ze plati

(ala"'aan—laan) = ((ala"'7an—l)7an)7 (6)

[a17"'7an—17an] = [[alu"'van—l]aan]- (7)
Nejvétsi spolecny délitel (aq, ..., a,) totiz déli vSechna &isla ay, . .., a,,
a tedy je spole¢nym délitelem ¢isel aq, ..., a,_1, a proto déli i nejvétsiho
spole¢ného délitele (aq, ..., an—1), tj. (a1,...,a,) | ((a1,...,an-1),an).
Naopak nejvétsi spoleény délitel ¢isel (aq, . . ., a,_1), a, musi kromé ¢isla
a, délit i vsechna ¢isla aq, ..., a,_1, protoze déli jejich nejvétsiho spo-
leéného délitele, a proto ((ai,...,a,_1),a,) | (a1,...,a,). Dohromady

dostéavame rovnost () a zcela analogicky se dokaze ([@).

Pomoci (@) a ([) snadno dokdzeme existenci nejvétsiho spole¢ného
délitele i nejmensiho spolecného nasobku libovolnych n cisel indukci
vzhledem k n: pro n = 2 je jejich existence dana vétami [ a @l jestlize
pro nékteré n > 2 vime, ze existuje nejveétsi spolecny délitel i nejménsi
spole¢ny nasobek libovolnych n — 1 ¢isel, podle (@) a ([) existuje i pro
libovolnych n ¢isel.
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1.4. Nesoudélnost.

DEFINICE. Cisla aq, as, ..., a, € Z se nazyvaji nesoudélnd, jestlize
plati (ay,as,...,a,) = 1. Cisla a1, as, ..., a, € Z se nazyvaji po dvou
nesoudélnd, jestlize pro kazdé 7,7 takové, ze 1 < i < j < n, plati
(ai, CL]’) =1.

PozNAMKA. V piipadé n = 2 oba pojmy splyvaji, pro n > 2 plyne
z nesoudélnosti po dvou nesoudélnost, ne vsak naopak: naptiklad c¢isla
6, 10, 15 jsou nesoud€lné, ale nejsou nesoudélné po dvou, nebot dokonce
zadné dvojice z nich vybrand nesoudélna neni: (6,10) = 2, (6,15) = 3,
(10, 15) = 5.

PRIKLAD. Naleznéte nejvétsi spolecny délitel éisel 263 —1 a 291 —1.
RESEN{. Uzijeme Euklidiv algoritmus. Plati
991 _ 1 — 9298 _ 1) 4 9% 1,
200 1 =2 +2")(2® - 1)+ 2" -1,
2% — 1 =22+ 2" 42"+ 1)(2" - 1),
Hledany nejvétsi spoleény délitel je tedy 27 — 1 = 127. O

VETA 5. Pro libovolnd prirozend cisla a, b, c plati
(1) (ac,bc) = (a,b) - ¢,
(2) jestlize (a,b) =1 aa|be, paka|c,
(3) d = (a,b) prdave tehdy, kdyz ezistuji q,q2 € N tak, Ze a = dq,
b=dg a(q,q) =1

DUKAz. ad 1. Protoze (a,b) je spole¢ny délitel ¢isel a, b, je (a,b) - ¢
spolecny délitel ¢isel ac, be, proto (a,b)-c | (ac, be). Podle véty Bl existuji
k,l € Z tak, ze (a,b) = ka+ [b. ProtoZe (ac, bc) je spoleény délitel ¢isel
ac, be, déli i ¢islo kac + lbe = (a,b) - c. Dokézali jsme, Ze (a,b) - c a
(ac,be) jsou dvé prirozend cisla, kterd déli jedno druhé, proto se podle
@) rovnaji.

ad 2. Predpokladejme, ze (a,b) = 1 a a | be. Podle Bezoutovy
véty (véta Bl) existuji k,l € Z tak, ze ka + (b = 1, odkud plyne, Ze
¢ = c(ka + 1b) = kca + lbc. Protoze a | be, plyne odsud, ze i a | c.

ad 3. Necht d = (a,b), pak existuji ¢1,¢q2 € N tak, 7Ze a = dq,
b = dgo. Pak podle ¢asti (1) plati d = (a,b) = (dq1,dg2) = d - (q1, ¢2),
a tedy (q1,92) = 1. Naopak, je-li a = dg1, b = dgs a (q1,¢2) = 1, pak
(a,b) = (dq1,dgs) = d(q1,q2) = d -1 = d (opét uzitim 1. ¢asti tohoto
tvrzeni). O
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2. Prvodisla

vvvvvv

Jeho dilezitost je dana predevsim vétou o jednoznac¢ném rozkladu libo-
volného prirozeného ¢isla na soucin prvocisel, ktera je silnym a t¢innym
nastrojem pii feseni celé fady tloh z teorie Cisel.

DEFINICE. Kazdé pfirozené ¢islo n > 2 mé aspon dva kladné déli-
tele: 1 a n. Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva
se prvocislo. V opa¢ném pripadé hovorime o sloZeném cisle.

V dalsim textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p.
Nejmensi prvocisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ....
Prvodisel je, jak brzy dokdzeme, nekoneéné mnoho, mame ovSem po-
mérné limitované vypocetni prostfedky na zjisténi, zda je dané ¢islo
prvocislem (nejvétsi znamé prvocislo 230402457 — 1 ma pouze 9152052
cifer).

VETA 6. Prirozen€ ¢islo p > 2 je prvocislo, pravé kdyz plati: pro
kazda celd c¢isla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

DUkAz. ,=“ Predpokladejme, Ze p je prvocislo a p | ab, kde a,b €
Z. Protoze (p,a) je kladny délitel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1.
V prvnim ptipadé p | a, ve druhém p | b podle véty B

,<=" Jestlize p neni prvocislo, musi existovat jeho kladny délitel
riizny od 1 a p. Oznacime jej a; pak ovsem b = 2 € N a plati p = ab,
odkud 1 < a < p, 1 < b < p. Nasli jsme tedy celd ¢isla a,b tak, ze p | ab
a pritom p nedéli ani a, ani b. U

PRIKLAD. Naleznéte vSechna ¢isla k € Ny, pro kterd je mezi deseti
po sobé jdoucimi ¢isly £+ 1,k + 2, ...,k + 10 nejvice prvocisel.

RESEN{. Pro k = 1 je mezi nasimi &sly pét prvocisel: 2, 3, 5, 7,
11. Pro k = 0 a k = 2 pouze ¢tyii prvocdisla. Jestlize £ > 3, neni mezi
zkoumanymi ¢isly ¢islo 3. Mezi deseti po sobé jdoucimi celymi ¢isly pét
sudych a pét lichych cisel, mezi kterymi je zase aspon jedno délitelné

tfemi. Nasli jsme tedy mezi ¢isly £+ 1, £+ 2, ..., £+ 10 aspon Sest
slozenych, jsou tedy mezi nimi nejvyse ¢tyfi prvocisla. Zadani proto
vyhovuje jediné ¢islo k£ = 1. 0

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje n po
sobé jdoucich pfirozenych ¢isel, z nichz zadné neni prvocislo.

RESENI. Zkoumejme &isla (n+ 1) +2,(n+ 1) +3,...,(n+ 1) +
(n 4+ 1). Mezi témito n po sobé jdoucimi ¢isly neni zddné prvocislo,
protoze pro libovolné k € {2,3,...,n+ 1} plati k | (n + 1)!, a tedy
k| (n+ 1)+ k, a proto (n + 1)! + k nemtze byt prvocislo. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvodislo p a libovolné k € N,
k < p, je kombina¢ni ¢islo (Z) délitelné p.
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RESENI. Podle definice kombina¢niho ¢isla

pN\__p  _ppp—1)---- P—k+1)

k El(p — k)! 1-2----. k ’
a tedy k! | p-a, kde jsme oznacilia = (p—1)----- (p—k+1). Protoze
k < p, neni zaddné z cisel 1, 2, ..., k délitelné prvocislem p, a tedy podle

véty Bl neni ani k! délitelné prvocislem p, odkud (k!, p) = 1. Podle véty
plati k! | a, a tedy b = 7 je celé cislo. Protoze (Z) = B = pb, je cislo
(i) délitelné cislem p. O

VETA 7. Libovolné prirozené cislo n > 2 je mozné vyjadrit jako
soucin prvocisel, pricemz je toto vyjadreni jedine, nebereme-li v vvahu
potadi ¢initeli. (Je-li n prvocislo, pak jde o ,soucin® jednoho prvo-
¢isla.)

PozNAMKA. Délitelnost je mozné obdobnym zpiisobem jako v [l
definovat v libovolném oboru integrity (zkuste si rozmyslet, pro¢ se
omezujeme na obory integrity). V nékterych oborech integrity pfitom
zadné prvky s vlastnosti prvocisla (fikdme jim ireducibilni) neexistuji
(napt. Q), v jinych sice ireducibilni prvky existuji, ale zase tam neplati
véta o jednoznacném rozkladu (napt. v Z(y/—5) méame nasledujici roz-
klady: 6 = 2-3 = (1++/=5) - (1 —y/—5); zkuste si rozmyslet, Ze vSichni
uvedeni ¢initelé jsou skutecnd v Z(y/—5) ireducibilni).

DUKAZ. Nejprve dokdzeme indukei, Ze kazdé n > 2 je mozné vyja-
drit jako souc¢in prvocisel.

Je-li n = 2, je n soucin jediného prvocisla 2.

Predpokladejme nyni, ze n > 2 a ze jsme jiz dokazali, Ze libovolné n’,
2 < n’ < n, je mozné rozlozit na soucin prvocisel. JestliZe n je prvocislo,
je soucinem jediného prvocisla. Jestlize n prvocislo neni, pak existuje
jeho délitel d, 1 < d < n. Oznacime-li ¢ = %, plati také 1 < ¢ < n.
Z indukéniho predpokladu plyne, Ze ¢ i d je mozné vyjadrit jako soucin
prvocisel, a proto je takto mozné vyjadfit i jejich soucin ¢ - d = n.

Nyni dokézeme jednoznacnost. Pfedpokladejme, Ze plati rovnost
souCinl py *pa -+ Pm = Q1 q2 - - Gs, kde pr, .o Dy Q1,4 Gs
jsou prvocisla a navic plati py < py < -+ < pp, 1 < @ < -0 < g
al < m < s. Indukci vzhledem k m dokadzeme, ze m = s, p; =
di,---sPm = Gm-

Je-lim=1,jepr=q -+ qs prvocislo. Kdyby s > 1, mélo by ¢islo
p1 délitele ¢; takového, Zze 1 < ¢; < p1 (nebot ¢aqs3...qs > 1), coZ neni
mozné. Je tedy s = 1 a plati p; = ¢;.

Predpokladejme, ze m > 2 a ze tvrzeni plati pro m — 1. Protoze
P1D2 Pm = q1-Ga-* ++qs, dli p,, soucin g -+ - -+ s, coz je podle véty [l
mozné jen tehdy, jestlize p,, déli néjaké ¢; pro vhodné i € {1,2,...,s}.
Protoze g; je prvoéislo, plyne odtud p,, = ¢; (nebot p,, > 1). Zcela
analogicky se dokaze, Ze ¢ = p; pro vhodné j € {1,2,...,m}. Odtud
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plyne

4s = Dj < Pm = Gi < s,
takze p,, = ¢s. Vydélenim dostaneme p;-po--- - Pm_1 =q1-q2"**qs_1,
a tedy z indukéniho pfedpokladu m —1=s—1,p1 = q1,...,Pm_1 =
Gm—1. Celkem tedy m = s a p1 = q1,-- s, Pm-1 = Gnu-1, Pm = Gm-
Jednoznac¢nost, a proto i cela véta [l je dokazéna. O

PoOzNAMKA. JiZ jsme se zminili, Ze je slozité o velkych éislech s jis-
totou rozhodnout, jde-li o prvoéislo (na druhou stranu je o naprosté vét-
Siné sloZenych ¢isel snadné prokéazat, ze jsou skuteéné sloZend). Presto
se v roce 2002 podatilo indickym matematikim (Agrawal, Saxena, Ka-

yal: http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/primality_v6.pdf)

dokézat, ze problém prvociselnosti je mozné rozhodnout algoritmem
s Casovou slozitosti polynomialné zavislou na poctu cifer vstupniho
c¢isla. Nic podobného se zatim nepodarilo v otazce rozkladu cisla na
prvocisla (tfebaZe se obecné nevéfi, Ze je to mozné, exaktni dikaz za-
tim nebyl podén).

Ze je problém rozkladu pfirozeného ¢isla na prvoéisla vypocetné slo-

Zity, o tom svédéi i vyzva u¢inéna firmou RSA Security (vizhttp://www.

Pokud se vam podaii rozlozit ¢isla oznacend podle poctu cifer jako
RSA-704, RSA-768, ..., RSA-2048, obdrzite 30000, 50 000, ..., resp.
200000 dolart (¢isla RSA-576 a RSA-640 jiz byla rozlozena v roce 2003,
resp. 2005; byla-li vyplacena slibend odména, mi neni zndmo).

DUSLEDEK. (1) Jsou-li p1,...,pr navzdjem riznd prvocisla a
ni,...,n, € No, je kazdy kladny délitel ¢isla a = pi* - ---- PRt
tvaru py™ - - - pik, kdemy,...,my € Ng amy < ny, myg < ny,
cee, Mg S ng.

Cislo a md tedy prdvé

7(a)=(n1+1)(ng+1)----- (ng +1)

kladnych deliteli, jejichZ soucet je
Ml el g

o(a) = 2 LR
p—1 pr—1
(2) Jsou-li p1, ..., px navzdjem riznd prvocisla a ny, ..., ng, my,

..., my € Ny a oznacime-lir; = min{n;, m;}, t; = max{n;, m;}
pro kazdé i =1,2,...,k, plati

(pyi"l ..... pzk , pgnl ..... p;:’k) — p{l ..... p;;k s

[p?l ..... pzk , pTl ..... pzlk] — pil ..... plllk .

POzZNAMKA. S pojmem soucet viech kladnich déliteli ¢isla a sou-
visi pojem tzv. dokonalého cisla a, které spliiuje podminku o(a) = 2a,
resp. slovné: ,soucet vSech kladnych délitelt ¢isla a mensich nez a sa-
motné je roven ¢islu a“.

rsasecurity.com/rsalal


http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/primality_v6.pdf
http://www.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093
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Takovymi Cisly jsou napt. 6 =1+2+3,28 =1+2+4+ 7+ 14,
496 =1+2+4+8+ 16 + 31 + 62 + 124 + 248 a 8128 (jde o vSechna
dokonald ¢isla mensi nez 10 000).

Lze ukazat, ze suda dokonala ¢isla jsou v tzkém vztahu s tzv. Mer-
senneho prvocisly. Plati totiz: a je sudé dokonalé cislo, prdvée kdyz je
tvaru a = 2771 (279 — 1), kde 27 — 1 je prvoéislo. Mersenneho prvo-
¢isla jsou pravé prvodisla tvaru 2¥ — 1. Bez zajimavosti neni ani to,
ze pravé Mersenneho prvocisla jsou mezi vSemi prvocisly nejlépe ,vi-
dét* — obecné je pro velka cisla, u kterych se nedafi nalézt netrivi-
alniho délitele, obtizné prokazat, Ze jsou prvocisla. Pro Mersenneho
prvocisla existuje pomérné jednoduchy a rychly postup. Proto neni na-
hodou, e nejvétsi zndmé prvocisla jsou obvykle tvaru 2% — 1 (viz napt.
http://www.utm.edu/research/primes/largest.html)).

Na druhou stranu popsat licha dokonala ¢isla se dodnes nepodatrilo,
resp. dodnes se nevi, jestli viibec néjaké liché dokonalé cislo
existuje

PRIKLAD. Dokazte, ze pro kazdé celé n > 2 existuje mezi ¢isly n a
n! alespon jedno prvocislo.

RESEN{. Ozna¢me p libovolné prvoéislo délici &islo n! — 1 (takové
existuje podle véty [, protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n, muselo by p
délit ¢islo n! a nedélilo by n! — 1. Je tedy n < p. Protoze p | (n! — 1),
plati p < n! — 1, tedy p < n!. Prvocislo p spliiuje podminky tlohy. [

Nyni uvedeme nékolik ditikazt toho, Ze existuje nekoneéné mnoho
prvocisel (i kdyZ tvrzeni v podstaté vyplyva uz z predchoziho piikladu).

VETA 8. Mezi prirozenymi cisly existuje nekonecné mnoho prvoci-
sel.

DUkAz. (Eukleides) Pfedpokladejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho
a oznacme je py, pa, . .., Pp. Polozme N = py-py...p, + 1. Toto ¢islo je
bud samo prvodcislem nebo je délitelné néjakym prvocislem riznym od
Py, P (Cisla py, ... p, totiz déli ¢éislo N — 1), coz je spor.

(Kummer, 1878): Pfedpokladejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho
a oznacme je p; < py < --- < p,. Polozme N = p; - py---p, > 2.
Cislo N —1 je podle véty [ délitelné nékterym prvoéislem p;, které déli
zéroven ¢islo N a tedy i N — (N — 1) = 1. Spor.

(Fiirstenberg, 1955):

V této poznamce wvedeme elementarni ,topologicky“ du-
kaz existence nekonecné mnoha prvocisel. Zavedeme to-
pologii prostoru celych cisel pomoci baze tvorené arit-
metickymi posloupnostmi (od —oo do +00). Lze snadno
overit, Ze jde skutecné o topologicky prostor, navic lze
ukdzat, Ze je normdlni a tedy metrizovatelny. Kazdd arit-
metickd posloupnost je uzaviend i oteviend mnozina (jeji


http://www.utm.edu/research/primes/largest.html
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komplement je sjednocent ostatnich aritmetickych posloup-
nosti se stejnou diferenci). Dostavame, Ze sjednocent ko-
necnéeho poctu aritmetickych posloupnosti je uzavrend mno-
Zina. UvaZme mnoZinu A = UA,, kde A, je tvorena vsems
ndsobky p a p probihd vsechna prvocisla. Jedind celd cisla
nepatrici do A jsou —1 a 1 a protoZe mnoZina {—1,1}
2rejmé neni oteviend, mnozZina A nemiZe byt uzaviend.
A tedy ment konecnym sjednocenim uzavienych mmnoZzin,
coZ znamend, Ze musi existovat nekonecné mnoho prvo-
cisel.

O

PRIKLAD. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodcisel tvaru
3k + 2, kde k € Ny.

RESEN{. Pfedpokladejme naopak, ze existuje pouze kone¢né mnoho
prvocisel tohoto tvaru a oznacme je p; = 2, po = 5, p3 = 11, ..., pp.
Polozme N = 3py -pg----- Pn + 2. Rozlozime-li N na soucin prvoéisel
podle véty [, musi v tomto rozkladu vystupovat aspon jedno prvocislo
p tvaru 3k + 2, nebot v opa¢ném piipadé by bylo N souc¢inem prvocisel
tvaru 3k + 1 (uvazte, ze N neni délitelné tfemi), a tedy podle pfikladu
na str.[@by bylo i N tvaru 3k+1, coz neplati. Prvocislo p ovSem nemuze
byt zadné z prvocisel p1,ps, ..., pn, jak plyne z tvaru cisla N, a to je
Spor. [

PozNAMKA. Analogicky se dokaze i tvrzeni o prvodcislech tvaru 4k+
3, bohuzel na obecny pripad nam nase omezené prostiedky nestaci. V
kapitole o kvadratickych kongruencich budeme alespon schopni dokazat
obdobné tvrzeni pro prvocisla tvaru 4k + 1.

Ptedchozi priklady je mozné znacné zobecnit. Plati totiz tvrzeni,
které byva nazyvano Bertrandovym postulatem nebo Cebysevovou vé-
tou:

VETA 9. (Cebysevova)
(1) libovolné prirozené cislo n > 5 existuji mezi ¢isly n a 2n ale-
spon. dvé prvocisla.
(2) Pro kazdé cislo n > 3 existuje mezi ¢isly n a 2n — 2 alespon
jedno prvocislo.

DUKAzZ. Dtkaz lze provést elementarnimi prostiedky, je vsak po-
mérné dlouhy, proto zde neni uveden. Viz napt. http://matholymp. com/TUTORIALS/Bertrand. pc
O

7 tvrzeni uvedenych v této kapitole je mozné si udélat hrubou pred-
stavu o tom, jak ,husté“ se mezi prirozenymi ¢isla prvodisla vyskytuji.
Ptesnéji (i kdyZ ,,pouze® asymptoticky) to popisuje tzv. ,prime number
theorem*:


http://matholymp.com/TUTORIALS/Bertrand.pdf
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VETA 10. (o hustoté prvocisel) Necht w(x) uddvd pocet prvocisel
mensich nebo rovnych cislu x € R. Pak
x

71'(55) ~ m,

tj. podil funkci m(x) a x/Inx se pro x — oo limitné blizi k nule.

PozNAMKA. To, jak jsou prvodcisla husté rozmisténa v mnoziné pfi-
rozenych c¢isel, rovnéz udava Eulertv vysledek

p prvocislo
Pritom napft.
> =1
nz 6’
neN

coz znamena, ze prvocisla jsou v N rozmisténa ,hustéji“ nez druhé
mozniny.

Pouziti v PARI-GP. O tom, jak odpovida asymptoticky odhad
m(x) ~ x/In(x), v nékterych konkrétnich piikladech vypovida nasle-
dujici tabulka (ziskdna s vyuzitim funkce primepi(x) v Pari-GP.

7 v=[100,1000,10000,100000,500000] ;

? for(k=1,5,print(v[k], &",primepi(v([k]), &",\
v[k]/log(v[k]l), &",\
(primepi(v[k])-v[k]l/log(v[k]))/primepi(v[k]l)))

x m(x) | z/In(z) | relativni chyba
100 25 21.71 0.13
1000 168 144.76 0.13
10000 | 1229 | 1085.73 0.11
100000 | 9592 | 8685.88 0.09
500000 | 41538 | 38102.89 0.08

Posledni piiklad (o nekoneénosti poctu prvocisel tvaru 3k + 2) zo-
becniuje Dirichletova véta o aritmetickée posloupnosti:

VETA 11. (Dirichletova) Jsou-li a,m nesoudélnd prirozend cisla,
existuje nekonecné mnoho prirozenych cisel k tak, Ze mk + a je prvo-
cislo. Jingma slovy, mezi ¢isly 1 -m+a,2-m+a,3-m-+a,... existuje
nekonecné mnoho prvocisel.

DUKAz. Jde o hlubokou vétu teorie ¢isel, k jejimuz ditkazu je za-
potiebi aparat zna¢né presahujici jeji elementérni ¢ast. Viz napi. [3]
kap. 777] O
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OzNACENI. Pro libovolné prvocislo p a libovolné prirozené ¢islo n
je podle véty [ jednoznacné urcen exponent, se kterym vystupuje p
v rozkladu ¢isla n na prvocinitele (pokud p nedéli ¢islo n, povazujeme
tento exponent za nulovy). Budeme jej oznacovat symbolem v,(n). Pro
zaporné celé ¢islo n klademe v,(n) = v,(—n).

Podle disledku Pl miizeme pravé zavedené oznaceni v,(n) charakte-
rizovat tim, ze p*»(™ je nejvys$i mocninou prvocisla p, ktera déli ¢slo
n, nebo tim, ze n = p*»™ . m, kde m je celé &slo, které neni délitelné
¢islem p. Odtud snadno plyne, ze pro libovolna nenulova cela ¢isla a, b
plati

vp(ab) = vp(a) + vp(b) (8)
vp(a) <vp(b) N a+b#0 = wvy(a+b) > vy(a) (9)
vp(a) < vy(b) = vy(a+0b) =vy(a) (10)

vp(a) S wvp(b) = vp((a,0)) = vp(a) A vp([a,b]) =vp(b) — (11)

Na nasledujicim prikladu demonstrujme uzite¢nost zavedeného ozna-
¢eni.

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené ¢isla a, b, ¢ plati

([a, b], [a, c], [b, ]) = [(a, ]), (a, ¢), (b, ¢)]

RESEN{. Podle véty [ budeme hotovi, ukazeme-li, ze v,(L) = v,(P)
pro libovolné prvocislo p, kde L, resp. P znac¢i vyraz na levé, resp.
pravé strané. Necht je tedy p libovolné prvocislo. Vzhledem k symetrii
obou vyrazii mizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze v,(a) <
0,(b) < v,(c). Podle (T) plati v,([a, ) = vy(8), vy([ac)) = v,((b, ) =
0,(0)s 0y((a,8)) = v,((a,)) = vy(a), 0y((b.)) = vy(b), odkud v,(L) =
vp(b) = v,(P), coz jsme méli dokazat. O
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3. Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ackoliv je to pojem velice
jednoduchy, jeho diilezitost a uzite¢nost v teorii ¢isel je nedocenitelna;
projevuje se zejména ve stru¢nych a prehlednych zapisech nékterych i
velmi komplikovanych tvah.

DEFINICE. Jestlize dvé celd ¢isla a,b maji pfi déleni prirozenym
¢islem m tyz zbytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se a,b kongruentni
modulo m (téZ kongruentni podle modulu m), coz zapisujeme takto:

a=b (modm).
V opac¢ném pripadé fekneme, Ze a, b nejsou kongruentni modulo m, a
piSeme

aZb (modm).

LEMMA. Pro libovolnd a,b € Z, m € N jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:
(1) a=0b (mod m),
(2) a=b+mt pro vhodnét € Z,

(3) m|a—b.
DUKAzZ. ,(1)=(3)“ Jestlize a = ggm+7r, b =gm+r, pak a —b =
(@1 — q2)m.

»(3)=(2)% Jestlize m | a —b, pak existuje t € Z tak, ze m-t = a—b,
tj. a = b+ mt.

»(2)=(1)% Jestlize a = b + mt, pak z vyjadieni b = mq + r plyne
a=m(q+t)+r, tedy aib maji pti déleni ¢islem m tyz zbytek r, tj.
a=b (mod m). O

3.1. Zakladni vlastnosti kongruenci. Piimo z definice plyne,
ze kongruence podle modulu m je reflexivni (tj. @ = a (mod m) plati
pro kazdé a € Z), symetricka (tj. pro kazdé a,b € Z z a = b (mod m)
plyne b = a (mod m)) a tranzitivni (tj. pro kazdé a,b,c € Zza =b
(mod m) a b = ¢ (mod m) plyne a = ¢ (mod m)) relace, jde tedy
o ekvivalenci. Dokazeme nyni dalsi vlastnosti:

VETA 12. (Zdkladni vlastnosti kongruenci)

(1) Kongruence podle téhoz modulu muZeme séitat. Libovolny
sc¢itanec muzZeme prenést s opacnym znamenkem z jedné strany
kongruence na druhou. Na libovolnou stranu kongruence
muzZeme pricist jakykoliv nasobek modulu.

DUkAzZ. Je-li a; = by (mod m) a ay = by (mod m), exis-
tuji podle lemmatu t;,t, € Z tak, ze a; = by + mty, ay =
by + mty. Pak ovSem a; + as = by + by + m(t; + t2) a opét
podle lemmatu a; + as = by + by (mod m). Se¢teme-li kon-
gruenci a + b = ¢ (mod m) s kongruenci —b = —b (mod m),
ktera ziejmé plati, dostaneme a = ¢ — b (mod m). Secteme-li



kongruenci a = b (mod m) s kongruenci mk = 0 (mod m),
jejiz platnost je zfejmé, dostaneme a +mk = b (mod m). O

(2) Kongruence podle téhoZ modulu muZeme nasobit. Obé
strany kongruence je mozné umocnit na totéZ prirozené
¢islo. Obé strany kongruence je mozné vynasobit stejnym
celym cislem.

DUkAzZ. Je-li a; = by (mod m) a ay = by (mod m), exis-
tuji podle t,ty € Z tak, ze a; = by + mty, as = by + mit,. Pak
ovsem

ai1Q9 = (bl + mtl)(bg + mtg) = blbg + m(tlbg + bltg + mtltg),

odkud podle dostavame ajas = biby (mod m).

Je-li a = b (mod m), dokdzeme indukei vzhledem k pfiro-
zenému ¢islu n, ze plati ™ = 0™ (mod m). Pro n = 1 neni co
dokazovat. Plati-li ¢ = " (mod m) pro néjaké pevné zvolené
n, vynasobenim této kongruence a kongruence a = b (mod m)
dostavdme a™-a = b"-b (mod m), tedy a"™! = v"™ (mod m),
coz je tvrzeni pro n 4 1. Dilkaz indukeci je hotov.

Jestlize vynasobime kongruenci a = b (mod m) a kongru-
enci ¢ = ¢ (mod m), dostaneme ac = be (mod m). O

(3) Obé strany kongruence muzZeme vydélit jejich spolec-
nym délitelem, jestlize je tento délitel nesoudélny s mo-
dulem.

DUkAz. Predpokladejme, ze a = b (mod m), a = a; - d,
b =b-da (m,d) = 1. Podle lemmatu je rozdil a — b =
(a1 —by)-d délitelny ¢islem m. Protoze (m, d) = 1, je podle véty
¢islo a; — by také délitelné cislem m, odtud podle lemmatu
plyne a; = b; (mod m). O

(4) Obé strany kongruence i jeji modul miZeme soucasné vyndso-
bit timtez prirozenym cislem.

DUKAZ. Je-li a = b (mod m), existuje podle lemmatu celé
¢islo t tak, ze a = b+mt, odkud pro ¢ € N plati ac = be+mc-t,
odkud opét podle lemmatu plyne ac = be (mod mc). O

(5) Obé strany kongruence i jeji modul muzeme vydélit jejich spo-
lecnym kladnym délitelem.

DUKkAz. Predpokladejme, ze a = b (mod m), a = a; - d,
b=0by-d,m =my-d, kde d € N. Podle lemmatu existuje t € Z
tak, ze a = b+mt, tj. a;-d = by -d+mqdt, odkud a; = by +mat,
coz podle lemmatu znamend, ze a; = by (mod my). d
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(6) Jestlize kongruence a = b plati podle ruznych modulu
my,...,my, plati i podle modulu, ktergm je nejmensi
spoleény ndsobek m;, ..., my] téchto ¢isel.

DUKAzZ. Jestlizea =b (mod my),a =b (mod my),...,a =
b (mod my), podle lemmatu je rozdil a — b spoleény néso-
bek cisel my,mo,...,m; a tedy je délitelny jejich nejmen-
$im spoleénym nésobkem [my, ma, ..., my|, odkud plyne a = b
(mod [myq, ..., mgl). O

(7) Jestlize kongruence plati podle modulu m, plati podle libovol-
ného modulu d, ktery je délitelem cisla m.

DUKAZ. Jestlize a = b (mod m), je a — b délitelné m, a
proto také délitelem d ¢isla m, odkud a = b (mod d). O

(8) Jestlize je jedna strana kongruence a modul délitelny néjakym
celym cislem, musi byt timto cislem délitelnd i druhd strana
kongruence.

DUkAzZ. Predpokladejme, Ze a = b (mod m), b = bd,
m = myd. Pak podle lemmatu existuje ¢ € Z tak, ze a =
b + mit = bld+ mldt = (bl + mlt)d, a tedy d | a. ]

PozNAMKA. Neékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzivali, aniz
bychom si toho povsimli — napfiklad priklad ze strany [d1ze preformulo-
vat do tvaru ,jestlize a = 1 (mod m), b =1 (mod m), pak také ab =1
(mod m)“, coz je specialni ptipad tvrzeni véty [2 (2). Nejde o ndhodu.
Libovolné tvrzeni pouzivajici kongruence miizeme snadno prepsat po-
moci délitelnosti. Uzitecnost kongruenci tedy netkvi v tom, ze bychom
pomoci nich mohli fesit tlohy, které bez nich fesit nejsme schopni, ale
v tom, ze jde o velmi vhodny zptisob zapisu. Osvojime-li si ho, vyrazné
tim zjednodusime jak vyjadfovani, tak i nékteré tvahy. Je to typicky
jev: v matematice hraje vhodna symbolika velmi zavaznou tlohu.

PRIKLAD. Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 520 &islem 26.
RESENI. Protoze 52 =25 = —1 (mod 26), plati podle véty 2 (2)
50 =(-1)*=1 (mod 26),
a tedy zbytek po déleni é&isla 5% &islem 26 je jedna. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné n € N je 372 + 167! + 237
délitelné sedmi.

RESEN{. Plati 37 = 16 = 23 = 2 (mod 7), a tedy podle @ (2) a
(1) plati

372416 423" = 2722t on — 27(44.241) = 2"7=0 (mod 7),

coz jsme chtéli dokazat. 0
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PRIKLAD. Dokazte, Ze ¢islo n = (835° 4 6)'® — 1 je délitelné ¢islem
112.

RESENI. Rozlozime 112 = 7 - 16. Protoze (7,16) = 1, staci ukazat,
ze 7|mn a 16| n. Plati 835 =2 (mod 7), a tedy podle

n=(2°46)"-1=38%-1=3%-1=27-1=(-1)°~1=0 (mod 7),
proto 7 | n. Podobné 835 =3 (mod 16), a tedy
n=(3"4+6)*-1=3-81+6)%-1=(3-1+6)*-1=
=9® _1=81-1=1°-1=0 (mod 16),
proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, coz jsme méli dokazat. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvocislo p a libovolné a,b € Z
plati
a’ + 10’ = (a+b)” (mod p).

RESEN{. Podle binomické véty plati
(a+b) =a”+ (D)a" o+ (5)a? 20> +--- 4 (7 )abP ! + .
Podle pifkladu za v&toud pro libovolné k € {1,...,p—1} plati (!) =0
(mod p), odkud plyne tvrzeni. O
Nésledujici tvrzeni je dalsi uzitecnou vlastnosti kongruenci:

LEMMA. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené cislo m a libovolnd
a,b € Z takovd, Ze a = b (mod m™), kde n € N, plati, Ze a™ = b"
(mod m™*1).

DUKAzZ. Plati
a” —b" = (a—0b)(a" Tt +a™ 4+ ab™ 2+ (12)

a protoze m | m", tak podle [A (7) plati i a = b (mod m). Jsou tedy
vSechny s¢itance ve druhé zavorce v ([2) kongruentni s ™~ modulo
m, a tedy

a™ P adm b+ ab™ " P =mea™ =0 (mod m),
proto je a™ '+a™ 2+ - +ab™ 2+ ! délitelné m. Za = b (mod m™)
plyne, Ze m" dé&li a — b, a tedy m"*! déli jejich soucin, coz vzhledem
k ([[2) vede k zavéru, Ze a™ = b™ (mod m™t1). O

3.2. Aritmetické funkce. Aritmetickou funkci zde rozumime funkci,
jejimz defini¢nim oborem je mnozina pfirozenych cisel.

DEFINICE. RozloZme pfirozené ¢islo n na prvocisla: n = p{* - - - pp*.
Hodnotu Mébiovy funkce p(n) definujeme rovnu 0, pokud pro nékteré
i plati a; > 1 a rovnu (—1)F v opaéném pifpadé. Déle definujeme
n(l) =1.

| PRIKLAD. () = () = 0,1(6) = 2:3) = (-1, (2) = (3) =
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Dokazeme nyni nékolik dilezitych vlastnosti Mobiovy funkce, zejména
tzv. Mdbiovu inverzni formuli.

LEMMA. Pron € N\ {1} plati
> p(d) =
din

DUKAZ. ZapiSeme-li n ve tvaru n = pi* -+ - pe¥, pak vSechny délitele
d ¢isla n jsou tvaru d = pi*- pk , kde 0 < (; < «; pro vsechna
ie{l,...,k}. Proto

> u(d) = > p(pit - p) =

dln (B1,---,B86)E(NU{0})"
0<B; <oy

S Mobiovou funkei tizce souvisi pojem Dirichletuv soucin:

DEFINICE. Budte f, g aritmetické funkce. Jejich Dirichletiv soucin
je definovan predpisem

=Y f(d)-g(3)= > fld)-g
din dida=n

LEMMA. Dirichletuv soucin je asociationi.

DUKAZ.

(fog)om)(n)= > fld)- ~h(ds) = (f o (goh))(n)

dida2d3z=n

O

PRIKLAD. Definujme dvé pomocné funkce I a I pfedpisem I(1) =
1, I(n) = 0 pro vSechna n > 1, resp. I(n) = 1 pro vSechna n € N. Pak
pro kazdou aritmetickou funkci f plati:

fol=Tof=f

(Iof)(n)=(foI)(n)=>Y_f(d)
din
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Daéle plati [ oy = ,uo] = I, nebot

(Tom)(n) =Y I(d)u(%)=> I(%)ul

dln din
= Z p(d) =0 pro viechna n > 1
din

podle lemmatu za definici Mébiovy funkce (pron = 1 je tvrzeni ziejmé).

VETA 13. (Mdbiova inverzni formule) Necht je aritmetickd funkce
F definovand pomoct aritmetické funkce f predpisem F'(n) = de f(d).
Pak lze funkci f vyjddrit ve tvaru

=" u(z) - F(d).
din

DUKAZ. Vztah F(n) = de f(d) lze jinym zptsobem zapsat jako
F=fol.Proto Fou=(fol)ou=fo([lopu)=fol=f cozje
tvrzeni véty. 0

DEFINICE. Multiplikativni funkci pfirozenych ¢isel rozumime tako-
vou aritmetickou funkci, ktera splniuje, ze pro vSechny dvojice nesou-
délnych cisel a,b € N plati

fla-b) = f(a)- f(b).

PRIKLAD. Multiplikativnimi funkcemi jsou napf¥. funkce f(n) =
o(n), f(n) = 7(n), & f(n) = p(n) nebo, jak brzy dokizeme i tzv.
Eulerova funkce f(n) = ¢(n).

3.3. Eulerova funkce ¢.
DEFINICE. Necht n € N. Definujme Eulerovu funkei ¢ predpisem
pn)={aeN|0<a<n, (a,n) =1}
PRIKLAD. (1) = 1,¢(5) =4, ¢(6) = 2, je-li p prvocislo, je zfejmé
e(p)=p—1.
Nyni dokazeme nékolik dulezitych tvrzeni o funkci ¢:

LEMMA. Nechtn € N. Pak }_, ¢(d) = n.

DUKAZ. Uvazme n zlomkt
1 2 3 n—1n

)

g Ty Ty ey .
nnmn n n

Zkratime-li zlomky na zakladni tvar a seskupime podle jmenovateltl,
snadno dostaneme pravé uvedené tvrzeni. O

VETA 14. Necht n € N, jehoz rozklad je tvaru n = p* - - - pp*. Pak

e (-2 (-2)
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DUKAZ. S vyuzitim piedchoziho lemmatu a Mobiovy inverzni for-
mule dostavame

90(”):Zﬂ(d)g:”—pﬁl—"'—%+~-+(—1)’“p1.7.pk=
" 1 1 (13)
()5
O

PozNAMKA. Piedchozi vysledek 1ze obdrzet i bez pouziti Mobiovy
inverzni formule pomoci principu inkluze a exkluze na zakladé zjisténi
pouctu ¢isel soudélnych s n.

DUSLEDEK. Necht a,b e N, (a,b) = 1. Pak
p(a-b) = p(a) - ©(b).
DUKAZ. Zfejmy. O

PozNAMKA. Rovnéz toto tvrzeni lze odvodit nezavisle na zakladé
poznatku (n,ab) =1 <= (n,a) = 1 A (n,b) = 1. Spolu se snadno
odvoditelnym vysledkem

Sp(pa) — pa _pa—l — (p - 1) . pa—l (14)
pak lze odvodit vztah ([3) jiz tfetim zpusobem.
PRIKLAD. Vypoctéte ¢(72).

RESENT. 72 = 2832 — (72) = 72-(1 - 1) (1 = 1) = 24,
alternativné p(72) = ¢(8) - p(9) =4 -6 = 24. O

PRIKLAD. Dokazte, ze Vn € N: p(4n +2) = ¢(2n + 1).

RESENL. o(4n +2) = (2- (2n+1)) = ¢(2) - o(2n + 1) = p(2n +
1). O

3.4. Mala Fermatova véta, Eulerova véta. Tvrzeni v tomto

vvvvvv

VETA 15 (Fermatova, Mala Fermatova). Necht a € Z, p prvocislo,
p1a. Pak
a?'=1 (mod p). (15)

DUKAZ. Tvrzeni vyplyne jako snadny dusledek Eulerovy véty
[

DUSLEDEK. Necht a € Z, p prvocislo. Pak
a’? =a (mod p).

DUKAzZ. Pokud p | a, pak jsou obé strany kongruentni s 0 mod p,
jinak tvrzeni snadno plyne vyndsobenim obou stran kongruence ([H)
¢islem a. 0
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DEFINICE. Uplnd soustava zbytki modulo m je libovolna m-tice ¢i-
sel po dvou nekongruentnich modulo m (nejcastéji 0,1,...,m — 1).
Redukovand soustava zbytki modulo m je libovolna p(m)-tice ¢isel ne-
soudélnych s m a po dvou nekongruentnich modulo m.

PozNAMKA. Snadno lze vidét, ze jsou-li a,b € Z, a = b (mod m),
a (a,m) =1, paki (bym) = 1.

LEMMA. Necht x1,%a, ..., ZTpm) twori redukovanou soustavu zbytki
modulo m. Je-lia € Z, (a,m) =1 pak i ¢isla a-xq,...,a - Tymm) tvori
redukovanou soustavu zbytki modulo m.

DUkAz. Protoze (a,m) = 1 a (z;,m) = 1, plati (a - z;,m) = 1.
Kdyby pro né&jaka i,j platilo a - x; = a - x; (mod m), po vydéleni
obou stran kongruence ¢islem a nesoudélnym s m dostaneme z; = x;

(mod m). O
VETA 16 (Eulerova). Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak
a?™ =1 (mod m). (16)

DUKAz. Budwy,xs,. .., Tym) libovolna redukovana soustava zbytki
modulo m. Podle pfedchoziho lemmatu je i a - zy,...,a - 2,4, redu-
kovana soustava zbytkt modulo m. Plati tedy, Ze pro kazdé ¢ existuje
J (oba indexy jsou z mnoziny {1,2,...,¢(m)}) tak, ze a - x; = x;
(mod m). Vynasobenim ¢isel obou redukovanych soustav zbytkid do-
stavame

(@ 1) (a-x2) - (a- Tpm)) = X1 Ta- - Ty (mod m).
Po tprave
afp(m) 3 IR I x(p(m) =T Ty xw(m) (mod m)

a protoze (Z1 - Zo---Tymm),m) = 1, mizeme obé strany kongruence
vydélit ¢islem @1 - @3+ - Ty a dostaneme a®™ =1 (mod m). O

PozNAMKA. Eulerova véta je rovnéz disledkem Lagrangeovy véty
uplatnénym na grupu (Z%,-).

PRIKLAD. Naleznéte vSechna prvodisla p, pro kterd 5 4+1 =0
(mod p?).

RESEN{. Snadno se piesvédéime, ze p = 5 tloze nevyhovuje. Pro
p # 5 plati (p,5) = 1, a tedy podle Fermatovy véty 5! = 1 (mod p).
Umocnénim na p + 1 dostaneme 5°~! = 1 (mod p), odkud 5*° = 5
(mod p). Z podminky 5”° +1 = 0 (mod p)? plyne 57 = —1 (mod p),
celkem tedy 5 = —1 (mod p), a proto p | 6. Je tedy bud p = 2, nebo
p=3Prop=2viak5*+1=1*+1=2% 0 (mod 4). Prop =3
dostavame 5% +1 = 55.53 +1 = 52+ 1 = 126 = 0 (mod 9), kde
jsme uzili diisledek Eulerovy véty 56 = 1 (mod 9). Jedinym prvocislem,
vyhovujicim tloze je tedy p = 3. U
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PRIKLAD. Pro liché ¢islo m > 1 naleznéte zbytek po déleni ¢isla
2¢(m)=1 &islem m.

RESEN{. Z Eulerovy véty plyne 2°(™ =1 = 1+m = 2r (mod m)
kde r = 4™ je piirozené ¢slo, 0 < r < m. Podle [[# (3) plati 2°(™)~!
r (mod m), a tedy hledany zbytek po déleni je r = ”Tm

~—

Y

|

TVRZENI 3.1. Je-li p prvocislo, p = 3 (mod 4), pak pro libovoln
celd ¢isla a,b z kongruence a®> + b* = 0 (mod p) plyne a = b =
(mod p).

O g\

DUKAz. Pfedpokladejme, 7e pro a,b € Z plati a>+b?> = 0 (mod p).
Jestlize p | a, plati a = 0 (mod p), proto b* = 0 (mod p), tedy p | b?,
odkud vzhledem k tomu, Ze p je prvocislo, dostavame p | b, a proto
a=b=0 (mod p), coz jsme chtéli dokazat.

Zbyva prosetiit piipad, kdy a neni délitelné prvocislem p. Odtud
dostavame, ze p nedéli ani b (kdyby p | b, dostali bychom p | a?).
Vynésobime-li obé strany kongruence a* = —b* (mod p) ¢islem HP~3,
dostaneme podle Fermatovy véty

a®bP? = -1 = -1 (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), je p— 3 sudé ¢islo, a proto p—;3 € Np. Oznacme

c=ab"T.
Pak c neni délitelné p a plati ¢ = a?*~3 = —1 (mod p). Umocnime-li
posledni kongruenci na p—;l € N, dostaneme

= (—1)% (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), existuje celé ¢islo ¢ tak, Ze p = 3+4t. Pak ovSem
b=l = 1+ 2¢, coz je &fslo liché a proto (—1)®P~V/2 = —1. Podle Fer-
matovy véty naopak plati ' =1 (mod p), odkud 1 = —1 (mod p) a

p | 2, spor. O

S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou tizce souvisi dilezity pojem
rad cisla modulo m — jde pritom pouze o jinak nazvany rad prvku
v grupé invertibilnich zbytkovych t¥id modulo m:

DEFINICE. Necht a € Z, m € N (a,m) = 1. Rddem ¢isla a modulo
m rozumime nejmensi pfirozené ¢islo n spliujici

n:

a (mod m).

PozNAMKA. To, Ze je fad definovéan, plyne z Eulerovy véty — pro
kazdé c¢islo nesoudélné s modulem je totiz jisté jeho fad nejvyse roven
©(m). Jak pozdéji uvidime, velmi dulezita jsou pravé ta cisla, jejichz
fad je roven pravé p(m) — tato Cisla nazyvadme primitivnimi kofeny
modulo m a hraji dilezitou roli mj. pfi feseni binomickych kongruenci
(viz £H). Tento pojem je pfitom jen jinym nazvem pro generator grupy
(an’ )
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PRIKLAD. Pro libovolné m € N ma4 ¢&slo 1 modulo m ad 1. Cislo
—1 mé rad
e 1 pro m =1 nebom =2
e 2prom > 2

PRiKLAD. Urdete fad &isla 2 modulo 7.

RESENI.
2'=2#1 (mod7)
22=4#1 (mod?7)
2°=8=1 (mod?7)
Rad ¢isla 2 modulo 7 je tedy roven 3. O

Uvedme nyni nékolik zasadnich tvrzeni udévajicich vlastnosti fadu
¢isla modulo m:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlizea = b
(mod m), pak obé ¢isla a,b maji stejny Tdd modulo m.

DUkKAz. Umocnénim kongruence a = b (mod m) na n-tou dosta-
neme a” = b" (mod m), tedy a” =1 (mod m) <= 0" =1 (mod m).
O

LEMMA. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li 7ad ¢isla a modulo
m roven 1 - s, (kde r,s € N), pak vdd ¢isla a” modulo m je roven s.

DUKAZ. Protoze zadné z ¢isel a,a?,a®, ..., a"*"! neni kongruentni
s 1 modulo m, neni ani zadné z &isel a”, a®", @, . .., a*~V" kongruentni

s 1. Plati ale (a")* =1 (mod m), proto je fad a” modulo m roven s. [

PozNAMKA. Opak obecné neplati — z toho, ze Fad ¢isla a” modulo
m je roven s jesté neplyne, ze fad ¢isla a modulo m je r - s.
Pi:m =13
a=3,a*>=9 (mod 13), a® =27 =1 (mod 13) = 3 m4 ¥ad 3 mod 13.
b=—4,0>=16#1 (mod 13), b®* = —64 = 1 (mod 13) = —4 ma Fad
3 modulo 13.
Pfitom (—4)? = 16 = 3 (mod 13) m4 stejny ¥ad 3 jako ¢islo 3, ale ¢islo
—4 nema tad 2 - 3.
Presny popis zavislosti fadu na exponentu davaji nasledujici 2 véty:

VETA 17. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd ¢isla a
modulo m. Pak pro libovolnd t,s € NU{0} plati

a"=a® (modm) <= t=s (modr).
DUKAZ. Bez jmy na obecnosti lze piedpokladat, ze t > s. Vydélime-

li ¢islo t — s Cislem r se zbytkem, dostaneme t — s = ¢ -r + z, kde
¢,z €Ny, 0 < z<r.
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,<=“ Protoze t = s (mod r), madme z = 0, a tedy a'° = a? =
(a")? = 19 (mod m). Vynasobenim obou stran kongruence ¢islem a*
dostaneme tvrzeni.

,=“ Z a' = a* (mod m) plyne a® - a?** = a* (mod m). Protoze je
a” =1 (mod m), je rovnéz a?** = a* (mod m). Celkem po vydéleni
obou stran kongruence ¢islem a® (které je nesoudélné s modulem), do-
stavame a* = 1 (mod m). Protoze z < r, plyne z definice Fadu, Ze
z=0,atedy r|t—s. O

Ziejmym dtsledkem predchozi véty a Eulerovy véty je nasledujici
tvrzeni (jehoz druhd ¢ast je pfeformulovanim Lagrangeovy véty z Al-
gebry pro nasi situaci):

DUSLEDEK. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznac¢me r 7dd cisla
a modulo m.

(1) Pro libovolné n € NU {0} plati
a"=1 (modm) < r|n.
(2) 7 [ p(m)

DUKAZ.

(1) staci v pfedchozi vété volit t =n, s = r.
(2) ziejmé z (1) diky Eulerové vété volbou n = ¢(m).

Nésledujici véta je zobecnénim pfedchoziho Lemmatu.

VETA 18. Necht m,n € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li 7dd ¢isla a

modulo m roven r € N, je rad c¢isla a™ modulo m roven —(n’"r).

DUKAZ. Protoze ﬁ = [r,n], coZ je zfejmé nasobek r, mame

(@) =a" =1 (mod m)

(plyne z predchoziho Disledku nebot 7 | [r, n]). Na druhou stranu, je-li
k € N libovolné takové, Ze (a™)* = a"* = 1 (mod m), dostdvame (r
je fad a), ze r | n - k a dale z Véty H plyne, Ze (nrr) | (n"T) -k a diky

nesoudeélnosti ¢isel ﬁ a J—” dostavame ﬁ | k. Proto je 0

¢isla a™ modulo m. O

rddem
T)

(s
n,

Posledni z této tfady tvrzeni dava do souvislosti Tady dvou c¢isel a
rad jejich soucinu:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlize a je
rddu v a b je Tddu s modulo m, kde (r,s) = 1, pak ¢islo a - b je Tddu
r - s modulo m.
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DUKAZ. Oznac¢me § ¥ad ¢isla a-b. Pak (ab)® =1 (mod m) a umoc-
nénim obou stran kongruence dostaneme a™b™ =1 (mod m). ProtoZe
je r fadem ¢isla a, je a” = 1 (mod m), tj. b = 1 (mod m), a proto
s | rd. Z nesoudélnosti r a s plyne s | §. Analogicky dostaneme i r | 4,
a tedy (opét s vyuzitim nesoudélnosti 7,s) r - s | §. Obracené zfejmé
plati (ab)™ =1 (mod m), proto 6 | rs. Celkem tedy § = rs. O

4. ReSeni kongruenci o jedné neznamé

DEFINICE. Necht m € N, f(x), g(x) € Z[z]. Zapis
f(x) = g(x) (mod m) (17)

nazyvame kongruenci o jedn€ nezndmé x a rozumime jim tkol nalézt
mnoZinu TeSent, tj. mnozinu vSech takovych cisel ¢ € Z, pro ktera

f(c) = g(c) (mod m).
Dveé kongruence o jedné neznamé nazveme ekvivalentni, maji-li stej-
nou mnozinu feseni.
Kongruence ([[7) je ekvivalentni s kongruenci f(z) — g(x) = 0 (mod
—_—

E€Z[x]
VETA 19. Necht m € N, f(z) € Z[z]|. Pro libovolnd a,b € Z plati
a=b (modm) = f(a)= f(b) (modm).

DUKAzZ. Necht je f(x) = ¢,z + cp12™ L + -+ + 12 + ¢, kde
C0,C1y -, Cp € Z. ProtoZze a = b (mod m), pro kazdé i = 1,2,...,n
plati podle Véty [[2(2)

cia' = ¢;b"  (mod m),

a tedy seCtenim téchto kongruenci pro ¢ = 1,2,...,n a kongruence
co = ¢o (mod m) dostaneme

Cn@" 10" - eratcy = b ey b - erbteg (mod m),
tj. f(a) = f(b) (mod m). O

DUSLEDEK. MnoZina fesent libovolné kongruence modulo m je sjed-
nocenim nekterych zbytkovych trid modulo m.

DEFINICE. Poctem reseni kongruence o jedné neznadmé modulo m
rozumime pocet zbytkovych tifid modulo m obsahujicich feseni této
kongruence.

PRIKLAD. (1) Kongruence 2x = 3 (mod 3) mé jedno FeSeni
(modulo 3).
(2) Kongruence 10x = 15 (mod 15) ma pét feSeni (modulo 15).
(3) Kongruence z prikladu (1) a (2) jsou ekvivalentni.
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4.1. Linearni kongruence o jedné neznamé.

VETA 20. Necht m € N, a,b € Z. Oznac¢me d = (a,m). Pak kon-
gruence

ar =b (mod m)
(0 jedné nezndmé x) md teseni prave tehdy, kdyz d | b.
V pripadé, kdy d | b, md tato kongruence prdavé d teseni (modulo

m).

DUKAZ. DokédZzeme nejprve, Ze uvedend podminka je nutna. Je-li
celé ¢islo ¢ FeSenim této kongruence, pak nutné m | a - ¢ — b. Pokud
ptitom d = (a, m), pak protoze d | mid | a-c—=bad | a-c—(a-c—b) = b.

Obrécené dokazeme, ze pokud d | b, pak ma dané kongruence pravé
d teseni modulo m. Oznac¢me a1,b; € Z a my; € N tak, ze a = d - ay,
b=d-b am = d-m;. ReSend kongruence je tedy ekvivalentni s
kongruenci

a;-x=by (mod my),
kde (a;,m;) = 1. Tuto kongruenci mizeme vynasobit &slem o™~
a diky Eulerové vété obdrzime

z=b a7 (mod my).

Tato kongruence m4 jediné feseni modulo m; a tedy d = m/m; feSeni

modulo m. O

Nésledujici priklad ukaze, ze postup uvedeny v diikazu véty obvykle
neni tim nejefektivnéjsim — s vyhodou lze pouzit jak Bezoutovu vétu,
tak ekvivalentni ipravy resené kongruence.

PRIKLAD. Reste 39z = 41 (mod 47)

RESENI. (1) Nejprve vyuzijeme Eulerovu vétu.
Protoze (39,47) = 1, plati

39°47) = 39% =1 (mod 47),
t].
39%.397 = 39% .41 (mod 47),
3946=1
7 ¢ehoz uz dostavame

x=39% .41 (mod 47).

Uplné Feseni vyzaduje jesté vypocéteni zbytku po déleni &sla

.....

a zjisti vysledek x = 36 (mod 47)



32

(2) Dalsi moznosti je vyuzit Bezoutovu vétu.
Euklidovym algoritmem pro vypoc¢teni (39,47) dostéavame

47=1-39+8
39=4-8+47
8§=1-7+1

Z ¢ehoz zpétnym odvozenim dostavame
1=8-7=8-(39—-4-8)=5-8—-39=
=5-(47—-39)—39=5-47—6 - 39.

Uvazime-li tuto rovnost modulo 47, dostaneme

=—6-39 (mod47) /-41

41=41-(—6)-39 (mod 47) / -41
——

x=41-(—6) (mod 47)
r=—246 (mod 47)
x =36 (mod 47)

(3) Obvykle nejrychlejsim, ale nejhtfe algoritmizovatelnym zpu-
sobem feSeni je metoda takovych tprav kongruence, které za-
chovavaji mnozinu feseni.

39x =41 (mod 47)
—8x = —6 (mod 47)
4r =3 (mod 47)

4r = —44 (mod 47)
r=-—11 (mod 47)
r =36 (mod 47)

O

Pomoci véty o feSitelnosti linearnich kongruenci lze dokézat m)j.
vyznamnou Wilsonovu vétu udavajici nutnou (i postacujici) podminku
prvociselnosti. Takové podminky jsou velmi vyznamné ve vypocetni
teorii cisel, kdy je tieba efektivné poznat, je-li dané velké cislo pr-
vocislem. Bohuzel dosud neni znamo, jak rychle vypocitat modularni
faktorial velkého ¢isla, proto neni v praxi Wilsonova véta k tomuto
ucelu pouzivana.

VETA 21 (Wilsonova). Prirozené cislo n > 1 je prvocislo, prdvé
kdyz

(n—1)!'=-1 (mod n) (18)
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DUKAzZ. Dokédzeme nejprve, Ze pro libovolné slozené Cislo n > 4
plati n | (n — 1), tj. (n — 1)! = 0 (mod n). Necht 1 < d < n je
netrividlni délitel n. Je-li d # n/d, pak protoze 1 < d,n/d < n —1,
jen =d-n/d| (n—1). Pokud d = n/d, tj. n = d?, pak protoze je
n>4 jeid>2an|(d-2d)| (n—1)\. Pro n =4 snadno dostavame
(4-1)!'=2% —1 (mod 4).

Necht je nyni p prvocislo. Cisla z mnoziny {2,3,...,p — 2} sesku-
pime do dvojic vzajemné inverznich ¢isel modulo p, resp. dvojic cisel,
jejichz soucin dava zbytek 1 po déleni p. Pro dané ¢islo a z této mno-
ziny existuje podle pfedchozi véty jediné feseni kongruence a -z = 1
(mod p). Protoze a # 0,1,p — 1, je zfejmé, Ze rovnéZ pro feseni ¢ této
kongruence plati ¢ # 0,1, —1 (mod p). Cislo a nemiize byt ve dvojici
samo se sebou; kdyby totiz a - a = 1 (mod p), pak nutné a = =+1
(mod p). Soucin vSech ¢isel uvedené mnoziny je tedy tvofen soucinem
(p — 3)/2 dvojic (jejichz soucin je vzdy kongruentni s 1 modulo p).
Proto je

(p—1N =132 (p—1)=—-1 (mod p).
O

4.2. Soustavy linearnich kongruenci o jedné neznamé. Mame-
li soustavu linedrnich kongruenci o téze neznamé, muzeme podle Véty
rozhodnout o Tesitelnosti kazdé z nich. V pripadé, kdy aspon jedna
z kongruenci nema feSeni, nema reseni ani cela soustava. Naopak, jestlize
kazda z kongruenci feSeni mé, upravime ji do tvaru x = ¢; (mod m;).
Dostaneme tak soustavu kongruenci

r=c (mod my)

(19)
r=c¢p (mod my)
Zkoumejme nejprve pfipad k = 2, ktery — jak uvidime pozdéji — mé
stéZejni vyznam pro feseni soustavy ([d) s k > 2.

VETA 22. Necht ¢y, co jsou celd ¢isla, my, mo pFirozend. Oznacéme

d = (my,mg). Soustava dvou kongruenci
r=c (mod my)

(20)
r=cy (mod my)
v pripadé ¢y # c2 (mod d) nemd Tesent. Jestlize naopak ¢y = co (mod d),
pak existuje celé ¢islo c tak, Ze x € 7 spliuge soustavu ({I3), pravée kdyz
vyhovuje kongruenci

r=c (mod [my,ms)).

DUKAz. M&-li soustava ([20) néjaké feseni « € Z, plati nutné z = ¢
(mod d), = ¢; (mod d), a tedy i ¢; = ¢y (mod d). Odtud plyne, zZe
v piipadé ¢; # ¢o (mod d) soustava (2) nemize mit FeSeni.
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Predpokladejme déle ¢; = ¢y (mod d). Prvni kongruenci soustavy
@0) vyhovuji vSechna celd ¢isla x tvaru = = ¢; + tmq, kde t € Z je
libovolné. Toto = bude vyhovovat i druhé kongruenci soustavy (20),
pravé kdyz bude platit ¢; + tm; = ¢ (mod my), tj.

tmy =ce —c;  (mod my).
Podle Véty 0l ma tato kongruence (vzhledem k t) feSeni, nebot d =

(my, mg) déli o — ¢1, a t € Z spliiuje tuto kongruenci pravé kdyz

o (2 (a2

tj. prave kdyz

‘= Cy — C1 <m1>%0(7¢§2)—1 me
- d d
kde r € Z je libovolné. Dosazenim

o("2)
$201+tm1201+(02—01)'<%> ¢ Tmldm2

kde ¢ = ¢; + (c3 — ¢1) - (m1/d)¥™2/D  nebof mymy = d - [my, my]. Nasli
jsme tedy takové ¢ € Z, ze libovolné = € Z spliiuje soustavu (20), préave
kdyz

=c+r-[my,msl,

r=c (mod [my,ms]),

coz jsme chtéli dokazat. O

Vsimnéme si, ze diikaz této véty je konstruktivni, tj. udava vzorec,
jak ¢islo ¢ najit. VétaZZnam tedy dava metodu, jak pomoci jediné kon-
gruence zachytit podminku, Ze = vyhovuje soustavé (20). Podstatné je,
Ze tato nova kongruence je téhoz tvaru jako obé ptivodni. Mizeme proto
tuto metodu aplikovat i na soustavu ([¥) — nejprve z prvni a druhé
kongruence vytvorime kongruenci jedinou, které vyhovuji pravé ta x,
ktera vyhovovala ptivodnim dvéma kongruencim, pak z nové vzniklé a
z treti kongruence vytvorime dalsi atd. Pti kazdém kroku se ndm pocet
kongruenci soustavy snizi o 1, po k—1 krocich tedy dostaneme kongru-
enci jedinou, kterd ndm bude popisovat vSechna feSeni soustavy ().
Poznamenejme jesté, ze cislo ¢ z Véty neni nutné urcovat pomoci
uvedeného vzorce. Mtizeme vzit libovolné ¢t € Z vyhovujici kongruenci

m Ccy—¢C m
toL =22 1<mod—2>

d d d
a polozit ¢ = ¢q + tm;.
DUSLEDEK (Cinsk4 zbytkova véta). Necht my,,...,my € N jsou
po dvou nesoudélnd, a, .. .,a, € Z. Pak plati: soustava

r=a; (modmy)
(21)

xr=a, (mod my)
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ma jedin€ reseni modulo my - mg - - - My,
PRIKLAD. Reste systém kongruenci

= -3 (mod 49)
2 (mod 11).

x

x

RESEN{. Prvni kongruenci spliiuji pravé viechna cela ¢isla = tvaru

x = —3+49, kde t € Z. Dosazenim do druhé kongruence dostavame
—3+49t=2 (mod 11),

odkud
5t=5 (mod 11),

tedy, vzhledem k (5,11) = 1, po vydéleni péti
t=1 (mod 11),

neboli t = 1411s pro libovolné s € Z. Proto x = —3+49(1+11s) = 46+
539s, kde s € Z, coz muzeme také zapsat jako x = 46 (mod 539). O

PRIKLAD. Reste systém kongruenci

r= 1 (mod 10)
r= 5 (mod 18)
r=—-4 (mod 25).

RESENI. Z prvni kongruence dostdvame z = 1 + 10t pro t € Z.
Dosazenim do druhé kongruence ziskame

1410t =5 (mod 18),

tedy 10t = 4 (mod 18). Protoze (10,18) = 2 déli ¢islo 4, mé tato
kongruence podle véty 4.2 feseni t = 2 -5 (mod 9), pfidemz 2 - 5° =
10-25% = 1-(—2)? = 4 (mod 9), a tedy t = 4+9s, kde s € Z. Dosazenim
x =1+10(4 + 9s) = 41 + 90s. Z tieti kongruence pak vychazi

414+ 90s = —4 (mod 25),

tedy 90s = —45 (mod 25). Vydélenim péti (vetné modulu, nebot 5 |
25)
18s = -9 (mod 5),

odkud —2s =1 (mod 5), tedy 2s =4 (mod 5), s =2 (mod 5), a proto
s =2+ 5r, kde r € Z. Dosazenim x = 41 + 90(2 + 5r) = 221 + 450r,
tedy = = 221 (mod 450). O
PRIKLAD. Reste systém kongruenci
r =18 (mod 25)
r =21 (mod 45)
r =25 (mod 73).
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RESEN{. Z prvni kongruence x = 18 + 25¢, kde t € Z. Dosazenim
do druhé kongruence

18 + 25t =21 (mod 45),
tedy
25t =3 (mod 45).

Tato kongruence vSak podle Véty nema feSeni, nebot (25,45) =
5 nedéli ¢islo 3. Proto nemé feseni ani cely systém. Tento vysledek
bychom také dostali ptimo z Véty 22 nebot 18 # 21 (mod (25, 45)).

O

PRIKLAD. Reste kongruenci 23 941z = 915 (mod 3564).

RESENI. Rozlozme 3564 = 22 - 3% - 11. Protoze ani 2, ani 3, ani 11
nedéli ¢islo 23941, plati (23941,3564) = 1 a tedy podle Véty 24 mé
kongruence feseni. Protoze p(3564) = 2 - (3% -2) - 10 = 1080, je feseni
tvaru z = 915 - 2394119 (mod 3564). Uprava ¢isla stojiciho na pravé
strané by vsak vyzadala znacné usili. Proto budeme kongruenci tesit
ponékud jinak. Podle Véty (6) je © € Z TeSenim dané kongruence
pravé kdyz je feSenim soustavy

23941z = 915 (mod 2?)

239412z = 915 (mod 3%) (22)

23941x =915 (mod 11)
Vyfesime nyni kazdou z kongruenci soustavy (22) zvlast. Prvni z nich
je splnéna, prave kdyz

r=3 (mod 4),
druhé, pravé kdyz
46x =24 (mod 81),
odkud vynasobenim dvéma 92z = 48 (mod 81), tj. 11z = —33 (mod 81)
a po vydéleni jedenacti
r=-3 (mod 81).
Treti kongruence je splnéna, prave kdyz
br =2 (mod 11),
odkud vynasobenim ¢islem —2 dostaneme —10x = —4 (mod 11), tedy
r=-4 (mod 11).

Libovolné x € Z je tedy feSenim soustavy (22), pravé kdyz je feSenim
soustavy

x 3 (mod 4)
—3  (mod 81) (23)

—4  (mod 11)
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7 druhé kongruence dostavame, ze v = —3 + 81t, kde t € Z. Dosa-
zenim do tfeti kongruence soustavy (23)) dostaneme

—34+81t=-4 (mod 11),

tedy 81¢ = —1 (mod 11), tj. 4t = 32 (mod 11), odkud ¢ =8 (mod 11),
a proto t = =3+ 11s, kde s € Z. Dosazenim v = =3+ 81(—3 + 11s) =
—3 —3-81+11-81s do prvni kongruence soustavy (23)) dostaneme

~3-3.81+11-81s=3 (mod 4),
tedy
1+1-14+(-1)-1s=3 (mod 4),
tj. —s =1 (mod 4) a proto s = —1 + 4r, kde r € Z. Je tedy
x = —3-3-81+11-81(—1+4r) = —3—14-81+4-11-81r = —1137+3564r,

neboli x = —1137 (mod 3564), coz je také FeSeni zadané kongruence.
U

4.3. Kongruence vyssich stupniia. Vratme se k obecnéjsimu pii-
padu, kdy na obou stranach kongruence stoji mnohocleny téze pro-
ménné = s celociselnymi koeficienty. Snadno mtzeme tuto kongruenci
odec¢tenim upravit na tvar

F(z) =0 (mod m), (24)

kde F(x) je mnohoclen s celo¢iselnymi koeficienty a m € N. Popi-
Seme si jednu sice pracnou, ale univerzalni metodu feseni této kongru-
ence, kterad je zaloZena na nasledujici véte.

TVRZENI 4.1. Pro libovolng mnohoclen F(x) s celoéiselnymi koefi-
cienty, prirozené c¢islo m a celd ¢isla a,b takovd, Ze a = b (mod m),

plati F(a) = F(b) (mod m).

DUKAzZ. Necht je F(z) = c,x™ + cp12™' + -+ + a1z + ¢, kde
C0yC1y ..y Cp € Z. Protoze a = b (mod m), pro kazdé i = 1,2,...,n
plati podle Véty [[2(2)

cia' = ¢;b" (mod m),

a tedy seCtenim téchto kongruenci pro ¢ = 1,2,...,n a kongruence
co = ¢o (mod m) dostaneme

Cn@" 10" - eratcy = b e b - erbteg (mod m),
tj. F(a) = F(b) (mod m). O

P¥i feSeni kongruence (24)) tedy staci zjistit, pro ktera celd ¢isla a,
0 < a < m,plati F(a) =0 (mod m). Nevyhodou této metody je jeji
pracnost, kterd se zvysuje se zvétsujici se hodnotou m. Je-li m slozené,
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m =p*...p.*, kde py, ..., pg jsou rizna prvocisla, a je-li navic k > 1,
muzeme nahradit kongruenci (24]) soustavou kongruenci

F(z) =0 (mod pi")
: (25)
F(z) =0 (mod pi*),

ktera ma stejnou mnozinu feseni, a fesit kazdou kongruenci této sou-
stavy zvlast. Tim ziskdme obecné nékolik soustav kongruenci (I9), které
uz umime fesit. Vyhoda této metody spociva v tom, zZe moduly kon-
gruenci soustavy (2H) jsou mensi nez modul ptvodni kongruence (24).

PRIKLAD. Reste kongruenci 2° +1 =0 (mod 11).

RESENI. Ozna¢me F(x) = 2% + 1. Pak plati F(0) =1, F(1) =2 a
dale plati

F(2)=33=0 (mod 11),
F(3)=341=9-9-3+1=(-2)?-34+1=12+1=2 (mod 11),
F4)=4+1=2"+1=1+1=2 (mod 11),

kde jsme vyuzili Fermatovu vétu [, podle které 2! = 1 (mod 11).
Podobné dale

F(B)=5"+1=16°+1=4"+1=1+1=2 (mod 11),

F6)=6"+1=(-5°°+1=-16"+1=-4""+1=0 (mod 11),
F(=7T+1=(-4)°"+1=-2"4+1=-1+1=0 (mod 11),
F8)=8+1=2"-2"4+1=32+1=0 (mod 11),
F9=9+1=3"4+1=1+1=2 (mod 11),

F(10)=10°+1=(-1°+1=0 (mod 11),

a tedy TeSenim kongruence z° + 1 = 0 (mod 11) jsou pravé vSechna
x, vyhovujici nékteré z kongruenci x = 2 (mod 11), x = 6 (mod 11),
=7 (mod 11), x = 8 (mod 11), x = 10 (mod 11). O

PRIKLAD. Reste kongruenci 2° — 3z +5 =0 (mod 105).

RE$EN{. Kdybychom postupovali obdobné jako diive pro m = 105,
museli bychom spoc¢itat pro F(z) = 2* — 3x + 5 sto pét hodnot F(0),
F(1), ..., F(104). Proto radéji rozlozime 105 = 3-5-7 a budeme Fesit
kongruence F(z) = 0 postupné pro moduly 3, 5, 7. Plati F'(0) = 5,
F(1)=3,F(2) =17, F(3) =23, F(~1) =7, F(~2) = 3, F(—3) = —13
(pro snadnéjsi vypocty jsme pocitali naptiklad F(—1) misto F(6) —
vyuzijeme toho, ze F(6) = F(—1) (mod 7) podle pfedchoziho Tvr-
zeni a podobné). Kongruence F(z) =0 (mod 3) ma tedy feSeni 2 = 1
(mod 3); kongruence F(z) =0 (mod 5) ma feseni x = 0 (mod 5); FeSe-
nim kongruence F'(z) =0 (mod 7) jsou z € Z spliujici x = 2 (mod 7)



39

nebo z = —1 (mod 7). Zbyva tedy vyfesit dvé soustavy kongruenci:
r=1 (mod 3), r= 1 (mod 3),
r=0 (mod5), a r= 0 (mod}5),
r=2 (mod?7) r=-1 (modT7).

Protoze prvni dvé kongruence jsou u obou soustav stejné, budeme se
nejprve zabyvat jimi. Ze druhé kongruence dostavame x = 5t prot € Z,
dosazenim do prvni

5t=1 (mod 3),

tedy —t = 1 (mod 3), odkud ¢t = —1 + 3s pro s € Z, odkud =z =
—5 + 15s. Dosadme nejprve do tfeti kongruence prvni soustavy:

—5+4+15s=2 (mod 7),

odkud s = 0 (mod 7), tj. s = 7r pro r € Z a proto x = —5 + 1057.
Dosadime-li x = —5 + 155 do tfeti kongruence druhé soustavy, dosta-
neme

—5415s=—-1 (mod 7),

odkud s = 4 (mod 7), tj. s = 4+ 7r pror € Z, a proto x = —5 +
15(4 + 7r) = 55 + 105r. Celkem jsou tedy FeSenim dané kongruence
F(z) =0 (mod 105) vSechna cela ¢isla x, splilujici x = —5 (mod 105)
nebo z = 55 (mod 105). O

Postup pro feseni kongruenci modulo mocnina prvocisla udava du-
kaz nasledujici véty.

VETA 23 (Henselovo lemmma). Necht p je prvocislo, f(x) € Z[z], a €
Z je takové, Ze p | f(a),pt f'(a). Pak plati: pro kazdé n € N md sou-
stava

(mod p)

f(£)=0 (mod p") (26)

pravé jedno resent modulo p™.

DUKAZ. Indukci vzhledem k n. Piipad n = 1 je ziejmy. Necht déle
n > 1 a véta plati pro n — 1. Je-li x feSenim (26]) pro n, je feSenim (20)
i pro n — 1. Libovolné feSeni (28) pro n je tedy tvaru

r=cp1+k-p"!, kdek € Z.

Je tieba zjistit, zda f(c,_1 + k- p" ') =0 (mod p"). Vime, ze p" ! |
f(cn1 + k- p" 1) a wZijme binomickou vétu pro f(x) = a,z™ + -+ +
a1x + ag, kde aq, . .., a,, € Z. Pak

(o1 +hk-p" N=c [ +i-c7hkp™! (mod p").
Plati tedy

f(cn—l + k 'pn_l) = f(cn—l) +k- pn_lf/(cn—l)v
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£,
flear+k-p" 1) =0 (mod p") <
— 0= f(i"__ll) + k- f'(che1) (mod p).

Protoze ¢,—; = a (mod p), dostaneme f'(c,—1) = f'(a) Z 0 (mod p),
tedy (f'(cn—1),p) = 1. Uzitim Véty B0 o Fesitelnosti linedrnich kon-
gruenci dostavame, Ze existuje pravé jedno feSeni k£ (modulo p) této
kongruence a protoze c¢,_; bylo podle indukéniho pfedpokladu jediné
feSeni modulo p" !, je ¢islo ¢, 1 +k-p" ! jedinym Fesenim (Z8) modulo
p". O

PRIKLAD. Reste kongruenci 2% + 7z +4 = 0 (mod 27).

RESEN{. Re$me nejprve tuto kongruenci modulo 3 (napt. dosaze-

nim) — snadno zjistime, Ze feSeni je z = 1 (mod 3). ZapiSme FeSeni ve
tvaru x = 1 + 3¢, kde ¢t € Z a feSme kongruenci modulo 9.

2 +7x+4=0 (mod9)
(1+3)"+7(1+3t)+4=0 (
(1+3)'+71+3t)+4=0 (
14+4-3t+7+7-3t+4=0 (

33t=—-12 (mod 9
11t=-4 (
t=1 (
Zapsanim t = 1 4 3s, kde s € Z dostaneme x = 4 + 9s a po dosazeni
(4+95)* +7(4+9s) +4=0 (mod 27)
4* +4-43.954+28 +635+4=0 (mod 27)
256 - 9s + 63s = —288  (mod 27)
mod 3)
)
)
)

256s +7s = —32 (
2s=1 (mod 3
s=2 (mod 3
Celkem dostavame FeSeni v = 4 + 9s = 4 4+ 9(2 + 3r) = 22 + 27r,
kde r € Z, neboli x = 22 (mod 27). O

Reseni obecnych kongruenci vyssiho stupné jsme tedy prevedli na
feseni kongruenci modulo prvocislo. Ukazuje se, ze zde je nejvétsi | ka-
men Grazu“, protoZe pro tyto kongruence zadny obecny postup (s vy-
jimkou postupu podle Véty B, tj. vyzkouseni vSech moznosti) neni
znam. Uvedeme alespon nékolik obecnych tvrzeni ohledné fesitelnosti
a poctu feseni takovych kongruenci a v dalsich castech skript podrob-
néjsi vysledky v nékterych specialnich ptripadech.
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4.4. Kongruence s prvociselnym modulem.

VETA 24. Bud p prvocislo, f(x) € Z[z]. Libovolnd kongruence
f(z) =0 (mod p) je ekvivalentni s kongruenci stupné nejvyse p — 1.

VETA 25. Bud'p prvocislo, f(z) € Z[x]. Md-li kongruence f(z) =0
(mod p) vice nez st(f) TeSent, pak jsou vSechny koeficienty polynomu
f mdsobkem p.

DUSLEDEK. (Jiny dikaz Wilsonovy véty) Pro kaZdé prvocislo p
plati

(p—1D!'=-1 (mod p).
DUKAZ. Pro p = 2 je tvrzeni ziejmé, dale uvazujme jen licha prvo-
¢isla p. Resenim kongruence

(e =1)(@=2)--(@—(p-1) = (@Y =1)=0 (mod p)
je podle Malé Fermatovy véty libovolné a € 7Z, které neni nasobkem
p, tj. kongruence ma p — 1 feSeni. Pritom je ale jeji stupen mensi nez
p—1, proto jsou podle predchozi véty vSechny koeficienty polynomu na
levé strané kongruence nasobkem p, specialné absolutni ¢len, kterym je
(p— 1)! 4+ 1. Tim je Wilsonova véta dokazana. O

4.5. Binomické kongruence a primitivni kofeny. V této ¢asti
se zameérime na TeSeni specialnich typt polynomialnich kongruenci vys-
stho stupné, tzv. binomickych kongruenci. Jde o analogii binomickych
rovnic, kdy polynomem f(x) je dvojélen ™ — a. Snadno se ukaze, ze se
muzeme omezit na pfipad, kdy je a nesoudélné s modulem kongruence
— v opacném pripadé totiz vzdy mizeme pomoci ekvivalentnich Gprav
kongruenci na tento pfipad prevést nebo rozhodnout, ze kongruence
neni fesitelna.

PRIKLAD. Reste kongruenci

7 =18 (mod 63).

RESENI. Protoze je (18,63) = 9, musi platit 9 | 22, tj. 3 | x.
Polozime-li z = 3z, x1 € Z, dostavame ekvivalentni kongruenci 23 = 2
(mod 7), kterd jiz spliiuje omezeni na nesoudélnost modulu a pravé
strany kongruence. Podle Véty 2hl vime, Ze méa nejvyse 2 feseni a snadno
se vidi, Ze jimi jsou x; = £3 (mod 7), tj. x; = £3,+10, +17, £24, +31,
+38, £45, 52, £59 (mod 63). ReSenimi ptivodni kongruence jsou tedy
x=3-x; (mod 63), tj. z = £9,£12,+30 (mod 63).

PRIKLAD. Reste kongruenci

= (mod 18).

RESEN{. Protoze je (3,18) = 3, nutné 3 | z. Uzijeme-li, podobné

jako vyse, substituci z = 3 - 1, dostavame kongruenci
2723 =3  (mod 18),

ktera zfejmé nemd FeSeni, protoze (27,18) 1 3.
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DEFINICE. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Cislo a nazveme n-tjm
mocninnym zbytkem modulo m, pokud je kongruence

" =a (mod m)
fesitelna. V opacném ptipadé€ nazveme a n-tym mocninnym nezbytkem
modulo m.

Pro n = 2, 3,4 pouzivame terminy kvadraticky, kubicky a bikvad-
raticky zbytek, resp. nezbytek modulo m.

V tomto odstavci ukazeme, jakym zptsobem feSit binomické kon-
gruence modulo m, pokud modulo m existuji tzv. primitivni kofeny.

DEFINICE. Necht m € N. Celé ¢islo a € Z, (a,m) = 1 nazveme
primitivnim korenem modulo m, pokud je jeho fad modulo m roven

p(m).

LEMMA. Je-li g primitivni koren modulo m, pak pro kaZdée cislo
a € Z, (a,m) = 1 existuje jediné x, € Z, 0 < x, < ¢(m) s vlastnosti
g** = a (mod m).

Funkce v — x, se nazyvd diskrétni logaritmus, prip. index cisla
z (vzhledem k danému m a zafizovanému primitivnimu koteni g) a je
bijekci mezi mnoZinams
{a €Z;(a,m)=1,0<a<m}a{reZ;0<z<¢p(m)}.

DUKAzZ. Staci ukazat tvrzeni o bijekci a protoZe obé mnoziny maji
stejny pocet prvki, staci dokazat injektivitu uvedeného zobrazeni. Pred-
pokladejme, Ze pro z,y € Z, 0 < x,y < p(m) je ¢* = ¢¥ (mod m).
Podle Véty [ pak © =y (mod ¢(m)), tj. x = y. O

Pozdéji ukdzeme, ze primitivni kofeny existuji ,dostatecné casto®
na to, aby nasledujici véta resila vSechny potfebné pripady.

VETA 26. Bud m € N takové, Ze modulo m existuji primitivni ko-
reny. Ddle necht a € Z, (a,m) = 1. Pak kongruence

" =a (mod m)

je Tesitelnd (tj. a je n-ty mocninng zbytek modulo m), pravé kdyz
a?™/? =1 (mod m),

kde d = (n,p(m)).

Pritom, je-li tato kongruence resitelnd, md praveé d resend.

DUKAZ. Necht g je primitivni kofen modulo m. Pak podle pied-
choziho Lemmatu existuje pro libovolné x nesoudélné s m jediné y €
Z; 0 <y < p(m) tak, ze x = ¢g¥ (mod m), podobné pro dané a existuje
jediné b € Z; 0 < b < (m) tak, ze a = ¢g° (mod m). ReSend binomicka
kongruence je tedy po této substituci ekvivalentni s kongruenci

(¢")"=g¢" (mod m)
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a s vyuzitim Véty [ 1 s linedrni kongruenci
n-y=>b (mod ¢(m)).
Tato kongruence je feSitelnd, pravé kdyz d = (n, p(m)) | b (a je-li Fesi-
telna, pak ma d feseni). Zbyva dokézat, Ze d | b, pravé kdyz a?(™/? = 1
(mod m).
Kongruence 1 = a#™/4 = gb(m/d plati, pravé kdyz ¢(m) | %dm)
a to plati pravé kdyz d | b.

0.

DUSLEDEK. Za predpokladi predchozi véty, je-li navic (n,p(m)) =
1, md kongruence z™ = a (mod m) vZdy resent, a to jediné. Jinymi
slovy, umocriovdni na n-tou (kde n je nesoudélné s o(m)) je bijekce na
mnozine 7., invertibilnich zbytkoviyjch trid modulo m.

DUKAZ. Zfejmy. O

Nasledujici véty nam davaji obecnou informaci o po¢tu feseni kon-
gruenci podle modulu, kterym je mocnina prvocisla. Jde o specialni
pripady Henselova lemmatu pro pfipad binomickych kongruenci.

VETA 27. Bud p prvocislo, a € Z,n € N,p 1 a, p{ n. Je-li kon-
gruence " = a (mod p) Tesitelnd, je Tesitelnd i kongruence z™ = a
(mod p®) pro libovolné prirozené ¢islo o a md stejny pocet resent jako
kongruence modulo p.

DUKAzZ. Plyne z Henselova lemmatu pro kongruenci f(z) =0 (mod p),
kde f(x) = 2™ — a. Pak totiz f'(z) = n-z""! a pokud b € Z spliuje
f(b) =0 (mod p), pak jisté pt b, a proto p1 f'(b).

U
VETA 28. Budn € N, a € Z, 2 1t a. Oznacme ddle | € Ny nejvétsi
takové, Ze 2! | n. Je-li kongruence 2" = a (mod 22*1) resitelnd, je

resitelnd i kongruence ™ = a (mod 2%) pro libovolné o € N, a > 21 +1
a mda stejny pocet feseni jako kongruence modulo 21 + 1.

DUKAZ. Prozatim neuveden. O

PozNAMKA. Uvézime-li v predchozi vété piirozené ¢islo n = 2
(mod 4), pak je [ = 1. Pro liché a je kongruence z" = a (mod 8)
fesitelnd pravé kdyz je a = 1 (mod 8) (a mé 4 feSeni). Diky pfechozi
vété vime, Ze pro a =1 (mod 8) ma FeSeni libovolna kongruence tvaru
" =a (mod 2%) pro o > 3 a mé 4 feSeni.

V predchozich odstavcich jsme se zabyvali feSitelnosti binomickych
kongruenci podle moduli, pro které existuje prirozeny koten. Ve zbytku
této Casti se budeme zabyvat tim, pro ktera cisla primitivni kofeny
existuji. Postupné dokazeme nasledujici vétu:

VETA 29. Budm € N, m > 1. Primitivni koveny modulo m existuji
prave tehdy, kdyZ m splnuje nékterou z nasledugjicich podminek:
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e m =2 nebom =4,
e m je mocnina lichého prvocisla
e m je dvojnasobek mocniny lichého prvocisla.

PozNAMKA. Pokud pro piirozené ¢islo existuji primitivni kofeny,
tak jich mezi ¢isly 1,2, ..., m existuje pravé p(p(m)). Je-li totiz g pri-
mitivni kofen a a € {1,2,...,p(m)} libovolné, pak ¢g* je podle Véty
radu %, coz je rovno p(m) pravé tehdy, je-li (a,¢(m)) = 1.
Takovych a je v mnoziné {1,2,... ¢(m)} pravé ¢(p(m)).

Dikaz Véty provedeme v nékolika krocich. Snadno je vidét, ze pri-
mitivni kofen modulo 2 je 1 a modulo 4 je 3. Déle ukazeme, Ze pri-
mitivni kofeny existuji modulo libovolné liché prvoéislo (pro ty, kdo si
pamatuji zaklady algebry, tak vlastné jinym zptsobem dokazeme, Ze
grupa (Z),-) invertibilnich zbytkovych t¥id modulo m je cyklicka.

TVRZENI 4.2. Necht p je liché prvocislo. Pak existuji primitivni
koreny modulo p.

DUkAz. Oznacme 71,79, ...,7,-1 Tady ¢isel 1,2,...,p — 1 modulo
p. Bud 6 = [r1,72,...,7,-1] nejmensi spolecny délitel téchto fadia. Uka-
Zeme, ze mezi Cisly 1,2, ..., p — 1 existuje ¢islo fadu d a ze 6 = p — 1.

Necht 6 = ¢ - - ¢;* je rozklad 6 na prvocisla. Pro libovolné s €
{1,...k} existuje c € {1,...,p — 1} tak, ze ¢%° | r. (jinak by existoval
mensi spoleény délitel ¢isel 71, 79,...,r,—1 nez je §), tj. ex. b € Z tak,
7e r. = b-q%. ProtoZe ¢ mé ¥ad r., ma ¢islo g, := ¢’ podle Véty [[8 fad
qs°.

Provedenim pfedchozi tvahy pro libovolné s € {1,. ..k} dostaneme

J1,---,gr a mizZzeme polozit g := ¢; - gi. Podle Lemmatu za Vétou

dostavame, ze fad ¢ je roven soudinu fadu éisel g1, ..., gx, tj. ¢islu
AL g S

q1 4, = 0.

Nyni dokazeme, ze 6 = p — 1. Protoze tady ¢isel 1,2,...,p — 1 déli
§, dostéavame pro libovolné x € {1,2,...,p—1} vztah 2° =1 (mod p).
Kongruence stupné § modulo p mé podle Véty BH nejvyse ¢ feseni (a
podle pfedchoziho ma p — 1 feSeni), proto nutné 6 > p — 1. Pfitom
d | p—1 (jakozto fad ¢isla g), proto zejména § < p — 1, a celkem
o0=p—1. O

Nyni ukdzeme, ze primitivni kofeny existuji dokonce modulo moc-
niny lichych prvocisel. K tomuto budeme potiebovat dvé pomocna tvr-
zeni.

LEMMA. Bud p liché prvoéislo, | > 2 libovolné. Pak pro libovolné
a € 7 plati

(1+ap)’ " =14ap~" (mod ph).

DUKAZ. Plyne snadno z binomické véty.
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LEMMA. Bud p liché prvoéislo, | > 2 libovolné. Pak pro libovolné
a € Z, spliugici pt a plati, Ze vdd ¢isla 1+ ap modulo p' je roven p'=*.

DUKAz. Podle predchoziho Lemmatu je

(1+ap)’ " =14ap’ (mod ph),

-1

a uvdzime-li tuto kongruenci modulo p', dostaneme (1 + ap)? =1
(mod p'). Pfitom piimo z piedchoziho Lemmatu a faktu p  a plyne
(1+ap)? * #1 (mod p'), coz dava pozadované. O

TVRZENI 4.3. Bud p liché prvocislo. Pak pro kazdé | € N existuje
primitivnd koren modulo p'.

DUKAZ. Necht g je primitivni kofen modulo p. UkéZeme, Ze pokud
g"~1 # 1 (mod p?), je g dokonce primitivnim kofenem modulo p' pro
libovolné [ € N. (Pokud by platilo g?~! = 1 (mod p?), pak (g+p)P~! =
1+(p—1)g?P?p # 1 (mod p?), a tedy misto g mizeme volit za ptivodni
primitivni kofen ¢islo g + p.)

Necht tedy g spliiuje g?~! #£ 1 (mod p?). Pak existuje a € Z, pt a
tak, ze gP"! = 1 + p - a. UkdZeme, Z%e g je modulo p' iadu ¢(p') =
(p—1)p'~t. Bud n € N nejmensi ¢islo, splitujici ¢g" = 1 (mod p'). Podle
ptredchoziho Lemmatu je g?~! = 1 + p - a fadu p'~! modulo p’. Pak ale

(" H"=(¢")'=1 (modyp) = p|n.

Zaroven z ¢" = 1 (mod p) plyne p — 1 | n. Protoze jsou &isla p — 1 a
p'~! nesoudélnd, dostavame (p—1)p!~! | n. Proto n = o(p') a g je tedy

primitivni kofen modulo p'. O

TVRZEN{ 4.4. Bud p lich€ prvocislo a g primitivni koven modulo p'
pro | € N. Pak liché z ¢&isel g,g + p' je primitivnim korenem modulo
2p'.

DUKAZ. Necht ¢ je liché prirozené ¢islo. Pak pro libovolné n € N
plati ¢® =1 (mod p'), praveé kdyz ¢" = 1 (mod 2p'). Protoze ¢(2p!) =
o(p'), je kazdy lichy primitivni kofen modulo p' rovnéZ primitivnim
kofenem modulo 2p'. U

Dalsi tvrzeni popisuje pripad mocnin sudého prvocisla. K tomtu
vyuzijeme obdobnych pomocnych tvrzeni jako v ptipadé lichych prvo-
Cisel.

LEMMA. Budl e N, [ > 3. Pak 5

2l—3

=1+2"! (mod 2%).
DUkAzZ. Obdobné jako vyse pro 21 p. O
LEMMA. Budl € N, | > 3. Pak 7dd ¢isla 5 modulo 2! je 21=2,
DUKAZ. Snadny z piedchoziho Lemmatu. U

TVRZENT 4.5. Necht | € N. Primitivni koveny existuji modulo 2!
prave tehdy, kdyz | < 2.
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DUKAzZ. Bud ! > 3. Pak mnoZina
S={(-1)"5%aec{0,1},0<b<2"%beZ}

tvoif redukovanou soustavu zbytkii modulo 2! (m4 totiz p(2!) prvki o
kterych se snadno ukaze, Ze jsou po dvou nekongruentni modulo 2).
Pfitom zfejmé (s vyuzitim pfedchoziho Lemmatu) fad kazdého prvku
S déli 2172, proto v této (a tedy ani v Zaddné jiné) redukované soustave
nemiiZe existovat prvek fadu ¢(2') = 271, O

Poslednim kaminkem do mozaiky tvrzeni, kterd spolecné dokazuji
Vétul29 je tvrzeni popisujici neexistenci primitivnich kofent pro slozena
Cisla, ktera nejsou mocninou prvodéisla (ani jejim dvojnasobkem).

TVRZENI 4.6. Necht m € N je délitelné alespon 2 prvocisly a neni
dvojnasobkem mocniny lichého prvocisla. Pak modulo m neexistuji pri-
mationt koreny.

DUKAz. Bud rozklad m na prvodisla tvaru 2%pi" - - - p*, kde a €
No,; € N,2 t p; a bud plati £ > 2 nebo k£ > 1 a a > 2. Oznadime-
i = [p(2Y, (@), .., e(p")], pak se snadno vidi, ze 6 < (2%) -
o(pl*) - (pi") = ¢(m) a ze pro libovolné a € Z, (a,m) = 1 plati

9 =1 (mod m). Proto modulo m neexistuji primitivni kofeny. O

Nyni mame dokazano tvrzeni presné charakterizujici ty moduly, pro
které existuji primitivni kofeny. Obecné je ale pro dany modul nalezeni
primitivniho kofene velmi vypocetné narocna operace. Nasledujici véta
nam udava ekvivalentni podminku pro to, aby zkoumané cislo bylo
primitivnim kofenem, jejiz ovéreni je o néco snazsi nez pfimy vypocet
fadu tohoto cisla.

VETA 30. Bud m takové, Ze modulo m existuji primitivni koreny.
Zapisme p(m) = ¢i* -+ - q.*. Pak pro libovolné g € Z, (g, m) = 1 plati,
zZe g je primitivni koren modulo m, prdave kdyz
o(m)

e

e(m) )
gn #Z1 (modm),...,g Z1 (mod m).

DUKAzZ. Pokud by platila néktera z uvedenych kongruenci, zname-
nalo by to, ze fad ¢ je mensi nez ¢(m).

Obréacené, pokud ¢ neni primitivni kofen, pak existuje d € N, d |
o(m), kde d < p(m) a ¢g? = 1 (mod m). Je-li u = @ > 1, nutné
existuje i € {1,...,k} tak, Ze ¢; | u. Pak ale

e(m)

gu =g¢"uw=1 (mod m).

O

PRIKLAD. Postupné uréime primitivni kofeny modulo 41,41% a 2 -
412,
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RESEN{. Protoze ¢(41) = 40 = 235, je libovolné celé &islo g, které
je s 41 nesoudélné, primitivnim kofenem modulo 41 pravé tehdy, kdyz

g #1 (mod41)A ¢®#1 (mod 41).

g=2: 26=2°.22=_-9.8=10 (mod 41)
220 = (29 = (—9)*=81=(-1)*=1 (mod 41)
g=3: 3F=03=(-12=1 (mod 41)
=4: tad 4 = 2% vzdy déli fad 2
g=>5: 55=(5)1=(-21)"=2=(2%2=102=18 (mod 41)
520 = (5110 = (—2H)10 =240 = (2202 =1 (mod 41)
g=6: 6°=2%.3=10-1=10 (mod 41)
620 =220.320 =220 .(3%)2.3 ' =1.1.(—1) = -1 (mod 41)
Dokazali jsme tak, ze 6 je (nejmensi kladny) primitivni kofen mo-
dulo 41 (pokud by nés zajimaly i ostatni primitivni kofeny modulo 41,
tak bychom je dostali umocnénim 6 na vsechna ¢isla od 1 do 40, ktera
jsou se 40 nesoudélna — je jich pravé ¢(40) = (23 -5) = 16 a jsou jimi
mezi tyto zbytky modulo 41: +6, +7, +£11, +12, +13, 15, £17, £19.
DokéZeme-li nyni, Ze 6% # 1 (mod 41?), budeme v&dét, Ze 6 je
i primitivnim kofenem modulo libovolna mocnina 41 (pokud bychom
,méli smilu“ a 6 = 1 (mod 41?), pak by primitivnim kofenem mo-
dulo 412 bylo ¢islo 47 = 6 + 41). Pfi ovéfeni podminky si vypomiiZeme
nékolika triky (tzv. modularni reprezentace ¢isel), abychom se obesli
bez manipulace s velkymi ¢isly.

Nejprve vypoctéme zbytek po déleni 6% ¢islem 412%; k tomu se nam
bude hodit vypocitat zbytek po déleni ¢isel 28 a 38:

2% =256 = 6- 41 + 10
3F=03Y?=(2-41-1?=-4-41+1 (mod 41?)
Pak 6° =2%.3% = (6-41 4+ 10)(—4-41 + 1) =
=-34-41+10=7-41+10 (mod 41?)
a 6% = (6%)° = (7-41 +10)° = (10° + 5-7-41-10%) =
=10%(10+35-41) = (—2-41 — 4)(—6-41 + 10) =
=(4-41—-40) =124 #1 (mod 41?).

Pfitom jsme vyuzili toho, Ze 10 = 6-41%2 — 86, tj. 10* = —2-41 —4
(mod 412).
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Je tedy 6 primitivnim kofenem modulo 412 a protoze je to sudé ¢islo,
je primitivnim kofenem modulo 2-412 ¢&islo 1687 = 6 + 412 (nejmensim
kladnym primitivnim kofenem modulo 2 - 412 je pfitom &islo 7).

4.6. Kvadratické kongruence a Legendreuv symbol. Nasim
ukolem bude najit jednodussi podminku, jak zjistit, jestli je Tesitelna
(a pFipadné, kolik mé feseni) kvadratickd kongruence

ar’® +br+c=0 (modm).

7 obecné teorie, uvedené v predchozich odstavcich, je snadné vidét,
ze k rozhodnuti, je-li tato kongruence fesitelna, staci urcit, je-li fesitelna
(binomick4) kongruence

2> =a (mod p), (27)

kde p je liché prvocislo a a ¢islo s nim nesoudélné.

Pro urceni fesitelnosti kongruence (7)) mizeme samoziejmé vyuZit
Vetu 28, jeji vyuziti ale ¢asto narazi na vypocetni slozitost, proto se v
kvadratickém pripadé snazime najit kritérium jednodussi na vypocet.

PRIKLAD. Urdete pocet feseni kongruence 22 = 219 (mod 383).

RESENI. ProtoZe 383 je prvocislo a (2,4(383)) = 2, z Véty
plyne, Ze dana kongruence je feSitelnd (a ma 2 feSeni), pravé tehdy,
kdyz 219°2° = 21919 = 1 (mod 383). Ovéfeni platnosti neni bez po-
uziti vypocetni techniky snadné (i kdyz je to pofad jesté ,na papite“
vydcislitelné). Zavérem této ¢asti tuto podminku ovéiime s pomoci Le-
gendreova symbolu daleko snadnéji.

DEFINICE. Necht je p liché prvodislo. Legendretiv symbol definujeme
predpisem

1 pta, a je kvadraticky zbytek modulo p,

a
p

—1 pfta, a je kvadraticky nezbytek modulo p.

PRIKLAD. ProtoZe je kongruence 22 = 1 (mod p) Teitelna pro li-
bovolné liché prvocislo p, je (1/p) = 1.

(—1/5) = 1, protoZe kongruence z*> = —1 (mod 5) je ekvivalentni
s kongruenci z? = 4 (mod 5), jejimiz feSenimi jsou r = +2 (mod 5).

LEMMA. Necht p je lich€ prvocislo, a,b € Z libovolnd. Pak plati:
1(% = a" (mod p).
2 ()~ ().

8.a=0b (mod p) = (%) = (9.

P p

DUkAzZ. ad 1. Pro p | a zfejmé, pokud je a kvadraticky zbytek

modulo p, pak tvrzeni plyne z Véty BOl. Z téze véty plyne, ze v piipadé
p—1

kvadratického nezbytku je a”z # 1 (mod p). Pak ale, protoze p |
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bt —1 =
(mod p).
ad 2. Podle 1. dostavame

() -owr?-o 4= ()8 i

Protoze jsou hodnoty Legendreova symbolu z mnoZiny {—1, 0, 1}, plyne
z kongruence (ab/p) = (a/p)(b/p) (mod p) pfimo rovnost.
ad 3. Zrejmé z definice. O

(a% — 1)(a"z 4 1) nutné p | T + 1, tj. a7 = —1

DUSLEDEK. 1. V libovolné redukované soustavé zbytki modulo p je
stejny pocet kvadratickych zbytki a nezbytki.

2. Soucin dvou kvadratickych zbytki je zbytek, soucin dvou nezbytki
je zbytek, soucin zbytku a nezbytku je nezbytek.

3. (=1/p) = (—l)prl, tj. kongruence > = —1 (mod p) je 7esitelnd
prave tehdy, kdyz p =1 (mod 4).

DUKAzZ. ad 1. Kvadratické zbytky ziskdme tak, Ze vSechny prvky
redukované soustavy zbytkdl umocnime na druhou. Téchto prvkil je
p — 1, pritom druhé mocniny 2 prvki jsou spolu kongruentni pravé
tehdy, kdyz je soucet téchto prvkit nasobkem p. Mame tedy praveé p—gl
kvadratickych zbytkt, a tedy rovnéz p — 1 — p—;l = p%l kvadratickych
nezbytkt modulo p.

ad 2. Tvrzeni je zfejmé z predchoziho lemmatu. Predpoklad, ze p
je prvocislo je podstatny — pro slozena ¢isla je kvadratickych nezbytkt
vice nez zbytka (viz déle ¢ast o Jacobiho symbolu).

ad 3. Zrejmé. O

Jiz s vyuzitim téchto zakladnich tvrzeni o hodnotach Legendre-
ova symbolu jsme schopni dokazat vétu o nekonec¢nosti poc¢tu prvocisel
tvaru 4k + 1.

TVRZENI 4.7. Prvocisel tvaru 4k + 1 je nekonecné mnoho.

DUKAZ. Sporem. Pfedpokladejme, Ze py, pa, . . ., p; jsou vSechna pr-
vocisla tvaru 4k + 1 a uvazme ¢islo N = (2p; - - - p;)? + 1. Toto ¢&islo je
opét tvaru 4k + 1. Pokud je N prvocislo, jsme hotovi (protoZe je jisté
vétsi nez kterékoli z pq,pa,...,p1), pokud je slozené, musi existovat
prvodislo p, délici N. Zifejmé pritom zadné z py, ps, ..., p; neni délite-
lem N, proto stac¢i dokazat, ze p je rovnéz tvaru 4k + 1. Protoze ale
(2p1---p)? = —1 (mod p), dostavame, ze (—1/p) = 1, a to plati pravé
tehdy, je-li p =1 (mod 4). O

Nyni odvodime dalsi pravidla pro vypocet Legendreova symbolu.
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Uvazujme mnozinu S nejmensich zbytkt (v absolutni hodnoté) mo-
dulo p. Je-li p prvocislo, a € Z, p 1 a, pak oznac¢ime p,(a) pocet zapor-
nych nejmensich zbytka (v absolutni hodnoté) ¢isel

p—1
1-a,2-a,...,T~a,

tj. pro kazdé z téchto cisel urcime, se kterym ¢islem z mnoziny S je

kongruentni a spocitame pocet zapornych z nich.

PozNAMKA. Obvykle budou p a a zafixované, potom budeme misto
p(a) psat jen pu.
PRIKLAD. Vypoctéte hodnotu p pro p = 11, a = 3.

RESENL. S = {5, —4,-3,-2,—1,1,2,3,4,5}. Protoze 1-3 = 3, 2-
3=-5,3-3=-2,4-3=1,5-3=4 (mod 11), dostavame p = 2.

LEMMA (Gaussovo). Je-li p prvocislo, a € Z, pt a, pak

(-cr

DUKAZ. Pro kazdé i € {1,2,..., 21} uréime m; € {1,2,..., 2}
tak, ze i-a = +m; (mod p). Snadno se vidi, ze pokud k, [ € {1,2,..., 211
jsou rtzné, jsou ruzné i hodnoty my,m; (my =m;y — k-a==+l-a
(mod p) = k = £l (mod p), coZ nelze jinak, nez ze k = [).

Proto splyvaji mnoziny {1,2, ..., p%l} a {my, ma,... ,mp%l}. Vy-
nasobenim kongruenci

l-a=+m; (mod p)
2-a=+my (mod p)

—5—a=tme (mod p)

dostavame

caz = (—1)“-p_1! (mod p)

(mezi pravymi stranami je jich pravé p zapornych). Po vydéleni obou
stran ¢islem (p — 1/2)! dostavame vzhledem k tomu, Ze

a p—1
—|=a?2 (modp
(p) ( )

tvrzeni. OJ

S vyuzitim Gaussova lemmatu dokazeme hlavni vétu této ¢asti, tzv.
zakon kvadraticke reciprocity.
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VETA 31. Necht p,q jsou lichd prvocisla. Pak
1 () = (—1)2%

2 () - (-1
(=@ 0

DUKAZ. Véta se v tomto tvaru uvadi zejména proto, Ze pomoci
téchto tii vztahti a zakladnich pravidel pro tpravy Legendreova sym-
bolu jsme schopni vypodcitat hodnotu (a/p) pro libovolné celé ¢islo a.
Tvrzeni 1. mame pritom jiz dokézano, v dalsim nejprve odvodime mezi-
vysledek, ktery vyuzijeme k ditkazu ¢asti 2. a 3. Poznamenejme rovnéz,
7e v literatufe existuje mnoho riznych dikazi této véty, obvykle ovsem

N 24

gebraické teorie cisel.
Necht je déle a € Z, pta, k € N a necht [z] (resp. (x)) znaci celou
(resp. necelou) ¢ast realného ¢isla z. Pak
k
+ 2<a—> .
p

0] )] of2
p p p p
Tento vyraz je lichy pravé tehdy, kdyz je (%"’> > %, tj. prave tehdy, je-li
nejmensi zbytek (v absolutni hodnoté) ¢isla ak modulo p zaporny (zde
by mél pozorny ¢tenaf zaznamenat navrat od vypoctl zdanlivé nesouvi-
sejicich vyrazti k podminkdm souvisejicim s Legendreovym symbolem).

Proto je

p—1

(9) — (—1)" = (~1) w1 (2]
p

Je-li navic a liché, je a + p Cislo sudé a dostavame

(-5 -(5)- ) (5)-

p—1 p—1 p—1
EEEIVEN S s IR VENC S ES A

Celkem tak dostavame (pro liché a)

@ ' (5) _ (C)TEREL (1) (28)

coz pro a = 1 dava pozadované tvrzeni z bodu 2.
Podle jiz dokdzané ¢asti 2 a ze vztahu (28) dostavame pro licha

Cisla a
a Pot ak
<_) — (_]_) k= [%}
b

Uvazme nyni pro dané prvocisla p # ¢ mnozinu

T'={qx,zcZ 1<z<(p—1)2}x{py;ycZ 1<y<(q—1)/2}.
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Ziejmé je |T| = 21 . 1 4 ukdzeme, Ze rovnéz

2 2
p—1 p—1
(—1)T = (—1)Z S ) () B (5], (29)

¢imz budeme vzhledem k predchozimu hotovi.

Protoze pro zadna x, y z pripustného rozsahu nemuize nastat rovnost
gr = py, muzeme mnozinu 7' rozlozit na dvé disjunktni podmnoziny
Ty a Ty tak, ze Ty = TN {[u,v]; u,v € Z,u < v}, Ty =T\ Ty. Ziejmé
je Ty pocet dvojic [qz, py|, kde = < %y. Protoze %y < § . ‘12;1 <L je
[%y] < p—gl. Pro pevné y tedy v T; lezi pravé ty dvojice [qx, pyl, pro
které 1 < x < [2y], a tedy |1 = Y\ V*[By]. Analogicky |T3| =

w4,
Proto (2) = (—=1)/"'1a (2) = (—1)/"! a zékon kvadratické reciprocity
je dokazan. 0

DUSLEDEK. 1. —1 je kvadraticky zbytek pro prvocisla p spliujici
p =1 (mod 4) a nezbytek pro prvocisla spliujici p = 3 (mod 4).

2. 2 je kvadraticky zbytek pro prvocisla p spliujici p= £1 (mod 8)
a nezbytek pro prvocisla spliugici p = +3 (mod 8).

3. Je-lip=1 (mod 4) nebo ¢ =1 (mod 4), je (p/q) = (q/p), jinak
(4. p=q=3 (mod 4)) je (p/q) = —(q/p).

PRIKLAD. Urcete (£).

101
RESEN].
79 101 ) o o
(ﬁ) = (7—9) nebot 101 ddva po délent 4 zbytek 1

~[(2\ (1
- \79) \79
11 ; . .
== nebot 79 ddvd pod déleni 8 zbytek -1
79 . L —
=(-1)|(— nebo i avaji pod déleni 4 zbyte
(—1) 1 bot 11179 d d déleni 4 zbytek 3
2
=(-1) (ﬁ) =1 nebot 11 davd pod déleni 8 zbytek 3

4.7. Jacobiho symbol. Vy¢isleni Legendreova symbolu (jak jsme
vidéli i v pfedchozim pfikladu) umoziiuje pouzivat zédkon kvadratické
reciprocity jen na prvocisla a nuti nas tak provadét faktorizaci cisel
na prvocisla, coz je vypocetné velmi narocna operace. Toto lze obejit
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rozsitenim definice Legendreova symbolu na tzv. Jacobiho symbol s
podobnymi vlastnostmi.

DEFINICE. Necht a € Z, b € N, 2 1b. Necht b = pips - - - pi je roz-
klad b na (lichd) prvocisla (vyjimeéné neseskupujeme stejnd prvocisla
do mocniny, ale vypisujeme kazdé zvlast, napt. 135 = 3-3-3-5). Symbol

Déle ukazeme, ze Jacobiho symbol ma podobné vlastnosti jako
Legendretiv symbol (s jednou podstatnou odchylkou). Neplati totiz

obecné, Ze z (a/b) = 1 plyne Tesitelnost kongruence 2 = a (mod b).

G)-6) Q-

a pritom kongruence

PRIKLAD.

72 =2 (mod 15)
neni fesitelnd (neni totiz fesitelnd kongruence z? = 2 (mod 3) a neni
ani fesitelnd kongruence z% = 2 (mod 5)).
Doplnit tvrzeni o Jacobitho symbolu a
aplikace
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5. Diofantické rovnice

Uz ve tfetim stoleti naseho letopoctu se fecky matematik Diofantos
zabyval TeSenim rovnic, ve kterych za feSeni pripoustél jen cela cisla.
Neni se ¢emu divit, vZdyt v mnoha praktickych tlohéach, vedoucich
k rovnicim, nemusi mit necelociselné feSeni rozumnou interpretaci. (Jde
napfiklad o tlohu, jak pomoci pétilitrové a sedmilitrové nadoby odmérit
do tfeti nddoby osm litrtt vody, kterd vede na rovnici 5z 4+ 7y = 8.) Na
Diofantovu pocest se rovnice, ve kterych hledame jen celoc¢iselna fesent,
nazyvaji diofantické.

Pro feseni téchto rovnic bohuzel neexistuje zadna univerzalni me-
toda. Dokonce neexistuje ani metoda (jinymi slovy algoritmus), ktera
by urcila, jestli ma obecna polynomidlni diofanticka rovnice feSeni. Tato
otazka je znama pod nazvem 10. Hilbertuv problém a diikaz neexistence
algoritmu podal IOpuit Maruacesma (Yuri Matiasevi¢) v roce 1970 (viz
elementarné psany text [I).

Presto vSsak uvedeme nékolik nejobvyklejsich metod, které v fadé
konkrétnich ptipad povedou k vysledku.

5.1. Linearni diofantické rovnice.

a1x1 + asxs + - - - + apx, = b, (30)
kde xq, ..., x, jsou neznamé, a, ..., a,, b dana cela ¢isla. Budeme pted-
pokladat, Ze a; # 0 pro kazdé i = 1,...,n (je-li a; = 0, pak neznama

x; z rovnice ,zmizi*). K FeSeni téchto rovnic je mozné uzit kongruenci.
Nejprve si vS§imnéme, kdy mé rovnice (Bl) feSeni. Jestlize ¢islo b neni
délitelné ¢islem d = (aq, . .., a,), nemize mit ([B0) zadné feseni, protoze
pro libovolna celd ¢isla x4, . . ., z, je leva strana (B) délitelna ¢islem d.
Jestlize naopak d | b, mizeme celou rovnici (B) vydélit ¢islem d. Do-
staneme tak ekvivalentni rovnici

!/ / / /
a1T1 + ayry + - -+ a,r, = b,
kde a; = a;/d proi=1,...,n a bl = b/n. Pfitom plati
/ / / /
d-(ay,...,a,) = (day,...,da,) = (a,...,a,) =d,
a tedy (a},...,a)) = 1. V nasledujici vété ukdzeme, ze takova rovnice
ma vzdy TeSeni, a proto nase tivahy mutzeme shrnout takto: rovnice
B0) mé celocdiselné Feseni, pravé kdyz cislo b je délitelné nejvétsim
spolecnym délitelem cisel aq, as, .. ., a,.

VETA 32. Necht n > 2. Rovnice
a1 + asxs + - - - + apx, = b, (31)

kde ay,ag, . .., an, b jsou celd c¢isla takovd, Ze (ay,...,a,) =1, md vidy
celociselné reseni. Vsechna celociselnd reseni této rovnice je mozné
popsat pomoci n — 1 celociselnych parametri.
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DUKAZ. Provedeme indukci vzhledem k poc¢tu n neznamych z;

v rovnici (BI).

Je vyhodné forméalné zacit s pfipadem n = 1, kdy podminka (a;) =
1 znamend, ze a; = +1. Tehdy rovnice BI) mé tvar bud z; = b,
nebo —x; = b, a tedy jediné feSeni, které ziejmé nezavisi na zadném
parametru, coz odpovida tomu, ze n — 1 = 0.

Predpokladejme, ze n > 2 a Ze véta plati pro rovnice o n — 1
neznamych; dokdzeme ji pro rovnici (BI) o n neznamych. Oznacme
d = (a1,...,a,_1). Pak libovolné feseni x1,...,z, rovnice (BIl) trivi-
alné splnuje kongruenci

a1x1 + asxe + -+ ayr, =b  (mod d).
Vzhledem k tomu, Ze d je spolecny délitel cisel aq,...,a,_1, je tato
kongruence tvaru

anr, =b (mod d).
Protoze plati, Ze (d, a,) = (a1, ..., a,_1,a,) = 1, ma podle véty 20 tato
kongruence feseni
r, =c¢ (mod d),

kde ¢ je vhodné celé cislo, neboli z, = c+d - t, kde t € Z je libovolné.
Dosazenim do (BIl) a tpravou dostaneme

axy+ -+ Ap1Tp_1 = b — a,c — aydt.
Protoze a,c = b (mod d), je ¢islo (b — a,c)/d celé a posledni rovnici
muzeme vydélit ¢islem d. Dostaneme pak rovnici

a'la?l + -+ af;l_lxn—l = bl?
kde a; =a;/dproi=1,...,n—1alt = ((b— ayc)/d) — a,t. Protoze
1
(a},...,a, )= (day,... ,da, ;) - é =(ay,...,ap-1) 5 =1,

podle indukéniho pfedpokladu méa tato rovnice pro libovolné ¢t € 7Z
feSeni popsatelné pomoci n — 2 celoc¢iselnych parametr. Pridame-li
k tomuto FeSeni podminku x, = ¢ + dt, dostaneme feseni rovnice (1)
popsané pomoci n — 2 ptvodnich parametri a nového parametru t.
Diikaz indukci je hotov. 0

Metodu z ditkazu véty B2 pouzijeme na feseni nasledujicich diofan-
tickych rovnic, v nichz z divodt prehlednosti zapisu budeme neznamé
znacit x,y, z,... misto x1,x9, 23, . ...

PRIKLAD. b5x + Ty = 8.
RESEN{. Libovolné Feeni této rovnice musi spliiovat kongruenci
br+T7y=8 (mod 5),

tedy 2y = —2 (mod 5)), odkud y = —1 (mod 5)), tj. y = —1 + 5t pro
t € Z. Dosazenim do dané rovnice dostaneme

Sz + 7(—1+ 5t) = 8,



56

odkud vypocitdme x = 3 — 7t. ReSenim nasi rovnice je tedy
r=3-"Tt, y=-—1+5t,
kde t je libovolné celé ¢islo. U
PRIKLAD. 91z — 28y = 35.

RESEN{. Protoze (91,28) = 7 a 7 | 35, m4 rovnice celo¢iselné feseni.
Vydélme ji sedmi:
13z — 4y = 5.
Libovolné feseni této rovnice musi spliiovat kongruenci
13z —4y =5 (mod 13),

tj. —4y = —8 (mod 13), odkud y = 2 (mod 13) a y = 2 + 13t pro
t € Z. Dosazenim
13z — 4(2 4+ 13t) = 5,

odkud vypoéteme x = 144¢t. ReSenim je tedy x = 1+4t, y = 2+13t, kde
t je libovolné celé cislo. Tentyz vysledek bychom samoziejmé dostali,
i kdybychom uvazovali kongruenci podle modulu 4 misto 13. Protoze
fesit kongruenci podle mensiho modulu byva snadnéjsi, je vhodné na
to pamatovat a usporadat si vypocet tak, aby nebylo nutné pracovat
s kongruencemi podle velkych modult. 0

PRIKLAD. 18z 4 20y + 15z = 1.

RESEN{. Protoze (18,20,15) = 1, mé rovnice celo¢iselné Feseni.
Libovolné feseni musi spliiovat kongruenci (za modul volime nejvétsi
spolecny délitel ¢isel 18, 20)

1824+ 20y + 152 =1 (mod 2),
tedy z =1 (mod 2), odkud z = 1+ 2s, kde s € Z. Dosazenim
18z 4+ 20y + 15(1 + 2s) =1
odkud po vydéleni dvéma a tGpravé dostaneme rovnici,
9xr + 10y = —7 — 15s
kterou budeme ftesit pro libovolné s € Z. Je-li tato rovnice splnéna,
musi platit
9z + 10y = —7 — 15s  (mod 9),
odkud y = 243s (mod 9), a proto y = 243s+9¢, kde t € Z. Dosazenim
9z 4+ 10(2 + 35 + 9t) = —7 — 15s,
odkud po tpravé z = —3 — 5s — 10t. ReSeni dané rovnice jsou tedy
trojice
r=—3—5s— 10t
y=2+4+3s+9t
z=1+42s

kde s,t jsou libovolna cela cisla. 0
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PRIKLAD. 152 — 12y + 482z — 5lu = 1.

RESEN{. Protoze (15,12,48,51) = 3 neni délitel ¢isla 1, nem4 rov-
nice celociselné reseni. O

5.2. Diofantické rovnice linearni vzhledem k nékteré ne-
znamé. Jde o rovnice, které muzeme upravit do tvaru

ma, = F(xy,...,xn-1), (32)

kde m je pfirozené ¢islo a F'(xq,...,2, 1) mnohoclen s celo¢iselnymi
koeficienty. Je zfejmé, ze ma-li byt x1,z,, ..., z, celoCiselnym feSenim
rovnice (B2), musi platit

F(zy,...,2,-1) =0 (mod m). (33)

Naopak, je-li 1, . . ., x,,_1 FeSeni kongruence ([B3), pak pro x,, = F(x, ..
dostaneme celo¢iselné feseni x1, . . ., x,_1, x, rovnice (B2). Proto pro fe-
Seni rovnice (BZ) postadi vytesit kongruenci ([B3). V piipadé n = 2, tj.
v pfipadé, kdy je mnohoélen F'(x;) mnoho¢lenem jedné proménné, jde
o ulohu, kterou jsme se zabyvali v ¢asti @l Pfipad n > 2 je v8ak mozné
fesit zcela analogicky pomoci nasledujici véty.

VETA 33. Pro libovolny mnohoélen F(xy,...,x5) s celociselngmi
koeficienty, prirozené€ c¢islo m a celd ¢isla aq,...,as, by, ..., bs takovd,
Ze a1 = by (modm), ..., a; = by (mod m), plati F(aq,...,as) =
F(by,...,bs) (mod m).

DUKAZ. Snadny. O

Pro nalezeni vSech feSeni kongruence (B3)) tedy postaci dosazovat do
mnohoc¢lenu F(xy,...,T,-1) za x1,. .., 2,1 nezavisle na sobé postupné
¢isla 0,1,2,...,m — 1 (tj. celkem m"~!-krat). A pravé tehdy, kdyZ pro
¢isla ag,...,a,_1 je splnéna podminka F'(aq,...,a,-1) = (mod m),

dostavame FeSeni kongruence ([B3) ve tvaru
Ty =ar+mly, ..., Tp1 = Ap1 + Miy_1,

kde t4,...,t,_1 mohou nabyvat libovolnych celo¢iselnych hodnot. Tak
dostaneme i feseni rovnice (B2):

r1 = aq +mt1,

Tp-1 = Qp—1 + Mity_1,
1
Tp=—F(ay +mty, ... a1 +mt,_1).
m

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 722 + 5y + 13 = 0.

RESEN{. Rovnici upravime na tvar 5y = —722 — 13 a budeme Tegit
kongruenci

—722 —13=0 (mod 5),

S Tpo1)/m
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tj. 322 = 3 (mod 5), odkud 22 = 1 (mod 5). Dosadime-li za x ¢isla 0,
1, 2, 3, 4, zjistime, Ze kongruence je splnéna pro ¢&sla 1 a 4. ReSenim
této kongruence jsou tedy podle 4.11 prave cisla

r=1+45t nebo r =4+ 5t,
kde t € Z. Dosazenim dostaneme v prvnim piipadé
5y =—7(1+5t)* 13 = —7 — 70t — 175¢* — 13

a tedy

y = —4 — 14t — 35¢2,
ve druhém piipadeé

Sy = —T7(4+5t)* — 13 = —112 — 280t — 175¢* — 13,

a proto

y = —25 — 56t — 35¢2.
Resenim dané rovnice jsou tedy pravé viechny dvojice ¢isel x,y tvaru
r =145ty =—4—14t—35t> nebo x =4+5t,y = —25—56t—35t2,
kde t je libovolné celé ¢islo. (

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z(z + 3) = 4y — 1.

RESEN{. Rovnici upravime na tvar 4y = 2% + 32 + 1 a budeme fesit
kongruenci

22 +3r+1=0 (mod 4).
Dosazenim ¢isel 0, 1, 2, 3 zjistime, Ze kongruenci nespliuje zadné z nich,
a tedy tato kongruence nemé feseni. Reseni proto nem4 ani dané rov-
nice. U

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 22 + 42% + 6z + Ty + 82 = 1.
RESEN{. Rovnici upravime na tvar
Ty = —2° — 6z — 42> — 82+ 1
a doplnime na C¢tverce
Ty = —(v+3)* — (22 +2)* + 14.
Proto budeme fesit kongruenci
(z+3)+(2242°=0 (mod7) (34)

Nyni bychom mohli za uspofddanou dvojici (z;z) postupné dosazo-
vat uspotradané dvojice (0;0), (0;1), ..., (0;6), (1;0), (1;1), ..., (6;5),
(6;6) a spocitat pro vSech 49 hodnot vyraz stojici na levé strané kongru-
ence ([B4). Vyhodnéjsi ale bude vyuzit tvaru kongruence (B4)) a odvolat
se na tvrzeni tvr:nonresidue-3mod-4, odkud pro p = 7, a = x + 3,
b = 2z + 2 dostaneme, zZe z kongruence (B4]) plyne

r+3=224+2=0 (mod7),
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a tedy vSechna feSeni kongruence (B4l jsou tvaru
r=-3+Tt, z=—-147s,
kde t, s jsou cela cisla. Dosazenim do rovnice dostaneme
Ty = —(z+3)> — (22 +2)* + 14 = —49*> — 1965* + 14,
odkud
y = —Tt* — 285% + 2.
Resenim dané rovnice jsou tedy prave vsechny trojice ¢isel z, y, z tvaru
r=-34Tt y=-Tt>—28s+2, z=-—1+7s,
kde s,t jsou libovolna cela cisla. 0

5.3. Rovnice jiného tvaru. Metodu, kterou jsme fesili predchozi
priklady, je mozno popsat také takto: ,vyjadii nékterou z neznamych
pomoci ostatnich a zkoumej, kdy je celoc¢iselna“. Skutecné, vyjadiime-li
z rovnice (B2) neznamou z,,, dostaneme

F(.Z'l, ce axn—l)
n - m Y
coz je celé cislo, pravé kdyz m | F(xy,...,Tp-1), tj. pravé kdyz je
splnéna kongruence (B3]). Ukdzeme si na ptikladech, Ze tento postup je
pouzitelny i na rovnice, které nejsou tvaru (B2). V piikladech uvedeme
i pripad, kdy je vhodné vyjadfit namisto nékteré neznamé néjaky jiny
vhodny vyraz a zkoumat, za jakych okolnosti bude celociselny.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 3° = 4y + 5.

RESEN{. Vyjadfeme z této rovnice neznamou v:
1
=—(3"-5).
y=4( )
Jelix <0,je0 <3 <1, atedy i(3z —5) ¢ 7Z. Pro x > 0 plati
3F=5=(-1)"=1 (mod 4);
¢islo (—1)*—1 je kongruentni s nulou podle modulu 4 pravé tehdy, kdyz
r je sudé, tj. x = 2k, kde k € Ny. Refenim této diofantické rovnice jsou
tedy praveé vSechny dvojice
9% —5
4 )
kde k£ € Ny je libovolné. O
PRIKLAD. Reste v Z rovnici x(y + 1)? = 243y .

x = 2k, Yy =

RESENI. Vyjadfeme neznamou z:
243y

(y+1)%

Aby z € Z, musi (y + 1)? byt délitelem &isla 243y. Protoze y a y + 1
jsou nesoudélnd ¢isla pro libovolné y € Z, musi byt (y + 1)? délitelem
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¢isla 243 = 3°. Toto ¢islo ma vSak jen t¥i délitele, ktefi jsou druhou
mocninou celého ¢isla: 1,9 a 81. Proto musi nastat néktera z téchto
moznosti: y +1 = +£1, y + 1 = £3 nebo y + 1 = £9. Dostavame tedy
Sest Teseni dané rovnice:

y =0, xz =0,
Y= —2, r=—2243 = —486,
Yy =2, r =227 =054,
= —4, r=—4-27=-108,
Yy =38, r=2_8-3 =24,
y = —10, x=-10-3 = —30.
Jind feSeni dana diofanticka rovnice nema. O

PRIKLAD. Reste v N rovnici \/z + /5y = v/1988.

RESEN{. Odec¢teme-li od obou stran rovnice V¥ a umocnime-li na
druhou, dostaneme

x=1988 —4+/7-71 -y +y.
Jsou-li x,y cela cisla, je i 44/7 - 71y celé ¢islo, a tedy /7 - 71y je ra-
cionalni ¢islo. Pak je /7-71ly = k nezaporné celé cislo. Plati tedy
7-7ly = k2, odkud plyne, Ze k% a tedy i k je délitelné prvoéisly 7, 71.
Je tedy k=771t pro vhodné t € Ny a tedy
2

= = 497¢°.
YT
Zcela analogicky je mozné odvodit, Ze existuje s € Ny tak, ze
x = 49752

Dosazenim do ptivodni rovnice dostavame

V497s + V497t = V1988,
odkud po vydéleni plyne s+t = 2. Jsou tedy tii moznosti: s =0, ¢ =2
nebo s =t =1 nebo s = 2, t = 0, takze dana diofanticka rovnice ma
tTi FeSeni:
r=0, y=1988 nebo x =y =497 nebo x=1988, y=0.
O

5.4. ReSeni diofantickjch rovnic pomoci nerovnosti. Tato
metoda je zaloZzena na tom, ze pro libovolna realna ¢isla a, b existuje
jen konecné mnoho celych cisel x tak, ze a < x < b. Proto pii feSeni
dané rovnice hledame takova cisla a, b, aby nerovnosti a < = < b pro
nékterou neznamou x byly disledkem této rovnice. Konecné mnoho
celych cisel lezicich mezi ¢isly a, b pak muzeme jedno po druhém dosadit
do rovnice za z a tim ji zjednodusit. Ukazme si to na nasledujicich
prikladech.
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PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 622 + 5y? = 74.

RESEN{. Protoze pro libovolné y € Z plati 5y? > 0, musi libovolné
feSeni x,y dané rovnice spliiovat

74 = 62° + by* > 627,

odkud 22 < 3 tedy —3 < 2 < 3, proto 2? je nékteré z &isel 0, 1, 4, 9.
Dosazenim do rovnice postupné dostavame 5y? = 74, 5y% = 68, 5y? =
50, 5% = 20. Prvni t¥i piipady jsou ve sporu s y € Z, z posledniho
dostavame y? = 4, tj. y = £2. Rovnice m4 tedy &tyii feSeni: x = 3,
y=2%rx=3,y=-2r=-3,y=2z=-3,y=—2. O

PRIKLAD. Reste v Z rovnici 22 + 2y + 3% = 2%y%.

RESEN{. Protoze jsou v dané rovnici neznamé z,y zastoupeny sy-
metricky, mizeme predpokladat, ze 22 < 32, odkud plyne zy < 72, a
tedy

Py =2 +ay+yt <y +yP 4yt =3y0
Plati tedy y = 0 nebo 2? < 3. Dosazenim do rovnice dostavame v prv-
nim pripadé x = 0, ve druhém pro z = 0 opét y = 0, pro x = 1 je
y=—1aproz=—1jey =1 Rovnice ma tedy tfi feseni:

r=0, y=0; r=1 y=-1, r=-1, y=1.

PRIKLAD. ReSte v Z 2% =1 + 3.

RESENT. Je-liy <0, plati 1 <14 3Y <2, odkud 0 < = < 1, coZ je
spor. Je tedy y > 0 a proto 2° =1+ 3Y > 2, odkud x > 1. Ukazeme,
ze také plati x < 2. Kdyby totiz bylo = > 3, platilo by

143=2"=0 (mod 8),
odkud bychom dostali
3¥=-1 (mod 8),

coz vSak neni mozné, nebot pro suda ¢isla y je 3¥ = 1 (mod 8) a pro
liché4 ¢isla y plati 3V = 3 (mod 8). Zbyva tedy vyfesit pripad 1 < z < 2.
Pro z = 1 dostavame

¥=21_-1=1,
atedy y=0.Z x =2 plyne
3¥=2"_-1=3,

takze y = 1. Rovnice mé tedy dvé feSeni: x = 1, y = 0 a x = 2,
y =1 0

PRIKLAD. Reste rovnici  +y + 2z = xyz v oboru pfirozenych é&isel.
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RESEN{. Protoze jsou v dané rovnici neznamé zastoupeny symet-
ricky, mtizeme predpokladat x <y < z. Pak ale
ryz=r+y+z<z+z2+z2=3z,

odkud zy < 3. Je tedy zy = 1, nebo xy = 2, nebo zy = 3.

Je-li zy = 1, plati x = 1, y = 1, odkud dostaneme dosazenim do
rovnice 2 + z = 2z, coz neni mozné.

Je-li zy = 2, plati = 1, y = 2 (pfedpokladame = < y), odkud
34 2z=2z atedy z = 3.

Je-li zy = 3, plati x = 1, y = 3, odkud 4 + z = 3z, tedy 2z = 2, coz
je ve sporu s predpokladem y < z.

Rovnice ma tedy jediné feseni x = 1, y = 2, z = 3 spliujici z <y <
z. Vsechna feSeni v oboru prirozenych ¢isel dostaneme vSemi zadménami
poradi cisel 1, 2, 3:

(z5932) € {(1;2;3), (1;3;2), (2,15 3), (23: 1), (3; 1;2), (3; 2 1)}

O

Casto je mozné s vyhodou ukazat sporem, Ze mnozina hodnot ne-
znamé x je konecna a omezend nerovnostmi a < x < b; pritom z predpo-
kladu z < a (resp. z > b) odvodime nepravdivé tvrzeni. V nasledujicich
prikladech bude takovym nepravdivym tvrzenim dvojice nerovnosti

" <d"<(c+1)",
kde ¢, d jsou cela a n pfirozené ¢islo.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici z(z + 1)(z + 7)(z + 8) = 3.
RESENI. Upravou
y® = (2 + 8x) (2 + 8x + 7).
Oznac¢ime-li 22 + 8z = z, je nase rovnice tvaru
yr =22+ Tz
Ukazeme, ze z < 9. Predpokladejme naopak z > 9. Pak plati
(243 =224624+9<22+ T2 =9 <22+ 82+ 16 = (2 +4)%
coz je spor, nebot z + 3, y, z + 4 jsou celd ¢isla a z téchto nerovnosti
by plynulo
|z 4+ 3] < |y| < |z +4].
Je tedy z <9, tj. 22 + 8z < 9, odkud
(x+4)* = 2* + 8z + 16 < 25,

a proto =5 < x +4 < 5, neboli —9 < x < 1. Dosazenim téchto hodnot
do rovnice dostaneme vSechna feSeni: (z;y) € {(—9;12), (—9;—12),
O

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici (z + 2)* — 2 = y3.
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RESENI. Upravou ziskdme
y® = 82° + 242 4 321 + 16 = 8(2* + 327 + 4a + 2),
odkud plyne, ze y je sudé. Polozme y = 2z, z € Z. Plati tedy
2= 2%+ 327 + 4o + 2.
Je-li x > 0, plati
(z+1)P =2 +322+3r+1 <2’ + 322 + 4o +2 =
=2° <24+ 62% 4+ 122+ 8 = (z + 2)°,

odkud x + 1 < z < x + 2, coz neni mozné. Dané rovnice tedy nema
feSeni x,y € 7Z takové, ze x > 0. Predpokladejme, Zze ma néjaké reseni
1,1 € Z takové, ze x1 < —2. Pak plati

(21 +2) =21 =y

a dosadime-li o = —x1 — 2, yo = —y;1, dostaneme

]}'% - ('r2 + 2)4 - _ygv
a proto xs, Yo je také feseni dané rovnice. OvSem zo = —x1 — 2 > 0 a
z predchozich tvah plyne, ze tato situace nastat nemiize. Dohromady
tedy —2 < x < 0, tj. x = —1. Pro x = —1 vychazi z ptivodni rovnice
y = 0; dvojice x = —1, y = 0 je jedinym TeSenim tlohy. O

5.4.1. Nékteré nerovnosti. Prti feSeni diofantickych rovnic jsou né-
kdy uzitecné i nékteré slozitéjsi postupy a nerovnosti. Uvedme si né-
které z nejcastéji pouzivanych.

VETA 34 (AG-nerovnost). Pro libovolnd ¢isla ay,as,. .., a, € RS
plati nerovnost

a1+a2+---+an

> Yajas ... ay , (35)
n

pritom rovnost v ((33) nastane, jen kdyZ a; = ag = - - - = ay,.

DUKAZ. Prozatim neuveden. O
VETA 35 (Bernoulliova nerovnost). Vo € R,z > —1,Vn € N plati:
(1+2)">14n-=x.
DUKAZ. Pro n = 1 nebo x = 0 je tvrzeni zfejmé. Pro redlnad A >
B > 0 a pfirozené ¢islo n > 2 plati:
n(A—B)B" ' < A" —B" <n(A—-B)A"' (A>B>0,n>2),

z ¢ehoz po dosazeni A = 1+ 2 a B =1 (proxz > 0), resp. A = 1,
B =14z (pro —1 < z < 0) dostaneme pozadované tvrzeni. O

PRIKLAD. V oboru pfirozenych ¢isel feste rovnici
r Yy
=+

z
=+ - =3.
Yy z x
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RESEN{. Podil pfirozenych &isel je é&islo kladné, a proto miizeme
pro cisla %, % a 2 pouzit nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym
priumérem (viz Véta Bal). Geometricky pramér téchto tii ¢isel je 1, a
proto pro jejich aritmeticky priimér plati

1(£+Q+E)ZL

3\y 2z =
kde rovnost nastane prave tehdy, kdyz
x
T_y_2r_,
y z

Porovname-li ziskanou nerovnost s danou rovnici, dostavame, ze rov-
nice mé nekonecné mnoho feseni x = y = z, kde z je libovolné pfirozené
¢islo, a zadné jiné feSeni nema. 0
PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné ptirozené ¢islo n > 2 rovnice
(e +1)" = (z+2)"
nema feseni v oboru prirozenych cisel.

RESEN{. Pfedpokladejme naopak, Ze pro néjaka piirozena éisla x, n,
kde n > 2, je dana rovnice splnéna, a oznacme y = r+ 1 > 2. Pak plati

(y—1"+y"=(y+1)" (36)
odkud dostavame
O=w+1)"-y"—(y-1"=1-(-1)" (mody).
Ptipustme, Ze n je liché, pak 0 =2 (mod y), tedy y =2 a
0=3"-2"—-1,
coz plati pouze pro n = 1. Je tedy n sudé a podle binomické véty plati
(y+1)"=(G)y*+ (Dy+1 (mody?),
(=1"= )y = (Dy+1 (mody?),
odkud plyne
O=(@w+1)"—y"—(y—1)"=2ny (mod y*),
tedy 0 = 2n (mod y?), a proto 2n > y?. Vydélime-li ([BH) cislem ™,

dostaneme
1\" 1\"
(1+—) :1+(1——) < 2.
) )

Naopak podle Bernoulliovy nerovnosti (viz Véta BH) plati

1\" n 2n 2
G+—)>1+—:Lw—21+1:1+y22
Y Y 2y 2y 2
Shrneme-li predchozi vahy, vychazi, ze pro zadné prirozené ¢islo n > 2
nema dand rovnice feSeni v oboru prirozenych cisel.



65

5.5. Reseni diofantickych rovnic metodou rozkladu. Tato
metoda spociva v tpravé dané rovnice do tvaru

Ay Ay o A, = B, (37)
kde Ay,..., A, jsou vyrazy obsahujici nezndmé, které pro celociselné
hodnoty neznamych nabyvaji celo¢iselnych hodnot, a B je ¢islo (pfipad-
né vyraz), jehoz rozklad na prvoéisla zndme. Pak totiz existuje pouze

kone¢né mnoho rozkladi ¢isla B na n celociselnych cinitelt aq, ..., a,.
Vysetiime-li pak pro kazdy z téchto rozkladi soustavu rovnic

Al:ala A2:a27 R An:a'na
ziskdme vSechna TeSeni rovnice (B1). Ukazme si to na pfikladech.
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici y* — 2° = 91.

RESEN{. Rozlozme levou stranu rovnice:
(y — 2)(y* +ay +2°) = 9L.
Protoze
2 2 A
Yy t+ay +at = <y+§> +Zx >0,
musi byt také y — 2 > 0. Cislo 91 miiZeme rozlozit na soucin dvou
prirozenych ¢isel ¢tyfmi zptisoby: 91 =1-91=7-13=13-7=091- 1.
Budeme proto oddélené fesit ¢tyfi systémy rovnic:
(1) y—z =1, y*+xy +2*> = 91. Dosazenim y = x + 1 z prvni do
druhé rovnice dostaneme 22 + x — 30 = 0, odkud = = 5 nebo
r = —6. Prislusné hodnoty druhé neznamé jsou pak y = 6,
Yy = —o.
2)y—x =17 y*>+ay+ 2> =13. Pak 22 + Tz + 12 = 0, tedy
r=-3ay=4neboxr=—-4ay=3.
(3) y—x =13, y> +xy+2®> = 7. Nyni 22 + 13z + 54 = 0. Tato
rovnice vSak nema feseni v oboru realnych ¢isel, a proto ani
v oboru ¢isel celych.
(4) y—x =91, y*+xy+2? = 1. V tomto ptipadé r2+912+2760 =
0. Ani tato rovnice nema feSeni v oboru redlnych cisel.

Dana rovnice mé tedy ¢tyfi feseni:

(z;9) € {(5;6), (—6;—=5),(—3;4), (—4;3)}.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici #? + 227y — 24 — y2 = 7.
RESEN{. Upravme nejprve levou stranu rovnice:
x4+2x7y—x14—y2=x4—(x7—y)2: ($2—$7+y)(1’2+1’7—y)

a uvazme, ze Cislo 7 mizeme rozlozit ¢tyfmi zptisoby na soucin dvou
celych ¢isel: 7=1-7=7-1=(-1)-(=7) = (=7)-(—1). Budeme proto
Tesit Ctyri soustavy rovnic.
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(1) 22 —2"+y =1, 22+ 2" —y = 7. Seftenim obou rovnic
dostaneme 22 = 4, odkud v = 2 a y = 125, nebo v = —2 a
y = —131,

(2) 22 —2"+y=72>+2"—y=1. Nyniz?=4, atedy z =2,
y = 131 nebo x = -2, y = —125.

(3) 22 —z"+y=—-1, 2*+2"—y=—7. Sectenim z? = —4, coz
je spor.

(4) 22 —2"+y=-7, 2*+2" —y=—1. Opét spor 2% = —4.

Rovnice méa tedy ¢tyfi feSeni:

(z;y) € {(=2; —131), (=2; —125), (2; 125), (2; 131)}.

O
PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
111
oy p

kde p je libovolné prvocislo.
RESEN{. Vynasobenim ¢islem zyp a dalsi tipravou dostaneme
xy —pr —py = 0.

Uprava do tvaru ([B7) vyzaduje nyni umély obrat: pfi¢teme k obé&ma
strandm rovnice p?, aby bylo mozno jeji levou stranu zapsat jako soucin:

(z —p)(y —p) =1"
ProtoZe p je prvoéislo, lze p? rozlozit na soucin dvou celych &isel jen
témito Sesti zptsoby: p? = 1-p> =p-p=p*-1 = (=1) - (—p?) =
(=p) - (=p) = (=p?) - (=1). Budeme proto Fesit Sest systémi rovnic:

(
) z—p=1lLy—p=p*atedyz=p+1,y=p°+p;
(2) z—p=p,y—p=p, atedy z=2p, y = 2p;
B)z—p=p*y—p=1Latedyz=p*+p,y=p+1;
4 z—p=—1l,y—p=—p*atedyz=p—1,y=p—p%
(5) t—p=—p,y—p=—p, atedy z =y = 0, coz nevyhovuje;
6) s —p=—p*y—p=—l,atedyx=p—p°>, y=p—1.

Dané rovnice méa tedy pét feseni, popsanych v ptipadech (1)-(4) a (6).
U

5.5.1. Pythagorova rovnice. Pythagorova rovnice se zabyva otazkou
hledani vSech pravouhlych trojuhelnikt s celoc¢iselnymi délkami stran.

PRIKLAD. V oboru pfirozenych ¢isel feste rovnici
2+ y2 = 22
RESENi. Oznac¢me t = (z,y,2), 1 = 7, y1 = ¥, 21 = Z. Pak plati

a3 + Py = 1723,
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odkud po vydéleni ¢islem 2 # 0 vychézi
v}yl = (38)

a navic (z1,y1, 21) = 1. UkdZeme nyni, Ze ¢isla x1, y1, 21 jsou dokonce po
dvou nesoudélna: kdyby néjaké prvocislo p délilo dvé z cisel xq, vy, 21,
vyslo by z [BY), ze déli i tfeti, coz vzhledem k (z1,y1,21) = 1 neni
mozné. 7 ¢isel x1, y; je tedy nejvysSe jedno sudé. Pripustme, Ze jsou
obé licha. Pak z kongruence

d=2+yi=1+1 (mod8)

plyne, Ze 2? je sudé &islo, které neni délitelné 4, coz neni mozné. Je tedy
z Cisel xq, y; pravé jedno sudé. Protoze v rovnici ([BY) vystupuji z; a
y1 symetricky, miizeme pro urcitost predpokladat, ze sudé je x, = 2r,

r € N. Z ([B8)) pak plyne
2

4r? = z2] — y%
a tedy
r2— z1t+ Y ATy
2 2
Oznaéme u = £(z1 + y1), v = 3(21 — y1). Pak 21 = u+ v, y1 =
u — v. Protoze jsou v, 21 nesoudélna ¢isla, jsou i u, v nesoudélna cisla.
Z rovnice

’I“QZU"U

pak plyne, Ze existuji nesoudé&lnd pfirozend éisla a,b tak, ze u = a?,

v = b?, navic vzhledem k u > v plati a > b. Celkem tedy dostéavame
xr = txy = 2tr = 2tab,
y =ty = t(u —v) = t(a® — b?),
2=tz = t(u+v) =t(a®+b?),

coz skutecné pro libovolné ¢ € N a libovolna nesoudélné a, b € N takova,
ze a > b, vyhovuje dané rovnici. Zbyla feseni bychom dostali zaménou
x a y (v pribéhu feseni jsme predpokladali, ze pravé z; je sudé):

r=ta®—b*), y=2tab, z=1t(a®+b%),
kde opét t,a,b € N jsou libovolna takova, ze a > b, (a,b) = 1. O

5.6. Resitelnost diofantickych rovnic. V predchozi ¢aasti jsme
videéli, ze Teseni vétsiny diofantickyjch rovnic neni snadné, a ackoli jsme
se naucili nékolik metod, v mnoha konkrétnich pripadech se nam ne-
podaii diofantickou rovnici vyfesSit ani jednou z nich. Pfesto se nam
v téchto pripadech mtize podarit néco o feseni zjistit. Naptiklad nalézt
nekonec¢nou mnozinu feseni a tim dokazat, ze mnozina vSech feseni, i
kdyz ji celou neumime popsat, je nekonecna. Nebo naopak ukazat, Ze
mnozina vSech FeSeni je prazdnd (a tim vlastné danou rovnici vyfesit),
popfipadé konecna.
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5.6.1. Neexistence reseni. Pii diikazu, Ze néjaka diofantické rovnice
nema zadné Teseni, je casto mozné s ispéchem vyuzit kongruenci. Ma-li
totiz feSeni diofantickd rovnice L = P (kde L, P jsou vyrazy obsahu-
jici neznamé, nabyvajici celoc¢iselnych hodnot pro libovolné celoc¢iselné
hodnoty nezndmgych), musi mit feSeni i kongruence L = P (mod m)
pro libovolné m € N, protoze feSenim této kongruence je napriklad zmi-
néné feseni rovnice. Odtud plyne, Ze nalezneme-li néjaké ptirozené cislo
m tak, Ze kongruence L = P (mod m) nema FeSeni, nemtize mit FeSeni
ani puvodni diofantickd rovnice L = P. Je nutno si vSak uvédomit,
Ze obraceni predchozi tivahy obecné neplati: mé-li kongruence L = P
(mod m) pro kazdé piirozené ¢islo m FeSeni, neznamena to jesté, Ze
mé TeSeni téz diofantickd rovnice L = P (ukéZeme to v Pfikladu na

str. [Z0).

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici
z} + a3+ -+ aly = 15999.
RESENI. Ukazeme, Ze kongruence
o]+ x3+ -+t =15999  (mod 16)

nema Feseni, odkud vyplyne, Ze feSeni neméa ani dana diofantickd rov-
nice. Je-li totiz celé ¢islo n sudé, je n = 2k pro k € Z a tedy n* =
16k* = 0 (mod 16). Jestlize je celé ¢islo n liché, plati n* — 1 = (n —
1)(n+1)(n?+1) =0 (mod 16), nebot ¢islan — 1, n+1 a n? +1 jsou
suda a jedno z ¢isel n — 1, n + 1 musi byt dokonce délitelné ¢tyimi.
Znamené to tedy, ze podle modulu 16 je n* kongruentni s 0 pro suda
n a s 1 pro licha ¢isla n. Je-li proto mezi ¢isly x1, 2o, ..., x4 pravé r
lichych, je
r}+ a5+ +at, =r (mod 16).

Plati 15999 = 16000 — 1 = 15 (mod 16) a protoze 0 < r < 14, nemize
mit kongruence

v+ a3+ +2, =15 (mod 16)
feSeni, a neméa ho tedy ani dana rovnice. 0

PRIKLAD. V oboru celych ¢isel feSte soustavu rovnic

2+ 2y2 = z2,

277+ = u?.

RESEN{. Snadno ovéiime, 7e z ¢ = y = 0 plyne také z = v = 0,
coz je TeSeni dané soustavy. Ukadzeme, ze dalsi feSeni soustava nema.
Piedpokladejme, ze x,y, z, u je feSeni a ze x # 0 nebo y # 0, a ozna¢me
d = (z,y) > 0 nejvétsi spoleény délitel ¢isel x,y. Z prvni rovnice plyne

d | z, ze druhé d | w. Oznac¢ime-li z; = %, y; = 21 = U =

y z
d’ da’
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4. dostéavame, Ze (x1,y1) = 1, a po zkrdceni obou rovnic &slem d?
dostaneme

2 2 _ 2
]+ 2y = 24,

227 + Y = 3.
Odtud plyne sec¢tenim 3z? + 3y? = 27 + u? a tedy 3 | 22 + u2. Podle
Tvrzeni Bl plati 3 | 21, 3 | uy a tedy 9| 22 + u?. Pak ale 9| 3(2% + ),
a tedy 3 | 22 +y?. Opét podle Tvrzeni Bl plati 3 | 2y, 3 | y1, coZ je spor
s (x1,y1) = 1. Soustava ma tedy jediné feSeni x =y =z=u=0. O

PRIKLAD. V oboru pfirozenych ¢isel feste rovnici
U421 4314 2l =y

RESENI. Pfimym vypoétem se presvédéime, ze pro < 5 vyhovuji
rovnici pouze x =y = 1 a x = y = 3. Ukdzeme, ze pro x > 5 rovnice
feSeni nema. Protoze pro libovolné n > 5 je n! délitelné péti, plati

U+20 434+l =114+2+31+4=33=3 (mod 5).

Ovsem druh& mocnina pfirozeného ¢isla je podle modulu 5 kongruentni
s 0 nebo 1 nebo 4. Kongruence 1!+2!+---+xz! = y? (mod 5) proz > 5
tedy nema feSeni, a proto nema pro x > 5 feSeni ani dana rovnice. [

PRIKLAD. V oboru pfirozenych ¢isel feste rovnici

o=y =T,

RESEN{. UkdZeme, Ze dana rovnice nem4 feseni. Pfedpokladejme
naopak, ze pro vhodna z,y € Z plati 22 — y3 = 7. Kdyby y bylo sudé,
platilo by 22 = 7 (mod 8), coZ neni mozné. Je tedy y liché, y = 2k + 1
pro k € Z. Pak plati

PH+1=y+2=(y+2)(y* -2y +4) = (39)

= (y+2)((y — 1)* + 3) = (2k + 3)(4k* + 3). (40)

Cislo 4k* + 3 musi byt délitelné néjakym prvoéislem p = 3 (mod 4).
V opa¢ném piipadé vzhledem k tomu, Ze 4k? + 3 je liché, by totiz
v rozkladu ¢isla 4k2 4 3 na prvodéisla vystupovala pouze prvoéisla kon-
gruentni s 1 podle modulu 4 a tedy by i jejich soucin 4k? + 3 musel byt

kongruentni s 1 podle modulu 4, coZ jisté neni. Je tedy 42+ 3 délitelné
prvocislem p = 3 (mod 4), a tedy plati

224+ 1=0 (mod p).
Podle Tvrzeni Bl odtud plyne x =1 =0 (mod p), a to je spor. O

Nyni uvedeme slibovany priklad toho, ze diofanticka rovnice nemusi
byt fesitelnd ani v pfipadé, Ze je kongruence L = P (mod m) FeSitelna
pro libovolny modul m € N.
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PRIKLAD. Dokazte, Ze kongruence
62° +52r+1=0 (mod m)
mé Teseni pro kazdé prirozené ¢islo m, a pfitom diofantickd rovnice
62° +5r+1=0
feSeni nema.
RESENT. Plati 622 + 52 +1 = (32 + 1)(2z + 1), a tedy rovnice
622 +5x+1 = 0 nema celodiselné feseni. Necht m je libovolné p¥irozené

Cislo a plati m = 2" - k, kde n € Ny a k je liché ¢islo. Protoze (3,2") =
(2, k) = 1, maji obé& kongruence soustavy

3z =—-1 (mod 2")
2 =—1 (mod k)

podle Véty 20 feseni, a protoze (2", k) = 1, méa podle Véty 22 feseni i
cela soustava. Pro libovolné x vyhovujici této soustavé je pak 3x + 1
délitelné ¢islem 2™ a 2x + 1 éislem k& a proto soucin (3z + 1)(2z + 1) je
délitelny cislem 2" - k = m. Je tedy x fesenim kongruence

62> +52+1=0 (mod m).
U

5.6.2. Zmensovdani ad absurdum. Je to metoda dikazu neexistence
feSeni diofantické rovnice. Pti ditkazu touto metodou libovolné feseni
dané diofantické rovnice charakterizujeme néjakym pfirozenym c¢islem
(naptiklad nejvétsim spoleénym délitelem hodnot nékterych neznamych
nebo druhou mocninou hodnoty nékteré nezndmé a podobné) a uka-
Zeme, ze existuje-li feSeni charakterizované prirozenym cislem d, musi
existovat jiné feseni, charakterizované prirozenym c¢islem d' < d. Pak
totiz zadné takové feseni existovat nemize, o ¢emz se snadno muizeme
presvédcit sporem: kdyby existovalo, mohli bychom zvolit to Teseni,
které je ze vSech TeSeni charakterizovano co nejmensim pfirozenym ¢is-
lem d; pak by ovSem muselo existovat i jiné feSeni, charakterizované
prirozenym ¢islem d’ < d, coz vsak by byl spor s volbou d.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici a® + 2y + 423 — 62yz = 0.

RESEN{. Rovnici jisté vyhovuje x = y = 2z = 0. UkéZeme, Ze jiné
feseni rovnice nemé. Oznacme d = x?+y2+ 22 a predpokladejme, Ze pro
néjaké feseni x, y, z dané rovnice plati d > 0. Z ptvodni rovnice plyne,
ze 2% je sudé &islo, a proto je v = 2z; pro vhodné z; € Z. Dosazenim
do rovnice dostaneme

823 + 2y +42° — 122,z = 0,
po vydéleni dvéma

4x:1)’ + y3 +22°% — 6x1y2z = 0,
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a proto i y3 je sudé ¢islo, tedy y = 2y; pro vhodné 3, € Z. Dosazenim
a vydélenim dvéma dostaneme

in’ + 4y:f + 28— 6x1y12 = 0,

odkud plyne, Ze 2z je také sudé &islo, a proto z = 2z; pro vhodné
z1 € Z. Dosazenim a vydélenim dvéma dostaneme

xi’ + 2y:f + 4z:f — 621y121 = 0,

a tedy x1,y1, 21 je FeSeni puvodni diofantické rovnice, pricemz plati
2 2 2
2 2 2 _ L ) Z d
Byt =+ = <d
1T Y 1 4 4 4 4
Podle metody popsané v 6.4 dana diofantickd rovnice nema feseni

s vlastnosti d > 0, a tedy x = y = 2 = 0 je jejim jedinym fesenim. [J
PRIKLAD. V oboru piirozenych ¢isel feste rovnici 22 + y? = 4%.

RESENI. UZzijeme metodu 6.2 pro d = z. Piedpokladejme nejprve,
7e x,y,z je feSenim dané rovnice. Pak jisté plati z # 1, protoze je-li
r =1y =1, plati 22 + y? = 2 < 4, a je-li alespoii jedno z &isel z,y
véts nez jedna, je 22 + 4% > 4. Je tedy z > 1 a plati 22 +¢y2 = 4* =0
(mod 8). Protoze druha mocnina lichého ¢isla je kongruentni s 1 podle
modulu 8 a druha mocnina sudého ¢isla je kongruentni s 0 nebo 4 podle
modulu 8, plyne z této kongruence, ze x i y jsou suda, a tedy x = 2x1,
y = 2y; pro vhodna x1,y; € N. Pak ovSem

72 2
A==

a tedy, oznac¢ime-li z; = 2z —1 € N, ¢isla x1, y1, z; spliuji danou rovnici,
pricemz z; < z. Proto dana rovnice nema fesSeni.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 2% + y* + 2% = 9u*.

RESEN{. Je-li u = 0, musi byt rovnéz r = y = z = 0, coz je feSeni
dané rovnice. Ukdzeme, Ze jiné feSeni rovnice nema. Predpokladejme,
ze celd cisla x,y, z,u vyhovuji dané rovnici, pricemz u # 0, a ozna¢me
d = u*. Kdyby ¢islo u nebylo délitelné péti, bylo by u* = 1 (mod 5)
podle Fermatovy véty, a tedy by platilo

' +yt+2'=4 (mod5),

coz vsak neni mozné, nebot podle Fermatovy véty kazdé z ¢isel 4, y#, 2*
muize byt podle modulu 5 kongruentni pouze s 0 nebo 1. Je tedy w
délitelné péti, u = 5u; pro vhodné u, € Z, a plati

' +yt+2=0 (mod 5),
odkud plyne, Ze ¢isla x,y, z jsou délitelné péti, tj. x = dbxy, y = by,
2z = bz pro vhodna x1, vy, 21 € Z. Dosazenim do rovnice a vydélenim

5% dostaneme
x4 yi + 2 = 9ud,
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a tedy x1,y1,r1,u; vyhovuji dané rovnici. Pritom plati

u4

4 _ W 4 _
u1—54<u =d.

PRIKLAD. Reste diofantickou rovnici 22 + y? + 22 = 2zy2.

RESEN{. Rovnice jisté splituje # = y = z = 0. Ukazeme, Ze dalsi
feSeni tato rovnice neméa. Dokazeme dokonce silnéjsi tvrzeni: zadna
rovnice

2+ % 4 2% = Qayz, (41)
kde z,y,z € Z a v € N nema jiné feSeni nez x =y = 2 =0, u € N
libovolné. Predpokladejme, Ze z,y, z € Z, u € N vyhovuji rovnici (E)
azed=x*+1y*+ 2% > 0. Protoze u > 1, je 2“zyz sudé ¢islo, a proto i
2%+ y? + 22 je sudé ¢islo. To ale znamen4, Ze pravé jedno z éisel z, v, 2,
nebo vSechna tfi jsou suda. V prvnim ptipadé je vsak

2+t 4+ 22 =14+1+0=2 (mod 4),

kdezto
2"ryz=0 (mod 4),

nebot u > 1 a jedno z ¢isel x,y, z je sudé. Nastane tedy druhy pripad
acislar; = 5, y1 = 4, 21 = 5 jsou celd. Polozme u; = u+1 a dosadme
do (EI):

4o + 4yt 4 427 =271 20 - 2y - 22,
po vydéleni ¢tyimi

ol +yi+ 2 =2 myia,

a tedy 1, y1, 21, u1 vyhovuji rovnici (#Il). Pfitom plati 0 < 22 +y3+22 =
% < d, nebot d > 0. Podle tedy rovnice (EIl) miZze mit jen FeSeni
s vlastnosti d = 0, coz jsou vyse uvedend feSeni x =y =2=0,u € N
libovolné. Specialné, zadana rovnice ma jediné feseni v = y = 2z =

0. U

5.6.3. Pocetnost mnozZiny reseni. V mnoha pripadech, kdy neu-
mime najit vSechna feSeni diofantické rovnice, se nam muze alespon
podafit rozhodnout, zda feSeni je konecné ¢i nekonecné mnoho. Ko-
necnost je napriklad zarucena zjisténim, ze hodnoty neznamych jsou
v absolutni hodnoté mensi nez néjaké cislo. Pokud toto ¢islo nalez-
neme a je ,rozumné malé, mizeme pak najit vSechna reseni metodou
popsanou v B4

To, ze dané diofantickd rovnice mé feseni nekonecné mnoho, mi-
zeme dokézat napriklad tak, ze nalezneme pro kazdou neznamou néjaky
vyraz s parametrem, a to takovy, ze po dosazeni do rovnice dostaneme
rovnost, pritom pro nekoneéné mnoho hodnot parametru dostaneme
navzajem rtzné hodnoty nezndmgych (jde tedy o jakousi zkousku neko-
necné mnoha feseni). Nebo miizeme nalézt jedno feseni rovnice a udat
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predpis, jak z libovolného feSeni spocitat jiné. Mame-li zaruceno, ze
pri dalsi a dalsi aplikaci tohoto predpisu dostavame stale nova reseni
(naptiklad jsou-li ziskdvand FeSeni stale vétsi a vétsi), opét tim doka-
Zeme, ze mnozina feseni je nekonecna. Je zfejmé, ze pii obou postupech
mohou existovat jesté dalsi nenalezena fesSeni.
PRIKLAD. Dokazte, Ze diofantickéd rovnice
2 2 2
(-1 +(@x+1) =y "+1
ma nekone¢né mnoho feseni.
RESENI. Rovnici snadno upravime do tvardl
y? — 222 =1.
Zkusme najit néjaké reseni. Po chvili pokust asi kazdy objevi, Ze volba

y = 3, x = 2 vyhovuje dané rovnici. Pfedstavme si nyni, Ze mame
k dispozici libovolné feseni z,y € Z a pokusme se ziskat dalsi. Plati

tedy
(y+ v2z) (y — V21) = 1.
Dosazenim nalezenych hodnot y = 3 a x = 2 ziskdme rovnost (3 +

2v/2 ) (3 — 22 ) = 1, vynasobenim dostaneme
[(y+v22)(3+2v2)] - [(y — vV22) (3—2v2)] = 1.
Vyrazy v obou hranatych zavorkach upravime. Plati
(y+ V21) (3 +2V2) = 3y + 3v2x + 22y + 4z = (42 + 3y) + (3z + 2y)V2,
(y — \/ﬁx)(S—Q\/?) = 3y — 3V2z — 22y + 4z = (42 + 3y) — (3z + 2y) V2.
Polozme u = 4z + 3y, v = 3x + 2y. Plati tedy
(u + \/iv) (u — \/51)) =1,
odkud
u? — 20° =1,
a tedy u,v € Z je dalsi feSeni dané rovnice. Polozime-li 1 = 2, y; = 3
a
Tp4+1 = 337“ + Zyn, Yn+1 = 4xn + Byn
pro libovolné n € N, dostavame pro kazdé n € N feseni x,,y, dané

rovnice. A protoze plati 0 < 77 < 3 < ..., 0 < y1 < Yo < ...,
dostavame pro rizné indexy n rizna feseni x,,y,. Dana rovnice ma
tedy nekonecné mnoho feseni. 0

PRIKLAD. Dokazte, Ze rovnice
k+2® +y? =2

ma pro libovolné celé ¢islo £ nekonecné mnoho feseni v oboru priroze-
nych cisel.

1de o specialni pfipad tzv. Pellovy rovnice
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RESENI. Upravou a rozkladem 2% — 32 dostaneme
E+2?=(z—y)(z+y).
Neni nutné hledat vSechna feSeni, proto mtzeme predpokladat, ze
z—y=1,
24y=Fk+a2%
Libovolné feseni této soustavy bude také feseni dané rovnice (neplati to
vSak obracené, zkuste sami pro néjaké pevné zvolené k nalézt ptiklad
prirozenych c¢isel x, y, z vyhovujicich dané rovnici, avsak nevyhovujicich
uvedené soustavé rovnic). Resime-li soustavu vzhledem k nezndmym
2,1, dostavame

z=4(@* +k+1),
y=3(=>+k-1).
Zvolime-li © = |k| + 1+ 2t, kde ¢t € N, je = pfirozené ¢islo. Plati
P?+k=k+1+2t+k=1 (mod 2)
atedy z = ((|k[+1+2)2+k+1) > 0,y = 3 ((|k|+1+2t)* +k—1) > 0

jsou také prirozena cisla. Protoze pro rizna t dostavame rizna x a tedy
rizna feseni, ma rovnice nekone¢né mnoho reseni. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze diofantickd rovnice
5% — 8xy + 5y* — 4k* =0
ma pro libovolné prirozené ¢islo k£ pouze konec¢né mnoho fesSeni.

RESEN{. Danou rovnici upravime do tvaru (2 —y)? + (2y — z)? =
4k?% odkud plyne (2x —y)% < (2k)? a (2y — x)2 < (2k)?, a tedy —2k <
20 —y < 2k a —2k < 2y — x < 2k. Sectenim prvni a dvojnasobku
druhé nerovnosti a vydélenim tfemi dostaneme —2k < y < 2k a zcela
analogicky —2k < x < 2k. Protoze x i y mohou pro pevné k nabyvat
pouze kone¢né mnoha hodnot, ma dana rovnice pouze koneéné mnoho
feseni. 0
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