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3. Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ackoliv je to pojem velice
jednoduchy, jeho diilezitost a uzite¢nost v teorii ¢isel je nedocenitelna;
projevuje se zejména ve stru¢nych a prehlednych zapisech nékterych i
velmi komplikovanych tvah.

DEFINICE. Jestlize dvé celd ¢isla a,b maji pfi déleni prirozenym
¢islem m tyz zbytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se a,b kongruentni
modulo m (téZ kongruentni podle modulu m), coz zapisujeme takto:

a=b (modm).
V opac¢ném pripadé fekneme, Ze a, b nejsou kongruentni modulo m, a
piSeme

aZb (modm).

LEMMA. Pro libovolnd a,b € Z, m € N jsou ndsledujici podminky
ekvivalentni:
(1) a=0b (mod m),
(2) a=b+mt pro vhodnét € Z,

(3) m|a—b.
DUKAzZ. ,(1)=(3)“ Jestlize a = ggm+7r, b =gm+r, pak a —b =
(@1 — q2)m.

»(3)=(2)% Jestlize m | a —b, pak existuje t € Z tak, ze m-t = a—b,
tj. a = b+ mt.

»(2)=(1)% Jestlize a = b + mt, pak z vyjadieni b = mq + r plyne
a=m(q+t)+r, tedy aib maji pti déleni ¢islem m tyz zbytek r, tj.
a=b (mod m). O

3.1. Zakladni vlastnosti kongruenci. Piimo z definice plyne,
ze kongruence podle modulu m je reflexivni (tj. @ = a (mod m) plati
pro kazdé a € Z), symetricka (tj. pro kazdé a,b € Z z a = b (mod m)
plyne b = a (mod m)) a tranzitivni (tj. pro kazdé a,b,c € Zza =b
(mod m) a b = ¢ (mod m) plyne a = ¢ (mod m)) relace, jde tedy
o ekvivalenci. Dokazeme nyni dalsi vlastnosti:

VETA 12. (Zdkladni vlastnosti kongruenci)

(1) Kongruence podle téhoz modulu muZeme séitat. Libovolny
sc¢itanec muzZeme prenést s opacnym znamenkem z jedné strany
kongruence na druhou. Na libovolnou stranu kongruence
muzZeme pricist jakykoliv nasobek modulu.

DUkAzZ. Je-li a; = by (mod m) a ay = by (mod m), exis-
tuji podle lemmatu t;,t, € Z tak, ze a; = by + mty, ay =
by + mty. Pak ovSem a; + as = by + by + m(t; + t2) a opét
podle lemmatu a; + as = by + by (mod m). Se¢teme-li kon-
gruenci a + b = ¢ (mod m) s kongruenci —b = —b (mod m),
ktera ziejmé plati, dostaneme a = ¢ — b (mod m). Secteme-li
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kongruenci a = b (mod m) s kongruenci mk = 0 (mod m),
jejiz platnost je zfejmé, dostaneme a +mk = b (mod m). O

(2) Kongruence podle téhoZ modulu muZeme ndasobit. Obé

strany kongruence je mozné umocnit na totéZ prirozené
¢islo. Obé strany kongruence je mozné vynasobit stejnym
celym cislem.

DUkAzZ. Je-li a; = by (mod m) a ay = by (mod m), exis-
tuji podle t,ty € Z tak, ze a; = by + mty, as = by + mit,. Pak
ovsem

ai1Q9 = (bl + mtl)(bg + mtg) = blbg + m(tlbg + bltg + mtltg),

odkud podle dostavame ajas = biby (mod m).

Je-li a = b (mod m), dokdzeme indukei vzhledem k pfiro-
zenému ¢islu n, ze plati ™ = 0™ (mod m). Pro n = 1 neni co
dokazovat. Plati-li ¢ = " (mod m) pro néjaké pevné zvolené
n, vynasobenim této kongruence a kongruence a = b (mod m)
dostavdme a™-a = b"-b (mod m), tedy a"™! = v"™ (mod m),
coz je tvrzeni pro n 4 1. Dilkaz indukeci je hotov.

Jestlize vynasobime kongruenci a = b (mod m) a kongru-
enci ¢ = ¢ (mod m), dostaneme ac = be (mod m). O

Obé strany kongruence muzZeme vydélit jejich spolec-
nym délitelem, jestlize je tento délitel nesoudélny s mo-
dulem.

DUkAz. Predpokladejme, ze a = b (mod m), a = a; - d,
b =b-da (m,d) = 1. Podle lemmatu je rozdil a — b =
(a1 —by)-d délitelny ¢islem m. Protoze (m, d) = 1, je podle véty
5 ¢islo ay — by také délitelné ¢islem m, odtud podle lemmatu
plyne a; = b; (mod m). O

Obe strany kongruence i jeji modul muzZeme soucasné vyndso-
bit timtez prirozenym cislem.

DUKAZ. Je-li a = b (mod m), existuje podle lemmatu celé
¢islo t tak, ze a = b+mt, odkud pro ¢ € N plati ac = be+mc-t,
odkud opét podle lemmatu plyne ac = be (mod mc). O

Obé strany kongruence i jeji modul muzZeme vydelit jejich spo-
lecnym kladnym délitelem.

DUKkAz. Predpokladejme, ze a = b (mod m), a = a; - d,
b=0by-d,m =my-d, kde d € N. Podle lemmatu existuje t € Z
tak, ze a = b+mt, tj. a;-d = by -d+mqdt, odkud a; = by +mat,
coz podle lemmatu znamend, ze a; = by (mod my). d
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(6) Jestlize kongruence a = b plati podle ruznych modulu
my,...,my, plati i podle modulu, ktergm je nejmensi
spoleény ndsobek m;, ..., my] téchto ¢isel.

DUKAzZ. Jestlizea =b (mod my),a =b (mod my),...,a =
b (mod my), podle lemmatu je rozdil a — b spoleény néso-
bek cisel my,mo,...,m; a tedy je délitelny jejich nejmen-
$im spoleénym nésobkem [my, ma, ..., my|, odkud plyne a = b
(mod [myq, ..., mgl). O

(7) Jestlize kongruence plati podle modulu m, plati podle libovol-
ného modulu d, ktery je délitelem cisla m.

DUKAZ. Jestlize a = b (mod m), je a — b délitelné m, a
proto také délitelem d ¢isla m, odkud a = b (mod d). O

(8) Jestlize je jedna strana kongruence a modul délitelny néjakym
celym cislem, musi byt timto cislem délitelnd i druhd strana
kongruence.

DUkAzZ. Predpokladejme, Ze a = b (mod m), b = bd,
m = myd. Pak podle lemmatu existuje ¢ € Z tak, ze a =
b + mit = bld+ mldt = (bl + mlt)d, a tedy d | a. ]

PozNAMKA. Neékteré vlastnosti kongruenci jsme jiz pouzivali, aniz
bychom si toho povsimli — naptiklad piiklad ze strany 7 lze pfeformulo-
vat do tvaru ,jestlize a = 1 (mod m), b =1 (mod m), pak také ab =1
(mod m)“, coz je specialni ptipad tvrzeni véty 12 (2). Nejde o ndhodu.
Libovolné tvrzeni pouzivajici kongruence miizeme snadno prepsat po-
moci délitelnosti. Uzitecnost kongruenci tedy netkvi v tom, ze bychom
pomoci nich mohli fesit tlohy, které bez nich fesit nejsme schopni, ale
v tom, ze jde o velmi vhodny zptisob zapisu. Osvojime-li si ho, vyrazné
tim zjednodusime jak vyjadfovani, tak i nékteré tvahy. Je to typicky
jev: v matematice hraje vhodna symbolika velmi zavaznou tlohu.

PRIKLAD. Naleznéte zbytek po déleni ¢isla 520 &islem 26.
RESEN{. Protoze 52 = 25 = —1 (mod 26), plati podle véty 12 (2)
50 =(-1)*=1 (mod 26),
a tedy zbytek po déleni &isla 5% &islem 26 je jedna. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné n € N je 372 + 167! + 237
délitelné sedmi.

RESEN{. Plati 37 = 16 = 23 = 2 (mod 7), a tedy podle 12 (2) a
(1) plati

37" 416" 423" = 2722t on — 27(44.241) = 2"7=0 (mod 7),

coz jsme chtéli dokazat. 0
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PRIKLAD. Dokazte, Ze ¢islo n = (835° 4 6)'® — 1 je délitelné ¢islem
112.

RESENI. Rozlozime 112 = 7 - 16. Protoze (7,16) = 1, staci ukazat,
ze 7|n a 16| n. Plati 835 =2 (mod 7), a tedy podle 12

n=(2°46)"-1=38%-1=3%-1=27-1=(-1)°~1=0 (mod 7),
proto 7 | n. Podobné 835 =3 (mod 16), a tedy
n=(3"4+6)*-1=3-81+6)%-1=(3-1+6)*-1=
=9® _1=81-1=1°-1=0 (mod 16),
proto 16 | n. Celkem tedy 112 | n, coz jsme méli dokazat. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvocislo p a libovolné a,b € Z
plati
a’ + 10’ = (a+b)” (mod p).

RESEN{. Podle binomické véty plati
(a+b) =a”+ (D)a" o+ (5)a? 20> +--- 4 (7 )abP ! + .
Podle prikladu za vétou 6 pro libovolné k € {1,...,p—1} plati (Z) =0
(mod p), odkud plyne tvrzeni. O
Nésledujici tvrzeni je dalsi uzitecnou vlastnosti kongruenci:

LEMMA. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené cislo m a libovolnd
a,b € Z takovd, Ze a = b (mod m™), kde n € N, plati, Ze a™ = b"
(mod m™*1).

DUKAzZ. Plati
a” —b" = (a—0b)(a" Tt +a™ 4+ ab™ 2+ (12)

a protoze m | m", tak podle 12 (7) plati i a = b (mod m). Jsou tedy
vSechny s¢itance ve druhé zavorce v (12) kongruentni s ™! modulo
m, a tedy

a™ P adm b ab™ " P = mea™ =0 (mod m),
proto je a1 +a™ 2+ - +ab™ 2+ délitelné m. Za = b (mod m™)
plyne, Ze m" dé&li a — b, a tedy m"*! déli jejich soucin, coz vzhledem
k (12) vede k zavéru, Ze a™ = b™ (mod m™t1). O

3.2. Aritmetické funkce. Aritmetickou funkci zde rozumime funkci,
jejimz defini¢nim oborem je mnozina pfirozenych cisel.

DEFINICE. RozloZme pfirozené ¢islo n na prvocisla: n = p{* - - - pp*.
Hodnotu Mébiovy funkce p(n) definujeme rovnu 0, pokud pro nékteré
i plati a; > 1 a rovnu (—1)F v opaéném pifpadé. Déle definujeme
p(l) =1.

| PRIKLAD. () = () = 0,1(6) = p2:3) = (-1 (2) = u(3) =
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Dokazeme nyni nékolik dilezitych vlastnosti Mobiovy funkce, zejména
tzv. Mdbiovu inverzni formuli.

LEMMA. Pron € N\ {1} plati
> p(d) =
din

DUKAZ. ZapiSeme-li n ve tvaru n = pi* -+ - pe¥, pak vSechny délitele
d ¢isla n jsou tvaru d = pi*- pk , kde 0 < (; < «; pro vsechna
ie{l,...,k}. Proto

> u(d) = > p(pit - p) =

dln (B1,---,B86)E(NU{0})"
0<B; <oy

S Mobiovou funkei tizce souvisi pojem Dirichletuv soucin:

DEFINICE. Budte f, g aritmetické funkce. Jejich Dirichletiv soucin
je definovan predpisem

=Y f(d)-g(3)= > fld)-g
din dida=n

LEMMA. Dirichletuv soucin je asociationi.

DUKAZ.

(fog)om)(n)= > fld)- ~h(ds) = (f o (goh))(n)

dida2d3z=n

O

PRIKLAD. Definujme dvé pomocné funkce I a I pfedpisem I(1) =
1, I(n) = 0 pro vSechna n > 1, resp. I(n) = 1 pro vSechna n € N. Pak
pro kazdou aritmetickou funkci f plati:

fol=Tof=f

(Iof)(n)=(foI)(n)=>Y_f(d)
din
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Daéle plati [ oy = ,uo] = I, nebot

(Tom)(n) =Y I(d)u(%)=> I(%)ul

dln din
= Z p(d) =0 pro viechna n > 1
din

podle lemmatu za definici Mébiovy funkce (pron = 1 je tvrzeni ziejmé).

VETA 13. (Mdbiova inverzni formule) Necht je aritmetickd funkce
F definovand pomoct aritmetické funkce f predpisem F'(n) = de f(d).
Pak lze funkci f vyjddrit ve tvaru

=" u(z) - F(d).
din

DUKAZ. Vztah F(n) = de f(d) lze jinym zptsobem zapsat jako
F=fol.Proto Fou=(fol)ou=fo([lopu)=fol=f cozje
tvrzeni véty. 0

DEFINICE. Multiplikativni funkci pfirozenych ¢isel rozumime tako-
vou aritmetickou funkci, ktera splniuje, ze pro vSechny dvojice nesou-
délnych cisel a,b € N plati

fla-b) = f(a)- f(b).

PRIKLAD. Multiplikativnimi funkcemi jsou napf¥. funkce f(n) =
o(n), f(n) = 7(n), & f(n) = p(n) nebo, jak brzy dokizeme i tzv.
Eulerova funkce f(n) = ¢(n).

3.3. Eulerova funkce ¢.
DEFINICE. Necht n € N. Definujme Eulerovu funkei ¢ predpisem
pn)={aeN|0<a<n, (a,n) =1}
PRIKLAD. (1) = 1,¢(5) =4, ¢(6) = 2, je-li p prvocislo, je zfejmé
e(p)=p—1.
Nyni dokazeme nékolik dulezitych tvrzeni o funkci ¢:

LEMMA. Nechtn € N. Pak }_, ¢(d) = n.

DUKAZ. Uvazme n zlomkt
1 2 3 n—1n

)

g Ty Ty ey .
nnmn n n

Zkratime-li zlomky na zakladni tvar a seskupime podle jmenovateltl,
snadno dostaneme pravé uvedené tvrzeni. O

VETA 14. Necht n € N, jehoz rozklad je tvaru n = p* - - - pp*. Pak

e (-2 (-2)
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DUKAZ. S vyuzitim piedchoziho lemmatu a Mobiovy inverzni for-
mule dostavame

90(”):Zﬂ(d)g:”—pﬁl—"'—]%+~-+(—1)’“p1.7.pk=
" 1 1 (13)
()5
O

PozNAMKA. Piedchozi vysledek 1ze obdrzet i bez pouziti Mobiovy
inverzni formule pomoci principu inkluze a exkluze na zakladé zjisténi
pouctu ¢isel soudélnych s n.

DUSLEDEK. Necht a,b e N, (a,b) = 1. Pak
p(a-b) = p(a) - ©(b).
DUKAZ. Zfejmy. O

PozNAMKA. Rovnéz toto tvrzeni lze odvodit nezavisle na zakladé
poznatku (n,ab) =1 <= (n,a) = 1 A (n,b) = 1. Spolu se snadno
odvoditelnym vysledkem

Sp(pa) — pa _pa—l — (p - 1) . pa—l (14)
pak lze odvodit vztah (13) jiz tfetim zpusobem.
PRIKLAD. Vypoctéte ¢(72).

RESENT. 72 = 2832 — (72) = 72-(1 - 1) (1 = 1) = 24,
alternativné p(72) = ¢(8) - p(9) =4 -6 = 24. O

PRIKLAD. Dokazte, ze Vn € N: p(4n +2) = ¢(2n + 1).

RESENL. o(4n +2) = (2- (2n+1)) = ¢(2) - o(2n + 1) = p(2n +
1). O

3.4. Mala Fermatova véta, Eulerova véta. Tvrzeni v tomto

vvvvvv

VETA 15 (Fermatova, Mala Fermatova). Necht a € Z, p prvocislo,
p1a. Pak
a?'=1 (mod p). (15)

DUKAZ. Tvrzeni vyplyne jako snadny dusledek Eulerovy véty 16.
U

DUSLEDEK. Necht a € Z, p prvocislo. Pak
a’? =a (mod p).

DUKAzZ. Pokud p | a, pak jsou obé strany kongruentni s 0 mod p,
jinak tvrzeni snadno plyne vyndsobenim obou stran kongruence (15)
¢islem a. 0
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DEFINICE. Uplnd soustava zbytki modulo m je libovolna m-tice ¢i-
sel po dvou nekongruentnich modulo m (nejcastéji 0,1,...,m — 1).
Redukovand soustava zbytki modulo m je libovolna p(m)-tice ¢isel ne-
soudélnych s m a po dvou nekongruentnich modulo m.

PozNAMKA. Snadno lze vidét, ze jsou-li a,b € Z, a = b (mod m),
a (a,m) =1, paki (bym) = 1.

LEMMA. Necht x1,%a, ..., ZTpm) twori redukovanou soustavu zbytki
modulo m. Je-lia € Z, (a,m) =1 pak i ¢isla a-xq,...,a - Tymm) tvori
redukovanou soustavu zbytki modulo m.

DUkAz. Protoze (a,m) = 1 a (z;,m) = 1, plati (a - z;,m) = 1.
Kdyby pro né&jaka i,j platilo a - x; = a - x; (mod m), po vydéleni
obou stran kongruence ¢islem a nesoudélnym s m dostaneme z; = x;

(mod m). O
VETA 16 (Eulerova). Necht a € Z, m € N, (a,m) = 1. Pak
a?™ =1 (mod m). (16)

DUKAz. Budwy,xs,. .., Tym) libovolna redukovana soustava zbytki
modulo m. Podle pfedchoziho lemmatu je i a - zy,...,a - 2,4, redu-
kovana soustava zbytkt modulo m. Plati tedy, Ze pro kazdé ¢ existuje
J (oba indexy jsou z mnoziny {1,2,...,¢(m)}) tak, ze a - x; = x;
(mod m). Vynasobenim ¢isel obou redukovanych soustav zbytkid do-
stavame

(@ 1) (a-x2) - (a- Tpm)) = X1 Ta- - Ty (mod m).
Po tprave
afp(m) 3 IR I x(p(m) =T Ty xw(m) (mod m)

a protoze (Z1 - Zo---Tymm),m) = 1, mizeme obé strany kongruence
vydélit ¢islem @1 - @3+ - Ty a dostaneme a®™ =1 (mod m). O

PozNAMKA. Eulerova véta je rovnéz disledkem Lagrangeovy véty
uplatnénym na grupu (Z%,-).

PRIKLAD. Naleznéte vSechna prvodisla p, pro kterd 5 4+1 =0
(mod p?).

RESEN{. Snadno se piesvédéime, ze p = 5 tloze nevyhovuje. Pro
p # 5 plati (p,5) = 1, a tedy podle Fermatovy véty 5! = 1 (mod p).
Umocnénim na p + 1 dostaneme 5°~! = 1 (mod p), odkud 5*° = 5
(mod p). Z podminky 5”° +1 = 0 (mod p)? plyne 57 = —1 (mod p),
celkem tedy 5 = —1 (mod p), a proto p | 6. Je tedy bud p = 2, nebo
p=3Prop=2viak5*+1=1*+1=2% 0 (mod 4). Prop =3
dostavame 5% +1 = 55.53 +1 = 52+ 1 = 126 = 0 (mod 9), kde
jsme uzili diisledek Eulerovy véty 56 = 1 (mod 9). Jedinym prvocislem,
vyhovujicim tloze je tedy p = 3. U
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PRIKLAD. Pro liché ¢islo m > 1 naleznéte zbytek po déleni ¢isla
2¢(m)=1 &islem m.

RESEN{. Z Eulerovy véty plyne 2¢(™ =1 = 1+m = 2r (mod m)
kde r = 4™ je piirozené ¢slo, 0 < r < m. Podle 12 (3) plati 2°(™)~!
r (mod m), a tedy hledany zbytek po déleni je r = HT’"

~—

Y

|

TVRZENI 3.1. Je-li p prvocislo, p = 3 (mod 4), pak pro libovolnd
celd ¢isla a,b z kongruence a®> + b* = 0 (mod p) plyne a = b = 0
(mod p).

DUKkAz. Predpokladejme, ze pro a,b € Z plati a®*+b* = 0 (mod p).
Jestlize p | a, plati a = 0 (mod p), proto b* = 0 (mod p), tedy p | b,
odkud vzhledem k tomu, Ze p je prvocislo, dostavame p | b, a proto
a=b=0 (mod p), coz jsme chtéli dokazat.

Zbyva prosetiit pripad, kdy a neni délitelné prvocislem p. Odtud
dostavdme, Ze p neddli ani b (kdyby p | b, dostali bychom p | a?).

Vynésobime-li obé strany kongruence a* = —b* (mod p) ¢islem b3,
dostaneme podle Fermatovy véty
a®bP? = - = -1 (mod p).
Protoze p = 3 (mod 4), je p— 3 sudé ¢islo, a proto p—;g € Np. Oznacme
c=ab’T .
Pak c neni délitelné p a plati ¢ = a?*3 = —1 (mod p). Umocnime-li
posledni kongruenci na p—;l € N, dostaneme

= (—1)% (mod p).

Protoze p = 3 (mod 4), existuje celé ¢islo ¢ tak, ze p = 3+4t. Pak ovSem
1 = 14 2¢, coz je &islo liché a proto (—1)*~1/2 = —1. Podle Fer-
matovy véty naopak plati ¢! =1 (mod p), odkud 1 = —1 (mod p) a

p | 2, spor. O

S Eulerovou funkci a Eulerovou vétou tzce souvisi dilezity pojem
rad c¢isla modulo m - jde pritom pouze o jinak nazvany rad prvku
v grupé invertibilnich zbytkovych t¥id modulo m:

DEFINICE. Necht a € Z, m € N (a,m) = 1. Rddem ¢isla a modulo
m rozumime nejmensi prirozené ¢islo n splnujici

n:

a (mod m).

PRIKLAD. Pro libovolné m € N m4 ¢&slo 1 modulo m ad 1. Cislo
—1 ma rad
e 1 pro m =1 nebo m =2
e 2prom > 2

PRIiKLAD. Urdete fad &isla 2 modulo 7.
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RESEN{
2'=2#1 (mod?7)
22=4#1 (mod7)
2°=8=1 (mod?7)
Rad ¢isla 2 modulo 7 je tedy roven 3. O

Uvedme nyni nékolik zasadnich tvrzeni udavajicich mozné hodnoty
fadu ¢isla modulo m:

LEMMA. Necht m € N, a,b € Z, (a,m) = (b,m) = 1. Jestlizea = b
(mod m), pak obé ¢isla a,b maji stejny 7dd modulo m.

DUkKAz. Umocnénim kongruence a = b (mod m) na n-tou dosta-
neme a” = b" (mod m), tedy a" =1 (mod m) <= 0" =1 (mod m).
O

LEMMA. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li ad ¢isla a modulo
m roven - s, (kde r,s € N), pak vad ¢isla a” modulo m je roven s.

DUKAZ. Protoze zadné z ¢isel a,a?,a®, ..., a"*"! neni kongruentni
s 1 modulo m, neni ani zadné z ¢isel a”, a®",a%, ..., al*~V" kongruentni
s 1. Plati ale (a")* =1 (mod m), proto je fad a” modulo m roven s. [

PozNAMKA. Opak obecné neplati — z toho, ze Fad ¢isla a” modulo
m je roven s jesté neplyne, ze fad c¢isla a modulo m je r - s.
Pi:m =13
a=3,a>=9 (mod 13), ¢> =27 =1 (mod 13) = 3 m4 tad 3 mod 13.
b=—4,0>=16#1 (mod 13), b®> = —64 = 1 (mod 13) = —4 m4 Fad
3 modulo 13.
Pfitom (—4)? = 16 = 3 (mod 13) mé stejny iad 3 jako ¢islo 3, ale ¢islo
—4 nema 1ad 2 - 3.
Presny popis zavislosti fadu na exponentu davaji nasledujici 2 véty:

VETA 17. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznacme r 7dd cisla a

modulo m. Pak pro libovolnd t,s € NU{0} plati
a"=a® (modm) <= t=s (modr).

DUKAZ. Bez jmy na obecnosti lze piedpokladat, ze t > s. Vydélime-
li ¢islo t — s Cislem r se zbytkem, dostaneme t — s = ¢ -r + z, kde
q,2 €Ny, 0 < z<r.
,<=“ Protoze t = s (mod r), mdme z = 0, a tedy a'~
(a")? = 19 (mod m). Vynasobenim obou stran kongruence ¢islem a*
dostaneme tvrzeni.

S:aqT:

,=“ Z a' = a* (mod m) plyne a® - a?** = a* (mod m). Protoze je

a” =1 (mod m), je rovnéz a?** = a* (mod m). Celkem po vydéleni
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obou stran kongruence ¢islem a® (které je nesoudélné s modulem), do-
stavame a* = 1 (mod m). Protoze z < r, plyne z definice Fadu, Ze
z=0,atedy r|t—s. O

Ziejmym dtsledkem predchozi véty a Eulerovy véty je nasledujici
tvrzeni (jehoZ druhd ¢ast je preformulovanim Lagrangeovy véty z Al-
gebry pro nasi situaci):

DUSLEDEK. Necht m € N, a € Z, (a,m) = 1. Oznac¢me r 7dd cisla
a modulo m.

(1) Pro libovolné n € NU {0} plati

a"=1 (modm) <= r|n.
(2) [ ¢(m)
DUKAZ.

(1) staci v pfedchozi vété volit t =n, s = r.
(2) ziejmé z (1) diky Eulerové vété volbou n = p(m).

Nésledujici véta je zobecnénim ptfedchoziho Lemmatu.

VETA 18. Necht m,n € N, a € Z, (a,m) = 1. Je-li 7ad ¢isla a

modulo m roven r € N, je rad c¢isla a™ modulo m roven —(nrr).

DUKAZ. Protoze ﬁ = [r,n], coZ je zfejmé nasobek r, mame
(@) =a" =1 (mod m)
(plyne z predchoziho Disledku nebot 7 | [r, n]). Na druhou stranu, je-li
k € N libovolné takové, ze (a™)* = a™* = 1 (mod m), dostdvame (r
je tad a), ze r | n - k a dale z Véty 5 plyne, Ze ) | oy -k a diky

nesoudélnosti cisel ﬁ a (n"—r) dostavame (n’"r) | k. Proto je (n’”r) radem

¢isla a™ modulo m.



