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2. Prvodisla

vvvvvv

Jeho dilezitost je dana predevsim vétou o jednoznac¢ném rozkladu libo-
volného prirozeného ¢isla na soucin prvocisel, ktera je silnym a t¢innym
nastrojem pii feseni celé fady tloh z teorie Cisel.

DEFINICE. Kazdé pfirozené ¢islo n > 2 mé aspon dva kladné déli-
tele: 1 a n. Pokud kromé téchto dvou jiné kladné délitele nema, nazyva
se prvocislo. V opa¢ném pripadé hovorime o sloZeném cisle.

V dalsim textu budeme zpravidla prvocislo znacit pismenem p.
Nejmensi prvocisla jsou 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ....
Prvodisel je, jak brzy dokdzeme, nekoneéné mnoho, mame ovSem po-
mérné limitované vypocetni prostfedky na zjisténi, zda je dané ¢islo
prvocislem (nejvétsi znamé prvocislo 230402457 — 1 ma pouze 9152052
cifer).

VETA 6. Prirozen€ ¢islo p > 2 je prvocislo, pravé kdyz plati: pro
kazda celd c¢isla a,b z p | ab plyne p | a nebo p | b.

DUkAz. ,=“ Predpokladejme, Ze p je prvocislo a p | ab, kde a,b €
Z. Protoze (p,a) je kladny délitel p, plati (p,a) = p nebo (p,a) = 1.
V prvnim ptipadé p | a, ve druhém p | b podle véty 5.

,<=" Jestlize p neni prvocislo, musi existovat jeho kladny délitel
riizny od 1 a p. Oznacime jej a; pak ovsem b = 2 € N a plati p = ab,
odkud 1 < a < p, 1 < b < p. Nasli jsme tedy celd ¢isla a,b tak, ze p | ab
a pritom p nedéli ani a, ani b. U

PRIKLAD. Naleznéte vSechna ¢isla k € Ny, pro kterd je mezi deseti
po sobé jdoucimi ¢isly £+ 1,k + 2, ...,k + 10 nejvice prvocisel.

RESEN{. Pro k = 1 je mezi nasimi &sly pét prvocisel: 2, 3, 5, 7,
11. Pro k = 0 a k = 2 pouze ¢tyii prvocdisla. Jestlize £ > 3, neni mezi
zkoumanymi ¢isly ¢islo 3. Mezi deseti po sobé jdoucimi celymi ¢isly pét
sudych a pét lichych cisel, mezi kterymi je zase aspon jedno délitelné

tfemi. Nasli jsme tedy mezi ¢isly £+ 1, £+ 2, ..., £+ 10 aspon Sest
slozenych, jsou tedy mezi nimi nejvyse ¢tyfi prvocisla. Zadani proto
vyhovuje jediné ¢islo k£ = 1. 0

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo n existuje n po
sobé jdoucich pfirozenych ¢isel, z nichz zadné neni prvocislo.

RESENI. Zkoumejme &isla (n+ 1) +2,(n+ 1) +3,...,(n+ 1) +
(n 4+ 1). Mezi témito n po sobé jdoucimi ¢isly neni zddné prvocislo,
protoze pro libovolné k € {2,3,...,n+ 1} plati k | (n + 1)!, a tedy
k| (n+ 1)+ k, a proto (n + 1)! + k nemtze byt prvocislo. O

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prvodislo p a libovolné k € N,
k < p, je kombina¢ni ¢islo (Z) délitelné p.
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RESENI. Podle definice kombina¢niho ¢isla

pN\__p  _ppp—1)---- P—k+1)

k El(p — k)! 1-2----. k ’
a tedy k! | p-a, kde jsme oznacilia = (p—1)----- (p—k+1). Protoze
k < p, neni zaddné z cisel 1, 2, ..., k délitelné prvocislem p, a tedy podle

véty 6 neni ani k! délitelné prvocislem p, odkud (k!, p) = 1. Podle véty
5 plati k! | a, a tedy b = 7 je celé ¢islo. Protoze (Z) = B = pb, je cislo
(i) délitelné cislem p. O

VETA 7. Libovolné prirozené cislo n > 2 je mozné vyjadrit jako
soucin prvocisel, pricemz je toto vyjadreni jedine, nebereme-li v vvahu
potadi ¢initeli. (Je-li n prvocislo, pak jde o ,soucin® jednoho prvo-
¢isla.)

PozNAMKA. Délitelnost je mozné obdobnym zptisobem jako v 1.1
definovat v libovolném oboru integrity (zkuste si rozmyslet, pro¢ se
omezujeme na obory integrity). V nékterych oborech integrity pfitom
zadné prvky s vlastnosti prvocisla (fikdme jim ireducibilni) neexistuji
(napt. Q), v jinych sice ireducibilni prvky existuji, ale zase tam neplati
véta o jednoznacném rozkladu (napt. v Z(y/—5) méame nasledujici roz-
klady: 6 = 2-3 = (1++/=5) - (1 —y/—5); zkuste si rozmyslet, Ze vSichni
uvedeni ¢initelé jsou skutecnd v Z(y/—5) ireducibilni).

DUKAZ. Nejprve dokdzeme indukei, Ze kazdé n > 2 je mozné vyja-
drit jako soucin prvocisel.

Je-li n = 2, je n soucin jediného prvocisla 2.

Predpokladejme nyni, ze n > 2 a ze jsme jiz dokazali, Ze libovolné n’,
2 < n’ < n, je mozné rozlozit na soucin prvocisel. JestliZe n je prvocislo,
je soucinem jediného prvocisla. Jestlize n prvocislo neni, pak existuje
jeho délitel d, 1 < d < n. Oznacime-li ¢ = %, plati také 1 < ¢ < n.
Z indukéniho predpokladu plyne, Ze ¢ i d je mozné vyjadrit jako soucin
prvocisel, a proto je takto mozné vyjadfit i jejich soucin ¢ - d = n.

Nyni dokézeme jednoznacnost. Pfedpokladejme, Ze plati rovnost
souCinl py *pa -+ Pm = Q1 q2 - - Gs, kde pr, .o Dy Q1,4 Gs
jsou prvocisla a navic plati py < ps < -+ < pp, @1 < g2 < -+ < g
al < m < s. Indukci vzhledem k m dokadzeme, ze m = s, p; =
di,---sPm = Gm-

Je-lim=1,jepr=q -+ qs prvocislo. Kdyby s > 1, mélo by ¢islo
p1 délitele ¢; takového, Zze 1 < ¢; < p1 (nebot ¢aqs3...qs > 1), coZ neni
mozné. Je tedy s = 1 a plati p; = q;.

Predpokladejme, ze m > 2 a ze tvrzeni plati pro m — 1. Protoze
P1P2Pm = q1-q2° - qs, déli py, soucin gy -+ - -+ g5, coz je podle véty 6
mozné jen tehdy, jestlize p,, déli néjaké ¢; pro vhodné i € {1,2,...,s}.
Protoze g; je prvoéislo, plyne odtud p,, = ¢; (nebot p,, > 1). Zcela
analogicky se dokaze, Ze ¢ = p; pro vhodné j € {1,2,...,m}. Odtud
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plyne

ds = DPj < Pm = i < Gs,
takze p,, = ¢s. Vydélenim dostaneme p;-po--- - Pm_1 =q1-G2"**qs_1,
a tedy z induk¢éniho pfedpokladu m —1=s—1,p1 = q1,...,Pm_1 =
Gm-1- Celkem tedy m = s apr = ¢1,---sPm-1 = Gm-1, Pm = Gm.
Jednoznacnost, a proto i cela véta 7 je dokazana. O

PoOzNAMKA. Jiz jsme se zminili, Ze je slozité o velkych ¢islech
s jistotou rozhodnout, jde-li o prvocislo (na druhou stranu je o na-
prosté vétsiné slozenych cisel snadné prokazat, ze jsou skutecné slo-
zend). Presto se v roce 2002 podafilo indickym matematikim (Agra-
wal, Saxena, Kayal: http://www.cse.iitk.ac.in/users/manindra/
primality_v6.pdf) dokazat, Ze problém prvociselnosti je mozné roz-
hodnout algoritmem s ¢asovou slozitosti polynomiéalné zavislou na po-
¢tu cifer vstupniho ¢isla. Nic podobného se zatim nepodarilo v otazce
rozkladu ¢isla na prvodisla (tfebaZze se obecné nevéti, Ze je to mozné,
exaktni dikaz zatim nebyl podan).

Ze je problém rozkladu piirozeného é&sla na prvoéisla vypocetnd
slozity, o tom svédéi i vyzva uéinénd firmou RSA Security (viz http://
wWW.rsasecurity.com/rsalabs/node.asp?id=2093). Pokud se vam
podafi rozlozit ¢isla oznacena podle poctu cifer jako RSA-704, RSA-
768, ..., RSA-2048, obdrzite 30000, 50 000, ..., resp. 200000 dolart
(¢isla RSA-576 a RSA-640 jiz byla rozlozena v roce 2003, resp. 2005;

byla-li vyplacena sliben&d odmeéna, mi neni znamo).

DUSLEDEK. (1) Jsou-li p1,...,pr navzdjem riznd prvocisla a
ni,...,n, € No, je kazdy kladny délitel ¢isla a = pi* - ---- PRt
tvaru py™ - - - pik, kdemy,...,my € Ng amy < ny, myg < ny,
cee, Mg S ng.

Cislo a md tedy prdvé
7(a)=(ny+1)(ng+1)----- (ng +1)
kladnych délitelu, jejichZ soucet je
ni+1 o 1 ne+1 - 1
o(a) =2 B
p—1 pr—1
(2) Jsou-li py, ..., px navzdjem riznd prvocisla a ny, ..., ng, My,

..., my € Ny a oznacime-lir; = min{n;, m;}, t; = max{n;, m;}
pro kazdé i =1,2,...,k, plati

(p?l ..... pzk , pgnl ..... pZLk) — p?[l ..... p;;k 5
t
[p?l ..... pzk , pgnl ..... pzlk] — pil ..... pkk .

POzZNAMKA. S pojmem soucet viech kladnich déliteli ¢isla a sou-
visi pojem tzv. dokonalého cisla a, které splituje podminku o(a) = 2a,
resp. slovné: soucet vSech kladnych délitelt ¢isla a mensich nez a sa-
motné je roven ¢islu a“.
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Takovymi Cisly jsou napt. 6 =1+2+3,28 =1+2+4+ 7+ 14,
496 =1+2+4+8+ 16 + 31 + 62 + 124 + 248 a 8128 (jde o vSechna
dokonald ¢isla mensi nez 10 000).

Lze ukazat, ze suda dokonala ¢isla jsou v tzkém vztahu s tzv. Mer-
senneho prvocisly. Plati totiz: a je sudé dokonalé cislo, prdvée kdyz je
tvaru a = 2771 (279 — 1), kde 27 — 1 je prvoéislo. Mersenneho prvo-
¢isla jsou pravé prvodisla tvaru 2¥ — 1. Bez zajimavosti neni ani to,
ze pravé Mersenneho prvocisla jsou mezi vSemi prvocisly nejlépe ,vi-
dét* — obecné je pro velka cisla, u kterych se nedafi nalézt netrivi-
alniho délitele, obtizné prokazat, Ze jsou prvocisla. Pro Mersenneho
prvocisla existuje pomérné jednoduchy a rychly postup. Proto neni na-
hodou, e nejvétsi zndmé prvocisla jsou obvykle tvaru 2% — 1 (viz napt.
http://www.utm.edu/research/primes/largest.html).

Na druhou stranu popsat licha dokonala ¢isla se dodnes nepodatrilo,
resp. dodnes se nevi, jestli viibec néjaké liché dokonalé cislo
existuje

PRIKLAD. Dokazte, ze pro kazdé celé n > 2 existuje mezi ¢isly n a
n! alespon jedno prvocislo.

RESEN{. Oznaéme p libovolné prvocislo délici &islo n! — 1 (takové
existuje podle véty 7, protoze n! — 1 > 1). Kdyby p < n, muselo by p
délit ¢islo n! a nedélilo by n! — 1. Je tedy n < p. Protoze p | (n! — 1),
plati p < n! — 1, tedy p < n!. Prvocislo p spliiuje podminky tlohy. [

Nyni uvedeme nékolik diikazi toho, Ze existuje nekoneéné mnoho
prvocisel (i kdyZ tvrzeni v podstaté vyplyva uz z predchoziho piikladu).

VETA 8. Mezi prirozenymi cisly existuje nekonecné mnoho prvoci-
sel.

DUkAz. (Eukleides) Pfedpokladejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho
a oznacme je py, Pa, ..., Pp. Polozme N = py -py...p, + 1. Toto ¢islo je
bud samo prvod¢islem nebo je délitelné néjakym prvocislem riznym od
Py, P (Cisla py, ... p, totiz déli ¢éislo N — 1), coz je spor.

(Kummer, 1878): Pfedpokladejme, Ze prvocisel je koneéné mnoho
a oznacme je p; < py < --- < p,. Polozme N = p; - py---p, > 2.
Cislo N —1 je podle véty 7 délitelné nékterym prvoéislem p;, které déli
zéroven ¢islo N a tedy i N — (N — 1) = 1. Spor.

(Fiirstenberg, 1955):

V této poznamce wvedeme elementarni ,topologicky“ du-
kaz existence nekonecné mnoha prvocisel. Zavedeme to-
pologit prostoru celych cisel pomoci baze tvorené arit-
metickymi posloupnostmi (od —oo do +00). Lze snadno
overit, Ze jde skutecné o topologicky prostor, navic lze
ukdzat, Ze je normdlni a tedy metrizovatelny. Kazdd arit-
metickd posloupnost je uzaviend i oteviend mnozina (jeji
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komplement je sjednocent ostatnich aritmetickych posloup-
nosti se stejnou diferenci). Dostavame, Ze sjednocent ko-
necnéeho poctu aritmetickych posloupnosti je uzavrend mno-
Zina. UvaZme mnoZinu A = UA,, kde A, je tvorena vsems
ndsobky p a p probihd vsechna prvocisla. Jedind celd cisla
nepatrici do A jsou —1 a 1 a protoZe mnoZina {—1,1}
2rejmé neni oteviend, mnozZina A nemiZe byt uzaviend.
A tedy ment konecnym sjednocenim uzavienych mmnoZzin,
coZ znamend, Ze musi existovat nekonecné mnoho prvo-
cisel.

O

PRIKLAD. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho prvodcisel tvaru
3k + 2, kde k € Nj.

RESEN{. Pfedpokladejme naopak, 7e existuje pouze kone¢né mnoho
prvocisel tohoto tvaru a oznacme je p; = 2, po = 5, p3 = 11, ..., pp.
Polozme N = 3py -p3----- Pn + 2. Rozlozime-li N na soucin prvocisel
podle véty 7, musi v tomto rozkladu vystupovat aspon jedno prvocislo
p tvaru 3k + 2, nebof v opacném piipadé by bylo N soucinem prvocisel
tvaru 3k + 1 (uvazte, ze N neni délitelné tfemi), a tedy podle pfikladu
na str. 7 by byloi N tvaru 3k+1, coz neplati. Prvocislo p ovSem nemtize
byt zadné z prvocisel p1,ps, ..., pn, jak plyne z tvaru cisla N, a to je
spor. O

Predchozi priklady je mozné znacné zobecnit. Plati totiz tvrzeni,
které bva nazjvano Bertrandov§m postuldtem nebo Cebysevovou vé-
tou:

VETA 9. (Cebysevova)
(1) libovolné prirozené cislo n > 5 existuji mezi ¢isly n a 2n ale-
spon dvé prvocisla.
(2) Pro kazdé cislo n > 3 existuje mezi ¢isly n a 2n — 2 alespon
jedno prvocislo.

DUKAZ. Dtkaz lze provést elementarnimi prostiedky, je vsak po-
meérné dlouhy, proto zde neni uveden. Viz napf. http://matholymp.
com/TUTORIALS/Bertrand.pdf U

7 tvrzeni uvedenych v této kapitole je mozné si udélat hrubou pred-
stavu o tom, jak ,husté“ se mezi prirozenymi ¢isla prvocisla vyskytuji.
Ptesnéji (i kdyZ ,,pouze® asymptoticky) to popisuje tzv. ,prime number
theorem*®:

VETA 10. (o hustoté prvocisel) Necht w(x) uddvd pocet prvocisel
mensich nebo rovnych cislu x € R. Pak
x

71'(55) ~ m,
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tj. podil funkci m(x) a x/Inx se pro x — oo limitné blizi k nule.

PozNAMKA. To, jak jsou prvocisla husté rozmisténa v mnoziné pii-
rozenych c¢isel, rovnéz udava Eulertiv vysledek

v o

p prvocislo
Pritom napft.
SH=t
nz2 6’
neN

coz znamend, ze prvocisla jsou v N rozmisténa ,hustéji“ nez druhé
mozniny.

Pouziti v PARI-GP. O tom, jak odpovida asymptoticky odhad
m(x) ~ x/In(x), v nékterych konkrétnich piikladech vypovida nésle-
dujici tabulka (ziskdna s vyuzitim funkce primepi(x) v Pari-GP.

? v=[100,1000,10000,100000,500000] ;

? for(k=1,5,print(v[k], &",primepi(v([k]), &",\
v[k]/log(v[k]), &",\
(primepi (v[k])-v[k]/log(v[k]))/primepi(v[k])))

x m(x) | z/In(z) | relativni chyba
100 25 21.71 0.13
1000 168 144.76 0.13
10000 | 1229 | 1085.73 0.11
100000 | 9592 | 8685.88 0.09
500000 | 41538 | 38102.89 0.08

Posledni priklad (o nekone¢nosti poctu prvocisel tvaru 3k + 2) zo-
becniuje Dirichletova véta o aritmetické posloupnosti:

VETA 11. (Dirichletova) Jsou-li a,m nesoudélnd prirozend cisla,
existuje nekonecneé mnoho prirozenych cisel k tak, Ze mk + a je prvo-
cislo. Jinyma slovy, mezi ¢isly 1 -m+a,2-m+a,3-m-+a,... existuje
nekonecné mnoho prvocisel.

DUKAz. Jde o hlubokou vétu teorie ¢isel, k jejimuz ditkazu je za-
potiebi aparat zna¢né presahujici jeji elementérni ¢ast. Viz napf. [2,
kap. 777] O

O2zNACENI. Pro libovolné prvodislo p a libovolné pfirozené ¢islo n
je podle véty 7 jednoznac¢né urcen exponent, se kterym vystupuje p
v rozkladu ¢isla n na prvocinitele (pokud p nedéli ¢islo n, povazujeme
tento exponent za nulovy). Budeme jej oznacovat symbolem v,(n). Pro
zaporné celé ¢islo n klademe v,(n) = v,(—n).
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Podle disledku 2 mizeme pravé zavedené oznaceni v,(n) charakte-
rizovat tim, Ze p*»(™ je nejvyssi mocninou prvoéisla p, ktera déli &slo
n, nebo tim, ze n = p»™ . m, kde m je celé &slo, které neni délitelné
¢islem p. Odtud snadno plyne, Zze pro libovolna nenulova cela ¢isla a, b
plati

vp(ab) = vp(a) + vp(b) (8)
vp(a) <wvp(b) A a+b#0 = vy(a+b) > v,(a) (9)
0(@) < 5p(0) = vyla+b) = ,(a) (10)

vp(a) <wvp(b) = wvyp((a,b)) =vp(a) A vy([a,b]) = v,(D) (11)

Na nasledujicim prikladu demonstrujme uzite¢nost zavedeného ozna-
¢eni.

PRIKLAD. Dokazte, Ze pro libovolné prirozené ¢isla a, b, ¢ plati

(la, bl [a, c], [b, ]) = [(a,]), (a, ¢), (b, ¢)]

RESEN{. Podle véty 7 budeme hotovi, ukazeme-li, ze v,(L) = v,(P)
pro libovolné prvocislo p, kde L, resp. P znac¢i vyraz na levé, resp.
pravé strané. Necht je tedy p libovolné prvoéislo. Vzhledem k symetrii
obou vyrazii mizeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, ze v,(a) <
0,(8) < vy(c). Podle (11) plati vy([a. b)) = 0,(b), vy([a. ) = v,([b,c]) =
0,(0); vp((a, ) = vy((a.€)) = v,(a), vy((5,)) = vy(b), odkud v,(L) =
v,(b) = v,(P), coz jsme méli dokazat. O



