10. Porovnani empirického a teoretického rozlozeni

10.1. Motivace

Moznost pouziti statistickych testd je podminéna né€jakymi predpoklady o datech.
Velmi Casto je to pfedpoklad o typu rozlozeni, z néhoz ziskana data pochazeji. Mnoho testi je
zalozeno na pfedpokladu normality.

Opomijeni predpokladii o typu rozlozeni mize v praxi vést i ke zcela zavadéjicim
vysledktim, proto je nutné vénovat tomuto problému patficnou pozornost.

10.2. Kolmogoroviv — Smirnovuyv test

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodny vybér X, ..., X, pochazi z rozlozeni
s distribu¢ni funkci @(x). Necht Fy(x) je vybérova distribucni funkce. Testovou statistikou je
statisttka D, = sup |Fn (x)- CD(X)| . Nulovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a,

—o0<X <0

kdyz D, > Dy(ar), kde Dy(a) je tabelovana kritickd hodnota. Pro n > 30 lze Dy(a) aproximovat
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Upozornéni: Nulova hypotéza musi specifikovat distribucni funkci zcela presné,
véetné vSech jejich pripadnych parametrii. Napt. K-S test 1ze pouzit pro testovani hypotézy,
ze nahodny vybér Xj, ..., X, pochézi z rozlozeni Rs(0,1), coz se vyuziva pfi testovani
generatort nahodnych Cisel. Pokud vSak parametry distribu¢ni funkce odhadujeme z vybéru,
zmeéni se rozlozeni testové statistiky D,,. Pfislu§né modifikované kvantily byly uréeny pomoci
simulacnich studii.

Poznamka ke K-S testu ve STATISTICE: Test normality poskytuje hodnotu testové
statistiky (ozn. d) a dvé p-hodnoty. Prvni se vztahuje k piipadu, kdy p a 6> zname piedem,
druha (ozn. Liliefors p) se vztahuje k piipadu, kdy p a 6* nezname. Objevi-li se ve vystupu
p = n.s. (. non significant), pak hypotézu o normalité¢ nezamitame na hladin€ vyznamnosti
0,05.

Priklad: Jsou dany hodnoty 10, 12, 8, 9, 16. Pomoci K- S testu zjistéte na hladiné
vyznamnosti 0,05, zda tato data pochéazeji z normalniho rozlozeni.

ReSeni: Odhadem stiedni hodnoty je vybérovy pramér m = 11, odhadem rozptylu je vyb&rovy
rozptyl s*> = 10. Uspofadany nahodny vybér je (8, 9, 10, 12, 16). Vypod&teme hodnoty
vybérové distribucni funkce:

x <8:F(x)=0
1
8SX<9IF5(X):g:O,2
2
9SX<101F5(X):g:O,4
3
10SX<121F5(X):§:O,6
4
12SX<16IF5(X):§:O,8

x 216:F(x) =1



Hodnoty teoretické distribu¢ni funkce @r(x) v bodech 8, 9, 10, 12, 16:
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®..(9) = @(EJ = ®(-0,63)=1-®(0,63)=1-0,73565 = 0,26435
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@..(8)= CD(H] = ®(-0,95)=1-®(0,95)=1-0,82894 = 0,17106

®.(10)=®

= ®(-0,32)=1-®(0,32) =1-0,62552 = 0,37448
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®..(12) = ®(0,32) = 0,62552
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(D je distribucni funkce rozlozeni N(0,1).)

@, (16)=® = @(1,58) = 0,94295

Rozdily mezi vybérovou distribucni funkci Fs(x) a teoretickou distribu¢ni funkci ®@1(x):
d;=0,2-0,17106 = 0,02894; d, = 0,4 — 0,26435 =0,13565; d3 =0,6 — 0,37448 = 0,22552;
ds=0,8-0,62552=10,17448; ds = 1 — 0,94295 = 0,05705.

Testova statistika: Ds = 0,22552, modifikovana kriticka hodnota pron= 15, a = 0,05 je 0,343.
Protoze 0,22552 < 0,343, hypotézu o normalité nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

10.3. Shapiriav — Wilkuv test normality

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodny vybér X, ..., X, pochazi z rozlozeni
N(u, 6%). Test je zalozen na zji§téni, zda body v Q-Q grafu jsou vyznamné odligné od regresni
primky prolozené témito body. S-W test se pouziva predevsim pro vybéry mensich rozsaht,
n <50.

10.4. Testy dobré shody

Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, ze nahodny vybér X, ..., X, pochazi z rozlozeni
s distribu¢ni funkci @ (x).

a) Je-li distribucni funkce spojita, pak data rozdélime do r tfidicich intervala (u »u j+1>,

j =1, .., r. Zjistime absolutni Cetnost n; j-tého tfidiciho intervalu a vypocteme
pravdépodobnost pj, ze nahodna veli¢ina X s distribuéni funkci ®(x) se bude
realizovat v j-tém tfidicim intervalu. Plati-li nulova hypotéza, pak p; = ®(uj:1) - P(v;).
b) Ma-li distribucni funkce nejvyse spocetné mnoho boda nespojitosti, pak misto
tfidicich interval pouzijeme varianty xj, j = 1, ..., r. Pro variantu xjj zjistime
absolutni ¢etnost n; a vypocteme pravdépodobnost p;, ze nahodna veliina X
s distribu¢ni funkci ®(x) se bude realizovat variantou xp;. Plati-li nulova hypotéza, pak
p; = d)(x[j])— lim d)(x) = P(X = X[j]).
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Testova statistika: K = ZM
=1 np;
pocet odhadovanych parametri daného rozlozeni. (Napf. pro normalni rozlozeni p = 2,
protoze z dat odhadujeme stfedni hodnotu a rozptyl.) Nulovou hypotézu zamitame na

. Plati-li nulova hypotéza, pak K = y*(r-1-p), kde p je



asymptotické hlading vyznamnosti a, kdyz K > *1.(r-1-p). Aproximace se povazuje za
vyhovujici, kdyznp; > 5,j=1, ., 1.

Upozornéni: Hodnota testové statistiky K je silné zavisla na volbé tiidicich intervalt. Navic
pfi nesplnéni podminky np; > 5, j =1, ..., r je tfeba n€které intervaly resp. varianty slucovat,
coz vede ke ztraté informace.

Priklad: Byl zji§tovan pocet poruch urcitého zafizeni za 100 hodin provozu ve 150
disjunktnich 100 h intervalech. Vysledky méfenti:

Pocet poruch za 100 hodin provozu 0 1 2 3 4avic

Absolutni ¢etnost 52 48 36 10 4

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, zZe nahodny vybér Xy, ..., Xiso
pochazi z rozlozeni Po(1,2).

ReSeni:
Pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina s rozlozenim Po(A), kde A = 1,2 bude nabyvat hodnot
. N 128, .
po, ..., p4a VviC j€ pj:Fe k: J' S 1’27.12071727371:)4:l_(p0+pl+p2+p3)'
Vypocty potfebné pro stanoveni testové statistiky K usporadame do tabulky.
inp | by}
J J J np]

0 |52 0,301 [150.0,301=45,15 1,039

1 (48 0,361 |[150.0,361=54,15 |0,698

2 (36 0217 [150.0,217=32,55 0,366

3 (10 0,087 |[150.0,087=13,05 |0,713

4 |4 0,034 [150.0,034=5,1 0,237

K =1,039 + 0,698 + 0,713 + 0,237 = 3,053, r = 5, %20.05(4) = 9,488. Protoze 3,053 < 9,488,
nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Poznamka k testu dobré shody: Tento test mize byt pouzit i v téch pripadech, kdy
rozlozeni, z néhoz dany nadhodny vybér pochazi, neodpovida néjakému znamému rozlozeni
(napf. exponencialnimu, normalnimu, Poissonovu, ...), ale je ur€eno intuitivné nebo na
zaklad€ zkusSenosti.

Priklad: Ve svych pokusech pozoroval J.G. Mendel 10 rostlin hrachu a na kazdé z nich pocet
zlutych a zelenych semen. Vysledky pokusu:

¢.rostliny 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

poCet zlutych |25 |32 |14 |70 |24 |20 |32 |44 |50 |44
pocet zelenych |11 |7 5 27 |13 |6 13 |9 14 |18

celkem 36 |39 |19 |97 |37 |26 |45 |53 |64 |62




Z genetickych modelt vyplyva, Ze pravdépodobnost vyskytu zlutého semene by méla byt 0,75
a zeleného 0,25. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vysledky
Mendelovych pokust se shoduji s modelem.

ReSeni:
Vypocty potfebné pro stanoveni testové statistiky K usporadame do tabulky.
2
: (nj — P )
I Pi np; -
np;

1 |25 0,75 36.0,75=27 0,148148

2 (32 0,75 [39.0,75=29,25 0,258547

10|44 0,75 |62.0,75=46,5 0,134409

K =0,148148 + 0,258547 + ... +0,134409 = 1,797495, r = 10, y%.05(9) = 16,9.
Protoze 1,797495 < 16,9, nulovou hypotézu nezamitame na asymptotické hladiné
vyznamnosti 0,05.



Priklady k 10. kapitole

Priklad 1: Pti 60 hodech kostkou jsme dosahli téchto vysledki: 9 x jednicka, 11 x dvojka,
10 x trojka, 13 x Ctytka, 11 x pétka a 6 x Sestka. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05
testujte hypotézu, ze kostka je homogenni.

ReSeni: n = 60

] n | p; npi | (nj-npp® | (n - np)”/ np;
1 9 1/6 10 1 1/10

2 11 | 1/6 10 1 1/10

3 10 | 1/6 10 0 0

4 13 | 1/6 10 9 9/10

5 11 | 1/6 10 1 1/10

6 6 1/6 10 16 16/10

K=28,1r=6,p=0,x%9s(5) = 11,07. Protoze K < 11,07, Hy nezamitame na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05.

b) Test dobré shody pro Poissonovo rozlozeni

Priklad 2: Ze zaznamu autosalonu byl ve 100 nahodné€ vybranych dnech zjistén pocet
prodanych aut.

Pocet prodanychautzaden 0 1 2 3 4 5Savic

Pocet dnt 943 29 11 5 3

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze pocet prodanych aut za den
se fidi Poissonovym rozlozenim.

Reseni: Parametr A Poissonova rozlozeni nezname, odhadneme ho pomoci vybérového
prumeéru.

m:lzn.x . :L(o-9+1-43+2-29+3-11+4-5+5-3):1,7:X.Pravdépodobnost, e
n'l ] [J] 0
p

10
nahodna veli¢ina X ~ Po(1,7) bude nabyvat hodnot p;, j = 0,1,2,3,4,5 a vic, je
L7 5 .
p; = i e7,j=0,1,2,3,4,p5 = 1—(p0 TPy TPz +Ps Jrp4)
] n | pi np; (n - npp)° | (n; - npy)*/ np;
0 9 [0,1827 | 1827 |85,9329 |4,7035
1 43 10,3106 | 31,06 |142,5636 | 4,5899
2 29 (0,264 |264 676 0,2561
3 11 [0,1496 | 1496 | 15,6816 | 1,0482
4 0,0636 | 6,36 | 1,8496 0,2908
5 3 [0,0296 | 2,96 |0,0016 0,0005

K =10,8891, r=6, p =1, y’0.95(4) = 9,488. Protoze K > 9,488, Hy zamitame na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05.



Priklad 3: Pti parlamentnich volbach ziskaly 4 nejsilnéj$i strany 30%, 20%, 15% a 10%
hlast, zbytek hlasti byl rozdélen mezi ostatni strany. Pti volbach do obecniho zastupitelstva
v jedné obci ziskaly zminéné strany (ve stejném potradi) 1400, 900, 900 a 600 hlasti z 5000
odevzdanych hlast. Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, zZe

rozlozeni hlasa pfi parlamentnich a mistnich volbach (v uvedené obci) je stejné.

ReSeni: n =60

] n; pi np; (n; - np))’ (n; - np))°/ np;
1 1400 0,3 5000.0,3=1500 10000 6,67

2 900 0,2 5000.0,2=1000 10000 10

3 900 0,15 5000.0,15=750 22500 30

4 600 0,1 5000.0,1=500 10000 20

5 1200 0,25 5000.0,25=1250 2500 2

K=68,67,r=>5,p=0, x095(4) = 9,488.
hladin€ vyznamnosti 0,05.

Protoze K > 9,488, Hy zamitame na asymptotické




Prace se systémem STATISTICA

Téma: Porovnani empirického a teoretického rozlozeni

Priklad 1.: Testovani normality pomoci K-S testu a S-W testu

V sedmi nadhodné vybranych prodejnach byly zjistény nasledujici ceny urcitého druhu zbozi
(v K¢): 35, 29, 30, 33, 45, 33, 36. Rozhodnéte pomoci K-S testu a S-W testu na hladiné
vyznamnosti 0,05, zda lze tyto ceny povazovat za realizace ndhodného vybéru z normalniho
rozlozeni.

Navod: Vytvoite datovy soubor o 1 proménné (nazvéte ji X) a 7 ptipadech. Do proménné X
ulozte zjisténé ceny. Statistics — Basic Statistics / Tables — Descriptive statistics — OK —
Variables X, OK — Normality — zaskrtnéte Kolmogorov — Smirnov & Liliefors test for
normality a Shaphiro - Wilk's W test — Frequency tables. Ve vystupu se objevi tabulka, v niz
je uvedena hodnota testové statistiky pro K-S test (d = 0,24029) a S-W test (W = 0,86866) a
odpovidajici p-hodnoty. U K-S testu uvazujte Liliefors p, které je pocitano na zakladé
parametri odhadnutych z dat. V nasem ptipadé p > 0,2 a pro S-W test p = 0,18068, tedy ani
jeden z testll nezamita na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o normalité. Vypocet je vhodné
doplnit N-P plotem nebo Q-Q plotem.

Priklad 2.: Testovani shody empirického a teoretického rozlozeni pomoci Distribution
Fitting
Byl zjis§tovan pocet poruch urcitého zatfizeni za 100 hodin provozu ve 150 disjunktnich 100
hodinovych intervalech. Vysledky pozorovani:
Pocet poruch za 100 hodin provozu: 0 1 2 3 4avic

Absolutni ¢etnosti: 52 48 36 10 4
Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze uvedeny nahodny vybér pochazi
z rozlozeni Po(A), kde A = 1,2.
Navod: Vytvoite datovy soubor o dvou proménnych (POCET a CETNOST) a péti piipadech
a zapiSte do n€j hodnoty 0 1 2 3 4 a 52 48 36 10 4. Statistics — Distribution Fitting — Discrete
Distribuions — Poisson — OK — Variable POCET — Weight variable CETNOST — Status On —
OK. — Parameters Lambda 1,2, OK. Ve vystupni tabulce je uvedena hodnota testového
kritéria (2,10955) a p-hodnota (0,34827). Nulova hypotéza se tedy nezamita na asymptotické
hladin€ vyznamnosti 0,05. Pro vytvoteni grafu se vrat'te do Fitting Discrete Distributions —
Quick — Plot of observed and expected distribution.

Priklad 3.: Porovnani empirického a teoretického rozlozeni v pripadé, kdy teoretické
rozloZeni neni v nabidce, kterou poskytuje STATISTICA

Firma, ktera vlastni nékolik supermarkett, se zajima, zda zakaznici davaji prednost nékterému
dnu v tydnu pro nakup. Nahodné bylo vybrano 300 zakaznik, ktefi méli fici, ktery den

v tydnu nejcastéji nakupuji v supermarketu.

Vysledky:
Den pondéli utery streda ctvrtek patek sobota nedele
Pocet 10 20 40 40 80 60 50

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze zadny den v tydnu nema pfti
nakupovani v supermarketu prednost pied jinymi dny.

Navod: Vytvoite datovy soubor se dvéma proménnymi X a Y a sedmi pfipady. Do proménné
X zapiSte pozorované absolutni ¢etnosti, do proménné Y vypocitané teoretické Cetnosti

(v nasem ptipad& 300/7). Statistics — Nonparametrics — Observed versus expected y° —
Variables Observed X, Expected Y, OK — Summary. Ve vystupni tabulce najdeme hodnotu
testové statistiky (Chi-Square = 78) a odpovidajici p-hodnotu, kterou porovname se zvolenou




hladinou vyznamnosti. V nasem ptipadé je p-hodnota velmi mala, takika nulova, takze nulova
hypotéza se zamita na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Priklad k samostatnému reseni:

Na webové strance ministerstva vnitra (wWww.mvcr.cz/statistiky/cro/zijici/index.html) jsou mj.
uvedeny pocty obCanti v nékolika méstech podle mésice narozeni. Vyberte si nékteré mésto a
testem dobré shody na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05 ovéite hypotézu, ze
pravdépodobnost narozeni je pro v§echny mésice stejna. (Pravdépodobnost narozeni pro
libovolny mésic ziskate tak, Ze pocet dnli v tomto mésici podélite poctem dnti v roce.) Pocty
narozenych lidi v jednotlivych mésicich roku rovnéz znazornéte graficky. (Graphs — Stats 2D
Graphs — Bar/Column Plots)




