4. Prizkumova analyza vicerozmérnych dat

4.1. Motivace

P11 statistickém zpracovani dat se Casto setkavame s vicerozmérnymi daty. Vyskytuji se
v situacich, kdy u kazdého z n objektli zjistujeme hodnoty p znakl Xi, ..., X,. Dostavame tak
p-rozmérny datovy soubor ve formé matice n X p:

X o Xy

. Radky této matice se vztahuji k jednotlivym objektim, zatimco sloupce

at X
k jednotlivym znakam.

mérnych dat a zahrnuje velké mnozstvi uloh, které smetuji napt. k pochopeni zavislosti mezi
znaky. V této kapitole se omezime na dva problémy, a to na vizualizaci dat pomoci hlavnich
komponent a na shlukovou analyzu dat.

4.2. Vizualizace vicerozmérnych dat

V ptipad€ dvourozmérného ¢i tfirozmérného datového souboru Ize vlastnosti objektu
popsané znaky graficky znazornit tak, ze hodnoty znakti chapeme jako souradnice
v dvourozmérném ¢i tfirozmérném prostoru a ziskame tak dvourozmérny ¢i tfirozmérny tec-
kovy diagram. Z jeho vzhledu lze poznat, zda se v datech vyskytuji odlehla pozorovani, zda
mezi znaky existuje néjaka zavislost nebo zda se objekty sdruzuji do skupin.

Je-li p > 3, pouzijeme k vizualizaci dat metodu hlavnich komponent, ktera informace
o variabilité obsazené v datovém souboru dokaze vyjadfit pomoci nékolika malo novych zna-
ki ziskanych jako linearni kombinace znakli pivodnich. Data pak znazornime v prostoru prv-
nich dvou ¢i tfi hlavnich komponent.

4.3. Podstata metody hlavnich komponent

4.3.1. Oznaceni
X = (Xil, ..., Xip)T — vektor pozorovani i-tého objektu, 1=1,2, ..., n

l 2 o o 4 1
m; = —inj - prumeér j-tého znaku, j=1,2, .., p

L)
_ L5y J? - rozptyl j-tého znaku, j= 1, 2
Sj_n—lizzll X —m; [ -rozptyl j-tého znaku,j=1,2, ., p
CXyomy L . , . .
z; = — (1,j)-ta standardizovana hodnota, 1=1,2, ... n, j=1,2, ..., p

]
T - ’ ey, . .
z; = (zq, ..., zip)  — vektor standardizovanych pozorovani i-tého objektu,1=1,2, .., n
T o v _o
m = (my, ..., my) — vektor primeéra

= Ll > (x;, —m)(x; —m)" - vybérova varian¢ni matice
n=1i

L 0T e VY
1 D z;z; - vybérova korelaéni matice
n—1°4

i=1

R=

(S a Rjsou ¢tvercové symetrické matice fadu p.)



4.3.2. Zakladni pojmy 5
Necht' A je ¢tvercova matice fadu p. Cislo A se nazyva vlastni ¢islo matice A, jestlize
pro libovolny nenulovy vektor v typu p x 1 spliluje rovnici Av = Av. Vektor v se nazyva vlast-

ni vektor matice A. Determinant |A - M| se nazyva charakteristicky polynom matice A. Sto-

pou matice A rozumime soucet jejich diagonalnich prvka.

Rovnici Av = Av upravime na tvar (A — AI) v = 0. Tato soustava p rovnic ma netrivial-
ni feseni, praveé kdyz charakteristicky polynom matice A je roven 0. Dostaneme rovnici p-tého
stupné. Jejim feSenim jsou vlastni €isla Ai, ..., A,. Jejich soucet je roven stop€ matice A.

4.3.3. Ziskani hlavnich komponent

Necht' vyb&rova varian¢ni matice S ma vlastni €isla 1y, ..., I, a vlastni vektory vy, ..., vp,
pfi¢emz VjTVj =1,j=1,..,pa vavk = 0 pro j # k. Znamena to, Ze vektory vy, ..., v, jsou orto-
normalni. Bez Ujmy na obecnosti pfedpokladame, ze l; > 1, > ... > I,

1. hlavni komponenta Y, vznikne jako linearni kombinace znakua Xj, ..., X,, kde koefi-
cienty této linearni kombinace jsou soufadnice vlastniho vektoru v, tedy
Y =vi X +...+ leXp. Jeji rozptylje 1.

Dosadime-li za X, ..., X, vektory pozorovani x;, 1 = 1, ..., n, dostaneme vektor soufad-
nic Y1 = (YII, ceey yln)T, kde Yii = V1TXi.

2. hlavni komponenta vznikne jako linearni kombinace znaka X, ..., X, kde koefici-
enty této linearni kombinace jsou soufadnice vlastniho vektoru v;, tedy

Y: = v Xi + ... + v X, Jeji rozptyl je I, Pritom v1'v2=0, tj. 1. a 2. hlavni kompo-
nenta jsou linearn€ nezavislé.

Dosadime-li za X, ..., X, vektory pozorovani x;, 1 = 1, ..., n, dostaneme vektor soufad-
nic Y2 = (y21, ey YQH)T, kde Yoi = V2TXi.

j-ta hlavni komponenta vznikne jako linearni kombinace znakl Xi, ..., X, kde koefici-
enty této linearni kombinace jsou soutadnice vlastniho vektoru v;, tedy

Y, =viXi + ... + vipX,. Jeji rozptyl je I, Pfitom vi'vi, =0, j=1, ..., k-1, tj. j-ta hlavni
komponenta je linearné nezavisla se vsemi ostatnimi hlavnimi komponentami.

Dosadime-li za X, ..., X, vektory pozorovani x;, 1 =1, ..., n, dostaneme vektor soufad-

nic Y — (le, - an)T, kde Yii T Vj Xi.
Lze dokazat, ze celkova variabilita obsazena v datech je rovna stopé€ matice S, tj. souc-

1
tu vlastnich ¢isel 1; + ... +1,. 1. hlavni komponenta tedy vycerpava ﬁloo% celkové
R

L

dostate¢né blizké 1, znamena to, ze 1. hlavni kompo-
L+t

variability. Pokud je ¢islo
nenta dobfe nahrazuje cely datovy soubor. Je-li toto Cislo podstatné mensi nez 1, musime vzit
tolik hlavnich komponent, aby jejich soucet déleny stopou matice S byl dostatecné blizky 1.
V mnoha aplikacich se stava, ze 1 pfi velkém poctu znakt staci pomérné maly pocet hlavnich
komponent.

Znazornime-li rozmisténi objektl na plose prvnich dvou hlavnich komponent, mize-
me poznat, které objekty se fadi do skupin neboli shlukd.

(Pfed provedenim metody hlavnich komponent je tfeba se rozhodnout, zda budeme
pracovat s ptivodnimi hodnotami znakd nebo standardizovanymi hodnotami.)



4.4. Shlukova analyza

4.4.1. Cil shlukové analyzy

Cilem shlukové analyzy je roztfidéni n objektl, z nichz kazdy je popsan p znaky, do
nékolika pokud mozno stejnorodych (homogennich) skupin (shluku, clusteri). Pozadujeme,
aby objekty uvniti shluka si byly podobné co nejvice, zatimco objekty z riznych shlukt co
nejméne€. Presny pocet shluki vétSinou neni pfesné znam.

Shlukova analyza nachazi uplatnéni v celé fadé obora, napt. v biologii. U n populaci
zméfime p biometrickych charakteristik a zjistujeme, zda urcité skupiny populaci tvoti shlu-
ky.

Shlukova analyza je ovSem pruzkumovou metodou a méla by slouzit jako urcité vodit-
ko pfi dalSim zpracovani dat.

4.4.2. Podobnost objektu
Podobnost (¢i rozdilnost) objekti posuzujeme pomoci riznych mér vzdalenosti. Pro

znaky intervalového ¢i pomérového typu nejCastéji pouzivame euklidovskou vzdalenost.

Necht’ k-ty objekt je popsan vektorem pozorovani xi = (X1, ..., ka)T a -ty objekt vektorem
p

x = (i1, ., xpp)". Buklidovské vzdalenost k-tého a I-tého objektu: dy = [ (x, —x, f .
i=1

Vzdalenosti vypoctené pro vSechny dvojice objektl se usporadaji do matice vzdalenosti. Je

ziejmé, zZe je to Ctvercova symetrickd matice, ktera ma na hlavni diagonale nuly.

4.4.3. Hierarchické shlukovani

Pti aplikacich shlukové analyzy se nejcastéji pouziva aglomerativni hierarchicka pro-
cedura. Jeji princip spo€iva v postupném sluCovani objektt, a to nejprve nejblizsich a v dal-
Sich krocich pak stale vzdalenéjSich.
Algoritmus:
1. krok: Kazdy objekt povazujeme za samostatny shluk.
2. krok: Najdeme dva shluky, jejichz vzdalenost je minimalni.
3. krok: Tyto dva shluky spojime v novy, vétsi shluk a prepocitame matici vzdalenosti. Jeji
fad se snizi o 1. Vratime se na 2. krok.
Funkce algoritmu konc¢i, az jsou vSechny objekty spojeny do jediného shluku.

Vzdalenost mezi shluky se pocita riznymi zptuisoby. Uvedeme tfi z nich.
a) Metoda nejblizsiho souseda: Vzdalenost mezi dvéma shluky je minimem ze vSech
vzdalenosti mezi jejich objekty.
b) Metoda nejvzdalenégjsiho souseda: Vzdalenost mezi dvéma shluky je maximem ze
vSech vzdalenosti mezi jejich objekty.
¢) Metoda primérné vazby: Vzdalenost mezi dvéma shluky je primérem ze vSech
vzdalenosti mezi jejich objekty.

Vysledky aglomerativni hierarchické procedury se zpravidla znazoriuji pomoci den-

drogramu. Je to graficky znazornéna posloupnost dvojic {(VI,S(I))...,(VH,S(n))}, kde {vi }?:1 je
neklesajici posloupnost urovni spojovani a S® je roztiidéni objektt odpovidajici Grovni vi,
i=1,..,n



4.4.4. Priklad
Pro 5 objekta byla vypoctena matice euklidovskych vzdalenosti. Proved’te shlukovou

analyzu vSemi tfemi uvedenymi metodami a vysledky znazornéte pomoci dendrogramu.

0 9 3 6 11

9 0 7 5 10
37 0 9 2
6 5 9 0 8
11 10 2 8 0

ReSeni pro metodu nejblizsiho souseda

dss =2, tedy shluky 3 a 5 vytvofi shluk (35). Zjistime vzdalenost mezi shlukem (35) a shluky
1,2, 4.

d@3sy = min(dsy, ds;) = min(3, 11) = 3, d3sy, = min(dsz, dsz) = min(7, 10) =7,

d(35)4 = min(d34, d54) = min(9, 8) =8

Sestavime novou matici vzdalenosti

0 3 7 8
3 09 6
7 9 0 5
8 6 5 0

V této matici najdeme nejmensi Cislo: disy = 3, tedy shluk 1 a shluk (35) vytvofi shluk (135).
Zjistime vzdalenost mezi shlukem (135) a shluky 2 a 4.

d(135)2 = min(dlz, d(35)2) = min(9, 7) = 7, d(135)4 = min(d14, d(35)4) = min(6, 8) = 6.

Sestavime novou matici vzdalenosti

0 7 6
7 0 5
6 5 0

V této matici najdeme nejmensi Cislo: da4 = 5, tedy shluk 2 a shluk 4 vytvorti shluk (24). Zjis-
time vzdalenost mezi shlukem (135) a shlukem (24).

da3sye4) = min(da3sy, dazsu) = min(7, 6) = 6

Sestavime novou matici vzdalenosti

0 6
6 0
Nakonec shluky (135) a (24) vytvoti jediny shluk(12345).

Dendrogram
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ReSeni pro metodu nejvzdilenéjsiho souseda

dss =2, tedy shluky 3 a 5 vytvofi shluk (35). Zjistime vzdalenost mezi shlukem (35) a shluky
1,2 4

d(35)1 = max(d31, d51) = max(3, ll) = 11, d(35)2 = maX(d32, d52) = max(7, 10) = 10,

d(35)4 = max(d34, d54) = max(9, 8) =9

Sestavime novou matici vzdalenosti

0 11 10 9
I1 0 9 ©
10 9 0 5
9 6 5 O

V této matici najdeme nejmensi Cislo: dz4 = 5, tedy objekt 2 a objekt 4 vytvoti shluk (24).
Zjistime vzdalenost mezi shlukem (35) a shlukem (24) a mezi shlukem (24) a objektem 1.
d(35)(24) = max(d(35)2, d(35)4) = max(lO, 9) = 10, d(24)1 = max(d21, d41) = max(9, 6) =9.
Sestavime novou matici vzdalenosti

0 10 11
10 0 9
11 9 0

V této matici najdeme nejmensi Cislo: dp4y = 9 tedy shluk (24) a objekt 1 vytvofi shluk (124).
Zjistime vzdalenost mezi shlukem (35) a shlukem (124).

d(35)(124) = maX(d(35)(24), d(35)1) = max(lO, ll) =11

Sestavime novou matici vzdalenosti

0 11
11 0
Nakonec shluky (35) a (124) vytvoti jediny shluk(12345).

Dendrogram

objekt

objekt2

objekt3




ReSeni pro metodu priimérné vazby

dss = 2, tedy shluky 3 a 5 vytvoii shluk (35). Zjistime vzdalenost mezi shlukem (35) a shluky
1,2, 4.

d(35)1 = 0,5(d31 + d51) = 0,5(3 + 11) = 7, d(35)2 = 0,5(d32 + d52) = 0,5(7 + 10) = 8,5,

d(35)4 = 0,5(d34 + d54) = 0,5(9 + 8) =38,5

Sestavime novou matici vzdalenosti

0 7 85 85
7 0 9 6
85 9 0 5
85 6 5 0

V této matici najdeme nejmensi Cislo: dz4 = 5, tedy objekt 2 a objekt 4 vytvoti shluk (24).
Zjistime vzdalenost mezi shlukem (35) a shlukem (24) a mezi shlukem (24) a objektem 1.
d(35)(24) = O,S(d(35)2 + d(35)4) = 0,5(8,5 + 8,5) = 8,5, d(24)1 = O,S(dzl + d41) = 0,5(9 + 6) = 7,5
Sestavime novou matici vzdalenosti

0 85 7
85 0 75
7 75 0

V této matici najdeme nejmensi Cislo: disy = 7 tedy shluk (35) a objekt 1 vytvofi shluk (135).
Zjistime vzdalenost mezi shlukem (135) a shlukem (24).
daaass) = 0,5(deay, deaes) = 0,5(7,5 +8,5) =8
Sestavime novou matici vzdalenosti
0 8
‘o
Nakonec shluky (135) a (24) vytvoti jediny shluk(12345).

Dendrogram

objekt

objekt3

objekt2




Priklady ke 4. kapitole

Priklad 1.: Na péti objektech byly zjistovany hodnoty dvou znakl. Datovy soubor je tvaru

3 7
5 6
6 8 |. Najdéte vektor primért, vybérovou variancni matici a vybérovou korelacni matici.
7 10
9 9

T 5 25 1 0,707
(m=(6,8)",S= _R= )
25 25 0,707 1

Priklad 2.:Na 24 objektech byly pozorovany znaky X;, X; a Xs. Z datového souboru byla
45139 27117 168,70

vypoctena vybérova varianéni matice S = | 27117 171,73 103,29 |. Vlastni Cisla ziskana

169,70 103,29 66,69

feSenim rovnice |S - II| = 0 a jim odpovidajici vlastni vektory jsou: 1, = 680,411, 1, = 6,5016,
I3 = 2,8573, v; = (0,8126; 0,4955; 0,3068)", v, = (0,5454; -0,8321; -0,1009)", v3 = (0,2053;
0,2493; -0,9464)". Vyjadiete hlavni komponenty a ur&ete, kolik procent variability obsazené
v matici S kazda z nich vycCerpava.

(Y1 =0,8126 X; + 0,4955 X, + 0,3068 Xs, vySerpava 98,65% celkové variability,

Y, =0,5454 X; - 0,8321 X, - 0,1009 Xs, vy&erpava 0,94% celkové variability,

Y; =0,2053 X; + 0,2493 X, - 0,9464 X3, vy&erpava 0,41% celkové variability.)

Priklad 3.: Pro udaje z prikladu 1. sestavte matici euklidovskych vzdalenosti.

0 5 10 5 2410

50 W5 205 s
Jio 5 0 5 4o

5 25 5 0 5
2410 5 10 5 0

Priklad 4.: Pomoci matice euklidovskych vzdalenosti vypoctené v ptrikladé 3. proved'te shlu-
kovou analyzu metodou nejvzdalenéjsiho souseda. Vysledek znazornéte dendrogramem




Prace se systémem STATISTICA

Téma: Shlukova analyza

V souboru stanice.sta jsou ulozeny udaje (v pg/m’) o pramérnych roénich koncentra-
cich oxidu sifi€itého v letech 1993 — 1998 na deseti brnénskych méficich stanicich: Dobrov-
ského, Huskova, Krasova, Kroftova, Mendelova zemédélska a lesnicka univerzita, Polni, Pri-
zfenice, Skaunicové, Sobésice, Tufany. Cilem je najit metodami shlukové analyzy skupiny
stanic, které vykazuji podobné rysy chovani.

Ukoly:

1. Soubor stanice.sta upravte tak, aby ptfipady 1 az 10 byly pojmenovany nazvy stanic.
Navod: Data — Case Name Manager — Case name length 3, Transfer case names From Va-
riable Stanice, OK.

2. Prozkoumejte proménné 193 az r98 pomoci krabicovych diagramu.

Navod: Graphs — 2D Graphs — Box Plots — Graph Type Multiple — Variables 193, ..., r98
OK, OK.

3. Z krabicovych diagrami je vidét, ze promeénné r93 az r98 vykazuji velmi rozdilnou varia-
bilitu. Vytvortte proto standardizované proménné a nadale pracujte s nimi.
Navod: Data — Standardize — Variables 193, ..., 198, OK.

4. Z proménnych 193 az r98 vytvoite dveé hlavni komponenty.

Navod: Statsitics — Multivariate Exploratory Techniques — Principal Component & Clas-
sification Analysis / Variables r93, ..., 198, OK, OK — Number of factors 2, zaskrtnéte Plot
case factor coordinates 2D.

Interpretace: Z rozmisténi stanic na ploSe prvnich dvou hlavnich komponent 1ze usoudit,
ze stanice DOB, KRA, HUS, SKA mohou tvofit jeden shluk, stanice KRO, SOB, PRI,
TUR, MZL druhy shluk a stanice POL se chova ponékud atypicky.

5. Pro standardizované proménné r93 az r98 proved’te shlukovou analyzu s euklidovskou
vzdalenosti a ttemi metodami: nejblizsiho souseda, nejvzdalenéjsiho souseda a primérné
vazby. Vysledky zndzornéte pomoci dendrogramu.

Navod: Statistics - Multivariate Exploratory Techniques — Cluster Analysis — OK- Varia-
bles 193, ..., 198, OK, Cluster Cases(row) — OK — Horizontal hierarchical tree plot. Eukli-
dovska vzdalenost a metoda nejblizsiho souseda je nastavena implicitné. Pro dal§i dvé me-
tody zménte Amalgamation (linkage) rule ze Single Linkage na Complete resp Unweigh-
ted pair-group average.

6. Vypoctéte a pomoci sloupkovych diagramili znazornéte primérné rocni koncentrace SO, a
smérodatné odchylky za celé sledované obdobi pro vSech 10 stanic.

Navod: Je nutné se vratit k pivodnim nestandardizovanym hodnotam, tj. znovu nacist
soubor stanice.sta a pojmenovat piipady nazvy stanic — viz bod 1. Pak je zapottebi soubor
transponovat — zaménit fadky za sloupce: Data — Transpose — File. Vymazete 1. fadek:
Edit — Delete — Cases — From case 1 To case 1, OK. Pomoci Descriptive Statistics vy-
poctéte priméry a smérodatné odchylky proménnych DOB az TUR. Vytvoreni sloupko-
vych diagrami pro praméry: ve workbooku kliknéte pravym tlacitkem mysi na sloupek
Mean: Graphs of Block Data — Custom Graph for Entire Column — Select Graph Type
Bar/Colum Plot, OK. Podobn¢ pro smérodatné odchylky.

Interpretace: Stanice v 1. shluku (DOB, HUS, KRA, SKA) vykazuji za sledované obdobi
pomérné nizké primérné koncentrace SO, (od 6 pg/m’ po 11 pg/m’) i malé smérodatné
odchylky (od 2,5 pug/m’ po 3,5 pg/m’). Druhy shluk obsahuje stanice s vysokymi koncent-
racemi (o3d 13 pg/m’ po 19 pg/m’) a velkymi smérodatnymi odchylkami (od 3,8 pg/m’ po
6,8 pg/m’.
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