5. Zakladni pojmy matematické statistiky

5.1. Motivace

V teorii pravdépodobnosti je matematickym modelem ndhodného pokusu pravdépo-
dobnostni prostor (Q, A,P). Vysledky ndhodného pokusu jsou popsany pomoci nahodné veli-
¢iny X :Q — R . Pravdépodobnostni chovani ndhodné veli€iny X je popsano distribu¢ni
funkci ®(x). Pravdépodobnostni prostor a distribu¢ni funkci povazujeme za znamé a hleda-
me pravdépodobnosti jevl uréené nahodnou veli¢inou X.

V matematické statistice je situace odliSna. Mame Ciselné realizace n nezavislych po-
zorovani ndhodné veli¢iny X: x; = X(y), ..., Xn = X(y,) a na jejich zakladeé chceme ucinit
vypoved o distribu¢ni funkci ®(x) resp. o pravdépodobnostnim prostoru (Q, A,P).

Predpokladame, Ze X ~ @4 (x), kde {@4(x);9 € E} je znama tiida distribuénich
funkci (jeji znalost plyne z tivah o podstaté nahodného pokusu, jimz jsme data ziskali nebo
z drivéjSich zkuSenosti s podobnymi daty), 9 je skalarni nebo vektorovy parametr a = je
parametricky prostor, tj. mnozina vSech pfipustnych hodnot parametru. Jednim z dilezitych
ukoli matematické statistiky je pomoci dat xi, ..., x, odhadnout (bodové ¢i intervalove) para-
metr 3 (nebo néjakou jeho parametrickou funkei h(S) )a tim specifikovat distribu¢ni funkci

@, (x), podle niz se ridi pravdépodobnostni chovani nahodné veli¢iny X. Matematicka statis-
tika rovnéz ovéruje pravdivost riznych tvrzeni o parametru 9§ ¢i parametrické funkci h(S) .

5.2. Ndhodny vybér a statistiky odvozené z nahodného vybéru

5.2.1. Pojem niahodného vybéru

Necht X, ..., X; jsou stochasticky nezavislé nahodné veli¢iny, které maji vSechny
stejné rozlozeni L( 9 ). Rekneme, Ze Xi, ..., X, je nahodny vybér rozsahu n z rozlozeni L(9).
(Ciselné realizace x1, ..., X, nahodného vybéru Xi, ..., X, uspofadané do sloupcového vektoru
ptredstavuji datovy soubor.)

Necht' (X31,Y1), ..., (X4, Yn) jsou stochasticky nezavislé dvourozmérné nadhodné vektory
se stejnym dvourozmérnym rozlozenim Ly( 9 ). Rekneme, ze (X1,Y)), .., (Xn, Ya) je dvouroz-
mérny nahodny vybér rozsahu n z dvourozmérného rozlozeni Ly( 9 ). (Ciselné realizace
(X1,¥1), ..., (Xn,¥n) nahodného vybéru (X;,Y1), ..., (X, Yn) uspofadané do matice typu nx2
predstavuji dvourozmérny datovy soubor.)

Analogicky Ize definovat p-rozmérny nahodny vybér rozsahu n z p-rozmérného rozlo-
zeni L(9).

5.2.2. Pojem statistiky, priklady dulezitych statistik
Libovolna funkce T = T(X4, ..., X,) ndhodného vybéru Xj, ..., X, (resp. p-rozmérného
nahodného vybéru) se nazyva statistika.
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a) Necht' X3, ..., X, je ndhodny vybér, n > 2. Statistika M = — E X, senazyva vybe-
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chylka. Pro libovolné, ale pevné zvolené realné Cislo x je statistikou téz hodnota vybérové
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distribugni funkce F,(x) = —card{i; X, < x}.
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b) Necht X,,,...,X X
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ploe++> Xpn, je p stochasticky nezavislych nahodnych vy-
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bérd o rozsazichn; > 2, ..., n, > 2. Celkovy rozsah je n = n,. Oznaéme My, ..., M, vybéro-
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vé priméry a S;%, ..., S, vybérové rozptyly jednotlivych vybéri. Statistika Z c,M,, kde
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vych pramérd. Statistika S,” = ————— se nazyva vazeny pramér vybérovych rozptyliL.
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¢) Necht' (X1,Y1), ..., (X, Yn) je nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni.
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M, = —Z:Yi ) astatistika Ri=4n-17% S, S, se nazyva vybé&ro-
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vy koeficient korelace. Pro libovolnou, ale pevné zvolenou dvojici realnych ¢isel x,y je statis-
tikou téz hodnota vyberové simultanni distribu¢ni funkce
1 d
F (x,y)= —card{l;Xi <xAY, < y}.
n

(Ciselné realizace m, s>, s, sia, I statistik M, S, S, S12, Ry2 odpovidaji &iselnym charakteris-
tikam znakl v popisné statistice, ale u rozptylu, smérodatné odchylky, kovariance a koeficien-

tu korelace je multiplikativni konstanta , nikoli —, jak tomu bylo v popisné statistice.)
n
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5.3. Bodové a intervalové odhady parametru a parametrickych funkci

Vychazime z ndhodného vybéru Xj, ..., X, z rozlozeni L( 9 ), které zavisi na parametru 3 .
Mnozinu vSech ptipustnych hodnot tohoto parametru oznafime =. Parametr 3 nezname a
chceme ho odhadnout pomoci daného ndhodného vybéru (pripadné chceme odhadnout néja-
kou parametrickou funkci h( 9 )).

Bodovym odhadem parametrické funkce h( 9 ) je statistika T,, = T(Xy, ..., Xy), ktera naby-
va hodnot blizkych h(3), at’ je hodnota parametru 3§ jakakoliv. Existuji rizné metody, jak
konstruovat bodové odhady (napf. metoda momentt ¢i metoda maximalni vérohodnosti, ale
témi se zde zabyvat nebudeme) a také rizné typy bodovych odhadi. Omezime se na odhady
nestranné, asymptoticky nestranné a konzistentni.

Intervalovym odhadem parametrické funkce h( 3 ) rozumime interval (D, H), jehoz meze
jsou statistiky D = D(X4, ..., X,), H=H(X|, ..., Xy) a ktery s dostatecné velkou pravdépodob-
nosti pokryva h( 9 ), at’ je hodnota parametru 9 jakakoliv.

5.3.1. Typy bodovych odhadu
Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L( 3 ), h( 9 ) je parametricka funkce,

T, Ty, Ty, ... jsou statistiky.

a) Rekneme, Ze statistika T je nestrannym odhadem parametrické funkce h(9 ), jestlize
V3eE: E(T)=h(9).
(Vyznam nestrannosti spociva v tom, ze odhad T nesmi parametrickou funkci h( 9 ) syste-



maticky nadhodnocovat ani podhodnocovat. Neni-li tato podminka splnéna, jde o vychyle-
ny odhad.)

b) Jsou-li Ty, T, nestranné odhady téze parametrické funkce h(3 ), pak fekneme, ze T, je lepsi
odhad nez T, jestlize
V3 eE: D(T)) <D(T»).

c¢) Posloupnost {Tn }::1 se nazyva posloupnost asymptoticky nestrannych odhada parametrické

funkce h(9), jestlize
V3 e E:lim E(T,) = h(3).

(Vyznam asymptotické nestrannosti spociva v tom, ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa
vychyleni odhadu.)

d) Posloupnost {Tn }::1 se nazyva posloupnost konzistentnich odhadti parametrické funkce
h(9), jestlize
¥8 € Eve>0: lim P(T, ~h(9)|>¢)=0.
n—o

(Vyznam konzistence spoc¢iva v tom, ze s rostoucim rozsahem vybéru klesa pravdépodob-
nost, ze odhad se bude realizovat ,,daleko” od parametrické funkce h( 9 ).)
Lze dokazat, ze z nestrannosti odhadu vyplyva jeho asymptoticka nestrannost a
z asymptotické nestrannosti vyplyva konzistence, pokud posloupnost rozptyli odhadu kon-
verguje k nule.

5.3.2. Vlastnosti dulezitych statistik

a) Necht' X, ..., Xy je nahodny vybér z rozloZeni se stfedni hodnotou p, rozptylem o* a
distribuéni funkci ®(x). Necht n> 2. Oznaéme M, vybérovy primér, S,” vybérovy rozptyl a
pro libovolné, ale pevné dané x € R oznaéme F,(x) hodnotu vybérové distribu¢ni funkce.

G2

Pak M, je nestrannym odhadem p (tj. E(M,) = ) s rozptylem D(M) = — , S,? je ne-
n
strannym odhadem o (j. E(S,) = 6°), at’ jsou hodnoty parametrt , o” jakékoli. Dale plati, ze
pro libovolné, ale pevné dané x € R je vybérova distribu¢ni funkce Fy(x) nestrannym odha-
dem @ (x) (1. E(Fn(x)) = ®(x)) s rozptylem D(Fy(x)) = ®(x)(1- ®(x))/n, at’ je hodnota distri-
buéni funkce ®(x) jakakoliv.

Posloupnost {Mn }::1 je posloupnost konzistentnich odhadu , {Sn2 }::1 je posloupnost

konzistentnich odhadi o a pro libovolné, ale pevné dané x €R je {Fn (x)}::1 posloupnost

konzistentnich odhadt ®(x).
b) Necht X, ,...,X
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o rozsazich n; > 2, ..., n, > 2 z rozloZeni se sttednimi hodnotami i, ..., 1, a rozptylem c°.

X, je p stochasticky nezavislych nahodnych vybéru
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Celkovy rozsah je n = Zn ;- Necht' ¢y, ..., ¢, jsou redlné konstanty, aspofi jedna nenulova.
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. p . .
Pak linearni kombinace vybérovych priméri » ¢ M; je nestrannym odhadem linearni kom-
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p
binace stfednich hodnot Z C,u; , at’ jsou stfedni hodnoty pi, ..., pp jakékoli a vazeny primér
j=1



P (nj _lﬁjz

= je nestrannym odhadem rozptylu o7, at je rozptyl

vybérovych rozptyld S, =
n-p
o° jakykoliv.
¢) Necht' (X1,Y1), ..., (X, Yn) je nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni s kovarianci
o12 a koeficientem korelace p. Pak vybérova kovariance S je nestrannym odhadem kovari-
ance o1, at’ je kovariance o, jakéakoli, avSak E(R;,) je rovno p pouze pfiblizné (shoda je vy-

hovujici pro n > 30), at’ je korela¢ni koeficient p jakykoli.

5.3.3. Pojem intervalu spolehlivosti

Necht' X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni L( 3 ), h( 9 ) je parametricka funkce,
ae(0,1), D=D(X,, ..., Xu), H=H(X|, ..., Xy) jsou statistiky.
a) Interval (D, H) se nazyva 100(1-a)% (oboustranny) interval spolehlivosti pro parametric-
kou funkci h(9), jestlize: V3 €e Z2:P(D <h(8) <H) > 1-a.
b) Interval (D, «) se nazyva 100(1-0)% levostranny interval spolehlivosti pro parametrickou
funkeci h(v), jestlize: V3 e E:P(D <h(3)) > 1-a.
¢) Interval (-0, H) se nazyva 100(1-a)% pravostranny interval spolehlivosti pro parametric-
kou funkci h(9), jestlize: V8 € Z:P(h(8) <H) > 1-a.
Cislo a se nazyva riziko (zpravidla a = 0,05, méné asto 0,1 & 0,01), &slo 1 — o se nazyva
spolehlivost.

5.3.4. Postup pri konstrukci intervalu spolehlivosti

a) Vyjdeme ze statistiky V, ktera je nestrannym bodovym odhadem parametrické funkce
h(9).

b) Najdeme tzv. pivotovou statistiku W, ktera vznikne transformaci statistiky V, je monoton-
ni funkci h(9) a pfitom jeji rozlozeni je znamé a na h( 9 ) nezavisi. Pomoci znamého roz-
lozeni pivotové statistiky W najdeme kvantily w2, Wi.o2, takze plati:

VI eE: PWy2a <W<wign)>1-0.

c) Nerovnost wy, <W < wj, pfevedeme ekvivalentnimi pravami na nerovnost
D <h(8)<H.

d) Statistiky D, H nahradime jejich Ciselnymi realizacemi d, h a ziskame tak 100(1-a)% em-
piricky interval spolehlivosti, o némz prohlasime, ze pokryva h( 8 ) s pravdépodobnosti
asponl 1 — a. (Tvrzeni, ze (d,h) pokryva h( 8 ) s pravdépodobnosti aspoii 1 — a je tieba cha-
pat takto: jestlize mnohonasobné nezavisle ziskame realizace xi, ..., X, ndhodného vybéru
X1, ..., Xy z rozlozeni L( 8 ) a pomoci kazdé této realizace sestrojime 100(1-a)% empiricky
interval spolehlivosti pro h( 9 ), pak podil poctu téch intervald, které pokryvaji h( 9)

k poctu vSech sestrojenych intervali bude priblizné 1 — a.)

Piiklad 1.: Necht X, ..., X, je nahodny vybér z N(u,6%), kde n > 2 a rozptyl o* zname. Se-
strojte 100(1-a1)% interval spolehlivosti pro neznamou stfedni hodnotu .

ReSeni: V tomto piipadé parametricka funkce h( 9 ) = p. Nestrannym odhadem stiedni hodno-

e e J C Na VT
ty je vyb&rovy primér (viz 5.3.(a)) M = —Z X, . Protoze M je linearni kombinaci normalné
i=1
rozlozenych nahodnych veli€in, bude mit také normalni rozlozeni se sttedni hodnotou
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E(M) = p arozptylem D(M) = S Pivotovou statistikou W bude standardizovana nahodna
n
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V3ekE:1 —(ISP(-ul-a/z <U<u1-(,/2) =

veli¢ina U =

~N(0,1). Kvantil Wy = Uy2 = -Ul.2, Wiia2 = Ula2.

M-pu c c
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Meze 100(1-0)% intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu p pfi znamém rozptylu ¢°
tedy jsou:

D=M-—2u, ,, H=M+—>

\/H ﬁupa/r

Pti konstrukci jednostrannych intervalQ spolehlivosti se riziko neptli, tedy 100(1-0,)%

. o : c .
levostranny interval spolehlivosti pro p je (M -——=u,,, Oo] a pravostranny je

In

c
(— oo, M + —ula] :
Jn
Dosadime-li do vzorct pro dolni a horni mez ¢iselnou realizaci m vybérového prime-
ru M, dostaneme 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti.

5.3.5. Siika intervalu spolehlivosti

Necht' (d, h) je 100(1-0))% empiricky interval spolehlivosti pro h(8 ) zkonstruovany po-
moci Ciselnych realizaci x, ..., X, ndhodného vybéru Xj, ..., X, z rozlozeni L( §).

a) Pti konstantnim riziku klesa §itka h-d s rostoucim rozsahem nahodného vybéru.

b) Pii konstantnim rozsahu nahodného vybéru klesa Sitka h-d s rostoucim rizikem.
Vyuziti bodu (a) pfi stanoveni minimalniho rozsahu vybéru y normalniho rozlozeni: Necht
X, ..., Xa je nahodny vybér z N(p, 6%), kde o zname. Jaky musi byt minimalni rozsah vybéru
n, aby §itka 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p nepfesahla
Cislo A?

~ . g le] c 26 ,
Reseni: Pozadujeme, aby A>h-d=m+-—u, ,,, —(m— ——=Uu, . Ztéto

\/H ﬁupa/z): \/H

. Za rozsah vybéru zvolime nejmensi ptirozené Cislo

2
4c’u,
podminky dostaneme, 7e n > ——%2—

vyhovujici této podmince.

Priklad 2.: Hloubka mofte se méfi pristrojem, jehoz systematicka chyba je nulova a nahodné
chyby méfeni maji normalni rozlozeni se smérodatnou odchylkou ¢ = 1 m. Kolik méteni je
nutno proveést, aby se hloubka stanovila s chybou nejvyse = 0,25 m pfi spolehlivosti 0,957

ReSeni: Hledame rozsah vybéru tak, aby $itka 95% intervalu spolehlivosti pro stiedni hodnotu
u nepfesahla 0,5 m. Pfitom ¢ zname. Z 5.3.5. vyplyva, ze
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= 61,4656 . Nejmensi pocet métenti je tedy 62.

5.4. Planovani pokusu

Abychom mohli spravné vyhodnotit vysledky pokusu, musi byt pokus dobie naplano-
van. Predpokladejme napfiklad, ze zkoumame vliv vykrmné diety (resp. n€kolika vykrmnych
diet) na hmotnostni pfirtstky selat. Selatim podavame vykrmnou dietu po dobu pil roku a
poté zjistime prumérné denni prirastky.

V zavislosti na zamérech experimentatora rozeznavame nékolik typt usporadani poku-

o

Su.

5.4.1. Jednoduché pozorovani

Nahodna velicina je pozorovana za tychz podminek. Situace je charakterizovana jed-
nim ndhodnym vybérem Xj, ..., X,. (Nahodné€ vybereme n stejné starych selat téhoz plemene,
podrobime je jediné vykrmné dieté a zjistime hmotnostni pfiristky. Tak dostaneme realizaci
jednoho ndhodného vybéru.)

5.4.2. Dvojné pozorovani
Zkouma se rozdilnost hodnot nahodné veli¢iny pozorované za dvojich riznych pod-
minek. Existuji dvé odlisna uspotadani tohoto pokusu.
a) Dvouvybérové porovnavani: Situace je charakterizovana dvéma nezavislymi vybéry
X Xip, @ Xy, Xy, - (Z populace vSech dostupnych selat nahodné vybereme ni+n,

11> %> “*n,
stejné starych selat téhoz plemene. Nahodné je rozdelime na dva soubory o rozsazich n; a n,
prvni podrobime vykrmné dieté €. 1 a druhy vykrmné dieté ¢. 2. Tak dostaneme realizace
dvou nezavislych nahodnych vybért.)
b) Parové porovnavani: Situace je charakterizovana jednim nahodnym vybérem
(X11,X12), ..., (Xn1,Xn2) z dvourozmérného rozlozeni. Parem se rozumi dvojice (Xi1,Xiz),
i=1, .., n. Uloha se zpravidla pfevadi na jednoduché pozorovani nahodného vybéru rozdil
Xi1 — Xz, kdei1=1, ..., n. (Nahodné vybereme n vrhu selat a z nich vzdy dva sourozence a
nahodné jim pfifadime 1. a 2. vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizaci nahodného vybéru
z dvourozmérného rozlozeni.)

5.4.3. Mnohonasobné pozorovani

Zkouma se rozdilnost hodnot nahodné veliCiny pozorované za r > 3 rtiznych podmi-
nek. Existuji dvé odliSna uspotadani tohoto pokusu.
a) Mnohovybérové porovnavani: Situace je charakterizovana r nezavislymi nadhodnymi
vybéry X,,,..., X X X, - (Z populace vSech dostupnych selat nahodné vybereme

1D, CH
n+ny+...+n, stejné starych selat téhoz plemene. Nahodné je rozdélime na r soubort o rozsa-
zich n, ny, ..., n.. Selata z prvniho souboru podrobime vykrmné dieté €. 1, ..., selata z r-tého
souboru podrobime vykrmné dieté €. r. Tak dostaneme realizace r nezavislych nahodnych
vybera.)

b) Blokové porovnavani: Situace je charakterizovana jednim nahodnym vybérem

(X11,X12, -0y Xir), ooy (Xn1,Xn2, ..., Xar) Z r-rozmérného rozlozeni. Blokem se rozumi r-tice
(Xi1,Xiz, ..., Xir), 1=1, ..., n. (Nahodné vybereme n vrhu selat a z nich vZdy r sourozenct a
nahodné jim pfifadime 1. az r-tou vykrmnou dietu. Tak dostaneme realizaci nahodného vybe-
ru z r-rozmérného rozlozeni.)

12>



5.5. Uvod do testovani hypotéz

Testovani hypotéz je dulezitou ulohou statistické indukce. Pomoci statistické indukce
se snazime na zakladé znalosti ndhodného vybéru usuzovat na vlastnosti rozlozeni, z néhoz
tento vybér pochazi.

Nulovou hypotézou rozumime néjaké tvrzeni o parametrech nebo typu rozlozeni,

z néhoz pochazi nahodny vybér. Nulova hypotéza vyjadiuje né€jaky teoreticky predpoklad,
Casto skeptického razu a uzivatel ji musi stanovit pfedem, bez prihlédnuti k datovému soubo-
ru. Proti nulové hypotéze stavime alternativni hypotézu, ktera tika, co plati, kdyz neplati nu-
lova hypotéza. Napt. nulova hypotéza tvrdi, ze stfedni hodnota hmotnosti balickti cukru bale-
nych na automatické lince se nezmeénila sefizenim automatu, zatimco alternativni hypotéza
tvrdi opak. Postup, ktery je zalozen na daném nahodném vybéru a s jehoz pomoci rozhodne-
me o zamitnuti ¢i nezamitnuti nulové hypotézy, se nazyva testovani hypotéz.

RozliSujeme testy parametrické a neparametrické. Parametrické testy predpokladaji, ze
dany nahodny vybér pochazi z urcitého typu rozlozeni (Casto normalniho), které zavisi na
néjakych neznamych parametrech. Naproti tomu neparametrické testy nevyzaduji predpoklad
o urcitém typu rozlozeni, ale staci jim splnéni jen velmi obecnych podminek, napt. ze distri-
bucni funkce je spojita.

5.5.1. Nulova a alternativni hypotéza

Necht X, ..., X, je nahodny vybér z rozlozeni L( 9 ), kde parametr 3 € E nezname.
Necht h( 9 ) je parametricka funkce a ¢ dana realné konstanta.
a) Oboustranna alternativa: Tvrzeni Hy: h( 8 ) = ¢ se nazyva jednoduché nulovéa hypotéza. Pro-
ti nulové hypotéze postavime slozenou alternativni hypotézu H;: h(8) # c.
b) Levostranna alternativa: Tvrzeni Ho: h(8 ) > ¢ se nazyva slozena pravostranna nulova hy-
potéza. Proti jednoduché nebo slozené pravostranné nulové hypotéze postavime slozenou le-
vostrannou alternativni hypotézu H;: h(8) <c.
c¢) Pravostranna alternativa: Tvrzeni Hy: h( 8 ) <c se nazyva slozena levostranna nulova hy-
potéza. Proti jednoduché nebo slozené levostranné nulové hypotéze postavime slozenou pra-
vostrannou alternativni hypotézu H;: h(8) > c.

Testovanim Hy proti H; rozumime rozhodovaci postup zalozeny na nahodném vybéru
X1, ..., Xp, s jehoz pomoci zamitneme €1 nezamitneme platnost nulové hypotézy.

Volba alternativni hypotézy neni libovolna, ale vyplyva z konkrétni situace. Napf. pfi
soucasné technologii je pravdépodobnost vyrobeni zmetku $ =0,01.
a) Po rekonstrukci vyrobni linky byla obnovena vyroba, pfi¢emz technologie zustala stejna.
Chceme oveéfit, zda se zménila kvalita vyrobka. Testujeme Hy: § = 0,01 proti H;: § # 0,01.
b) Byly provedeny zmény v technologii vyroby s cilem zvysit kvalitu. V tomto piipadé tedy
testujeme Hy: 9 = 0,01 proti H;: § <0,01.
c¢) Byly provedeny zmény v technologii vyroby s cilem snizit ndklady. V této situaci testujeme
Hp: § =0,01 proti H;: § >0,01.

5.5.2. Chyba 1. a 2. druhu

Pti testovani Hy proti H; se mizeme dopustit jedné ze dvou chyb: chyba 1. druhu spo-
¢iva v tom, ze Hy zamitneme, ac ve skuteCnosti plati a chyba 2. druhu spociva v tom, ze Hy
nezamitneme, ac ve skuteCnosti neplati. Situaci prehledné znazortiuje tabulka:

skutecnost rozhodnuti
Hjy nezamitame Hy zamitame
Hy plati spravné rozhodnuti |chyba 1. druhu
Hy neplati chyba 2. druhu spravné rozhodnuti




Pravdépodobnost chyby 1. druhu se znaci a a nazyva se hladina vyznamnosti testu
(vetsinou byva a = 0,05, méné Casto 0,1 €i 0,01). Pravdépodobnost chyby 2. druhu se znaci B.
Cislo 1-f se nazyva sila testu a vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou test vypovi, ze Hy neplati.

5.5.3. Testovani pomoci kritického oboru

Najdeme statistiku Ty = To(X4, ..., Xn), kterou nazveme testovym kritériem. Mnozina
vSech hodnot, jichz mulize testové kritérium nabyt, se rozpada na obor nezamitnuti nulové hy-
potézy (znaci se V) a obor zamitnuti nulové hypotézy (znaci se W a nazyva se téz kriticky
obor). Tyto dva obory jsou oddé€leny kritickymi hodnotami (pro danou hladinu vyznamnosti o
je lze najit ve statistickych tabulkach).

Jestlize Ciselna realizace t, testového kritéria Ty padne do kritického oboru W, pak nu-
lovou hypotézu zamitame na hladin€ vyznamnosti a a znamena to skutecné vyvraceni testo-
vané hypotézy. Jestlize to padne do oboru nezamitnuti V, pak jde o pouhé mlceni, které plat-
nost nulové hypotézy jenom pfipousti.

Pravdépodobnosti chyb 1. a 2. druhu nyni zapiSeme takto:

P(Ty € W/Hy plati) = a, P(Ty €V /H; plati) = p.

Stanoveni kritického oboru pro danou hladinu vyznamnosti a.:
Oznacme tmin (resp. tmax) nejmensi (resp. nejveétsi) hodnotu testového kritéria.
Kriticky obor v pfipad€ oboustranné alternativy ma tvar

W = (tmin Koo (T)> U <K1—a 12 (T), t ax ), kde Ku2(T) a Ki.42(T) jsou kvantily rozlozeni, jimz

se fidi testové kritérium Ty, je-li nulova hypotéza pravdiva.
Kriticky obor v pfipadé€ levostranné alternativy ma tvar:

W = (tmin > Koc (T)> .
Kriticky obor v pfipadé€ pravostranné alternativy ma tvar:
W = <Klfoc (T)atmax )

Doporucuje se dodrzovat nasledujici postup:
- Stanovime nulovou hypotézu a alternativni hypotézu. Pfitom je vhodné zvolit jako alterna-
tivni hypotézu ten predpoklad, jehoz piijeti znamena zavazné opatfeni a melo by k nému dojit
jen s malym rizikem omylu.
- Zvolime hladinu vyznamnosti a. Zpravidla volime o = 0,05, méné casto 0,1 nebo 0,01.
- Najdeme vhodné testové kritérium a na zaklade zjiSténych dat vypocitame jeho realizaci.
- Stanovime kriticky obor.
- Jestlize realizace testového kritéria padla do kritického oboru, nulovou hypotézu zamitame
na hladiné€ vyznamnosti a. V opacném piipadé nulovou hypotézu nezamitadme na hladiné vy-
znamnosti a.

5.5.4. Testovani pomoci intervalu spolehlivosti

Sestrojime 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro parametrickou funkci h( 9 ).
Pokryje-li tento interval hodnotu c, pak Hy nezamitdme na hladin€ vyznamnosti o, v opacném
ptipadé Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti a.
Pro test Hy proti oboustranné alternative sestrojime oboustranny interval spolehlivosti.
Pro test Hy proti levostranné alternative sestrojime pravostranny interval spolehlivosti.
Pro test Hy proti pravostranné alternativé sestrojime levostranny interval spolehlivosti.

5.5.5. Testovani pomoci p-hodnoty

p-hodnota udava nejniz§i moznou hladinu vyznamnosti pro zamitnuti nulové hypoté-
zy. Je-li p-hodnota < a, pak Hy zamitame na hladiné vyznamnosti a, je-li p-hodnota > a, pak
Hy nezamitame na hladiné€ vyznamnosti a.
Zpusob vypoctu p-hodnoty:



Pro oboustrannou alternativu p = 2 min{P(Ty <t¢), P(To > t9)}.
Pro levostrannou alternativu p = P(Ty <ty).
Pro pravostrannou alternativu p = P(Ty > t).

p-hodnota vyjadiuje pravdépodobnost, s jakou ¢iselné realizace xy, ..., X, ndhodného
vybéru X, ..., X, podporuji Hy, je-li pravdiva. Statistické programové systémy poskytuji ve
svych vystupech p-hodnotu. Jeji vypocet vyzaduje znalost distribu¢ni funkce rozlozeni, kte-
rym se fidi testové kritérium T, je-li Hy pravdiva. Vzhledem k tomu, ze v béznych statistic-
kych tabulkach jsou uvedeny pouze hodnoty distribu¢ni funkce standardizovaného normalni-
ho rozlozeni, bez pouziti specialniho software jsme schopni vypocitat p-hodnotu pouze pro
test hypotézy o stfedni hodnoté€ normalniho rozlozeni pfi znamém rozptylu.

5.5.6. Priklad

10 x nezavisle na sob¢ byla zméfena jista konstanta p. Vysledky méfeni byly: 2 1,8
2,124 19 21 2 1,8 2,3 22 Tyto vysledky povazujeme za Ciselné realizace nahodného
vybéru X, ..., Xjo z rozlozeni N(, 0,04). N&jaka teorie tvrdi, ze p = 1,95.

a) Oboustranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: p = 1,95 postavime oboustrannou alternativu H;: p # 1,95. Na hla-
din€ vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vSemi tfemi popsanymi zptsoby.
Re3eni:
= %(2+...+2,2)= 2,06, 6°=0,04,n =10, a = 0,05, ¢ = 1,95

a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Pro ulohy o stfedni hodnoté normalniho rozlozeni pfi znamém rozptylu pouzivame pivotovou

M-c a bude

. M- : o

statistiku U = ?M ~N(0, 1) (viz 5.3.4.). Testové kritérium tedy bude T, = -

Jn Jn

mit rozlozeni N(0, 1), pokud je nulova hypotéza pravdiva. Vypocitame realizaci testového

2,06 1,95
0,2
J1o

W = (tmin Ko (T)> o <K17a/2 (T), t s ) = (_ D, U5 > o <u17a/2 > Oo) =

(— 0, ~U, o/ > v, <u1706/2 , oo) = (— 0, — U g7 > U <u 0.575 5 oo) = (— oo,—l,96> v, (1,96, oo). Protoze

kritéria: to = =1,74. Stanovime kriticky obor:

1,74 ¢ W, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-a)% empirického intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pii zndmém roz-

2. . (®) (9
ptylu ¢ jsou (viz 5.3.4.): (d, h) = (m - —= Ujqp, M+ —= Uran).
A/n vn
e 0,2 0,2
V nasem ptipadé dostavame: d = 2,06 - ——= ug 975 = 2,00 - .1,96=1,936, h=2,184.

V10 V10

Protoze 1,95 €(1,936; 2,184), Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.



Protoze proti nulové hypotéze stavime oboustrannou alternativu, pouzijeme vzorec

p =2 min{P(To < to), P(To > to)} =2 min {P(To < 1,74), P(To > 1,74)} =

=2 min { ®(1,74), 1 — ®(1,74) } =2 min { 0,95907, 1 — 0,95907 } = 0,08186. Jelikoz
0,08186 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

b) Levostranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: i = 1,95 postavime levostrannou alternativu H;: p < 1,95. Na hla-
din€ vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vSemi tfemi popsanymi zpusoby.

Re3eni:
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Na rozdil od oboustranné alternativy bude mit kriticky obor tvar W =

(=o0,u,) = (=0, 5) = (—0,-1,645).
Protoze 1,74 ¢ W, Hy nezamitame na hladiné vyznamnosti 0,05.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-0)% empirického pravostranného intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p

(¢
E ul-a).

0,2 0,2
V nasem ptipad€ dostavame: h =206 + ——=1u95 =2,06 + —= .1,645 =2,164.

V1o Jio

Protoze 1,95 € (-o; 2,164), Hy nezamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05.

pii znamém rozptylu 6” jsou (viz 5.3.4.): (-0, h) = (-0, m +

c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

Protoze proti nulové hypotéze stavime levostrannou alternativu, pouzijeme vzorec

p =P(To <ty) = D(1,74) = 0,95907. Jelikoz 0,95907 > 0,05, nulovou hypotézu nezamitame na
hladin€ vyznamnosti 0,05.

¢) Pravostranna alternativa
Proti nulové hypotéze Hy: p = 1,95 postavime pravostrannou alternativu H;: p > 1,95. Na hla-
din€ vyznamnosti 0,05 testujte Hy proti H; vSemi tfemi popsanymi zpusoby.

Re3eni:
a) Test provedeme pomoci kritického oboru.
Na rozdil od oboustranné alternativy bude mit kriticky obor tvar W =

(U4, %) = (U 05,00 = (1,645, 0).

Protoze 1,74 € W, Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alter-
nativy.

b) Test provedeme pomoci intervalu spolehlivosti.
Meze 100(1-a)% empirického levostranného intervalu spolehlivosti pro stfedni hodnotu p pfi

oS

Vn
e 0,2 0,2

V nasem ptipadé dostavame: d = 2,06 - Uo.95 = 2,00 - 1,645 =1,956.

V10 V1o

Protoze 1,95 ¢ (1,956, ), Hy zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pra-
vostranné alternativy.

znamém rozptylu o jsou (viz 5.3.4.): (d, ) = (m - U}, ).




c) Test provedeme pomoci p-hodnoty.

Protoze proti nulové hypotéze stavime pravostrannou alternativu, pouzijeme vzorec
p=P(To>to) = 1 - d(1,74) = 1 - 0,95907 = 0,04093. Jelikoz 0,04093 < 0,05, nulovou hypoté-
zu zamitame na hladin€ vyznamnosti 0,05 ve prospéch pravostranné alternativy.



Priklady k S. kapitole

Priklad 1. : Necht' Xj, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni se stfedni hodnotou p, rozptylem
o° a distribuéni funkci ®(x). Necht n > 2.

l n
a) Vypoctéte stfedni hodnotu a rozptyl vybérového priméru M = —Z X, .
n g

b) Vypoitéte stiedni hodnotu vyb&rového rozptylu S* = —Z(X M)

i=1
c) Pro libovolné, ale pevné zvolené realné x vypoctéte stfedni hodnotu a rozptyl vybéro-

vé distribucni funkce F, (x) = lcard{i; X, <x}.
n
ReSeni:
1< 1< 1<
ad a) E(M) = E{szi] =2 E(X)=—2n= —nu M,
i=1 =

i=1 i=1
2

D(M)zDGZn:Xi}:%Zn:D(X) Z —ncs 22
i=1 e i=1

b

E(SB)E[H11§<XiM>2]nlliE(Kxiu)(Mu)r)
(- <206 ) ()

B )2 Soon el -

P R N Y
| Ty Nt Ny B S SRR o
(Pro informaci, bez dikazu: D(S?)="% - %_‘13)) kde v je 4. centrélni moment.

ad ¢) Pro libovolné, ale pevné zvolené realné Cislo x zavedeme transformovanou nahodnou
veli¢inu Y, ktera udava pocet téch nahodnych veli¢in Xj, ..., X,, které nabyvaji hodnoty men-
§i nebo rovné x, tedy Fy(x) = Yp/n. Odvodime rozlozeni nahodné veli¢iny Y,,. Je to diskrétni
nahodna velicina. Jeji pravdépodobnostni funkce n(y) = P(Y, =y). Ma-li veli¢ina Y, nabyt
hodnoty y, musi pravé y veli€in z n veli€in Xj, ..., X, nabyt hodnoty mensi nebo rovné x. Pfi-
tom P(X; <x)=®(x). Odtud tedy plyne, ze Y, ~ Bi(n, ®(x)). Je nam znamo, ze E(Y,) ==n
®d(x) a D(Yn) =n @(x)(1- @(x)). Vyuzitim vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu snadno odvo-
dime, ze E(Fu(x)) = ®(x) a D(Fu(x)) = O(x)(1- ®(x))/n.

Priklad 2. : Necht' (X1,Y1), ..., (Xp, Yn) je nahodny vybér z dvourozmérného rozlozeni

s vektorem stfednich hodnot (p;, p) a kovarianci 61,. Vypoctéte stiedni hodnotu vybérové

kovariance S, = —Z(X -M, XY, -M,).
n-—

i=1



Reseni:
B(S.) = B( —= (X, ~M, )Y, ~M,) )=

i=1

: il:E([(X‘ _I"Ll)_(Ml _Ml)][(Yi _Mz)_(Mz _Mz)]):

n—1%

nl—lian:E((Xi _I"Ll)(Yi _MZ))_(Ml _I"Ll)(Yi _Mz)_(Mz _Mz)(Xi _M1)+(M1 _Ml)(MZ _Mz) ):

DR R (R0 N o B) B (AR’ S0 »IN) 5 L (VD WSS B

1
n—1|“

nl_l{iznl:cu _nE((Ml - )(Mz _Mz))_nE((Ml _Ml)(MZ _Mz))+nE((M1 _Ml)(MZ _Mz)):| =

1 1
[nclz _nC(MlaMz)]: (nclz _012): Gy,
n-1 n-1

1 1 1 &< 1 & 1 1

C(MlaMz): C _ZXi’_ZYj = _ZZZC(Xi’Yj): _QZC(XDYi) =00, =—6y,
g 7 n g = n g n n

(Kovariance C(Xj, Y;) = 0 pro 1 # ], protoze se jedna o nahodny vybér.)

Priklad 3: Necht' X,,...,X,, a X,,,...,X,, jsou stochasticky nezavislé nahodné vybéry,

prvni z rozloZeni se stiedni hodnotou p; a rozptylem °, druhy z rozlozeni se stiedni hodnotou

1 a rozptylem 6°. Oznaéme M, M, vybérové praméry, Si%, S,* vybérové rozptyly a

(nl - 1)812 + (nz - 1)822

n,+n, -2

S,” = vazeny prumér vybérovych rozptylt

a) Dokazte, ze statistika M; - M, je nestrannym odhadem parametrické funkce p; - p,.
b) Dokazte, Ze S+ je nestrannym odhadem o”.

ReSeni:
ad a) E(M1 - Mz) = E(Ml) — E(Mz) = W - WU

B(S.5) = E((nl -1)8,” +(n, - 1)s,’ } B B R A A )

n,+n, -2

ad b)

;[(nl _1)62 +(n2 _1)02]: c’

n,+n, -2

Priklad 4: Nezavisle opakovana laboratorni méfeni urcité konstanty jsou charakterizovana
nahodnym vyb&rem X, ..., X, E(Xi) = u, D(Xj) =%, i = 1, ..., n. Uvazme statistiky

1Q X, +X
M =—%X L =21"2n
n n; 1 n 2

a) Dokazte, ze My a L, jsou nestranné odhady konstanty  a zjistéte, ktery z nich je lepsi.
b) Dokazte, ze {Mn }::1 a {Ln }::1 tvori posloupnosti asymptoticky nestrannych odhadt
konstanty p.
c) Zjistéte, zda {M, }” a{L,}", tvoii posloupnosti konzistentnich odhadli konstanty p.
Reseni:



ad a) E(M,) = p— viz ptiklad 1, bod (a).

mw[%j:g[ﬂxl)m(xn)]: e,

2

D(M,) = % ~viz ptiklad 1, bod (a).

X, +X 1 ‘+0° o’ :
DL, )= D(Tj =, )+ D%, )= TET = o= 3 e tedy lepsim
odhadem konstanty p vybérovy prumér M,

ad b) Asymptoticka nestrannost plyne z nestrannosti.

ad c) Posloupnost asymptoticky nestrannych odhadi je posloupnosti konzistentnich odhadg,
pokud posloupnost rozptylti konverguje k nule.
2

lim D(M,) = lim S - 0, tedy posloupnost vybérovych rozptylt je posloupnosti

n—ow n—-% n

konzistentnich odhadt konstanty .
2

lim D(L,) = lim % > 0, tedy posloupnost {Ln }::1 neni posloupnosti konzistentnich odhadt

n—o

konstanty p.



Prace se systémem STATISTICA

Téma: Ilustrace zakladnich pojma matematické statistiky

a) Prizkum chovani vybérového pruméru a vybérového rozptylu
Necht' X, ..., Xy je nahodny vybér z rozlozeni se stiedni hodnotou p a rozptylem o°. Pak pro

o o 1< S IR .
vybérovy primér M= —> X, a vybérovy rozptyl S* = —IZ:(Xi ~M)’ plati: E(MM) =,
i=1 n—1ig
D(M) = 6°/n, E(S?) = 6°. Tyto vlastnosti budeme ilustrovat na nahodném vybéru rozsahu 100
z rozlozeni Rs(0,1). V tomto piipadé€ E(X;) = 1/2, D(X;) = 1/12.

1. Vytvofte novy datovy soubor o 103 proménnych a 100 pfipadech. Pomoci programu ge-
ner.svb, ktery si stahnete z webové stranky, se naplni prvnich 100 proménnych 100 reali-
zacemi nahodnych veli¢in X;~ Rs(0,1), i=1, ..., 100, do proménné v101 se ulozi poradova
Cisla 1 az 100, do proménné v102 (resp. v103) se ulozi praméry (resp. rozptyly) promén-
nych vl az v100. Proménnou v101 pfejmenujte na PORADI, v102 na PRUMER a v103
na ROZPTYL. Vznikly datovy soubor ulozte pod nazvem uniform.sta.

2. Graficky znazornéte hodnoty nékteré z proménnych vl1, ..., v100 (napf. v1) a hodnoty
proménnée PRUMER.

Navod: Graphs — Scatterplots — Graph type Multiple — vypneme Linear fit — Variables X
PORADI, Y vl, PRUMER, OK, OK.Vidime, ze hodnoty proménné v1 se nachazeji mezi
0 a 1, zatimco hodnoty proménné PRUMER se koncentruji v uzkém pasu kolem 0,5.

3. Pomoci Descriptive Statistics vypocCtéte prumér a rozptyl napt. proménné v1 a proménné
PRUMER. Priimér proménné v1 by mél byt blizky 0,5, rozptyl 1/12 = 0,083. Primér
proménné PRUMER by se mél blizit 0,5, zatimco rozptyl by mél byt 100 x mensi nez
1/12, tj. 0,00083. Dale vypoctéte prumér proménné ROZPTYL. Mél by se blizit 1/12 =
0,083.

b) Ovéreni nestrannosti vybérové distribucni funkce
Necht X, ..., X, je ndhodny vybér z rozlozeni s distribu¢ni funkci ®(x). Pro libovolné, ale

. it X . 1 . e
pevné zvolené realné Cislo x ozna¢me F_(x) = —card{l; X < X} hodnotu vybérové distribu¢ni
n

funkce v bodé¢ x. Pak E(Fy(x)) = ®(x), tj. pro libovolné. Ale pevné zvolené realné x je vyb&ro-
va distribu¢ni funkce nestrannym odhadem distribucni funkce ®(x). Tuto vlastnost budeme
ilustrovat na ndhodném vybéru rozsahu 1000 z rozlozeni N(O,1).

1. Vytvotte novy datovy soubor o dvou proménnych a 1000 piipadech.

2. Do proménné vl ulozte 1000 realizaci ndhodné veli€iny s rozlozenim N(0,1) tak, ze
v Long Name pouzijte piikaz =vnormal(rnd(1);0;1).

3. Hodnoty proménné v1 setfid’te podle velikosti: Data - Sort.

4. Proménnou v2 transformujte tak, ze v Long Name pouzijte piikaz =v0/1000.
Nakreslete dvourozmérny teCkovy diagram, kde na osu x vyneste vl a na osu y v2. Graf
této vybérové distribucni funkce porovnejte s grafem distribuéni funkce N(0,1) na inter-
valu -3 az 3. Ten ziskate tak, ze k datovému souboru pfidate promé€nnou x a proménnou
y. Do Long Name proménné x napiste ptikaz =6*(v0-1)/1000-3 a do Long Name pro-
meénné y napiste prikaz =INormal(x;0;1). Pomoci Scatterplot vykreslite graf distribu¢ni
funkce rozlozeni N(O,1).



¢) Siika intervalu spolehlivosti v zavislosti na rozsahu vybéru a v zavislosti na riziku
Necht (d, h) je 100(1-a)% empiricky interval spolehlivosti pro h( 3 ) zkonstruovany pomoci
¢iselnych realizaci x;, ..., X, ndhodného vybéru X;, ..., X, z rozlozeni L( §).

- Pti konstantnim riziku klesa Sifka h-d s rostoucim rozsahem nahodného vybéru.

- Pti konstantnim rozsahu ndhodného vybéru klesa Sitka h-d s rostoucim rizikem.

Tyto vlastnosti budeme ilustrovat na intervalu spolehlivosti sestrojeném pro stfedni hodnotu p
rozlozeni N(0,1).

Sledovani vlivu rozsahu vybéru na §irku intervalu spolehlivosti (pri =0,05)

Pro hypotetické nahodné vybéry rozsahun (n=15,7,9, ..., 85) z rozlozeni N(0,1), jejichz vy-
bérové priuméry se vzdy realizovaly hodnotou 0, vypoctéte dolni a horni meze 95% interval
spolehlivosti pro p a graficky znazornéte zavislost téchto mezi na rozsahu n.

Navod: Program intspl.svb oteviete v programovacim okné. Vytvoite novy datovy soubor

o 3 promé&nnych a 41 ptipadech. Po spusténi programu intsp1l se do promeénné v1 ulozi rozsa-
hy vybéra 5, 7, ..., 85, do v2 (resp. v3) dolni (resp. horni) meze 95% intervald spolehlivosti
pro u. Vytvoreni grafu: Graphs — Scatterplots — Graph type Multiple — vypnout Linear fit —
Variables X vl, Y v2, v3, OK, OK.

Sledovani vlivu rizika na §ifku intervalu spolehlivosti (pri konstatnim rozsahu vybéru)
Pro hypoteticky nahodny vybér rozsahu n=25 z rozlozeni N(0,1), jehoz vybérovy primeér se
realizoval hodnotou 0, vypoctéte dolni a horni meze 100(1-a)% interval spolehlivosti
(0=0,20, 0,19, ..., 0,01) pro p a graficky znazornéte zavislost téchto mezi na riziku a.

Navod: Program intsp2.svb oteviete v programovacim okné. Vytvoite novy datovy soubor

o 3 proménnych a 20 ptipadech. Po spusténi programu intsp2 se do proménné v1 ulozi rizika
0,20, 0,19, ..., 0,01, do v2 (resp. v3) dolni (resp. horni) meze 100(1-a)% intervala spolehlivos-
ti pro p.Vytvoreni grafu: stejnym zptisobem jako v predeslém piipadé.



