8. Parametrické ulohy o vice nezavislych nahodnych vybérech

8.1. Vice nezavislych nahodnych vybéru z normalnich rozloZzeni

8.1.1. Motivace: Zajimame se o problém, zda lze ur¢itym faktorem (tj. nominalni nahodnou
veli€inou Y, ktera ma varianty yyiy, ..., Y, 13, vysvétlit variabilitu pozorovanych hodnot na-
hodné veli¢iny X, ktera je intervalového ¢i pomérového typu. Napt. zkoumame, zda pocet déti
(nahodna veli¢ina Y) ovliviiuje primérné rocni vydaje rodiny na primyslové zbozi (nahodna
veli€ina X).

Provede se tedy nahodny vybér X,,,...,X, , odpovidajici variant€ yp) atd. az nahodny

vybér Xi,..., X, , odpovidajici varianté yp. Pfitom pfedpokladame, ze X;,..., X, ; se fidi

rozlozenim N(y;, 6%),j=1, .., r a ze jednotlivé nahodné vybéry jsou stochasticky nezavislé.
Na hladin€ vyznamnosti a testujeme nulovou hypotézu, ktera tvrdi, ze vS§echny stfedni

hodnoty jsou stejné proti alternativni hypotéze, ktera tvrdi, ze aspoii jedna dvojice stfednich

hodnot se lisi. Jedna se tedy o zobecnéni dvouvybérového t-testu a na prvni pohled se zda, ze
RS e, , 1y o . . . . 1y ,
staci utvorit (2] dvojic nahodnych vybért a na kazdou dvojici aplikovat dvouvybérovy t-test.

Tento postup vSak nelze pouzit, nebot’ nezarucuje splnéni podminky, ze pravdépodobnost
chyby 1. druhu je a. Proto ve 30. letech 20. stoleti vytvofil R. A. Fisher metodu ANOVA
(analyza rozptylu, v popsané situaci konkrétn€ analyza rozptylu jednoduchého tridéni), ktera
uvedenou podminku splfiuje.

Pokud na hladiné vyznamnosti o zamitneme nulovou hypotézu, zajima nés, které dvo-
jice stfednich hodnot se od sebe lisi. K feSeni tohoto problému slouzi metody mnohonasobné-
ho porovnavani, napt. Scheffého nebo Tukeyova metoda.

8.1.2. Vlastnosti statistik odvozenych z vybérovych priméri a vybérovych rozptylia

Necht le,...,anj ~ N(W, 6°),j=1,2, .., r jsou nezavislé nahodné vybéry. Oznaéme

T l nj
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charakterizuje variabilitu uvnitf jednotlivych vybéra.
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riabilitu mezi jednotlivymi vybéry.
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abilitu jednotlivych pozorovani kolem celkového prumeéru.
Plati: St = Sg + Sa.
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8.1.3. Test hypotézy o shodé strednich hodnot
Na hladin€ vyznamnosti a testujeme Hy: pu; = ... = i, proti Hy: aspoii jedna dvojice
sttednich hodnot se lisi. Plati-li Ho, pak

. o s I ¢
a) nestrannym odhadem spole¢né stiedni hodnoty L je celkovy primér M = —Z n;M;
n-
=1

. .S
b) nestrannym odhadem rozptylu o je statistika _Al
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... S
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Hy tedy zamitdme na hladiné vyznamnosti o, kdyz F > F4(r-1, n-r).

Duikaz:
Necht plati Hp.
ad a) Oznacme p spolecnou stfedni hodnotu. Pocitame
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Nahodna veli¢ina, ktera vznikne standardizaci M; ¢i M, ma standardizované normalni rozlo-
zeni (M resp. M je totiz linearni kombinaci nahodnych veli¢in s normalnim rozlozenim).
Soucet kvadratti stochasticky nezavislych nahodnych veli€in s rozlozenim N(0,1) ma rozloze-
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c

Sa/lr=1) o)
(52 SA/r—l ) 5 ,
- ~F(r-1, n- kud Hy plati. Kdyz Hy pl
S s (o) e ). pokud Hoplai Ky Hypla

2
(®)
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S -1 . .
bude podil F = %r)) blizky 1, protoze Sa/(r-1) je nestranny odhad 6 a Sg/(n-r) je ne-
stranny odhad o (bez ohledu na platnost Hy). Neni-li Hy pravdiva, ¢itatel vzroste, protoze
rozdilnost stfednich hodnot se projevi vétsi variabilitou vybérovych priméra kolem celkové-
ho priméru. Jmenovatel ovSem ztistane tyz, proto testové kritérium F bude nabyvat hodnot
vétSich nez 1. Jelikoz hladina vyznamnosti je a, bude mit kriticky obor tvar:

W:<Fl_a(r—l,n—r),oo).

8.1.4. Tabulka jednofaktorové analyzy rozptylu
Byva zvykem zapisovat vysledky do tabulky ANOVA.

Zdroj variability | Soucet Ctverct Stupné volnosti | podil F

skupiny Sa r-1 Sa/(r-1) S, /(r=1)
Sp/ (n - r)

rezidualni Sk n-r Sg/(n-r) -

celkovy St n-1 - -

8.1.5. Bartlettuv a Levenuv test shody rozptyla
Pred provedenim analyzy rozptylu je zapotiebi ovéfit predpoklad o shodé rozptyla
v danych r vybérech.

. OznacCime

Leventlv test: Polozme Z;; = ‘Xij -M;

1 n; 1d n; r 1 r
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Plati-li hypotéza o shod¢ rozptyly, pak statistika F, = —=>—>—= ~F(r-1, n-r). Hy tedy zami-

S/ (n - r)
tame na hladin€ vyznamnosti o, kdyz Fz > Fi.(r-1, n-r).
Bartlettv test: Plati-li hypotéza o shodé€ rozptyll, pak statistika

B:é (h-)nS.2 =3 (o, ~1)ins 2 ~X2(r-l),kdeC=l+3(l 1)(2 ——— }

Hy zamitame na hlading vyznamnosti o, kdyz B > 3 1.(r-1, n-r).

8.1.6. Metody mnohonasobného porovnavani

Zamitneme-li na hladiné vyznamnosti a hypotézu o shodé stfednich hodnot, chceme
zjistit, které dvojice stfednich hodnot se lisi na dané hladin€ vyznamnosti a. Maji-li vSechny
vybéry tyz rozsah p (fikdme, ze tfidéni je vyvazené), pouzijeme Tukeyovu metodu: rovnost
stfednich hodnot py a p zamitneme na hladin€ vyznamnosti a, kdyz

|Mk - M1| >q,,(r,n- r)%, kde hodnoty qi..(r, n-r) najdeme ve statistickych tabulkach.

Nemaji-li vSechny vybéry stejny rozsah, pouzijeme Scheffého metodu: rovnost stied-
nich hodnot p a p; zamitneme na hladin€ vyznamnosti o, kdyz

M, -M,[=S, [r—1 L+i F__(r—-1n-r1).
k 1 n 1-a

ny 1

Pozor, miZe nastat situace, kdy pfi zamitnuti Hy nenajdeme vyznamny rozdil u zadné
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hodnot.




8.1.6. Priklad

U ctyt odriid brambor (oznacenych symboly A, B, C, D) se zjistovala celkova hmot-

nost brambor vyrostlych vzdy z jednoho trsu. Vysledky (v kg):

odruda hmotnost

A 0,9 0.8 0,6 0.9

B 13 1,0 13

C 13 15 1,6 1,1 1,5
D 111210

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze stfedni hodnota hmotnosti trsu brambor
nezavisi na odradé. Zamitnete-li nulovou hypotézu, zjistéte, které dvojice odrid se lisi na hla-

din€ vyznamnos

Reseni

ti 0,05.

Data povazujeme za realizace Ctyf nezavislych nahodnych vybért ze ¢tyf normalnich
rozlozeni se stejnym rozptylem. Testujeme hypotézu, ze vSechny ctyfi stfedni hodnoty jsou

stejné.

M;=0,8 My;=12,M;=11, M= 1,14, S =0,3, Sa= 0,816, St = 1,116, F = 9,97, Fy5(3,11)
= 3,59. Protoze testova statistika se realizuje v kritickém oboru, Hy zamitame na hlading vy-

znamnosti 0,05.

Vysledky zapiSeme do tabulky ANOVA

Zdroj variability | Soucet Ctverct Stupné volnosti | podil F

skupiny Sa=0,816 3 Sa/3=0,272 S, /(-1 _
Sg/ (n - r)
9,97

rezidualni Sg=0,3 11 Sg/11 =0,02727

celkovy Sr=1,116 14 - -

Nyni pomoci Scheffého metody zjistime, které dvojice odriid se lisi na hladiné vy-

znamnosti 0,05.

Srovnavané odrudy Rozdily |Mk — M1| Prava strana vzorce
A B 0,4 0,41
A, C 0,67 0,36
A D 0,3 0,41
B, C 0,2 0,40
B,D 0,1 0,44
C,D 03 0,40

Na hladiné vyznamnosti 0,05 se lisi odridy A a C.

8.1.7. Vyznam predpokladu v analyze rozptylu
a) Nezavislost jednotlivych nahodnych vybéri — velmi dulezity predpoklad, musi byt splnén,

jinak dostaneme nesmyslné vysledky.

v LR B4

vybéry rozsah nad 20 (dasledek centralni limitni vety). Pfi vyraznéjsim poruseni normality se

doporucuje Kruskaltiv — Wallisiv test.

¢) Shoda rozptyli — mirné poruseni nevadi, pti véts§im se doporucuje Kruskaliv — Wallistuv
test. Test shody rozptylti ma smysl provadét az po ovéreni predpokladu normality.




8.2. Vice nezavislych nahodnych vybéru z alternativnich rozlozeni

8.2.1. Test homogenity binomickych rozloZeni

Necht’ le,...,anj ~A(8)),]=1,2, .., rjsou nezavislé nahodné vybéry. Testujeme

hypotézu Ho: 8, =...= 3, proti alternativni hypotéze Hi: aspon jedna dvojice parametru je

r
ruzna. Oznaéme n = » n. celkovy rozsah vSech r vybéru a M: vazeny prumér vybérovych
J
=1

1 J 2 .
— > n.{M. -M. [, ktera
M*(l—M*); J( ! )
v ptipadé platnosti nulové hypotézy ma asymptoticky rozlozeni y*(r-1). Ho tedy zamitame na
asymptotické hlading vyznamnosti o, kdyz Q > y*1.u(r-1).

Test 1ze pouzit, pokud njM« > 5 pro vSechnaj=1, ..., r.
Statistiku Q lze snadno upravit do Brandtova — Snedecorova vypocetniho tvaru

1 M.

___ 1 5 M2 - .
Q M*(l—M*)jZZI:nJ TN,

pramért. Jako testové kritérium slouzi statistika Q =

M. -
Diukaz: Jak bylo ukézano v 6.3.1,, statistika U; = 5 Jl 9] ~ N(0,1). Necht plati Hy.
A

n;

Ozna¢me § spolecnou hodnotu vSech parametrd 8;,j =1, 2, ..., r. Pak statistika

M, -9 n,(M; - 8)

U =—o — =N@O,1)aU2=-!
o s(1-9) Db, 9(1-9)

n;

~v*(1). Lze ukazat, Ze statistika

Q= Zr:U j2 = 3 (ll—S)jZ;:n j (M i 8)2 ~ y*(r-1). Parametr § viak nezname, nahradime ho

=1

r
2.0M;
J 7 o v 7 v 7 o o) '=1
vazenym priimérem vybérovych primérd M, = -~ a dostaneme
n

Q= WM)EZ n, (Mj - M. )2 ~ v*(r-1). Kriticky obor tedy bude W = <X21—(x (r - l), oo) .

=1

8.2.2. Test homogenity binomickych rozloZeni zalozeny na arkussinusové transformaci
Neni-li splnéna podminka njM+« > 5 pro vSechna j = 1, ..., r, doporucuje se nasledujici

o : : 1< .
postup: oznaéme Y; = > X , Aj = arcsin VY, j=1,..,r, B= HZ n;A; . Pak statistika
i1 =1

Q= nz n; (A i B)2 ~ y(r-1). Hy tedy zamitame na asymptotické hlading vyznamnosti a,
i=1

kdyz Q > ¥ 1(r-1).



8.2.3. Mnohonasobné porovnavani
Zamitneme-li nulovou hypotézu na asymptotické hladin€ vyznamnosti o, chceme zjis-
tit, které dvojice parametrii 3, , 9, se li§i. Plati-li nerovnost

1 1 . .
|Ak - A1| > g(— + —) -q,_,, (r, ), pak na hlading vyznamnosti o zamitame hypotézu
n

o shod¢ parametrti $, , 3,. (Hodnoty qi.«(r, ) najdeme v tabulkéach.)

8.2.4. Priklad

Na gymnazium bylo pfijato 142 studentti. Ti byli nahodné rozdéleni do ¢ty tfid A, B,
C, D. V kazdé ttidé byla matematika vyu€ovana jinou metodou. Na konci §kolniho roku psali
vSichni studenti stejnou pisemnou praci a byl zaznamenan pocet téch studenta, ktefi vytesili
vSechny zadané ukoly.

Trida A B C D
Pocet studentti 35 36 37 34
Pocet uspésnych studentti 5 8 17 15

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze rozdily mezi tfidami
jsou zpusobeny pouze nahodnymi vlivy.

Reseni

Mame Ctyfi nezavislé nahodné vybery, j-ty pochazi z rozlozeni A(38),j=1, 2,3, 4.
Testujeme hypotézu Hp: $, =3, =9, =3, Pfitom n; =35, n;=36,n3=37, n4=34, m; =
5/35, my=8/36, m3=17/37, my= 15/34, m« = (5+8+17+15)/142 = 45/142. Testova statistika
Q = 12,288, x%0.95(3) = 7,81. Protoze testové kritérium se realizuje v kritickém oboru, H, za-
mitadme na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05.

Protoze v jednom pfipadé neni splnéna podminka njm=« > 5, pouZzijeme jeste test zalo-
zeny na arkussinusové transformaci.

A1 =0388 A,=0491, A;=0,745, A4= 0,768, B = 0,588. Pak Q = 13,227 a Ho
opét zamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.

Nyni metodou mnohonasobného porovnavani zjistime, které dvojice parametrt se od
sebe 1i8i na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Srovnavangé tfidy Rozdily | A, - A1| Prava strana vzorce
A B 0,103 0,30
A, C 0,357 0,30
A D 0,339 0,31
B, C 0,254 0,30
B,D 0,254 0,31
C,D 0,018 0,30

Na hladin€ vyznamnosti 0,05 se li§i tfidy A, Ca A, D.




Priklady k 8. kapitole

Priklad 1.: Jsou znamy mésiCni trzby (v tisicich K¢) tii prodavact za dobu pul roku.

1. prodavac: 12 10 9 10 11 9

2. prodavac: 10 12 11 12 14 13

3. prodavac: 19 18 16 16 17 15

Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze stfedni hodnoty trzeb vSech tfi prodavacu
jsou stejné. Pokud zamitneme nulovou hypotézu, zjistéte, trzby kterych dvou prodavacu se lisi
na hladin€ vyznamnosti 0,05.

Reseni

m; =10,17, my=12, m3 = 16,83, m= 13, s,° = 1,37, s,° =2, 85°=2,17, Sg =27,7, Sp =
142,3, St =170, F = 38,58, Fo.975(2,015) = 3,6823, H) tedy zamitame na hladin& vyznamnosti
0,05.

Vysledky zapiSeme do tabulky ANOVA

Zdroj variability | Soucet ¢tvercti | Stupné volnosti | podil F

skupiny Sa=1423 2 SV2=TL1T 8, /(r=1) _ o o
Sy / (n - r) ’

rezidualni Sy = 27,7 15 Sp/15=1,84 |-

celkovy St=170 17 - -

Nyni pomoci Tukeyovy metody zjistime, které dvojice prodavacu se li§i na hladin€ vyznam-
nosti 0,05.

Srovnavani prodavaci

Rozdily [M, - M|

Prava strana vzorce

2

1,2 1,83 2,68
1,3 6,67* 2,68
2,3 4,83% 2,68

Prava strana: q,_, (r,n—r) \/_ = (.05(3,15)

S
p

V1,84
N

_ 453V

75

=268, kde s, = S

Na hladiné vyznamnosti 0,05 se 1isi trzby prodavaca 1, 3 a 2, 3.

Priklad 2.: 99 ndhodné vybranych matek bylo dotazano, zda jejich kojenec dostava dudlik.
Zjistoval se téz nejvyssi stupen dosazeného vzdélani matky.

Vzdélani matky Pocet matek Pocet déti s dudlikem
Zakladni 39 27
Stredoskolské 47 34
Vysokoskolské 18 15

Na asymptotické hladin€ vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze podily déti s dudlikem neza-
visi na vzdélani matky.

ReSeni

ny =39, =47, n3= 18, m; = 27/39, my = 34/47, mz= 15/18, m« = (27+34+15)/99 = 76/99.
Testova statistika Q = 1,085, kvantil x%.05(2) = 5,992. ProtoZe testové kritérium se nerealizuje
v kritickém oboru, Hy nezamitame na asymptotické hladiné vyznamnosti 0,05.



Prace se systémem STATISTICA

Téma: Parametrické ulohy o vice nezavislych nahodnych vybérech (analyza rozptylu
jednoduchého tridéni)

Vzorovy priklad: V jisté tovarné se méfil Cas, ktery potreboval kazdy ze tfi d€lnik( k usku-
te¢néni téhoz pracovniho ukonu. Cas v minutach:

1. délnik: 3,6 3,8 3,7 3,5, 2. délnik: 4,33,94,23,94,4 47, 3. délnik: 4,2 4,54,04,14,5 4.4,
Na hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vykony téchto tii d€lnikt jsou stejné. Za-
mitnete-li nulovou hypotézu, uréete, vykony kterych délnikt se li§i na dané hladiné€ vyznam-
nosti.

Navod: Vytvoite datovy soubor se dvéma proménnymi (X a ID) a 16 ptipady. Do 1. sloupce
napiste zmétrené ¢asy, do 2. sloupce dejte Ctyfikrat jednicku, Sestkrat dvojku a Sestkrat trojku.
Statistics - Basic Statistics and Tables - Breakdown & one-way ANOVA - Variables Depen-
dent X, Grouping ID, OK, Codes for grouping variables — All, OK, Quick — Summary: Table
of statistics (zobrazi se pruméry, smérodatné odchylky a rozsahy vSech tfi vybéra) — navrat do
Statistics by Groups — Categorized box & whisker plot (soucasné zobrazeni krabicovych dia-
gramu pro vSechny tfi vybéry — zména typu krabicového diagramu se provede po dvojnasob-
ném kliknuti myS$i na graf v menu Plot:Box/Whisker) — navrat do Statistics by Groups —
ANOVA & tests — Categorized normal prob. plots (vizualni posouzeni normality vSech vybeé-
ra) — navrat do Statistics by Groups — Levene tests (testovani homogenity rozptylt vSech tfi
vybéri - p-hodnota = 0,256, tedy na hladin¢ vyznamnosti 0,05 se nezamita hypotézu o shodé
rozptylil) — navrat do Statistics by Groups — Analysis of Variance (provedni analyzy rozpty-
lu). Ve vystupni tabulce je pouzito nasledujici oznaceni: SS Effect ... skupinovy soucet Ctver-
ct Sa, MS Effect ... Sa/(r-1), SS Error ... rezidualni soucet ¢tverci Sg, MS Error ... Sg/(n-1).
Protoze p-hodnota = 0,00268, zamita se na hladin€ vyznamnosti 0,05 hypotézu o shod¢ stred-
nich hodnot. Navrat do Statistics by Groups — Post- hoc — Scheffé test. Vysledek Scheffého
metody ukazuje, ze na hladiné vyznamnosti 0,05 se lisi vykony délniki (1,2), (1,3) a nelisi se
(2,3).

Priklady k samostatnému resSeni:

1. Studenti byli vyucovani predmétu za vyuziti péti pedagogickych metod: tradi¢ni zptisob,
programova vyuka, audiotechnika, audiovizualni technika a vizualni technika. Z kazdé skupi-
ny byl vybran nahodny vzorek studentd a vSichni byli podrobeni témuz pisemnému testu. Na
hladiné vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze znalosti vSech studentl jsou stejné a nezavisi
na pouzité pedagogické metode€. V pripadé zamitnuti hypotézy zjistéte, které vybéry se lisi na
hladin€ vyznamnosti 0,05.

metoda pocet bodu

tradiéni 76,2 48,3 85,1 63,7 91,6 87,2
programova 85,2 74,3 76,5 80,3 67,4 67,9 72,1 60,4
audio 67,3 60,1 55,4 72,3 40

audiovizualni 75,8 81,6 90,3 78 67,8 57,6

vizulni 50,5 70,2 88,8 67,1 77,7 73,9

2. Pan Novak muze cestovat z mista bydlisté do mista pracovisté tfemi riznymi zptisoby:
tramvaji (zpuisob A), autobusem (zptisob B) a metrem s naslednym prestupem na tramvaj
(zptsob C). Mame k dispozici jeho naméfené Casy cestovani do prace v dobe ranni $picky
(vCetné ¢ekani na ptislusny spoj) v minutach.

Zpiisob A: 32, 39, 42, 37, 34, 38, B: 30, 34, 28, 26, 32, C: 40, 37, 31, 39, 38, 33, 34



Pro vSechny tfi zpisoby dopravy vypoctéte prumérné Casy cestovani. Na hladin€ vyznamnosti
0,05 testujte hypotézu, ze doba cestovani do prace nezavisi na zptisobu dopravy. V pripade
zamitnuti nulové hypotézy zjistéte, které zptsoby dopravy do prace se od sebe lisi na hladiné
vyznamnosti 0,05.



