
Algoritmy teorie èísel - aktualizae uèebního textu

Deterministiký test na prvoèíselnost

polynomiální èasové nároènosti

V létì roku 2002, pøesto¾e byly prázdniny, obìhla ryhle svìtem zpráva, ¾e

byl koneènì objeven dlouho hledaný algorimus, který v polynomiálním èase

rozhodne, zda dané pøirozené èíslo je prvoèíslem. Jde o významný pokrok,

pøesto¾e se zdá, ¾e jeho vyu¾ití je jen na teoretiké úrovni { døíve známé ne-

deterministiké algoritmy toti¾ praují ryhleji. Zjednodu¹enì øeèeno, pokud

se nedeterministiký algoritmus zastaví a dá nám výsledek (vèetnì erti�-

kátu, o¾ je dùkaz, ¾e dané èíslo je prvoèíslo, nebo dùkaz, ¾e je slo¾ené), ne-

musí nám vadit, ¾e jsme k výsledku do¹li nedeterministikou estou. Kromì

toho o døíve známýh deterministikýh algoritmeh (napøíklad o pùvodním

Millerovì deterministikém algoritmu, který pozdìji Rabin upravil do zná-

mého nedeterministikého testu, nebo o deterministiké verzi testu Solovaye

a Strassena) je známo, ¾e jsou polynomiální, pokud platí zobenìná Rieman-

nova hypotéza (o¾ je tvrzení, o nìm¾ je v¹eobenì vìøeno, ¾e je pravdivé,

av¹ak neumí to nikdo dokázat). Na druhou stranu pro teoretikou informa-

tiku je dùle¾ité vìdìt, ¾e nedeterministiký algoritmus polynomiálního èasu

skuteènì existuje.

Ve zmiòovaném èlánku pánové Agarval, Kayal a Saxena z Indie dokázali,

¾e následujíí algoritmus je polynomiálního èasu a pro ka¾dé pøirozené èíslo

n dává správný výsledek.

Algoritmus (Agarval, Kayal, Saxena). Pro dané pøirozené èíslo n > 2

algoritmus rozhodne, zda je n prvoèíslo nebo slo¾ené.

1. [Moniny℄ Je-li n sudé nebo pokud je n = a

b

, kde a; b 2 N , b > 1, vytiskni,

¾e n je slo¾ené a skonèi. Jinak polo¾ r  2.

2. [První yklus℄ Nejmen¹í prvoèíslo vìt¹í ne¾ r ulo¾ do r. Jestli¾e rjn, pak

vytiskni, ¾e n je slo¾ené a skonèi. Jinak do q ulo¾ nejvìt¹í prvoèíslo dìlíí

èíslo r� 1. Jestli¾e platí q � 4

p

r logn a souèasnì n

(r�1)=q

6� 1 (mod r),

jdi na 3, jinak opakuj 2.

3. [Druhý yklus℄ Pro a od 1 do 2

p

r logn provádìj: jestli¾e

(x� a)

n

6� (x

n

� a) (mod (x

r

� 1; n));

pak vytiskni, ¾e n je slo¾ené a skonèi.

4. [Závìr℄ Vytiskni, ¾e n je prvoèíslo a skonèi.
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Kongruene u¾itá v bodì 2 je kongruení mezi elými èísly a je ovìøována

tak, ¾e levá strana je poèítána binárním umoòováním, pøièem¾ po ka¾dém

násobení je výsledek zmen¹ován dìlením elým èíslem r se zbytkem. Kon-

gruene v bodì 3 je v¹ak kongruení mezi polynomy. Je opìt ovìøována tak,

¾e levá strana je poèítána binárním umoòováním, pøitom v¹ak po ka¾dém

násobení polynomù je nejprve stupeò jejih souèinu eliminován pomoí dì-

lení se zbytkem polynomem x

r

�1 (jinými slovy, koe�ient u moniny x

s

pro

s � r se pøesune, tj. pøiète ke koe�ientu u moniny x

s�r

), poté se v¹ehny

koe�ienty vzniklého polynomu nahradí svými zbytky po dìlení èíslem n.

V dùkaze správnosti algoritmu je tøeba ovìøit dvì vìi:

� þmalýhÿ prvoèísel r s þvelkýmÿ prvoèíselným dìlitelem èísla r � 1 je

hodnì, a tedy první yklus je þbrzyÿ pøeru¹en s þpomìrnì malýmÿ r;

� pøípadná slo¾enost èísla n se projeví v prùbìhu výpoètu druhého yklu.

Celý dùkaz vyu¾ívá øady døívìj¹íh výsledkù, které svou hloubkou pøesahují

mo¾nosti této pøedná¹ky. Jen pro pøedstavu o tom, jak je asi dùkaz veden,

zde tyto výsledky analytiké teorie èísel uvádím:

Vìta 1. Neh» P (n) znaèí nejvìt¹í prvoèíslo dìlíí pøirozené èíslo n. Pak

existují konstanty  > 0 a n

0

tak, ¾e pro v¹ehna x > n

0

platí

jfp; p je prvoèíslo; p � x; P (p� 1) > x

2

3

gj �

x

logx

:

Vìta 2. Neh» �(n) znaèí poèet prvoèísel p � n. Pak pro libovolné n � 1

platí

n

6 logn

� �(n) �

8n

logn

:

V èlánku je dokázáno, ¾e èasová nároènost uvedeného algoritmu je øádu

O(log

12

n�f(log logn)) pro nìjaký polynom f , je tedy napøíklad øádu o(log

13

n)

a tedy jde opravdu o polynomiální algoritmus.
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