Standardni linearni reqresni model

Standardni (také klasicky) linearni regresni (jednorovnicovy) model je charakterizovan témito
predpoklady o vlastnostech modelovych veliéin :

1. Centrovanost nahodnych slozek Ee=0

2. Diagonalita kovarianéni matice nahodnych slozZek : Cov(egg') = o Ir
2a) homoskedasticita ( diagonalni matice se stopou To>. )
2b) neautokorelovanost nahodnych slozek E(&t.€s) =0 ts- G°

3. Nekorelovanost nahodnych slozek s nezavisle proménnymi E(Xg)=0.

4. PIna hodnost matice vysvétlujicich proménnych h(X) =k

Odhadova funkce obyéejné (prosté) metody nejmensich étvercii MNC (OLS)
v klasickém linearnim reqresnim modelu

poskytuje odhad o_sp* regresnich koeficientu  ve tvaru
osP* = (X' X)Xy

Véta 1 ( Gauss-Markovova ) . Odhad regresnich koeficientli o sp* pofizeny
obycejnou ( prostou ) metodou nejmensich ¢tvercu je nejlep$im nestrannym

linearnim odhadem vektoru parametra 3

Dukaz: rozdélime na nékolik ¢asti

A. odhad ¢, s* je nestranny (pro libovolnou velikost vzorku T) .

ovéreni nestrannosti :

E(B*)= E(XX)"Xy=E (XX)"X(XB+&)=E(XX)"XXB+E(XX)"Xe =
= (XX)'"XXEB+ (XX)'"XEe=EB+Ec= P 0.

Dusledek 1 : Nestranna odhadova funkce je vzdy asymptoticky nestranna.

Plati-li totiz E( " B*) = B pro kazdé kone¢né T, plati tentyz vztah i pro T — .

B. odhad B*o.s_je konzistentni, tj. plati : plim B*=
T

Vlastnost plati i pro pfipad, ze matice X je stochasticka matice.

ovéreni konzistence : lze vyvodit z nasledujiciho tvrzeni :

Tvrzeni 1 : Jestlize odhadova funkce je asymptoticky nestranna a kovarianéni

matice této odhadové funkce konverguje pfi T — « k nulové matici, pak je tato
odhadova funkce konzistentni.

Dtikaz vlastnosti B:

a) asymptoticka nestrannost OLS-odhadové funkce vyplyva z disledku 1.
b) konvergenci kovarianéni matice OLS-odhadové funkce (jeji tvar viz dale ad D)
k nulové matici ukazeme nasledovné :



Dale ukazeme, ze Cov (B*) = 6.2 ( X'X)"' . Definujme matici P =(X'X)/T a jeji
i —ty prvek oznacime jako Dij - Pro tento prvek plati
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Djj < fij , pficemz tato rovnost plati pro vSechna T.

VSechny prvky této matice jsou tedy (v absolutni hodnoté) shora omezeny
hodnotou &% = max &% . Tedy, pro véechna T ma matice P koneéné velké
prvky a je nesingularni. Zrejmé dale plati

Xx'x)y'=plr ( nebot plati X' X =7.P )
a navic matice P~' ma koneé&né velké prvky ( T ) pro vSechna 7'. Plati tedy

plim Cov (osB*) = plim o.2( X'X)" =62 plim P™'/ T =0k , kde

Tow Tow T—ooo

Ok je symetricka matice slozena ze samych nul.

C. odhad B* o1 s_je linearni ( vzhledem k vysvétlované proménné vy ),

nebot je definovan jako linearni forma pozorovani zavisle proménnéy :
ovéreni linearity : Ize psat B* = (X'X)" X'y = C’y, kde matice C" = (X'X)"' X"

predstavuje koeficienty linearni formy, jejiz proménné tvori slozky vektoruy .

Poznamenejme, Zze vzdy plati C'X = (X'X)'1 XX = Ik, kde Ik je jednotkova matice radu k.
D. kovarianéni matice piislusna odhadové funkci B* = (X'X)™ X'y ma nasledujici tvar :

Cov(f)=0o,.(X'X)".
( nestrannost g*)
ovéieni: Cov (B*) = E{[p*- E(B*)] [B*- E(B*)T }= ...... =E{[p*-BIL[B*-P]"} =
(dosazenizay)
E{LOXCX) "Xy - B1 [X X)Xy - BI'} = E{L (X X)X (XB+ &) - BL.L (X' X)"'X"(XB + €)- B’ }

XX)"XX =1t (vyruseni B)

=E{B+(XX)'Xe-B LIB+(XX)'Xe-B) = E [(XX)'XeL[(XX)'Xe]" =

(transpozice) (vytknuti nestoch..¢lent pred E) Eee' = ol

=E[(XX)"Xee X.(XX)' ]=....n.... = (X'X)" X Ee.e’ X(X'X)" = .......... =
(vytknuti skalaru o2 ) XX)TXX=1r

(X X)" XéoZ e X(XX) = ........ =0 2(XX)T XX (XX)! = 62 (XX)! 0.

Odtud plyne dusledek :
D1 smérodatné odchylky odhadnutych regresnich parametri sg- ziskame jako

_ [ 2
Op, =0 ¢jj , kde

fjjz je j-ty diagonalni prvek inverzni momentové matice (X'X)_1

O, je smérodatna odchylka nahodnych slozek (stejna u vsech & ).

g



E. odhad B* je nejlepsSi ve smyslu minimalni kovarian¢ni matice Cov ( *), nebot
pro kovarianéni matici kterékoliv jiné (linearni) odhadové funkce 3** plati :

Cov(B)-Cov(B)=Q,

kde Q) je né&jakéd symetricka pozitivné semidefinitni matice Fadu k (rozmérd k x k).

ovéreni: Bez Ujmy na obecnosti mizeme matici D” jiné linearni odhadové funkce
€ vyjadfit ve tvaru D' = (X'X)_IX‘ + G

Poznamka: Vzhledem k pozadavku na nestrannost [** musi s ohledem na
platnost vztahu DX = (X'X)" X'X + G'X = Ik, vzdy platit G'X = 0.
ovéreni vydatnosti:

B=E(f)=EDy)=E[D (X +¢)|=ED X +EDs =D XB+0=DXB

[ matice D, X jsou nestochasticke ]

z ¢ehoz pfimo plyne DX = Ik
Pro libovolnou jinou (linearni, nestrannou) odhadovou funkci tedy musi platit
Cov( f)=E{[f- EF1.[B-E4' TI=E{ [Dy-p]l.[Dy-B]"} =
=E{[((XX)'X"+G )y -Bl.{[((XX)'X+G")y-B]'} =
=E{[(XX)'X+G") (XB +&)-B]. [ (XX)"'X+G") (XB +2)-B] "} =
=E{[(XX)'X'XB+(XX)"Xe+Ge-B]. [(XX)'XXB + (XX)'Xec+Ge-p] }

[ protoze G'X=0] [ protoze G'X=0]
=E{[B+(XX)'Xe+Ge-B].[B+(XX)'Xec+Ge-B] } =
=E{[(XX)'Xe+Ge].[(XX)'Xe+Ge] }=

=E{(X'X)"Xee" X(X'X)"+ Gee” G+ (X' X)X ee” G+ Gee” X (X'X)"}

= (X" X)"X" Eee” X (X'X)' + G'Ece’G + (X' X)'X Eee” G + G" Eee” X (X'X)™]
[ protoze X i G jsou nestochastické matice ]
= (X' X)X A X(XX)'+G? It G+ (X X)X TG+ G o? I X (X'X)'] =
=62 (X'X)"'+ 6?G'G +* (XX)'X'G+c2GX(X'X)" =
[ protoze 02 je skalarni hodnota ]

=2 (X'X)'+6’G'G = Cov( B*) +¢2G'G,

[ protoze G'X=0 a stejné X'G=0 ]

kde G'G je zfejmé pozitivné semidefinitni matice. a.
F. Pro odhad rozptylu rezidui dostaneme :

E(ee)=E(¢M.Mg)=E(eMg)=Etr(eMeg) = Etr(Mge’) =

(M je idempotentni matice ) (skalar je sou€asné svou stopou) (tr AB=1rB.A)

=trE(Mee’) =tr(MEege ) =tr(Mollt)=ctr(M)=0c.2(T-Kk)

(zaména stopy a stfedni hodnoty) (M je nestochasticka) (02 je skalarni hodnota)
protoze tr (M) =tr (It -X (X' X)'X )=tr (It -X'X(X'X)")=tr(lt-1k)=T-k.
( definice M) (plati trAB=trB.A) (stopa jednotkové matice je rovna jeji dimenzi)



G. ZtvrzeniF plyne, ze nestrannym odhadem rozptylu ndhodnych slozek 682
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