Predikce v normdalnim linedrnim regresnim modelu

Opét prijimame tyto vlastnosti o velic¢inach linearniho regresniho (jednorovnicového)
modelu :

1. Centrovanost nahodnych sloZek Ee=0
2. Diagonalita kovariancni matice nahod. sloZek: Cov(ss’) =1 (diagonalini,
2a) homoskedasticita nahodnych sloZek nestochasticka matice )
2b) neautokorelovanost nahodnych sloZek
3. Nekorelovanost nahodnych sloZek s nezavisle proménnymi EX'te=0.
4. Plna hodnost matice vysvétiujicich proménnych h(X) =k

5. Normalita T-rozmérného vektoru nahodnych sloZek s nulovym vektorem
strednich hodnot a s diagonalni kovariancni matici

Y =c’l,,  neboli e~N (O;GZIT)

Vyse uvedené predpoklady jsou nezbytné k tomu, abychom uchovali platnost
vSech drfive ziskanych poznatkii o veli¢inach linearniho regresniho modelu a
vztazich mezi nimi, zejména o vyvodech, které jsme uvedli ve vétach 1a 2.

Abychom mohli vyuzit znalosti o chovani vysvétlujicich velicin modelu k
predikcim vysvétiované proménné, je treba vzdy :

a) Oveérit, zda vlivy piisobeni vysvétiujicich proménnych na zavisle proménnou
signalizované v pozorovaném obdobi se prenaseji (stejnym zpisobem jako dosud)
do budouciho (predikovaného) obdobi. Jinymi slovy to znamena posoudit, zda
se podstatnym zpisobem neméni hodnoty modelovych parametri.

b) Stanovit pro predpovédni obdobi vyvoj vysvétiujicich velicin, tzn. urcit pro
kazdy sloupec matice X jeho , pokracovani" pro obdobi T+1,T+2, ...T+m.
Predikované hodnoty vysveétiujicich proménnych ziskame pomoci odhadnutych
regresnich parametrd a predpovédi vysvétiujicich velicin v budoucim obdobi.

c) Uvazit zda v budoucim obdobi nedojde ke zméné specifikace modelu, tzn. zda
na zavisle proménnou nebudou pidsobit jiné viivy neZ dosud (vcetné dalsich
dosud neuvaZovanych proménnych), popr. zda se vliv stavajicich proménnych
neprojevi jinym zpisobem nez dosud (napr. v nelinearnim tvaru pisobeni).

d) O nahodné sloZce predpokladame, Ze se jeji viastnosti v budoucim obdobi
(Zadnym zasadnim zpidsobem) nezméni. Tzn. budeme predpokladat
konstantnost rozptylu nahodnych sloZek a jejich nekorelovanost s nezavisle
proménnymi béhem celého predikovaného obdobi.

Poznamky :

Ad a) Poruseni podminky a) znamena, Ze vliv plisobeni vysvétlujicich veli¢in na
zavisle proménnou se podstatnym zpiisobem méni a Ze znalost (jakkoliv dobre)
odhadnutého vektoru b nema pro predpovidani prilis velky vyznam.



Ad b) Znalost predikci vysvétlujicich velicin je podstatna, nebot’ (pri pevném
vektoru parametri b) na presnostech téchto predpovédi zavisi presnost
predpovédi zavisle proménné. Proto — ve vztahu k podmince b) — usilujeme o co
mozna nejvérohodnéjsi predpovédi sloupcli matice X : k jejich urceni miizeme
uplatnit nékolik zpisobli : prostou trendovou extrapolaci, jiny regresni vztah, kde
tato proménna vystupuje jako vysvétiovana nebo prosté uvazeny expertni odhad
vyvaoje.

Ad c) Pokud v budoucim obdobi zacnou na vysvétlovanou proménnou ptisobit
dalsi vlivové faktory, které se neprojevily v pozorovaném obdobi, znamena to, ze
dochazi ke specifikacni chybé, ktera ma vliv na vysledné hodnoty predikci
(Obdobna, byt’ méné vazna situace, nastane, pokud néktera z dosud uvazovanych
veli¢in prestane plisobit viibec nebo zacne piisobit s jinou intenzitou vlivu.).
Jestlize se zméni plivodné linearni model smérem k nelinearnim zavislostem, jsou
nam jen malo platné dosud ziskané informace o spoctenych hodnotach regresnich
koeficientd.

Ad d) Pokud by se chovani nahodné slozky vyznamnym zplisobem zménilo (nap¥.
realizace nahodné slozky by pochazely zjiného zakladniho statistického
rozdéleni, nez tomu bylo v minulosti) nemohli bychom uplatnit (aspon ne presné)
napi. konstrukce intervalli spolehlivosti. Pokud by doslo ke korelovanosti
s nékterou z vysvétlujicich proménnych v budoucnosti, doslo by opét ke zkresleni
vyslednych odhadi hodnot vysvétlované proménné v disledku dopadi na
vérohodnost odhadii regresnich parametrii, které k predikcim pouzivame.

V podstaté vsechny ,pasivni® predpovédi chovani zavisle proménné do
budoucnosti ( tzn. predikce, které jsou zalozeny na nezménénych regresnich
koeficientech ) jsou PODMINENYMI PREDPOVEDMI, které zavisi na tom, jak
dobre urcime hodnoty vysvétlujicich velicin v predpovidaném obdobi. Tento
nahled na PODMINENOST PREDIKCI se nazyva podminkou ,, CETERIS PARIBUS *
( tzn. podminkou o vypovédich ucinénych , za jinak nezménénych okolnosti " ).

Predpovéd” EX ANTE je tedy vZdy PODMINENOU predpovédi.

Predpovéd” EX _POST miiZe byt vyjimeéné NEPODMINENOU predpovédi, pokud
bychom s jistotou znali vsechny budouci hodnoty vysvétlujicich proménnych.

Poznamka : Pokud bychom tuto podminku opustili ( mj. pripustili proménlivost
vyvoje modelovych parametrii v case), ziskali bychom sice obecnéjsi a patrné i
vérohodnéjsi modelové zobrazeni ekonomické reality, na druhé strané bychom
vSak potrebovali podstatné bohatsi informace o chovani modelovych proménnych
a jejich ocekavanych zménach, abychom mohli tento zvétSeny pocet parametri
modelu statisticky korektné odhadnout.

Pro signalizaci intenzity zmén modelovych parametrii Ize pouzit nékolik postupi.
Nejcastéjsi je tzv. postupna regrese (vystiznéjsi by byl priviastek ,klouzava"), kdy celé
minulé pozorované obdobi o délce T ,prokladame" dilcimi regresnimi vztahy, pri
kterych bereme ,klouzavym zplisobem" vzdy obdobi o délce n < T. Pritom si
vSimame zmén modelovych parametrti, které postupné ziskavame pri provadeéni
téchto dilcich regresi.



Nyni formalné vyloZime postup, kterym je mozZno ovéFit, zda jsou parametry £, 5"
vystupujici v regresnim modelu spoctené na zakladé dvou riizné dlouhych
casovych vzorkii v obdobich 7, a 7, + 7, v €ase stabilni.

V dalsim prijmeme nasledujici znaceni :

Pocet pozorovani ziskanych v pozorovaném obdobi ............. T,
Pocet pozorovani rozSireného datového vzorku ..........cvvvenn T,
Pocet vysvétlujicich proménnych regresniho vztahu ............. k

Poédet vysvétlujicich proménnych &k nezavisi na poétu pozorovani, predpokladame
nicméné, ze k<7 ,k<T,

Na ulohu se miizeme divat tak, jako bychom k plivodnimu vzorku o délce 7,
pripojili dodatecnych 7, pozorovani, o kterych predpokladame, Ze pochazeji
z téhoz zakladniho souboru : Jako 7" oznacime soucet 7, +7, .

Linearni regresni model nejprve vyjadiime zvlast’' pro plivodni a rozsifeny vybér
pozorovani. Nejdfive dostaneme pro plivodni model T, hodnot vyjadreni

(1A) v, =X p+e
1 1 1
se souctem ctvercli rezidui ele =y, —Xb)(y,-Xb)
Dale prejdeme k rozSifenému modelu zahrnujicimu T, + T, pozorovani

(1B) y=Xp" +¢
se souctem ctvercli rezidui ele=@y-Xb")y-Xb")

V modelu (1B) jsou vektor zavisle proménné, matice vysvétlujicich proménnych a
vektor nahodnych slozek sestaveny jako
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V plivodnim i v rozSifeném vzorku samostatné odhadneme vektor parametrii b.

V (1A) ptijde o odhad ve tvaru
b=(X,'X)" X,y s reziduy e =y, -Xb
V (1B) ptijde o odhad ve tvaru

b'=(XX)"' X'y s reziduy e=y-Xb"



PridrZujeme se znadeni b jako OLS-odhad 2, b jako OLS-odhad ,B*.
Prfipomernime, Ze vSechny vektory b, b*, B, ,6’* maji shodnou délku £ .
Pokud nedojde ke zietelnym rozdiléim v ziskanych hodnotach b, »", Ize soudit na

stabilni regresni vztah, v némz pridanim dalSich pozorovani nedojde ke zméné
modelové struktury.

Nulova hypotéza o shodé vektortii regresnich koeficientli spoctenych z piivodniho i
rozsireného vzorku ma tedy tvar:

*

Ho ::B :,8
%k
Test této hypotézy zaloZime, prirozené, na rozdilu b —b, resp. na porovnani

souétu &verci rezidui odvozenych na zakladé odhadnutych vektoré b, b .

Pro soucty ctvercti rezidui ziskané z piivodniho a rozsifeného regresniho modelu
plati nasledujici vztahy:

(ZA) elvel = EIVMTlgl ’ kde MTl :ITl _Xl(X'X)ile'

(2B) de=eM z kde M, =1, - XX'X)' X'

Na zakladé drivéjSich poznatkii Ize vyvodit, Ze kvadratické formy ¢,'¢, a ¢'e maji
e/'eji x’- rozdéleni o 7, -k stupnich volnosti.

'

e'e: y’-rozdéleni o 7 -k stupnich volnosti.

Dimenze matice A/, je 7, , dimenze matice A/, je rovna 7. Matici M,
“rozsifime" na stejnou dimenzi jako ma matice M/, pfidanim nulovych prvki®.
Takto vzniklou matici oznaéime A/ 'r,. Matici M, sou€asné rozdélime na bloky
synchronné s matici M/, :

3) MTl*:(MTl O] MT:(MTI MT12}
0 0 MTZI MT2

priéemz jednotlivé bloky matice A/";1 jsou obsazeny témito maticovymi utvary:
M, =1,-XX'X)'X,
M,,=-X,X'XH'X,
M, =-X,(X'X)'X
M, =1,-X,(X'X)'X,

! Rozsifeni je nutné, protoze musime dale porovnavat kvadratické formy, které maji shodné
proménné (prvky vektoru , e) a tedy i délku vektoru téchto proménnych 7, +7,.



Jak matice M, tak M ', jsou idempotentni matice hodnosti (7' —k)resp. (T | —k).

Plati tedy
(4) MT :MTMT MTl*:MTl*MTl*

Dale Ize snadno dokazat, ze plati
(MT _MTl*)MTl* =0

a ze matice (M, -M m*) je rovnéz idempotentni. Proto (pripomernime, Ze hodnost
idempotentni matice je rovna jeji stope) plati

TF(MT _MTl*):T_Tl :Tz'

Obé kvadratické formy lze nyni vyjadrit ve stejnych proménnych ¢ (pfirozené vsak
s riiznymi maticemi — byt’ stejnych dimenzi - téchto forem):

(5A) ce—e'e = g'(MT —MTI*).g

' , *
(5B) e'e -eM &

Obé tyto kvadratické formy maji 7’ - rozdéleni:
Kvadraticka forma (5A) ma ;’- rozdélenio (7 —k)— (7, — k) = T, stupnich volnosti.
Kvadraticka forma (5B) ma y’- rozdéleni o (T | — k) stupnich volnosti.
Rozdéleni obou téchto kvadratickych forem jsou v diisledku platnosti vztahu
M, -M Tl*)M Tl* =0 vzajemné nezavisla.
Odtud plyne, ze prislusna podilova statistika
(e —eé))/T,
“ e T k)

ma Fisher-Snedecorovo 7 — rozdélenio 7, a 7, —k stupnich volnosti.

Uvedené zjisténi Ize nyni uzit pro testovani hypotézy, Zze regresni koeficienty jsou

pro obé situace (ptivodni i rozSifeny vybér) shodné. Rezidualni hodnoty, na jejichz

zakladé konstruujeme testovou statistiku, jsou totiz urleny pravé v zavislosti na

odhadnutych regresnich koeficientech :

- Pokud spoctena testova statistika prekrocCi teoretickou kritickou hodnotu
F *(T2’Tl_k) na zvolené hladiné vyznamnosti «, mluvi to v neprospéch

totoznosti odhadnutych parametrdi.
- Pokud naopak spoctena statistika kritické hodnoty / *(TZ’TI _k) nedosahne,

Ize s pravdépodobnosti 1—« usuzovat na shodu modelové podoby pro
plivodni i rozsifeny vzorek.



VySe popsany postup je dobrym indikatorem toho, zda si model ponechava i po
rozSifeni datového vzorku o dalSich 7, pozorovani piivodni modelovou strukturu.

Zietelna rozdilnost v hodnotach parametrd , b , Tb* , kterou zaznamenavame

neprimo pravé pres riizné chovani rezidualnich hodnot svédci o znatelné zméné
modelové struktury po pfipojeni dalSich 7, pozorovani.

Obdobny postup Ize zobecnit také pro pripad, Zze bychom pracovali s vice nez
dvéma nahodnymi vybéry.

Alternativni test

Tentokrat pristoupime k testovani na zakladé dvou neprekryvajicich se vzorkii
pozorovani, jednoho o déice 7, , druhého o déice 7, . Regrese maji tvar

(11A) Y, :Xl.ﬂl + &, pro t:1,2,...,T1
se souctem ctvercti rezidui e'e =(y,-X,b)(y, - Xb), resp.

(11B) Y, :)(2.,82+812 pro t:1,2,...,T2
se souctem ctverch rezidui e,'e, = (v, - X,b,) (v, - X,b,)

Testovana hypotéza nyni bude mit tvar H 0 ,Bl = ,32

pricemz pokud nebude tato hypotéza zamitnuta, bude to svédcit o statisticky
nevyznamnych rozdilech mezi obéma vektory.

Testovaci statistiku odvodime nasledovné: sloucime oba vzorky dohromady ,
pricemz model odhadneme jednou s ohledem na omezeni S =/,=/ (t. ve

znéni hypotézy /), podruhé bez ného. Z obou dil¢ich modelli vytvorime jeden
spolecny o /' pozorovanich:

(12) v=Xp+¢,

X 0 £
y2 O X2 IBZ 82
[ Vektor ¥ ma délku 7', matice X' ma rozméry %2k, vektor 3 ma délku 2k, vektor £

ma délku 7' ].

Odhad vektoru S pofizeny obycejnou metodou nejmensich ctvercii na zakladé
vzorku o rozsahu 7 =7, +7, pozorovani ma tvar b= (bl,bl)' , kde

b=(X'X)"'X,'y s reziduy e =y, —X b
V (12) pijde o odhad ve tvaru

b,=(X,)X)"'X,"y, s reziduy e,=y,-X,b,



Za téchto okolnosti Ize rozdélit celkovy soucet ctvercii rezidui na dvé , disjunktni®
Casti:

*, *
neomezeniSSE: e'e =el'el+ez'ez =

= (yl _lel)v(yl _X1b1)+(y2 _Xzbz)v(yz _Xzbz): (y—)(b)'(y—)(b).

Tento vyraz (neomezeny soucet ctverci rezidui) ma y° - rozdéleni s 7 -2k
stupni volnosti. ( Prvni skalarni sou¢in ma 7, —k , druhy 7, —k stupid volnosti ) .

Dale se odhadne stejny model z téhoz poctu pozorovani 7 =7, +7, pozorovani,
avSak pfi respektovani omezeni S =3, =, kde vektor 5 ma k parametri.’
Prislusny (omezeny) soucet ¢tverci rezidui ma pak tvar

omezeny SSE: ee= (y - Xb)' (y - Xb)

Tento omezeny SSE ma tentokrat y° - rozdéleni (jen)s 7 —k stupni volnosti. Podet

stupni volnosti je oproti predchozi situaci vétsi pravé o onéch k omezujicich
podminek tvaru b,(/)=b,());j=L2,. k.

Do (citatele vyrazu, ktery tvori testovou statistiku, musime nyni dosadit
kvadratickou formu, ktera je nezavisla na omezencm SSE: Tuto podminku splnuje
kvadraticka forma tvaru

* * v v Ve v Vs
ee—e'e , ktera ma y°—kvadrat-rozdéleni o
k

stupnich volnosti ( ¢'¢ ma 7 -k stupid volnosti, ¢ '¢’ ma 7 -2k stuphd
volnosti)

Testovaci statistiku ziskame tedy jako podil dvou y’>— rozdéleni délenych
prislusnymi stupni volnosti:
_(de—e* ek
“ o e*e* /(T -2k)

ktera ma opét /' —rozdéleni s poétem stupniii volnosti k.7 — 2k . Sila tohoto testu
je vétsi nez predchoziho testu, nutnou podminkou je vSak, aby k <7,k <T, .
Zplisob posuzovani testové statistiky je stejny jako u predchoziho testu.

2 Vypodet je ovéem nutno provést jinym zptsobem nez pomoci OLS , a to prostou metodou
nejmensich ¢tvercl s dodate¢nou informaci OLS-Al . Struény vyklad této metody uvedeme
v samostatné &asti.



