Zobecnény linearni regresni model

Zobecnény linearni regresni (jednorovnicovy) model je charakterizovan nasledujicimi
vlastnostmi modelovych veliéin :

1. Centrovanost nahodnych slozek Ee =0
2. Obecnost kovarianéni matice nahodnych sloZek : Cov(g,&g') =2 (obecna,
2a) heteroskedasticita nestochasticka matice )

2b) autokorelovanost nahodnych slozek

3. Nekorelovanost nahodnych slozek s nezavisle proménnymi EX'e =0.

4. PIn& hodnost matice vysvétlujicich proménnych h(X)=k

Odhadova funkce zobecnéné metody nejmensich étvercu (GLS)
v zobecnéném linernim reqresnim modelu

( tzv. Aitkenovo zobecnéni MNC/OLS )

poskytuje odhad ,@ regresnich koeficientd 3 ve tvaru
GLSﬂ — (XvE—lX)—lXVE—ly
a mayv zobecnéném linearnim regresnim modelu nasledujici vliastnosti :

A. Odhad ,@ Jje nestranny pro libovolnou velikost vzorku 7', protoze :
E(ggB) = EX'T X)Xy = BT X)X 2 (XB+6) =
—EX ') xprEx ) v le
=EB+(X' 2 X)X > Ee=B+0=7

B. Odhad GLS,B’ je lineérni (vici y), nebot je linearni formou pozorovani zavisle proménné
GLSIé =X X)Xy s matici C'=(X'27IX) X' 27 koeficientt pislusne
linearni formy. Poznamenejme, Ze vzdy plati (' X = (X'Z_IX)_IX'Z_IX :Ik’ kde 7, je
jednotkova matice radu k.

C.Kovarianéni matice pfislusna odhadové funkci ma tvar
Cov(oys B) = EWB - ER.(B-EBY|= E\B- BB~ p)] =
Covis By = Bz ) xz - gz sty - ) =
= () st (g +e))- sl s (xg + 6))- Bl =
= E|g+xz )y xs e gl|g+ (xs ) Xz - gl



= B s el ez x|
—x2 ' X) x s Eeg |z x (s x) T =
=Xzl Tt = (xez )T i

D. odhad ;S je nejlepsi ve smyslu minimalni kovarianéni matice Cov(,; f),

nebot pro kovarianéni matici kterékoliv jiné (lineami) odhadové funkce ,E plati :

Cov(B) = Cov(gs f)=Q
kde € je néjaka pozitivné semidefinitni matice fadu £ ( rozmérlG k x k ).
overeni: Bgz Gjmy na obecnosti mizeme matici DD libovolné jiné linearni odhadové funkce
£ vyjadiit ve tvaru
D=2yl @
Poznamka : Vzhledem k pozadavku na nestrannost ,8’ musi s ohledem na platnost
D'X=XI'X)'XIT'X+G X =1,, vzdyplatit G'X =0.
Pro libovolnou jinou (linearni, nestrannou) odhadovou funkci tedy musi platit
Cov(B) = E\B - EB).(B - EB)|=E[(B - pr(B - p)] =
=E[((XZX)'XE"+G)y-Bl.LUXZX)'XET"+G)y -p'T
=E[((XZX)'XE" + G)(XB+ ) - B] .[ (( XE'X)'XE? + G') (XB+ &) - BT’
=E[((XZ'X)'XZ'XB + G'Xp+£) +Ge - B] .[ (( XZ'X)' X" XB + G'Xp+ +G&) - B’
=E[(XZX)'XZ'e +Ge]. [(XTX)'XZ'e +Ge] =
= E[ (X'Z'X)"XZ"ee” ZX(XZ'X)" + G'ee” G+ (XZT'X)'XZ"ee'G + Gee” Z'X (X'='X) "]
=(XZ X)X = Eee” ZX(XZ'X) '+ G'Eee'G +(X'Z'X)'X'='Ee £'G + G'Ee ¢” Z'X(X"2"'X)™
= (X Z'X)'X 2 XX ZX)+ G 26 + (X TTX)'X T2 G+ G XX ETX)! =
(X=X "'+ G =6 + (X' TX)'X" G + G X(X'Z'X)"

(X'T'X)'+G'EG = Cov(y, B)+G'3G,

kde G'X(G je ziejmé pozitivné semidefinitni matice. .
Poznamka 1: Odhadové funkce zobecnéné metody nejmensich Ctvercl GLS:é ve tvaru
GLS,éz(X'E_lX)_lX'E_lyv situacich, kdy (coz je pravidlem) nezname pfesny tvar
kovarianéni matice X neni pfimo pouzitelna. Proto je ji nutno zpravidla nahradit vyrazem

GLS,é = (X'E_IX)_IX'ZA:_I%

kde 3 je né&jaky vhodny odhad matice X .



Poznamka 2: Odhadova funkce obycéejné metody nejmensich étvercu (OLS) OLS,E ma

v zobecnéném linearnim regresnim modelu tyto viastnosti :

(A) odhad OLS,E je nestranny
(B) odhad . /3 je linearni
(C) odhad OLS,E neni nejlepsi

Odvozeni zobecnéné metody nejmensich étvercu GLS

Uvazujme nejprve linearni regresni model ve tvaru
(1) y=XB+¢

u kterého uvolnime predpoklad ( 2) a nahradime ho predpokladem ( 2*)
Kovarianéni matice nahodnych slozek ma obecny tvar :

(2*) Cov(g,e") =X (obecna, nestochasticka matice ),

cozZ znamena 2a) heteroskedasticitu

2b) autokorelovanost nahodnych slozek
Znormujeme-li matici 2 "pramérnym rozptylem" 02 , mizeme ji vyjadrit ve tvaru
=0V :
kde 02 je skalar a I/ je symetricka pozitivné definitni matice. Matice /' je normovana tak,

aby jeji stopa byla rovna T (4j. tr(V) = T) . Primér diagonalinich prvkd 2 je pak roven 02

Formalné zapsano
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Pro J = IT model pfechazi ve standardni linedrni regresni model.

Pripomenme, ze libovolnou (symetrickou) pozitivné definitni matici Ize vyjadfit ve tvaru
soucinu dvou regularnich vzajemné transponovanych matic. Zapisme tedy

(3) V=R"'R™" neboli V'=(R'R''=RR

Pfitom ziejmé plati RV R =1,



Vynasobime-li model (1) touto nesingularni matici R (fadu i hodnosti T), dostaneme

(4a) Ry=RX.pB+Re neboli
(4) y* IX*ﬂ n g*
kde piseme y* :R.y,X* =RX.,& =Re.

Uréeme kovarianéni matici nahodného vektoru transformovanych nahodnych slozek
(5) E(e'&")=E(Re&'R)=0’RV.R =c*1,

[Podotknéme, Ze matice R byla volena pravé s cilem dosahnout diagonalni kovariancni matice
nahodnych sloZek].

Ukazeme, Ze transformovany model ( 4 ) ma vlastnosti standardniho linearniho regresniho modelu:
Nahodné slozky 8* jsou totiz
a) centrované : E(&‘*) =FE(Reg)=0.
b) vzajemné nekorelované a

homoskedastické : FE(¢ & ')=E(Reg R)=0>RV.R = 0'2.1T .
c) nekorelované s vysvétlujicimi proménnymi:

E(X" &)= E(X'R'Re)=(RX)R(E¢g) =0 .
( pFedsunuti pred stfedni hodnotu je mozné vzhledem k nestochastignosti matic X , /Y ).

Protoze matice V_1 je stejné jako 17 symetricka a pozitivné definitni, Ize ji vyjadfit takto:
(6) Vl4=4D , kde

- matice A[TxT] je matice, jejiz sloupce tvofi charakteristické vektory matice V' Viastni

vektory mohou byt zapsany pfi vhodné normalizaci v ortonormalnim tvaru, takze pro sloupce
matice A Ize psat a;.a; =1, a;.a; =0 pro i# j. Prototedy plati 4.A4'=1 .

-matice D [TxT] je diagonalni matice s diagonalou tvofenou charakteristickymi &isly
R7L: ﬁ,l,ﬁ, 2,...J,T Pro matici I/ ™! Ize psat ( pfi nasobeni (6) matici A’ zprava) :

(6a) Vi=aDA=4DY?DY? g ,

kde D je diagonalni matice, na jejiz diagonale jsou néjak (vzestupné &i sestupné) sefazeny
charakteristické koreny/¢isla matice VL Matici R definujeme vztahem

R= Dl/2 A'
Je zfejmé, ze pfi této volbé matice R bude platit :
(7) RR=AD"> D" g =y

Vyuzijeme-li nyni odhadovou funkci obycejné metody nejmensich étverci OLS k odhadu
parametrd modelu ( 4 ), dostaneme :

os B =X X)X Y =(XRRO)T X RRy=(X'V X)) x vy



nebo rovnocenné
(8) os B =X xzly
Kovarianéni matice pfislusna této odhadové funkci ma tvar

(9) Cov(fH=c> X" X)) '=c>x v X)) =(xzx)!

Vzhledem k tomu, ze prvky matice V zpravidla nezname, je nutno pfi praktickém uplatnéni
odhadové funkce GLS (zobecnéné metody nejmensich ¢tvercl) pouzit néjaky jeji odhad.

Nestranny odhad s2 pro 0'2 ziskame standardnim zpusobem

2 ee 3 |y* —X*bl.y* - X'b 3

(10) -k T-k B
[Ry-RXb}[Ry-RXD| [y-Xb]R'R[y-Xb] e'Ve
- T—k - T—k -k

Poznamka: pracujeme-li s centrovanymi veliCinami y* , |ze rozptyl zavisle proménné
vyjadrit jako
Yy =X b+ || X b+e | X' RRXD + ¢ R Re =
=b'X'V'Xb+eV'e
Prvni ¢len predstavuje vysvétleny , druhy ¢len nevysvétleny (rezidualni) rozptyl. Rezidualni
rozptyl je predstavovan kvadratickou formou v proménnych e s matici koeficientl V_l.

Ziskat takovy odhad neni vak pro obecny piipad (obecna matice 2 ) viibec snadné, nebot
narazime na nedostatek vstupni modelové informace:

- matice ¥ ma az (T+1).T/2 riznych prvk(, zatimco modelové informace obsazena v matici
X sestava pouze z T x k pozorovanych hodnot vysvétlujicich proménnych. Pfi T=20 bychom

potiebovali odhadnout az 210 riznych prvk( matice 2. Z tohoto diivodu se v reainych
situacich zpravidla uplatriuji jednodussi verze obecné GLS-metody, hlavné

a) vdZend metoda nejmensich ctvercii WLS, kterd operuje s matici X, jeZ md nenulové
prvky (rozptyly) pouze na hlavni diagondle
b) riizné specidlni tvary matice 2, jejiZ prvky zdvisi na (podstatné) mensim poctu jinych
parametrii, které jsou sndze odvoditelné 7 dostupnych dat.
Uvédomme si, ze v pfipadé:
- standardniho linearniho regresniho modelu (metodou OLS) muzeme vyuzit k odhadu
jediného parametru matice X ( stejné velkého rozptylu nahodnych sloZek ) celkem T
rezidualnich hodnot ¢, .

- zobecnéného linearniho regresniho modelu postizeného toliko heteroskedasticitou
( metodou WLS ) miuzeme pouzit k odhadu T- parametru matice 2. pravé stejny pocet
T rezidualnich hodnot ¢, .

- zobecnéného linearniho regresniho modelu v piné jeho obecnosti (metodou GLS)
muzeme pouzit k odhadu Tx(T+1)/2 parametri matice 2. pravé jen téch T reziduélnich

hodnot ¢,. (coz ziejmé bez dalsi pripadné doprovodné informace nestaci).



V pfipadé metody WLS se problém fesi zpravidla vyuzitim apriorniho predpokladu o velikosti
nahodnych slozek (obvykle se zde uplatni vztah velikosti rezidua a vysvétlované proménné).’

V pfipadé metody GLS se zpravidla vyslovi (problém zjednodusujici) predpoklad o
konkrétnim tvaru zavislosti nahodnych slozek navzajem (napf. predpoklad o jejich vzajemné
autokorelovanosti 1. fadu), ¢imz se vyrazné snizi pofet neznamych (odhadovanych)
parametrd. 2

Odhadova funkce vazené metody nejmensich ¢tvercu (WLS)

Vazena metoda nejmens$ich C&tvercu je specialnim pripadem zobecnéné metody
nejmensich Ctvercu. Je pouZitelna v situacich, kdy nahodné sloZky regresni rovnice
nevykazuji vzajemnou korelovanost.

Poskytuje odhady vykazuijici pfiznivé vlastnosti v modelu, ktery se vyznacuje (pouze)
heteroskedasticitou, nikoliv autokorelaci nahodnych sloZzek. Z obou podminek
vztahujicich se k tvaru kovarianéni matice nahodnych slozek X plati tedy jen

2a) (Cista) heteroskedasticita: Cov(&‘, 8') = 2. (diagonalni nestochasticka matice )

o 0 .. 0
2
e O e 0
(11) neboli T = 2 ,
2
0 0 0 o
pfic¢emz prvky hlavni diagonaly jsou obecné riizné.?

Pro vazenou metodu nejmensich ¢étvercl plati véechny viastnosti zobecnéné metody
nejmensich ¢tvercu. Odhadova funkce vSak bude mit jednodussi tvar, protoze prvky

diagonaly inverzni matice ! znagené ¢’ maji tvar

T
Hlajj
y dilc..) ‘2. 1 N
(12) a”=a](0”)=fjf’ , o/ =0 pro i#j
=] o, °
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Matice ! je tedy také diagonalni

Nyni zapi$eme tvar WLS-odhadové funkce ;¢ B = (X' E_IX)_IX' E_ly

ve ,strukturnim® tvaru

! Zpusoby feseni tohoto problému budou podrobnéji vyloZzeny v oddile Heteroskedasticita
2 Zpulsoby feseni tohoto problému budou podrobnéji vyloZzeny v oddile Aufokorelace.

2
3 Diagonalni prvky matice 2 (rozptyly) se zna&i bud O, nebojen O (t. bez druhé mocniny)
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Stejné jako v pfipadé GLS je k praktickému nasazeni odhadové metody WLS zapotrebi

uplatnit néjakym zplsobem odhadnuty tvar Y kovarianéni matice ¥ . Budeme tedy pracovat
s odhadovou funkci tvaru

(13) wrs b= (X' E )T Ty,
L L L w L
ZS X1 X0 ZS XpXeg oee ZS XX ZS XV
t=1 t=1 t=1 t=1

N i 1 i 1 i tt N L

X'y = S Xy X0 S Xy Xy s S Xy Xir X'E‘ly: ZS X Vi
=1 =1 =1 , =1
. ﬁ . ﬁ . ﬁ . ﬁ
zs XXy zs XpXp e ZS XXy ZS Xp Vs
=1 =1 =1 =1

Vahy v pfipadé vazené metody nejmensich ¢tvercll WLS bychom ov§em mohli stanovit i
zcela subjektivné tak, ze bychom uzili odhadovou funkci (13) s matici Y s prvky

w 0 ... 0
o ee Wy, .. 0

(14) neboli X = :
0O 0 0 w,

Abychom ziskali pfislusnou odhadovou funkci, sta¢i nyni vSechny pozorované hodnoty ve
vektoru ) av matici X délit (po Fadcich) odmocninami vah Wy, W, ,...,W; neboli

yl/M xll/\/WT le/M xlk/\/WT
* yz/\/VTz Xt = le/\/VTz xzz/\/VTz xzk/\/‘Tz

y = ,
yT/M le/M xT2/M ka/M

Poznamka: Pfirozené, na vhodnosti volby vah w, zavisi kvalita (jmenovité vydatnost)

pofizenych odhadl parametrd. Budou-li vahy co nepresnéji aproximovat smérodatné
odchylky nahodnych slozek, pak budou i odhady vydatné. Pokud bychom vs$ak vzali vahy

nepatficné (napf. bychom pozorovani smérodatnymi odchylkami o, nasobili( nikoliv delili),
mohli bychom dostat odhady parametr( jesté méné vydatné nez pfi nasazeni metody OLS.






