Heteroskedasticita

Problém heteroskedasticity se vztahuje k nestejné velikosti diagonalnich prvk{
kovarianéni matice X vektoru nahodnych slozek & jednorovnicového
ekonometrického modelu. Matice X je vtomto pripadé diagonalni, avsak jeji
diagonalni prvky (rozptyly nahodnych slozek v jednotlivych obdobich) nemaiji stejnou

velikost, nelze tedy pséthaz.]T, coz by odpovidalo homoskedasticité
linearniho regresniho modelu.

Negativni disledky heteroskedasticity :

V dlsledku toho, Ze rozptyly nahodnych sloZek nejsou stejné velké, nema v této
podobé zobecnéného linearniho regresniho modelu metoda OLS optimalni vlastnosti
— presnéji neposkytuje vydatné odhady, byt tyto zlstavaji nestranné. Abychom
ziskali vydatné odhady, je nutno pouzit vaZzenou metodu nejmensich Ctverci WLS,
coz je specialni (jednodussi) pfipad zobecnéné metody nejmensich ¢tvercl GLS.

Nejcastéjsi priciny heteroskedasticity :

1) Chybna specifikace modelu, kdy vynechame nékterou podstatnou
vysveétlujici proménnou.

2) Kumulace chyb méreni proménnych pri rostouci hodnoté vysvétiované
proménné majici za nasledek zvétsovani rozptylu nahodnych slozek
(naslednéi rezidui).

3) Znacna rozdilnost velikosti dat v ramci jednoho nahodného vybéru a
odtud vyplyvajici zavislost rozptylu vysvétilované proménné (nasledné i
rozptylu nahodnych slozek) na velikosti hodnot nékteré z vysvétlujicich
proménnych

4) Pouziti nikoliv ptivodnich pozorovani, ale skupinovych priimért
spoctenych z néjakym zpilisobem setfidénych udaju.

Ad 3) Heteroskedasticitu Ize zaznamenat castéji u modeld zaloZzenych na

prirezovych datech nez u modeld vyuzZivajicich c¢asovych fad. U modell

casovych rad jsou totiz zarazené proménné (vysvétlované i vysvétlujici) zpravidla
hodnotami pomérné blizké, zatimco srovnavame-li prifezova data (napt. firemni

v ramci urcitého odvétvi) budou tato poznamenana (az radové) rozdilnou intenzitou

ekonomické cCinnosti podniku (pocet zaméstnancd, objem trzeb, zasoby, hospodarsky

vysledek apod).

Vazena metoda nejmensich ¢tvercii
Odhadova funkce pro vektor parametrti p je dana vztahem

B =X'TX)'x'Tly | kde
jednotlivé prvky diagonalni matice = jsou reciproké hodnoty piivodnich

rozptyli , tj. [0,’]"' =0" =1/0,’. Metoda poskytuje (v modelu zatizeném
pouze heteroskedasticitou) nestranné a vydatné odhady parametri.



V praktické situaci je ovSem nutno nahradit neznamé rozptyly 032
né&jakymi jejich (nestrannymi) odhady s¢’.

Pokud bychom (vyjimecné) znali veliciny 032, miZeme postupovat tak, ze
vSechny proménné modelu (tj. vysvétlovanou i k vysvétlujicich) vydélime
smérodatnymi odchylkami o, . Takova transformace modelovych velicin

povede k moznosti uplatnéni prosté metody OLS na takto transformovany
model, pricemz se zachovaji vSechny priznivé statistické vlastnosti této
metody. Pracujeme tedy s veliCinami:

yt* =y, /o, . xU.* =x,/o, j=12,.  k;t=12,..T  pFicemZ x =1

Postupy navrzené k indikaci heteroskedasticity v modelu

V predchozich desetiletich bylo vyvinuto nékolik testli, které umoznuji

indikovat heteroskedasticitu, pripadné odhadnout miru jejiho vlivu.

V prvnich dvou testech se predpoklada, ze

a) Kolisani nahodné slozky je spojeno s proménlivosti urcité vysvétlujici
promeénné (a nasledné téz s variabilitou vysvétlované proménné) .

b) Nahodné slozky maji normalni rozdéleni, aby bylo mozno formulovat
prislusné statistické testy.

1) GOLDFELDGv - QUANDT v test’

predpoklady:

a) Kolisani ndhodné slozky je spojeno s proménlivosti urcité vysvétlujici
proménné (a nasledné téz s variabilitou vysvétlované promenné
b) Nahodné slozky maji T-rozmérné normalni rozdéleni

! Goldfeld,S., Quandt,R. : Nonlinear Methods in Econometrics.



motivace testu: predpoklad a), uzivatel by mél rozhodnout o tom, ktera proménna je
nejvice svazana s variabilitou nahodnych slozek.

provedeni testu:

A. VSech 71" pozorovani se usporada podle velikosti domnélé vysvétlujici proménné
X - Soucasné se ze vzorku vynecha urity pocCet prostfednich 7, pozorovani,

pficemz hodnota 7, se voli tak, aby pocet 7" — 7, zbyvajicich aktivné uplatnénych
pozorovani byl sudy. Formalné vyjadreno

Y, X, X1 X13 X1k
*
Vs Xa1 X X2 Xok
*
y(T_T2 y/2 x(T—Tz)/2+l,l x(T—Tz)/2+l,2 x(T—Tz)/2+1,3 x(T—Tz)/2+l,k
- *
y= Yr-1,)241 X Yr-ryann Xa-n)yanz X(r-1y)/ 2413 Xr-1y)/ 241k
*
Yr_, xT—Tz’l xT—Tz’Z xT—T2’3 Xr_r,
X X * X
yT—T2+1 T-Ty+ T-Ty+1,2 xT_T2+1’3 T-T+1k
X X * X
Yr T.1 T.2 X3 Tk

B. Zbyvajici pozorovani rozdélime do dvou (stejné pocetnych skupin o
1/2.(T —1,)prvcich. Prvni skupina obsahuje vzorek s nizkymi hodnotami

proménné X druha skupina vzorek s vysokymi hodnotami x. .

M X1 X2 Vi3 Yik
V2 Y Y Y3 YVar
Yror, Yror, 1 Yror, 2 Yror, 3 Yror, k
| Yr-na Y= Yrepar YVrena Vreenas Vror a1k
y= e
Yr-z, Yo, Vrn,  Vrn, Vror, &
Yror,n Yrny  Vr-paz Vr-nas Vror a1k
Yr Yra Yra Yr3 Vi

C. Pro kazdou zobou skupin zvlast odhadneme (prostou metodou nejmensich
Ctvercd OLS) vektory parametrd Bi, B2 a nasledné spocteme prislusné vektory rezidui



e, e jako 'e='y-' X'b, resp. ’e=2y-? X,?b . Spotteme soulet Ctverci
rezidui v prvni skupiné (oznac¢ime SSE;) i ve druhé skupiné (oznacCime SSE,), tedy

(T-T,)/2 2 2

T
SSE1="3 ‘e SSE1= Y e

1=1 (=TT,

D. Ze ziskanych hodnot vytvorime statistiku (pri vzestupném usporadani)

SSE2
b (I-1,-2k)/2 _ SSE2
SSE1 SSEL

(T—T, -2k)/2

Tato statistika ma pri spinéni homoskedasticity Fisher-Snedecorovo
rozdéleni F o (T-T>-2k)/2 a opét (T-T>-2k)/2 stupni volnosti.>

Statistikou F lze testovat pritomnost, zcasti i stupen heteroskedasticity:
Pokud hodnota F (empirickda) < F* (tabulkova) akceptujeme nulovou
hypotézu o homoskedasticité (rozptyly ve skupinach se lisi statisticky
nevyznamneé)

Pokud naopak hodnota F (empiricka) > F* (tabulkova) , zamitame nulovou
hypotézu ve prospéch alternativni H1 a vyvodime odtud, Ze v modelu je
pritomna znatelna heteroskedasticita. Miru jeji sily ramcové posoudime
rozdilem F - F*,

poznamky a modifikace: PocCet vynechavanych pozorovani T, ovliviiuje
prikaznost (silu) testu. Je-li T, malé, pak rozdily souctu ctvercl rezidui
mezi horni a dolni casti vzorku nemusi byt vyrazné a test k indikaci
heteroskedasticity nepovede. Naopak, je-li T, velké , je rozdil prtikaznéjsi,
ale pocet stupnti volnosti mize byt (pri malém T) nizky a sila testu bude
slaba. Proto se pro empirické ulohy bézného rozsahu (T= 30 az 60)
doporucuje jako T, vzit néco mezi T/4 a T/8 (napr. T/6).

* Odtud je vidét vyhodnost volby stejného poétu pozorovani pro horni a dolni ¢ast vzorku: F-statistika nabyva
nejjednodussiho mozného tvaru.



2) GLEJSERuyV test®

predpoklady:

a) Kolisani nahodné slozky je spojeno s proménlivosti urcité vysvétlujici
proménné (a nasledné téz s variabilitou vysvétlované promenné

motivace testu: silu regresni zavislosti mezi absolutnimi hodnotami rezidui a
potencialni vlivovou proménnou ovéfime pomoci t-statistiky v jednoduché regresi
mezi vektorem absolutizovanych rezidui a touto proménnou.

provedeni testu:

A. Formulujeme vychozi regresni zavislost mezi vysvétiovanou proménnou
a matici vysvétlujicich proménnych

v, =B+ pBx,+B,x,+ ...,8]_* X H ot B.x, +¢
B. Ur¢ime odhad parametrii / a nasledné vektor rezidui ¢ = y — X/3.

C. Formulujeme variantné regresni vztahy mezi vektorem absolutnich
hodnot rezidui a vektorem predpokladané ovliviujici vysvétlujici
proménné X . Regresni zavislosti mohu byt nap¥. téchto typt :

(1) | er| =0t )Xy
(2) | er| =a, + 7/2xrj*_
3) le,|=a; +7;.Inx,

(4) |et|=al+71\/;j*

D. Spoctou se hodnoty regresnich koeficientii v téchto regresich « .y, a
zejména hodnoty t-statistik prislusnych témto parametrim L
Pokud je néktera z hodnot t, statisticky vyznamna, pak je to indikaci
prislusné (linearni nebo nelinearni) korelovanosti vektoru absolutnich
hodnot rezidui s veli¢inou X o

Nastane-li to u vice formulovanych zavislosti, pak vybereme tu zavislost,
kde jsou regresni parametry «,,y, ,nejvice" statisticky vyznamné. Ta pak

dava podnét pro konkrétni podobu transformace modelovych velicin.

poznamky a modifikace:
1) Podle toho, zda jsou statisticky vyznamné oba regresni koeficienty «,,7, nebo

jen jeden y; , rozliSujeme heteroskedasticitu smiSenou nebo cistou.

2) Glejseriiv test ma zpravidla vyssi silu ve srovnani s testem Goldfelda a
Quandta.

3 Glejser, H.: A New test for Heteroscedasticity.
Journal of the American Statistical Association 64/1969 s.316-323.



3. SPEARMANUv korelaéni koeficient (poradové korelace)®.

predpoklady:

a) Kolisani ndhodné slozky je spojeno s proménlivosti urcité vysvétlujici
proménné (a nasledné téz s variabilitou vysvétlované promenné
b) Nahodné slozky maji T-rozmérné normalni rozdéleni

motivace testu: predpoklad a), uzivatel by mél rozhodnout o tom, ktera proménna je
nejvice svazana s variabilitou nahodnych slozek.

provedeni testu:

A. Serfadime hodnoty domnéle ovliviujici nezavisle proménné X podie

velikosti (zpravidla od nejmensi po nejvétsi). Podle tohoto serazeni preskupime
téz hodnoty pozorovani ostatnich vysvétlujicich veli€in x;. (permutacemi

radkd matice X' ) a téz hodnoty vysvétlované proménné ve vektoru y;,.
B. Formulujeme regresni zavislost y, na (pfeskupené) vysvétlujici proménné

p p. P, _ p p p p
uréime (stejné jako v Goldfeld-Quandtové testu bez ohledu na znaménka) rezidua | e;| .

C. Vypocteme Spearmantv koeficient pofadové korelace podle vzorce :

L 2
6.zdt
Rg=1-—"——— , t=1,2,...,T, kde
(1% -1)

d, jsou diference v poradich odpovidajicich si (j. ke stejnému fadku matice X
patficich) dvojic |et| a x; -

Hodnoty Spearmanova korela¢niho koeficientu maji obdobnou interpretaci jako u
klasického parového korela¢niho koeficientu. Hodnoty blizké 0 naznaduji
nekorelovanost, hodnoty blizké krajnim bodum intervalu pfipustnych hodnot
<—1,1> pak udavaji silnou zapornou, resp. kladnou korelovanost. V tomto druném

pfipadé je patrné, ze v modelu je pfitomné zfetelna heteroskedasticita. U veli¢iny R,
Ize testovat, zda je hodnota P, v zakladnim souboru rovna nule.

Test vyznamnosti veli€¢iny R, je zalozen na statistice

kde 7" — k je pocet stupniil volnosti Studentova t-rozdéleni, kterou statistika O
ma pfi nulové hypotéze /1, , ktera odpovida absenci heteroskedasticity.

Poznamka 3 : Casto se vpraxi zkusmo pro potlaéeni heteroskedasticity
pouziva logaritmicka transformace dat (at’ uz ,mirnéjsi“ s pfirozenym nebo

4 Spearman, Ch.



»ostrejsi“ s dekadickym logaritmem. Stejnou ulohu muize splnit také napr.
odmocninna transformace. Postup je obhajitelny, pokud to neni v rozporu
s poznatky ekonomické teorie charakterizujicimi povahu zavislosti veli€in
v uvazovaném regresnim vztahu.

4. WHITE{iv obecny test [1980]°

Abychom mohli formulovat pfihodnéjsi (obecnéji uplatniteiné testy) testy, je nezbytné
specifikovat, pfinejmensim v hrubé podobé, povahu heteroskedasticity.

Nejlepsi by bylo, pokud bychom mohli testovat obecnou hypotézu ve tvaru

HO : Gtz =02 pro vSechna t proti alternativé

H1 :Gtz =02 aspoi pro jedno t

Protoze se vSak nachazime v modelu, ktery ma 7 obecné raznych parametri

- 2 2 2 - , , " wa ,
(rozuméno o,",0,",....,0, "), je takovyto cil obecné nedosazitelny.

Nicméné , WHITE [1980] navrhl jisté reSeni v podobé obecného testu:

Jim navrzeny test je zalozen na skuteénosti, ze OLS estimator kovarianéni matice Eb
je v pripadé vyskytu heteroskedasticity nekonzistentni.

Necht e=(e,e,,...,e;) je vektor OLS rezidui a necht OLS estimator rozptylu je

6% =(T—k)"'Se’. Piexistenci homoskedasticity budou estimatory

5_ Ye’x,.x, .S XX
T T
konzistentnimi estimatory téze kovarianéni matice X .

Poznamka: Presna kovarianéni matice estimatoru OLS (prosté metody nejmensich
étvercd) v modelu zatizeného (jen) heteroskedasticitou, ma tvar

Cov( B =c?.X'X) M xrxx)?t

OLS

pricemz jejiz (konzistentni) odhad lze pofidit pomoci vyrazu predstavujiciho tzv.

WHITEuv estimator

2
~N N T
AN —1 _1
Cov( oy, )= (X' X) (T e x x N(X'X)
t=1
Konvenéni (bézné uzivany) OLS-estimator ( vtomtéz modelu) vSak ma tvar

Cov( 5 )= s> (X' X)™! .

> White,H.: A Heteroscedasticity Consistent Covariance Matrix Estimator and a Direct Test for Heteroscedasticity.
Econometrica 48/1980b, s. 817-838.



Za pritomnosti heteroskedasticity budou mit oba tyto estimatory tendenci se
rozchazet vzdy, kromé jediné zvlastni situace, kdy by heteroskedasticita nebyla nijak
zavislda na obsahu matice X (to je vSak dost neobvykla situace). Druhy estimator

(OLS) dava totiz konzistentni odhad Cov(,,, ,5’) jen tehdy, kdyz heteroskedasticita
v modelu pfitomna neni(je-li pfitomna, pak je nekonzistentni).

Bude tedy mozné zalozit test na rozdilu obou téchto odhadui kovarianéni matice tim, ze
se bude testovat, zda je rozdil mezi obéma estimatory statisticky vyznamny.

Konkrétni provedeni testu:

- v s . P . 2 2 . « ..
Prosta operaéni verze je dana veliéinou 7".R° , kde R~ je étverec koeficientu

. . . . 2 . . .
mnohonasobné korelace urceny v regresi vektoru ¢, na vSechny proménné v matici

76
X, Qx,"

ZapiSeme-li matici X, @ x;” (rozméra [kk] ) strukturné, dostaneme:
2

X1 XX XiXe3 XXtk
XX X X12X13 X2 Xtk
, f_ 2
X, Qx, XnXe3 XX X3 X3 Xk
2
XX XX Xe3Xge - X

( Kazdy z ,,prvka“ této matice je T-¢lenny vektor).

Matici vysvétlujicich proménnych vsak predtim pripadné upravime tak, ze
a) vySkrtneme z ni vSechny proménné, které jsou redundantni (to jsou ty na
~,Symetrickych” pozicich)

b) zafadime do ni jedni¢kovy vektor x |, jestlize tam puvodné nebyl.

2
2
XX X X X
~ 7 o 2
X, ® X, XXz XXz X3 e X
2
XX XpXg  Xp3Xge - X

Regresni rovnice tedy vypada takto:

2 2 2 2
e =0y Ta1X TOyXpy T . TR XgT TO1pX1X) T X3X1X3 T Hp3Xy X3 +...+ak_1’kxk_1xk +Gr

Z ni spoéteme koeficient determinace Ezobvyklym zpusobem:

2
§2 :1_ zgl‘
a'Z'Za

® Jde o Kroneckeriiv sougin matic (zde v kontextu vektor()



Za nulové hypotézy (coz je vSak $irSi situace nez heteroskedasticita) ma statistika 7/ R?

asymptoticky normalni ;(2 —rozdéleni o tolika stupnich volnosti, kolik je podet
vysvétlujicich proménnych v pomocné regresi (avdak po ubrani konstanty).

Pokud nejsou zadné redundance v X,"® Xx," a X, obsahuje konstantu, pak je pocet
stupit volnosti d roven d =k.(k +1)/2-1.

Vlastnosti testu:

Whiteuv test je mimoradné obecny. Abychom jej mohli provést , nepotfebujeme ¢€init
zadné specialni predpoklady o tvaru heteroskedasticity. Byt’ je toto zifejmé prednosti,
je to potencialné i uskali.

Test sice totiz muze odkryt heteroskedasticitu, ale muize také pouze odkryt uréitou
specifikacni chybu (napf. vynechani vysvétlujici veli€iny x., v bézné regresi. MuzZe
vSak také indikovat jiné chybné specifikace jako chybna specifikace funkce
E [yt]zxt'.ﬂ nebo korelaci mezi X a e pfitomnou v modelu se stochastickymi
regresory.

Silu testu téz nelze presvédéivé vyhodnotit: vaéi nékterym alternativam muize byt
slaba. Slabinou je tedy nekonstruktivnost testu: zamitneme-li homoskedasticitu,
nedavaji vysledky testu navod, co uéinit dale.

Avsak, pokud je vyzkumnik dost sebejisty, ze se v modelu tyto problémy nevyskytuji,
muze byt test dostatec¢né ucinny pro detekci heteroskedasticity. Test je podobny jinym
testim jako LM-testu.

Modifikace: Hsieh [1983] modifikoval tento test pro testy heteroskedasticity a
,heterospicatosti“ a vySetroval jeho silu pfi malych vybérech pomoci Monte Carlo
experimentu.



5. BREUSCH-PAGANIiv (t¢2 GODFREYho) TEST [1979]’

Goldfeld—Quandtiv test Ize pokladat za prfimérené silny, pokud jsme schopni identifikovat
proménnou, podle které Ize provést rozdéleni datového vzorku (na ony dvé &asti, které pak
slouzi jako zaklad testu). Tento aspekt je vSak ponékud limitujici: V nékterych situacich je
totiz proménlivost disturbanci vazana ke skupiné vice, nejen k jediné vysvétlujici proménné.

Breusch a Pagan navrhli test zalozeny na principu Lagrangeovych multiplikatord,
ktery testuje hypotézu

o-t2 = O'Zf(ao +a'z,)

kde z, je vektor k-1 nezavisle proménnych (regresorll), z, = (X,5,X,3,......X; ) -
Model je ztejmé homoskedasticky, jestlize plati o« =0 .
Test Ize provést jednoduchou regresi se statistikou Lagrangeovych multiplikatort®:

2

el‘
' na z, .
eel/T

LM = 1/2. vysvétleny soucet ¢tvercl v regresi

Provedeni testu:
Pro vypocetni ucely vezmeme Z jako matici [T x k] pozorovani proménnych (1, zl)

2
t

eelT

9 Testova statistika ma tvar

a necht’ g je (sloupcovy) vektor hodnot g, =

g'.[Z(Z'Z)_lZ'}g

LM =
2
Te12
e'e
Te,? (S G2 o i
ee || {1 Can o Gor |[Te?  Tey? Tep?
KB =—. ) | —= ...
2 Tes ee e'e e'e
ee & Gr o Cor
TeT2
e'e

Lze ukazat, ze za platnosti nulové hypotézy (ij. pfi dodrzeni homoskedasticity), je
veli¢ina LM asymptoticky rozdélena jako y’ — rozdéleni o k£ stupnich volnosti.

Poznamka: Bylo namitano, Ze Breusch-Paganuv test je prilis citlivy na dodrZzeni
predpokladu o normalité nahodnych sloZzek

" Breusch,T., Pagan A.: A simple test for Heteroscedasticity and Random Coefficient Variation.
Econometrica 47/1979 s.1287-1294

¥ Breusch, T, Pagan A.: The LM Test and Its Applications to Model Specification in Econometrics.
Review of Economic Studies 47/1980 s.239-254

Y podstaté jde o &tverec konkrétniho rezidua od ¢tverce.“ primeérného rezidua“.

10



KOENKER-BASSETuvV test

Proto Koenker [1981]" a Koenker/Basset [1982]"" navrhli, aby vypoéet velic¢iny LM byl
2

zalozen na robustnéj$im estimatoru - rozptylu 0'2 nahodnych slozek nez je SSE/T,

jmenovité na veli¢ing'

1 L7, e i
rerE T

Neni-li vektor nahodnych slozek & rozdéleny normalne, nebude rozptyl &~ roven

20*. Vezméme tedy vektor 9 2(612,622,...,€T2) anecht 1=(L1,.....I) je Tx1 vektor

. — ¢ee SSE , . . L .
jedni¢ek. Oznac¢me 9 :727' Po této zmené bude vypocet LM zalozen na
statistice
-3 z)‘.[Z(Z'Z)_I Z‘}(& ~90)
KB = neboli
V
s e'e
el ———
T (11 S12 - ST
2 e'e 1 1 1
KB:%. e = (12 $a o Gor {elz_ﬁ 0,2 ¢ eTz_%j
. 2 e\l S e Cpp
T

Za predpokladu normality bude takto modifikovana statistika mit totéz asymptotické rozdéleni
jako Breusch-Paganova statistika. Pfi absenci normality jsou naznaky toho, ze tento bude
test silngjsi. Waldman [1983] ukazal, ze pokud naplnime v$echny sloupce v matici Z

stejnymi regresory jako v pfipadé White-ova testu, budou oba testy obsahem vypoctu
shodné.

Jak je patrné, ani Whitellv, ani Breusch-Paganliv ani Koenker-Bassetliv test
nevyzaduji specifikaci proménné, na niz domnéle zavisi variabilita nahodnych
slozek. V tomto sméru jsou zietelné obecnéjsi nez testy Goldfeldiv-Quandiv a
Glejseruv.
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