Autokorelace nahodnych sloZek

Druhou nesnazi, ktera provazi odhad zobecnéného linearniho regresniho modelu, je
pripadna autokorelace nahodnych sloZek regresni rovnice. Tento dost Casty Ukaz
se vyskytuje daleko castéji u jednorovnicového modelu, jehoZ pozorovani tvori
casové rady ( u prirezovych Udajl je pozorovan vzacné ). Jeho dlsledkem je, ze
odhady parametr{i modelu pofizené obycejnou metodou nejmensich ¢tvercl OLS sice
zOstavaji nestranné, ale ztraceji vydatnost. Pfi znalosti kovarian¢ni matice nahodnych
slozek je pro ziskani vydatného odhadu nutno uplatnit zobecnénou metodu
nejmensich ¢tverci GLS. Odhad s? rozptylu nahodnych sloZzek o> metodou
OLS je vsak vychyleny.

Indikace pritomnosti autokorelovanosti nahodnych slozek :

O pritomnosti autokorelace nahodnych slozek (jejichz teoretické hodnoty
nezname) se lze presvédcit jen neprimo, vysetrenim rezidualnich hodnot.

Velmi ndzorny obrazek o mire autokorelovanosti nahodnych slozek podava
(A) Durbin-Watsonuyv koeficient autokorelace rezidui ureny vyrazem
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ktery je definovan jako podil souctu ctverch diferenci dvou po sobé jdoucich
rezidudlnich hodnot a souctu Ctvercd vSech rezidui. Rozsah pripustnych hodnot
DW- koeficientu se pohybuje v rozmezi < 0, 4 >, pricemz obé krajni hodnoty
signalizuji maximalni moznou korelovanost dvou nasleduijicich rezidualnich hodnot
Pro pripad DW = 0 jde o kladnou autokorelaci 1.radu , v pripadé DW = 4 o zapornou
autokorelaci, zatimco prostredni hodnota DW = 2 znamena nepritomnost
autokorelace 1.radu.

Poznamka 1 Po umocnéni vyrazu v Citateli vzorce pro DW vidime, ze :
- pri nepfitomnosti autokorelace rezidui bude skalarni soucin vektor(l e a e-1 blizky
nule, takze zbytek citatele bude priblizné rovny dvojnasobku jmenovatele.
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vyraz —2.Ye,.e,_; bude priblizné roven souctu -X(e,” +e,_;")
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- konecné pri silné zaporné autokorelaci bude zminény skalarni soucin blizky
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-Ye, a vyrazy —2.3Ye,e,_; a X(e,” +e¢;,_; ) budou priblizné stejné co do
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absolutni velikosti i co do znamének.

Vse plati za predpokladu, ze rozdil v poctu ¢lenu sumaci (ve jmenovateli je o 1 ¢len
vice) nebude pri dostatecné pocetném datovém vzorku podstatny.



Poznamka 2 Zretelnd kladna autokorelace (1.radu) je charakteristicka delSimi
retézci shodnych znamének rezidualnich hodnot lezicimi strfidavé nad a pod
vyrovnavajici regresni nadrovinou.

Silnd zaporna autokorelace (1.radu) je naopak typicka témér pravidelnym stridanim
znamének rezidualnich hodnot (tj. zretelnou oscilaci dvou po sobé jdoucich
rezidualnich hodnot kolem vyrovnavajici regresni nadroviny).

Nevyhodou Durbin-Watsonova koeficientu je vsak skutecnost, ze empiricky ziskanou
hodnotu DW nelze v Uplnosti statisticky testovat (rozdéleni testové statistiky zavisi na
prvcich matice X, které jsou rozdilné pro kazdy statisticky vybér). V dlsledku toho
obsahuje interval pripustnych hodnot pro DW-koeficient < 0,4 > dvé ,hluché oblasti",
v nichZ nelze rozhodnout, zda hypotéza o nepritomnosti autokorelace 1. radu bude
zamitnuta ve prospéch nékteré z alternativ (kladna ¢i zaporna autokorelovanost). Tak

vintervalu <0,d,, > se zamita hypotéza neautokorelovanosti
ve prospéch alternativy: existence kladné autokorelace 1. fadu

vintervalu < dj,d > nelze test rigorézné vyhodnotit
vintervalu < d,, ,4 —d, > se nezamita (pfijima) hypotéza neautokorelovanosti
vintervalu < 4 —d,, .4 —d, > nelze test rigor6zné vyhodnotit

vintervalu < 4 —d, 4 > se zamita hypotéza neautokorelovanosti
ve prospéch alternativy: existence zaporné autokorelace 1. radu

~Mezn" hranice dj,,d;; lze spocitat pro libovolny pocet stupnli volnosti (T-k) a pro
obvyklé hladiny vyznamnosti (at=0,01 nebo 0,05). Prislusné hodnoty jsou tabelovany.

Postupy vedouci k eliminaci autokorelovanosti nahodnych slozek

(B) COCHRANE-ORCUTTova procedura, kterou Ize popsat timto iterativhim
opakovanim nasledujicich tri fazi

(BO) Predstupném iteraéniho procesu je vypocet parametréi b'® modelu
v pliivodni specifikaci obycejnou metodou nejmensich ctverci OLS a
nasledné stanoveni vyrovnanych hodnot ) zavisle proménné a hodnot rezidui e, :
(B1) Formulujeme autoregresni schéma 1. radu pro rezidua e; ve tvaru

e =pe, +v,,
kde v, je prislusny bily sum autoregresniho procesu 1. fadu (jeho realizace jsou

centrované, nekorelované, homoskedastické a stejné rozdélené nahodné veliCiny).
K zachovani stacionarity procesu je, jak znamo, nutné spinéni podminky |py| <1.

(B2) Odhad p,| koeficientu autokorelace 1. radu p, ziskame pomoci vyrazu



=1 v. . . .
pl =" pfi dodefinovani ¢, =0.

2.6

=1
(B3) Takto ziskany odhad p/ se pouzije v modifikovaném regresnim
modelu. Modifikace je predstavovana tUpravou jednotlivych modelovych proménnych
pomoci metody zobecnénych diferenci -

V pripadé napr. 3 vysvétlujicich proménnych, kde prvni ,vysvétlujic® proménnou
predstavuje vektor jedni¢ek, ma tento vztah podobu ( pro 1 =2.3,....7")

Ve = P11 =Bi(l= 00) + Br(xiy = oix,_ 1) + B3(X3 — pIx, 1 3) +.+ & — Pig

Aplikaci obycejné OLS na takto modifikovany model ziskame upraveny
odhad SV vektoru parametré /3. Tento odhad se dosadi do péivodniho
modelu a nasledné se spoctou (pres vyrovnané hodnoty) upravena rezidua
et(l) . S témi se vstoupi do druhého kroku iteracni procedury predstavované
opakovanim faze (B1). Nasleduje opét sekvence operaci (B2), (B3) atd.

Poté, co v priib&zném r-tém kroku ziskame odhady 3", 8,7, 17 o/ pro
B1>B2. 85,01 porovhname je s hodnotami velicin
BV B D D ziskanymi v predchozim » —1—-tém kroku.

Jestlize rozdily ve dvou po sobé jdoucich krocich neprekroci predepsanou
odchylku (stanovenou napf. ve formé& maxima z odchylek u jednotlivych parametr(
a nebo jako (v absolutni hodnoté vzaty) rozdil odhadd autoregresniho koeficientu p,

t. ‘ o = Y

za uspokojivé a prislusné odhady prevzit jako konecné.

, mlizeme vysledky dosaZzené v daném iteracnim kroku povazovat

Urcitou podobnost s predchozim postupem vykazuje

(C) DURBINova dvoustupriova metoda pouzitelna i v pfipadé pritomnosti
autokorelace vyssich fadd u nahodnych slozek.

(C1) Model se nejprve — obdobné jako v kroku (B3) predchozi metody — prevede
na tvar zobecnénych diferenci

Ve = P1YVie = Bil=p)+ Br(Xpy = prXici2) + Ba (X3 — pr1Xg3) +o + & — P16
resp. po substitucich
Pid=p)=y1 =Brpr=r2,=B3pr=7; atd. aw, =& —p g | zska tvar

Vi=PWiatrtBoXn +ra X+t BeXy + Ve X1k W,



Odtud se pomoci metody OLS ziska konzistentni odhad autoregresniho
koeficientu 1.radu p, prislusejiciho zpozdéné hodnoté proménné y,_, .

(C2) Tento odhad p| se dosadi do vychoziho tvaru modelu a opétovnym
pouzitim OLS se ziskaji zpresnéné odhady £ pro S, S5 pro B,,, /34 pro B,
atd. s uspokojivymi asymptotickymi (tj. pro velky rozsah vybéru T) vlastnostmi.
Nevyhodou tohoto postupu je vsak zretelné zvySeny pocet odhadovanych
parametrt, ktery dosahne poctu 2k-1 - ke kazdému plvodnimu S o (=2,.., K)
(tedy az na f,) prislusi nyni dvojice parametrd /3 Yz nichz jeden je ,plvodni* a
druhy y, vznikne nasobenim £, hodnotou — p; .V pfipadé relativné malého poctu
pozorovani T ve srovnani s poCtem vysvétlujicich proménnych regresni rovnice k neni
tedy tento postup prilis vhodny.

Nevyhodu spojenou s oblastmi nerozhodnutelnosti testovani zavisejicimi na d,,d;
u Durbin-Watsonova koeficientu odstranuje podobné konstruovana mira znama jako

(D) von Neumanniiv koeficient (podil)' autokorelace rezidui

Tato mira je definovana vztahem

I 2
(e —e )
=2

T
2

e

=1

Lze ukazat, Ze jsou-li nahodné slozky &: a tedy i rezidua e: normalné rozdélena, pak

pro dost velky pocet pozorovani T ma statistika vN také priblizné normalni rozdéleni.
Jeji stredni hodnota a rozptyl jsou dany vyrazy

o 2r AT -2)
E(vN)—T_1 D(VN)_(T+1)(T—1)3

Kritické hodnoty vN-podilu jsou pro rliznd T a obvykle pouZivané hladiny vyznamnosti
tabelovany. Rezidua e, ziskana metodou OLS vSak nejsou nezavisle rozdélena,

dokonce ani tehdy ne, jsou-li nezavisle rozdéleny nahodné slozky &, . To snizuje
prinos této statistiky pri aplikaci v ekonometrickych modelech.

V situacich, kdy se mezi vysvétlujicimi proménnymi objevuji téz zpozdéné
endogenni proménné, neni pouziti Durbin-Watsonova koeficientu vhodné.
PriCinou toho, ze DW-koeficient nedava pri pritomnosti vysvétlujicich zpozdénych
endogennich proménnych objektivni zavéry, je skuteCnost, ze DW-koeficient se
v tomto prfipadé blizi ke 2 v dlsledku vyskytu pravé téchto proménnych, ne jen v
didsledku neautokorelovanych nahodnych slozek.

"von Neuman, John: Distribution uf the ratio of the Mean Square Successive Difference to the Variance. Annals
of Mathematical Statistics 1941 s. 367-295



U¢inn&jsim indikatorem je v nékterych situacich

(E) Durbinova h-statistika autokorelace rezidui definovana nasledovné :

1/2
_ 1 _DW !
h=(1 A)L —T.var(b), )}

kde Var(byH) je odhad vybérového rozptylu odhadnutého regresniho koeficientu u

zpozdéné endogenni proménné y,_,. Pfi nulové hypotéze o sériové nezavislosti nah.

slozek je statistika h asymptoticky normalné rozdélena ( s nulovou stredni hodnotou
a jednickovym rozptylem) Lze ji testovat jako normalni smérodatnou odchylku
(alternativni hypotézou je pritomnost autokorelace 1. radu). Omezenost jejiho pouziti
vyplyva z podminky kladného jmenovatele l—Var(byH). Zde je nutno uplatnit

alternativni testovaci postupy.

Poznamka: V pripade, ze h-statistika neni definovana, doporucuje se (nasledné po
provedeni OLS-regrese) napr. definovat regresni rovnici ve tvaru

€ =016 1T Vi1t X +1

Testovani hypotézy =0 se prevede na testovani statistické vyznamnosti
koeficientu ¢ v této regresi.

DW test neni pfimo pouzitelny v pripadé testovani sériové korelace vyssich fadd
nebo pri nelinearni formé autokorelace nahodnych slozek. Nékteré modifikace k
zmirnéni problému v téchto situacich navrhli Nerlove, Wallis, Theil, Nagar a
Geary.

(F) Berenblut-Webbiiv test’ je zaloZzen na statistice
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kde u, jsou rezidua z regrese prvnich diferenci y na prvni diference vysvétlujicich
proménnych (bez konstanty) tj. z regrese
Ve = Vi =Bi(xpn = x00)+ Bo(Xp = X10) + o+ B (X — X2y ) + 4

Jestlize plivodni rovnice obsahuje konstantu, mlizeme uzit tabulky pro D-W testovou
statistiku pro posouzeni hodnot BW-statistiky. BW-statistika je navic uplatnitelna, i

kdyZ se vyskytne situace, kdy |py|>1.

2 Berenblut, I.,I., Webb, G.,I.: A New Test for Autocorrelated Errors in the Linear Regression Model.
Journal of the Royal Statistical Society Vol.35/1973 s. 33-50.



Jestlize je model homoskedasticky a jsou-li nahodné slozky regresni rovnice
generovany autoregresnim schématem 1. radu, lze zapsat kovariancni matici
nahodnych slozek v nasleduijici podobé:
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V této matic, jak patrno, jsou na hlavni diagonale samé jednicky a na ,rovnobézkach"
s touto hlavni diagonalou vzdy pFislusné mocniny p°, kde s je rovno rozdilu indext

prislusného prvku od souctu indexd diagonainiho prvku (leZiciho na stejném radku,
resp. sloupci).

Pri takovémto schématu lze uplatnit zobecnénou metodu nejmensich ctvercl GLS
tak, Ze se transformace pidvodnich pozorovani provede tak, ze se k této transformaci
pouzije matice R ve tvaru

Jl-p> 0 0 0
- p 1 0

1
R=———| 0 —p 0
1-p 0
0 0 0 —-p 1

Tato matice ma nenulové prvky jen ve dvou fadach. jednou je hlavni diagonala, ktera

ma viechny prvky rovny 1 aZ na prvni prvek, jehoz hodnota je +/1— p* a druhou

nenulovou radou je rada lezici bezprostredné pod hlavni diagonalou, ktera je
obsazena prvky s hodnotami rovnymi — p.

Prislusna transformace se pak projevi tim zplisobem, Ze pozorovani jsou upravena do
této podoby

nAl=p* Xl=p°

y=| V27PN x.=| YT PNy
‘]. -----

Yr = P-Vro Xy = PXry

tzn. Ze j-ty sloupec matice X je obsazen (vzdy az na prvni prvek) ,zobecnénymi
diferencemi*?

8 Nékdy se tento postup nazyva Prais-Winstenovou transformaci.



