Modely s rozlozenymi zpozdénimi I

Modely s rozlozenymi zpozdénimi (téz ,modely rozdélenych zpozdéni“) tvori
ddlezitou (a dosti rozsahlou) oblast regresnich schémat vyuzivanych v ekonometrii.
Vsechny se vyznacCuji pritomnosti zpozdénych proménnych (a to jak
vysvétlujicich proménnych, tak nékdy i vysvétlované proménné) mezi ostatnimi
(nezpozdénymi) veli¢éinami regresni rovnice. Tyto modely soucasné znamenaji
zacClenéni dynamickych prvk do modeld analyzovanych ekonometrickymi metodami.

Lze je klasifikovat nékolika zplsoby, jedno z moznych rozdéleni je toto :

A. modely s konecnou délkou zpozdéni (modely s konecnym zpozdénim)
B. modely se zpozdénim o nekonecné délce (modely s nekonecnym
zpozdénim)

S uplatnénim modell rozlozenych zpozdéni se poji dvé zakladni otazky :

a) jaka maximalni délka (hloubka) zpozdéni je jesté Ginosna pro zarazeni
veliciny s timto zpozdénim do modelu ? Je ziejmé, Ze pripusténi zpozdéni o
znacné délce (napf. 10) mluvi ve prospéch obecnosti modelu, na druhé strané
mdze silné znesnadnit vypocet parametrd (nejsou-li tyto jinak specifikovany) u
zpozdénych veli¢in (s ohledem jednak na znacnou pravdépodobnost vyskytu
priblizné kolinearity zpozdénych veliCin, jednak na malou hodnotu rozdilu T-k,
jestlize je pocCet pozorovani relativné maly a pocet vysvétlujicich proménnych
naopak relativné velky) s obtizemi pri testovani jejich statistické vyznamnosti.

b) Jaka ,vahova struktura®” ma byt prirazena jednotlivym zpozdénym
velicinam ? Jen v malo pripadech je rozumné uvazovat stejnou silu vlivu
jednotlivych zahrnutych zpozdénych vysvétlujicich proménnych (v podstaté jde o
rovhomérné rozdeleni vah) na zavisle proménnou. Daleko Cast&jsi jsou situace,
kdy k s rostouci hloubkou zpozdéni sila vlivu (znacné) zpozdénych veliin
postupné klesa.

Poznamka : I kdyz v principu je model s nekonecnou délkou zpozdéni
neprili§ realisticky, mdzZe byt vypocet jeho parametrii (pri konkrétné
specifikované vahové strukture) snadnéjsi nez komplikovany model
s konecné rozlozenym zpozdénim.

Obecny tvar modelu s konecnou délkou zpozdéni (k) je (pri absenci
konstantniho clenu regresni rovnice)

Y, =BX, +BX  +BX ,+BX +..+BX  +é neboli
k

YI:Z,BJ_XHJrgI ,  t=12,....T
J=0

Kazdy z koeficientdi P; predstavuje vahu (téz koeficient reakce) j-té
zpozdéné veliciny na aktualni hodnotu proménné X . O €, se predpokladaji
obvyklé vlastnosti nahodné slozky linearniho regresniho modelu.



Néktera konkrétni schémata modelli s konecnym rozloZenym zpoZdénim

1) Model s linearné rozlozenymi zpozdénimi

Predpoklada se, Ze vahy w, ( oznaCené zde [3;, nebot’ jde o regresni koeficienty )

u jednotlivych zpozdénych vysvétlujicich proménnych linearné kIesaji od
~nezpozdéné" veliciny X, (nebo od X,, se zpozdénim 1) k veli¢iné X, , s

maximalnim pFipustnym zpozdemm k. To odpovida predpokladu, Ze
zpozdéné promeénné vykazuji slabnouci vliv s konstantnimi ubytky.

Poznamka : Ne nutné musi byt soucet prijatych vah roven 1 (normovani na
hodnotu 1 Ize ostatné vzdy zajistit), vahy vsak zpravidla budou vsechny kladné.
Znamena to, Ze vahovou strukturu Ize popsat nasledovné :

B;=0 pro j>k

Dosazenim do zakladni rovnice dostaneme vztah

k
Y, =B (k+1- )X, +&=LZ" " +¢ ;o 1=12,.T
=0

jehoz jediny neznamy parametr 3 mize byt snadno odhadnut MNC jako

B - (Z ) 7 (k)) Gy AR "y,
k ““k Z k(k)Z

Z néj pak jiz snadno odvodime odhady pro jednotliva £, .

2) Model s dvojlinearné rozlozenymi (strechovitymi) zpozdénimi
Toto vahové schéma priklada nejvétsi vahu hodnoté proménné s urcitym
pevné zvolenym zpozdénim (napr. x; ) , od néhoz ve sméru do pritomnosti i

do minulosti vahy linearné klesaji. Predpokladame-li , Ze o = Bk = 0, pak
pri sudém k miZzeme strukturu zpozdéni popsat témito vztahy */ :

IBJZJIB pro ] 0777 7k/2

B, =t~ ).p pro j=k/2,k/2+1,. k

Dosazenim do zakladniho modelu dostaneme regresni vztah

k/2

Y, = ,BZ]X .y Z(k NX_ +e=BZ"+e

J=k/2+1

jehoz neznamy parametr B lze opét odhadnut metodou OLS stejnym

zptisobem jako v predchozim prlpade Veli¢ina Z:¥ je zde definovana jako
k/2

O =X+ Z(k DX

Jj=0 J=k /241
Hodnoty ptlivodnich parametrii p; ziskame stejné jako u linearniho modelu.

! alternativné téz G+1).p pro j=0,1,2,..,k/2

(k-j+1).p pro j = k/2, k/2+1,...., k
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3) Polynomicky model Almonové [1965]

je prikladem modelu s konec¢nymi rozdélenymi zpozdénimi, u kterych je
ptivodni (poCetnd) mnozZina parametrt prevedena na (poctem skromnéjsi)
mnozinu jinych parametrti, pricemz prislusné transformacni vztahy mezi
parametry jsou predepsany maticovym schématem. Plivodni parametry se
takto vyjadri jako linearni kombinace parametrii ,novych" se zapisem

Biena = Migsrr: %10

(ptvodnich k+1 parametrii s oznacenim /£, novych r+1 parametri se
znacenim ¢, transformacni matice M) :

Konkrétné se v modelu Almonové predpoklada zavislost polynomialniho
tvaru, v némz je transformacni vztah mezi parametry f a o popsan jako

mnohoclen urcitého (nevelkého) stupné s formalnim zapisem

B =a, to eyt vttt J=012.....k

Vahovy vektor [ zde miizeme vyjadrit kompaktnéji maticovym zapisem :

By 1 0 0 ... 0 o,
o 1 1 | 1 o,
Al =11 2 22 ... 2" |,
B, 1k K k’ o,

Plivodni regresni model tvaru y = X( + ¢ lze pFi transformaci parametrt

p =M.« prepsatdo tvaru y= XM Ma +e=Za+¢, takze ptivodnich
(k+1) vahovych koeficientii je transformovano na mensi pocet (r+1)
parametrt . V transformovaném moclelu spocteme MNC odhad &, nacez
vektor odhadnutych vah zpozdéni [ ziskame dosazenim & do vztahu
B=Mié.

Priklad se specifikaci transformace jako polynomu 2.stupné :

_ . %)
,B], =a,+a.jto,. ],

Dosazeni do vychoziho regresniho vahového schématu vede k vyjadreni :
k

. ) k k k

YV,=> (g +01.j+a,.) ) Xy +& =a0.ZOt( ) +a1.th( ) +052-Zzt( ) + &
j=0
, kde
k k . k
ZOt(k): th—j th(k): zj-Xt—j Zzz(k)ZZJZXH
j=0 J=0

j=0



Aplikujeme-li MNC na tento model, spo¢teme odhady koeficienti &,,4,,d,
a po jejich dosazeni do pidvodniho modelu ziskame odhady vychozich
vahovych koeficientti [ iV pripadé, Ze zvolime maximalni délku zpozdéni

napr. k=3, ziskame po apravé (preskupeni proménnych dle prislusnosti ke
koeficientdm « ; ) pro vysvétleni zavisle proménné rovnici:

Vi=ag(X,+ X, + Xy + X, 5) + (X, +2X,, +3X,5)
+a, (X, +4X,.,+9X,5) + &

Poznamka : pocet r parametri a; je o jeden vétsi nez stupen polynomu,
zatimco pocet parametrii [ ; je o jeden vétsi nez volena hodnota maximalniho

zpozdéni £ .

K tomu, abychom pocet parametri jesté pripadné dale omezili, miizeme
vyuzit ,okrajovych™ podminek [ _,=f,., =0, coz vede k relacim :

O=ay—a;+a, pri j=-1
O=ay+oy(k+D)+a,(k+1)*  pfi j=k+1
Z nich dostaneme ( v zavislosti na «, , které musi byt zdporné ) :
ay=—0a,(k+1) , oy =—0a, k.
Po substituci za «,,«, |ze takto konkretizovany model psat jako

k NAD 4 v
Y, =a, .Zt( ) 4 g , pricemz

k
Zt( '= > (P —k—kj DX,
J=0
Pripomenme, Ze plati

k NAD4 v
Y, =a, .Zt( ) 4 g  pricemz

" _ = 2
Z; =Y (—(k+ D)=k + )X,
=0

Pro nas konkrétni pripad k=3 dostaneme: o, =3¢, , o, =—4«,

k 3
vyraz Y. (j*-k(j+1)-1) jepro k=3 roven Y (;*-3j-4)
j=0 J=0

a koeficienty u jednotlivych zpozdénych proménnych jsou nasledujici

Y, == 20, 2X, +3X,_; +3X,, +2X,5 ).



Odhady parametri ziskané timto postupem jsou vydatnéjsi nez odhady
ziskané primo metodou OLS. Nevyhodou postupu je, Ze zpravidla nemame
voditka po urceni maximalni délky zpozdéni. Doporucuje se pouzit pro
zvoleny polynom nizkého rfadu (max.3-4) rtizné délky max. zpozdéni a
vybrat tu, u které je hodnota korigovaného R? nejvétsi. Uréeni stupné
polynomu je nicméné obvykle subjektivni zalezitosti.

Pri urceni maximalni délky zpozdéni bude hrat roli mj. téz povaha vzorku
casovych rad — u ctvrtletnich ¢i mésicnich bude mit maximalni zpozdéni
vétsi hodnotu nez v pripadé odhadu modelu z rocnich ¢asovych rad.

4) Koycktiv model - Koyckova transformace

je (naopak) prikladem modelu s rozlozenym zpozdénim o nekonecné délce.
Ma-li byt zachovana moznost statisticky odhadnout parametry takovychto
modeli, musi byt dano néjaké pravidlo o souvislostech mezi nimi.
V pripadé modelu navrzeného Koyckem klesaji vahy u jednotlivych
vysvétlujicich zpozdénych proménnych podle schématu popsaného
geometrickou posloupnosti.

Zapiseme-li zakladni rovnici modelu s nekonecné rozlozenym zpozdénim
ve tvaru

V=B, X, +BX  +B,X ,+B:;X + . +B.X , +. ... +E,

neboli ve zkraceném zapisu Y, =2 BX. +¢
j=0

je ihned patrné, Ze takto obecné vyjadreny model nelze prakticky pouzit
(nelze odhadnout nekonecny pocet parametrd). Dle Koyckem navrzené
konkretizace prijimaji parametry tuto apriorni vahovou strukturu :

B=bw, j=012,.., kde

vahy/koeficienty w; jsou prvky geometrické posloupnosti
w,=(-9)q’, 0<g<l '
ktera je pro danou hodnotu kvocientu ¢ klesajici.

Timto zplisobem lze prevést plivodné nekonecny pocet parametrd pouze
na dva parametry b a q, pricemz v konecné podobé model nabude tvar

Ye—q.Ye1 = (1-0) Xt + (6t —Qq.€+1) , coZ lze upravit na tvar
Yi = q.Yea+ b.(1-0) X¢ + W '

ktery je nazyvan autoregresnim tvarem modelu (nekonecného)
rozlozeného zpozdéni. VSimnéme si zde zejména dvou véci :



a) do modelu se na pravou stranu dostala (jedinda) zpozdéna zavisle
proménna (se zpozdénim o 1 krok)

b) nahodné slozky modelu v = & —q. €1 jiz (bohuzZel) nebudou vzajemné
nekorelované, a to ani tehdy ne, jestlize byla predpokladana
nekorelovanost ptivodnich nahodnych slozek &:. Pricinou toho je
skutecnost, ze ,nova" vysvétlujici proménna Y.; neni nekorelovana s
nahodnymi slozkami v.. Plati totiz:

E[Yt-1.( €& —q. €t-1)]1= E[€t-1.( €t —q.€t-1)]1= E[€t-1. €t ] - E [€t-1(Q. €t-1)] = - G062

kde o2 je rozptyl nahodnych slozek &: . Oproti klasickému linearnimu
regresnimu modelu tedy zde zfejmé nejsou spinény dva predpoklady :

- vysvétlujici proménna Y3 neni nekorelovana s nahodnou slozkou v;
- vysvétlujici proménna Y., neni nestochasticka (jeji soucasti je nahodna
slozka u:-1), coz je hned vidét, zapiSeme-li model se zpozdénim o 1 krok.

Z uvedenych dtivoddi nemohou mit odhady parametri (provedené
obycejnou metodou nejmensich ctvercii) uspokojivé vlastnosti, nemusi byt
dokonce ani konzistentni. Literatura uvadi pro tuto a podobné situace
nékteré specialni odhadové postupy (vedouci ke konzistentnim, pripadné i
vydatnym odhadiim parametrii). PFredpoklady o chovani nahodnych slozek
podminujici nasazeni téchto postupi jsou vsak obvykle malo realistické .

S ohledem na vlastnosti geometrického rozdéleni prijatého v Koyckové
modelu &ini primérna délka zpozdéni hodnotu q/(1-q) a rozptyl q/(1-q)>

Pfig=1/3 budeEX=1/3: 2/3=1/2
Pfig=1/2 budeEX=1/2:1/2=1
Pfig=2/3 budeEX=2/3:1/3= 2

Interpretacné to znamend, Ze agregovany ucinek vsech v modelu
uvazovanych zpozdénych vysvétiujicich velicin (jichZ je nekonecné mnoho)
se projevi zhruba stejné jako jedina zpozZdéna vysvétiujici proménna, ktera
bude mit zpozdéni 0,5 roku resp. 1 rok, resp. 2 roky.

Podrobnéji bude Koyckiv model uveden v Modely RZ2



