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Predmluva

Soucasné doba je charakterizovana prudkym rozvojem vypocetni techniky a s tim
souvisi rozsifeni moznosti aplikace matematiky i v dalsich védeckych oborech —
biologii, chemii, ekonomii, psychologii, lékafstvi a v technickych védéch.

Dtlezitou ulohu v fadé aplikaci maji metody numerické matematiky a odpovi-
dajici efektivni algoritmy. A pravé zékladnim numerickym metodam jsou vénovana
tato skripta.

Tato skripta jsou rozsifenou verzi skript Horovd, I.: Numerické metody, MU,
1999. Svym rozsahem odpovidaji dvousemestrové prednasce z numerickych metod
v ramci studijnich programia Matematika a Aplikovand matematika a ve znacné
mife také prednasce Numerické metody I., II. pro obor Matematické inzenyrstvi
na FSI VUT v Brné.

Skripta jsou vénovana zakladnim numerickym metodam, a protoZze odpovida-
jici algoritmy pro realizaci téchto metod jsou pomeérné jednoduché, nejsou, az na
vyjimky, v téchto skriptech uvedeny. Konstrukci téchto algoritmu v rameci sys-
tému MATLAB je vénovano dost prostoru v prislusnych cvicenich k uvedenym
prednaskam.

Brno, prosinec 2003 Ivana Horova
Jifi Zelinka
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Uvod

Hamming, R. W. (1962):

,, Cil vypoctu — pochopent podstaty, a ne cislo“
,DTive neZ budete tulohu Tesit, promyslete si, co
budete delat s jejim Tesenim.“

Numericka matematika se zabyva procesy, pomoci nichz lze matematické problémy
fesit aritmetickymi operacemi. Nékdy to bude znamenat sestrojeni algoritmu k re-
Seni problému, ktery je jiz v takovém tvaru, Ze jeho FeSeni lze nalézt aritmetickymi
prostiedky (napi. systém linearnich rovnic). Casto to bude znamenat nahradu
veli¢in, které nemohou byt poéitany aritmeticky (napf. derivace nebo integrély)
aproximacemi, které umozni nalézt priblizné feseni. Numericka matematika se rov-
néz zabyva volbou postupu, ktery se ,nejlépe* hodi k feSeni specialniho problému.
Uvadime proto fadu pfikladi na ilustraci numerickych metod. Ucelem téchto p¥i-
kladi je, aby pomohly ¢tenaii porozumét podstaté té které numerické metody.

Poznamka 1. V 9. stol. n. l. arabsky matematik Muhamad ibn Miusé al-Chvariz-
mi napsal knihu, ve které vyklada indicky pocetni systém. Latinskému prekladu
nazvu knihy , Algorithmi de numero Indorum* vdé¢ime za nézev algoritmus.

Numericka feSeni problémt jsou obvykle zatiZena chybami, které vznikaji ve
dvou oblastech: témi, které jsou obsaZeny v matematické formulaci problému,
a témi, které jsou zpusobeny hledanim reseni numerickou cestou.

Prvni kategorie zahrnuje chyby zptisobené tim, ze matematicky problém je
pouze aproximaci realné situace. Jinym pramenem chyb jsou napf. nepresnosti
fyzikalnich konstant nebo chyby v empirickych hodnotéach.

Necht z je ptresné ¢islo a necht Z znadi aproximaci z. Rozdil & — x nazyvame
absolutni chybou aproximace &, veli¢inu «, |Z — z| < «, nazyvame odhadem ab-
solutni chyby. Vhodnéji lze vyjadrit vztah mezi x a  prostfednictvim relativni
chyby:

Podil (z — &)/x nazyvame relativni chybou a velifinu 6,

r—2x
)

f— 7

T

nazyvame odhadem relativni chyby.
Jestlize |z| je malé ¢islo, je vhodné pro odhad chyby pouzit relativni chyby, coz
je vidét z nasledujiciho prikladu.
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Mé¢jme napft. ¢isla 1 = 1,31, 23 = 1,30 a x5 = 0,12, 2 = 0,11. Pro absolutni
chyby v obou piripadech plati

|$1 — jll = 0,017 |372 — .’i‘gl = 0,017
ale pro relativni chyby plati

T1— T1 To — T2

= 0,0076, = 0,0833.

T €2

Tento vysledek ukazuje, ze Z1 je blizsi x1 nez Ty k zs, zatimco z absolutni chyby
nic takového neplyne.

Relativni chyba rovnéz slouzi k odhadu platnych cifer aproximace z. Tuto
skutecnost 1ze formulovat takto:

Definice 0.1. Rekneme, Ze aproximace Z ¢isla z mé s platnych cifer, jestlize s je
nejvétsi celé nezaporné cislo takové, ze plati

r—2x

<5.107°.
T

Poznamka 2. Necht z je redlné ¢islo, které ma obecné nekone¢né dekadické vyja-
dieni. Cislo (9, které ma d desetinnych mist, je spravné zaokrouhlenou hodnotou
Cisla x, plati-li

1
|z — x| < 21074,
2
Ve spravné zaokrouhleném ¢isle jsou vsechny cifry platné.

Dalsim zdrojem chyb béhem vypoctu je nepfesné zobrazovani ¢isel v paméti
pocitace jako dtisledek jeji koneéné velikosti.

§ 0.1. Reprezentace &isel v poéitacil

1. Strojovd reprezentace celych ¢&isel na n bitu (pociténi modulo 2™)
(i) bez znaménka (unsigned integer):

a >0 = rozsah:0<a <2"—-1=(11...1)s,
——
(ii) se znaménkem (signed integer):
a libovolné =  rozsah: (10...0)y = —2""' <a <2" ' —1=(01...1),.
N—— N——

Soucasné vidime, ze prvy bit urc¢uje znaménko: 1 = minus, 0 = plus.

ITato ¢ast byla prevzata z nepublikovaného uéebniho textu doc. RNDr. V. Veselého, CSc.



§ 0.1. Reprezentace cisel v pocitaci 3

Je zfejmé, ze v ramci wvedenych rozsahi jsou celociselné vypocty absolutné presné,
zatimco mimo né naopak zcela chybné.

Piiklad 0.1. (n = 3)

mod8
(i) 0<a <7: (01234567(0123...

mod8
() 4<a <3: 0-7—6-5[—4-3-2-10123]...

K ¢islu a najdeme v modularni aritmetice ¢islo opaé¢né —a snadno z rovnice
a+a +1=2"=0mod 2".
N——
(11...1)5

Odtud dostavame —a = a + 1, kde @ vznikne z a negaci po bitech.
Napriklad

a=2 = (010),
3 = (101),
2+2 = (111),
(3
—2=32+41 = (110),
= 6 mod 8.
V pocitaci se celé ¢isla zobrazuji zpravidla v téchto presnostech:
n=8 (1bajt) ... (un)signed char (1 znak)
n =16 (2 bajty) (un)signed short integer (poloviéni presnost)
n =32 (4 bajty) ... (un)signed integer (jednoduché pfesnost)
n =64 (8 bajti) (un)signed long integer (dvojnisobné pfesnost)

2. Strojovad reprezentace redlnych éisel na n bita

Necht g > 2 znadi zéklad ¢iselné soustavy. V pocitacich pracujeme s ¢isly nejcastéji
v soustavach ¢ = 2, 8, 16. Pfesna realna ¢isla se reprezentuji v tzv. semilogaritmic-
kém tvaru pohyblivé vddové ¢arky (normalizovand mantisa + exponent):

mantisa

P = id1,d2d3...dkdk+1 o X qe7

kde e € Z je exponent a1 < d; < ¢—1,0<d; <g—1 (proj > 1) jsou cifry
mantisy. Zejména v pripadé ¢ = 2 je d; = 1, takze tento bit je mozno vyuzit pro
zobrazeni znaménka mantisy (1 = minus, 0 = plus).

Strojova realna cisla se uklddaji pouze s koneénym pocétem k cifer mantisy.
Obdrzime tak pfibliznou reprezentaci fl(p) (floating-point representation), ktera
vznikne bud pouhym odseknutim (chopping) pfebyvajicich cifer nebo se navic po-
sledni k-t4 cifra dj, zaokrouhli (rounding). Soucasné se také vhodné omezi rozsah
exponentu: —emin < € < emax. Dostavame tedy tyto aproximace:
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a’) ﬁ = ﬂchop(p) = idlv d2d3 s dk X qe’

s absolutni chybou aproximace 0 < |p — p| < ¢¢~*=1),

b) § = rouna(p) = £d1, dads . .. dx_1dg x ¢°, dj, = round(dy, djs1, . . .),

s absolutni chybou aproximace 0 < |p — p| < ¢¢~*=1 /2,

Priklad 0.2.
(a) ¢ =10,k =6:

flehop(p) = 3,14285 x 10°

_22 _
p=2=31428571428 = { flround () = 3,14286 x 10°

flenop(p) = (1,1001)2 x 274

_ _ T0071 —4
p=0,1=(1,1001T001); x 2~* = { By 2(p) = (11010} x 24

Tento priklad je soucasné ilustraci ¢isla, které ma konecny pocet cifer v deka-
dické soustaveé, ale nekonecny pocet cifer v bindrni soustavé a neni tedy v paméti
pocitace zobrazeno presné.

V pocitacich se redlné ¢isla zobrazuji zpravidla v téchto presnostech:

a)

Jednoduchd pesnost (4 bajty): n = 32 = 24 bitl mantisy + 8 bitd expo-
nentu.

Rozsah exponentu: —27 <e< 27 — 1.
~— ——
—128 127

Dekadicky rozsah:
2,938736 x 10739 az 1,701412 x 1038, kde
2,938736 x 10739 =1 x 27128 4
1,701412 x 1038 = (1,11...1)9 x 2127 = 2 x 2127 = 2128,
~2
Dekadickd presnost mantisy:
2723 = 1,2 x 1077 = cca 7 dekadickiyjch cifer presnosti, coz vsak vzhledem
k piikladu 0.2(b) neznamend, ze kazdé ¢islo s nejvyse 7 dekadickymi ciframi
musi byt zobrazeno presné.

Dvojndsobna presnost (8 bajti): n = 64 = 53 bitt mantisy + 11 bitl expo-
nentu.
Rozsah exponentu: —210 <o <210 _q,

—— ——

—1024 1023
Dekadicky rozsah:
5,562684646268003 x 10730 ayz 8,988465674311580 x 1037, kde
5,562684646268003 x 107309 = 1 x 271024 5
8,988465674311580 x 10307 = (1,11...1) x21023 = 2 x 21023 — 91024,

—_——
=2

Dekadickd presnost mantisy:
2752 2292 x 1071 = cca 16 dekadickijch cifer presnosti.
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Bézné pouzivand binarni reprezentace dle normy IEEE (napf. pocitace tf¥idy PC)
je v ponékud modifikovaném tvaru:

P = fligee(p) = s €10eges . .. eoda, ds . . . ds3,
kde

e sl ds,ds...dss ... mantisa se znaménkovym bitem s (l=minus, 0=plus)
a dvéma bindrnimi misty pfed fadovou éarkou (dq =1 a da),

e ¢ = (E1pe9€s...€0)2 ...exponent v 11-bitové bindrni reprezentaci se znamén-
kem podle 1ii v symetrickém rozsahu —(21% — 1) < e < 219 — 1. Tedy €19 = 1
odpovidéa nezapornym hodnotam exponentu a €19 = 0 zapornym hodnotam,
pfic¢emz piipad e = —219 byl vylouden, nebot pro néj jsou vechny bity ex-
ponentu éipeges . . . eg nulové a vznikla by kolize s vyjadfenim cisla 0, ktera
je ddna nulovymi hodnotami vSech bitti IEEE reprezentace (jinak by totiz
tyto nulové bity uréovaly kladné &islo (10,0...0)y x 272).

Zminime se jesté o Sifeni chyb pfi provadéni aritmetickych operaci v ptripadé
zépisu ¢isel v pohyblivé fadové ¢arce. Lze dokazat, ze plati ([6],[13])

fi(z *y) = (zxy)(1L +9),

kde * znamend libovolnou z aritmetickych operaci 4+, —, X, :, a |6| < u, u dekadickd
presnost mantisy.

§ 0.2. Celkova chyba vypoctu

Dalsim zdrojem chyb je skutecnost, Ze se nefesi problém, ktery byl pivodné zadan,
ale né&jaks jeho aproximace. Casto je to zptisobeno ndhradou procesu nekoneéného
procesem kone¢nym. Pfesnéji: Predpokladejme, zZe velicina Y je jednoznacné ur-
¢ena hodnotami z1,...,x,, tj.

Y =F(x1,...,25).
Funkéni zavislost F' nahradime numerickou metodou f a ziskané teoretické
feSeni oznacime y:
y= flz1,...,2,).
Vzhledem k tomu, Ze misto hodnot x; musime c¢asto pouzivat jen aproximace

Z;, a protoze nelze provadét vSechny aritmetické operace presné (zaokrouhlovani
mezivysledki), bude se vypoc¢tena hodnota

g=f(Z1,...,&n)
lisit od y. Celkovou chybu vyjadiime jako soucet dil¢ich chyb takto:
Y —g={Y -y} +{f(x1,22,...,20n) — f(T1,...,Tn)} +
+{f@n . F) = F@E )}
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Rozdil Y —y nazveme chybou metody, f(v1,22,...,2n) — f(F1,...,T,) se nazyva
chyba primdrni a f(Z1,...,%,) — f(Z1,...,%y) se nazyva chyba sekunddrni.
Schematicky lze predchozi Gvahy znazornit takto:

i Numericka
Dany Matematické Numericka
! metoda —
problém formulace metoda .
algoritmus

Y=F(z1,...,2n) y=f(x1,...;20) §=Ff(&1,...,%n)

U kazdé numerické metody by méla byt uvedena chyba této metody. Primarni
chybu 1ze odhadnout nasledujicim zptisobem:

Véta 0.1. BudU = {z;: |z; — Z;| < a;,i =1,...,n} a necht funkce f(x1,...,z,)
je spojité diferencovatelnd na U. Pak

|f(I17---7:rn)7f(i'17---;i‘n)|SZAiai; (0]‘)
1=1
kde
4; = sup| 2L ¢ )|, =1
l—sgp . T1,. .oy Tn)|, i1=1,...,n.

Dikaz plyne z Lagrangeovy véty pro funkce n proménnych.
Poznamka 3. V praxi se uzivd odhadu

of
&ni

[f(@r e mn) = f@E B <Y [ (F1, 8, E0)| (0.2)
1=1

Odhad sekundarni chyby lze provést teprve tehdy, az je algoritmus rozepsan do
posloupnosti aritmetickych operaci (viz ptiklad 0.4).

Priklad 0.3. Podéitejme gravitacni zrychleni g ze vzorce pro dobu kmitu 7' mate-

matického kyvadla
l
T=2my/—
g

(I délka kyvadla). Jaké absolutni chyby se dopustime, jestlize dobu kmitu 7" méfime
s chybou AT a [l s chybou Al?
Resend. Je tieba v podstaté odhadnout primarni chybu:

|g(laT) 7g(ivf)|7
kde T =T + AT, [ = | + Al, a funkce ¢ je ddna vztahem

472]

g(1,T) = ek
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Pocitejme parcialni derivace funkce g podle jednotlivych proménnych:

0g  4n? dg B 82l

ol T T T®
Uzijeme vztahu (0.2):

ag =+ =

472 2] 4r? - (Al AT
AT Al 4 8 Ay = AT <u n 2|—~|> =
T2 T3 T2 T

l
N |AT|)
oi.1) (154215

91, T) = 9(1,T)|

IN

ag ~ = B
DA+ IR

Ukazeme nyni na ptiklade, ze sekundarni chyba a tedy i celkova chyba vypoctu
zavisi na tom, jak vypocet usporadame a jak zaokrouhlujeme béhem vypoctového
procesu.

Pfiklad 0.4. Necht w = (u1,...,u,), v = (v1,...,v,) jsou dva vektory, jejichz
vSechny slozky jsou spréavné zaokrouhleny na d desetinnych mist a necht U =
(U1,...,Un), V = (V4,...,V,) jsou piesné vektory. Je tieba vypodcitat skaldrni

soucin
n
(u,v) = Z U;
i=1

na d mist.

Ptame se: Je vyhodnéjsi kazdy ze soucind u,;v; napied zaokrouhlit na d mist a pak
secist, nebo napred vSechny souciny u;v; seCist a pak zaokrouhlit vysledek na d
desetinnych mist?

Reseni. Necht

1
U=ui+e, Vi=vi+d;, i=1,...,n, |[&], |5i|§§10_d-

Pak
uv; = (U — ;) (Vi = 6;) = U;Vi — &iVi — 8;U; + €05 . (0.3)

Vztah (0.3) uddva primarni chybu U;V; — u;v;. Jestlize kazdy ze souéint u;v;
zaokrouhlime na d desetinnych mist a vysledek ozna¢ime (u;v;),, méme

(uivi), = UV — &;Vi — 0, Ui + €,0; + i, (0.4)

kde |v;| < 10~ V prvnim piipadé je skaldrni sou¢in (u,v) roven

(u,v) = i(uzvz)z = i U;Vi — i(aiUi +eiVi —€i0i — Vi),
i—1 i—1

=1
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takze celkova chyba je

3

U,V)—(u,v) = (0:U; +&Vi —€i6; — i) =
ot n (0.5)
= (0:U; +&Vi —€idi) — > v -
i=1 i=1

Pfi druhém postupu pocitame bez zaokrouhlovani, tj. kazdy soucin uw;v; ma 2d
desetinnych mist. Tyto souciny secteme a vysledek zaokrouhlime:

(’U,,’U) = Zuivi +v9= Z UV, — Z((SiUi + &, Vi — (51'51') + 7, (0.6)
=1 =1 i=1

kde |y| < $107¢. Tedy

n

(U, V)= (u,v) = Z(5iUi +eiVi—digi) = . (0.7)

i=1
Protoze u;v; jsou spravné zaokrouhlena c¢isla na d desetinnych mist, je

n n 1
Z((SzUz +&; Vi —diei)| < 10_d2(|Ui| + |‘/z| + 510_‘1) . (08)

i=1 i=1

DN | =

Dale je

Y < Zypd

; il < 5
V rovnicich (0.5) a (0.7) je pouze posledni ¢len zpiisoben zaokrouhlovacimi chy-
bami béhem vypodétu. Necht |U;|, |V;| <1, proi =1,...,n. Pak druhy ¢len v rov-
nici (0.5) je fadové stejny jako prvni ¢len, ale druhy ¢len v rovnici (0.7) je maly
ve srovnani s prvnim ¢lenem. Druhy postup je proto vyhodnéjsi nez prvni postup.
Tyto avahy maji velky vyznam pii vypoctech na pocitacich, kde je velky pocet
operaci, a poradi, v némz je vypocet proveden, je velmi vyznamnym faktorem.

§ 0.3. Podminénost uloh

Piedpoklddejme, Ze By (mnozina vstupnich dat) a By (mnozina vystupnich dat)
jsou Banachovy prostory.
Rekneme, ze tloha

y=U(x), x€bBi, yeEDb
je korektni pro dvojici prostori (B1, B2), jestlize

1. ke kazdému x € B; existuje jediné feSeni y € Bo: y = U(x).
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2. toto TeSeni spojité zavisi na vstupnich datech, tj. jestlize x,, — x, U(zy) =
Yn, pak U(z,) — U(z) = y.

NN M

Velkou tiidu nekorektnich tloh tvofi nejednoznac¢né resitelné ulohy.

Uvedeme nyni charakteristiku dobie podminénych tiloh. Rekneme, ze korektni
tloha je dobre podminéna, jestlize mald zména ve vstupnich datech vyvola malou
zménu teSeni. Je-li y + Ay resp. y feSeni odpovidajici vstupnim datim x + Ax
resp. x, potom ¢islo

Ay
o Lyl _ [relativni chyba na vystupu|
P Az|  |relativni chyba na vstupul
x

(kde misto absolutnich hodnot mohou byt obecné normy, viz kap. 1) nazyvame &is-
lem podminénosti Glohy y = U(z). Je-li C), ~ 1, je tloha velmi dobfe podminéna.
Pro velkd C, (> 100) je tloha $patné podminéna.

Posudme nyni z hlediska dobré ¢ Spatné podminénosti vypocet hodnoty y =
sin x.

Cislo podminénosti je v tomto piipadé dédno vztahem

Ay sin(z + Az) —sinz
o1yl sinx _ |sin(z + Az) —sinx x ’
" A Az Ax sinz |’
x x

Necht Az — 0 a zabyvejme se vypoétem sinz a) v okoli bodu 0, b) v okoli
bodu 7.

a) V okoli bodu 0 je

Cp =~ |cosz|

sinx

’zl.

b) V okoli bodu 7

T COoST

Cy=|

- ‘ = |z cotg x| — +o0.
sin x

Speciélné pro x = 3,14, Az = 0,01 se da ukézat ([17])

C, ~ 1972.

Uloha stanovit sinz v okoli 0 je dobie podminéna a v okoli bodu 7 je $patné
podminéna.
§ 0.4. Realizace numerickych vypocétu

Nasledujici priklady ukazuji na problémy, které se mohou objevit pfi realizaci
numerickych vypocti.
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Priklad 0.5. Pocitejme rozdil dvou ¢isel z = 0,54617 a y = 0,54601. Pfesnd
hodnota rozdilu je d = 0,00016. Uvazujme nyni ¢isla zaokrouhlena:

T = 0,5462, 7 = 0,5460.
Nyni je d=7— 7y = 0,0002. Relativni chyba je v tomto ptipadé

|d —d|
] 0,25
a je tedy dosti velka.

Co se zde stalo? Cisla ¥ a § jsou ,téméF“ stejna (pii zaokrouhleni na 4 cifry).
Pr1i odéitani platné cifry se vyrusi a zistanou ,méné“ vyznamné cifry. Tento jev se
nazyva ,katastrofické zruseni“ a vyskytuje se v ptipadech, kdy odec¢itame priblizné
dveé stejna cisla. Ale pfi konkrétnich vypoctech mizZeme tento jev eliminovat.

Uvazujme naptiklad kvadratickou rovnici

ar® +bx+c=0, a #0.
Kofeny této rovnice jsou

—b+ Vb% — dac . —b— Vb% — 4dac
:—7 Q= .

o 2a 2a

Je jasné, ze v pripadé, kdy —b a v/b? — 4ac jsou ,blizk4d“ ¢éisla, vypocet xo mize byt
velmi negativné ovlivnén ,katastrofickym zrusenim“. Tomuto problému se mtzeme
vyhnout tak, Zze poc¢itame koteny nasledujicim zptisobem:

_ —b—sign (b)vb? — 4ac ¢

xr1 = T2 = —
2a ’

Priklad 0.6. Pocitejme integral

pron=1,23,...
Integraci per partes dostaneme

1 1
_ 11 1o
En:/ z"e" ! dx = [2"e” 1]0—/ naz" e 1 dz,
0 0

neboli
En =1- nEn_l.

Jelikoz E7 = 1/e, lze uzitim této formule vypoéitat E,, pron =2,3,...



§ 0.5. Stabilita algoritmii 11

Necht E; = 0,367879 (tj. hodnota 1/e je zaokrouhlena na 6 cifer). Pak

By = 0,264242
E; = 0,207274

Ey = —0,0684800

I kdy7 je integrand kladny, je hodnota integralu zaporna! Tento jev muzeme vysvét-
lit takto: Ze vztahu Es = 1 — 2F; plyne, Ze chyba pfi vypocétu Es je (-2)krat vétsi
nez chyba pii vipoctu Ey, ddle chyba p¥i vipocétu E3 je (-3)krat vétsi nez chyba pfi
vypoctu Ey atd. To znamend, Ze chyba pii vypoctu Eg je (—2)(—3)...(=9) =9!
vétsi nez chyba v Ey. Tedy chyba v Ej, kterd je piiblizné 4,412 x 107, vede na
chybu 914,412 x 10~7 ~ 0,1601, coz znamen4 dosti velkou chybu. Uzitim uvedené
rekurentni formule doslo ke zna¢né kumulaci chyby.

Toto je obecny problém tzv. trojélennych rekurentnich formuli. Doporuceny
postup je nasledujici. Pfepisme uvedenou formuli ve tvaru

1-E,

En—l— n , 7’L:...73,2.

Pak chyba bude na kazdém kroku redukovéna faktorem 1/n. Za¢neme vétsi hod-
notou n a postupujeme zpétné. Je tfeba ovsem ,odhadnout” tuto ,startovaci®
hodnotu. VSimnéme si, ze

1 1 1
E, = / 2" tdr < / z"dr = ——.
0 0 n+1

Tedy pro n = 20 je Ey < 1/21 a lze polozit Fsy = 0. Nyni uzitim formule
E,_1 = (1 — E,)/n dostaneme E9 = 0,0916123 a tato hodnota ma 6 platnych
cifer.

§ 0.5. Stabilita algoritmu

7 predchozich prikladu je zfejmé, Ze velkd nepiesnost vypoctenych vysledkd byla
zpusobena uZitim nevhodného algoritmu, nebof pifi zméné algoritmu byly vy-
poctené vysledky zcela vyhovujici. S tim souvisi otazky stability algoritm.
Definice 0.2. Algoritmus se nazyva stabilni, jestlize vypoctené feseni je presnym
feSenim ,blizkého* problému, tj. feSenim problému s blizkymi vstupnimi daty.
Tento pojem stability vysvétlime na néasledujicim piikladeé.

Piiklad 0.7. Vime, ze fl(x +y) = (r + y)(1 +6) =2(1 + ) +y(1 +0) =2’ + ¢
Tedy vypocteny soucet dvou ¢isel x, y v pohyblivé fadové Carce je presny soucet
jinych dvou ¢isel 2’ a . Jelikoz |§] < p, jsou &isla 2’ a ' blizkd ¢islim z, y. Tedy
operace s¢itani dvou ¢isel v pohyblivé fadové ¢arce je stabilni.
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O stabilité konkrétnich algoritmt pojedname v dalsich kapitolach pfi realizaci
jednotlivych numerickych metod.

Vyse uvedenymi priklady nechceme ¢tenafe odradit od studia a pouzivani nu-
merickych metod. Cilem bylo pouze upozornit na mozné ,uskali“ pii realizaci
numerickych metod a ukazat zpisoby, jak tyto problémy prekonat. Velmi pékné
jsou nékteré patologické jevy v numerické matematice objasnény v monografii [14].

§ 0.6. Symbolika O, o
Zavérem této kapitoly jesté uvedeme symboliku O a o, ktera se ¢asto pouziva pro
vyjadieni chyb matematickych vyrazi (viz napt. [9]).

Necht ¢ je funkce (redlnd nebo komplexni) definovanéd v okoli bodu a (muze
byt i o). Necht v je funkce kladnd v prstencovém okoli bodu a. Symbol

p(x) = O(y(x)) pro z — a (0.9)
znacl, ze
. o)
lim su <
z—»ap 1/)(35)
Podobné symbol
¢(x) = o(¥(z)) proz — a (0.10)
oznacuje, ze
(@)
lim =0.

Podobné je mozné definovat vyraz
an = O(b,) nebo a,, = o(b,) pron — oo,

kde a,, b, jsou prvky posloupnosti.

Dodatek ,pro x — a“ se casto vynechavé, pokud je jasné, o které a se jedna.
Je to zejména v pripadech a = 0 ¢i a = oo, pfipadné u posloupnosti, kde je zfejmé,
7e n — oo. Casto pouzivany vyraz je také O(h*), resp. o(h¥), kde ¢(h) = hF,
pfi¢emz zpravidla h — 0.

Pfi poc€itani s vyrazy obsahujici symboly O a o plati nasledujici pravidla:

OW(x)) + Oy (x)) = O@(z))

o(¢(x)) +o(¢(x)) = o(i(x))

O(x)) - OW(x)) = O(P(x)-9(x))

OW(x)) -o(d(z)) = o((z) - I(x))
)

o(P(x
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Tyto rovnice nejsou symetrické, plati jen zleva doprava. Napt. posledni rovnice
znadi, ze funkce spliiujici rovnici (0.10) spliiuje také rovnici (0.9). Opacné to oviem
neplati.

Pokud za funkci ¢(z) vezmeme konstantu 1, dostdvame vyrazy ¢(z) = O(1)
a @o(x) = o(1). Prvni z nich znamend, Ze funkce ¢ je omezend v okoli bodu a,
druhy, ze ¢ ma limitu 0 v bodé a.

Cviéeni k Gvodni kapitole

1. Najdéte primarni chybu, kterd vznikne, jestlize pribliznych ¢isel je pouzito
k vypoctu:

a) souctu n Cisel

b) soudinu n isel
¢) podilu dvou ¢isel
d) mocniny disla, kdy exponent je zndm pfesné
2. Necht je dano n &isel aq, ..., a,, kde a; je spravné zaokrouhleno na d; de-

setinnych mist. Chceme spocitat soucet na d = mind; desetinnych mist.

3
UkazZte, Ze je vyhodnéjsi nejprve vSechna Cisla secist a vysledek zaokrouhlit
na d mist, nez napted kazdé ¢islo a; zaokrouhlit na d mist a pak secist.

3. Budte 7 resp. ¢ ¢isla v absolutni hodnoté mensi nez 1 a spravné zaokrouhlena
na 2d resp. d desetinnych mist. Necht |Z| < |g|.Chceme spoéitat podil Z/g
na d desetinnych mist. Ukazte, ze pouziti 2d-mistného délence je vyhodnéjsi,
nez kdyz délence nejdfive zaokrouhlime na d mist a pak délime.
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Kapitola 1

Normy vektoru a matic

Necht C" resp. R™ je vektorovy prostor vSech uspofddanych n-tic komplexnich
resp. realnych ¢isel. Prvky tohoto prostoru budeme zapisovat ve tvaru sloupcovych
vektord.

Definice 1.1. Vektorova norma na C" je funkce || - || (z C™ do R) s nasledujicimi
vlastnostmi:

1) |zl >0, VzecC®

2) |z|=0< =0, o=(0,...,0)
3) llex| = [of [z]l, VaeC, VeeCn
4) e +yl < ll=| +[lyll, ve,yeC

Priklady vektorovych norem:

1) x|z = (Z |xi|2) (eukleidovska norma)

i=1
n
2) |l = > |z (oktaedrickd norma)
i=1
3) |lzl|oc = max |z (krychlova norma)
1<i <n
Kazd4 vektorova norma indukuje metriku danou vztahem o(z,y) = ||l — y||.

Pripomernime jesté definici konvergence posloupnosti vektortt vzhledem k dané
norme.

Definice 1.2. Rekneme, %e posloupnost {*}?° | vektorti z C" konverguje k vek-
toru @ € C™ vzhledem k normé || - ||, jestlize pro libovolné ¢ > 0 existuje index
N = N(e) tak, ze

" — x| < e
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pro Vk > N(e).

Necht A je ¢tvercova matice fadu n s redlnymi resp. komplexnimi prvky, tj.

all DY DY aln

a1 A2n
A =

anl DRI DY ann

Oznac¢me M,, tfidu vSech matic tohoto typu.

Matici A lze povaZovat za vektor dimenze n?. Mohli bychom tedy definovat
normu matice jako normu vektoru. Ale z hlediska pozdéjsich aplikaci je vhodnéjsi
pozadovat, aby norma matice spliiovala dalsi vlastnosti. Z téchto divodu definu-
jeme maticovou normu takto:

Definice 1.3. Maticovd norma na mnoziné M,, je redlna funkce || - || s témito
vlastnostmi:

1) [|[A] >0, VA eM,

2) ||A|l = 0 < A je nulova matice

3) llaA]l = |af [A], VYaeC, VA eM,
4) [[A+ Bl < [[All + IB]l, A, Be My,
5) [AB| < [|Al[[IB]l, A,Be My

Vlastnost 5) se nazyva multiplikativnost.

Nékdy je vhodné pozadovat, aby norma matice néjakym zpiisobem ,souvisela“
s normou vektoru. Tuto vlastnost nazyvame souhlasnost a jeji definice je nasledu-
jict:
Definice 1.4. Rekneme, Ze maticovd norma || - || je souhlasnd s danou vektorovou
normou || - ||, jestlize

[Az|, < Al llzlle,  VeeC" VA €M,.

Véta 1.1. Necht || - ||, je vektorovd norma na C". Pak ¢islo
All, = max |Azx
4l = e,
je maticovd norma souhlasnd s danou vektorovou normou || - ||,.

Tato norma se nazyva pridruzend k dané vektorové normé.
Dukaz. Norma je spojita funkce vektoru . Protoze Ax je rovnéz vektor, je funkce
||Az||, spojitd, a tedy dosahne na uzaviené omezené mnoziné Q = {x: ||z|, = 1}
svého maxima. To znamena, ze existuje vektor o € C", ||xo|, = 1, tak, ze

Axpll, = max || Ax||,.
|dzolly = max |4z,
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Tim je dokézana existence ¢isla ||All,. Nyni ukdzeme, Ze jsou splnény vSechny
axiomy maticové normy.

1) Nechf A # O, kde O je nulova matice. Pak existuje vektor & € C", |||/, =1
takovy, ze A # o a tedy ||Az||, > 0. Proto

[Allp = max [[Az|l, > [[AZ], > 0.
lzlle,=1

2) Je ziejmé, ze ||All, = 0 & A je nulova matice.
3) Pro libovolné « € C plati

aAl|l, = max |[(a¢d)x|l, = max |af ||[Azx||, = |af |Al..
|aeAlly Hw”w:lll( )zl chHFII | [|[ Az, = |of [|All,

Nez dokazeme, Ze je splnén Etvrty axiom, ukdzeme, Ze norma ||A|, je souhlasna
s danou vektorovou normou.

Necht y # o je libovolny vektor z C™. Vektor = y/||y||, ma normu rovnu jedné.
Pak

14y, = [Alyllo)] = llyllollAzll, < yllollAll,-

Tedy norma [|Al|, je souhlasné s danou vektorovou normou.
4) Necht & € C", ||Z||, = 1, je takovy vektor, ze

I(A+ B)Z|, = max [[(A+ B)zl,.

="
Je tedy

A+ Blle = [I(A+ B)&|, < [[AZ]|, + | BE[|, <

< max ||[Az|l, + max ||Bzl|l, = ||All, + ||Blle.
||:c|\¢:1|‘ [P ||m|\¢:1|‘ e = llAlle + 1Blle

5) Pro matici AB najdeme vektor & € C", ||Z||, = 1, takovy, ze

I(AB)Zll, = max [[(AB)x]l,.

x| ,=1
Pak je
[ABll, = [(AB)Z|, = [[A(BZ)l, < [[All,]|BZ], <
< IAllelBllolZl, = I AllolBll,-

O

Véta 1.2. PridruZend maticovd norma je nejvyse rovna libovolné maticoveé normé
souhlasné s danou vektorovou mormou.
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Dukaz. Necht | - || je maticovd norma souhlasnd s danou vektorovou normou
|| - |l Pak plati
Az, < [[A]l [[2[,-

Vime, Ze existuje takovy vektor g € C", ze ||xo|l, = 1, || A]|, = || Axol|, a odtud
plyne

[Alle = lAzolle < | Al lzoll, = [|All,
a tedy [|All, < [|A]l. O
Véta 1.3. Necht maticovd norma || - || je souhlasnd s danou vektorovou normou

I - |lo. Pak pro vsechna vlastni ¢isla A matice A plati:

A< [A]-

Dukaz. Necht x je vlastni vektor matice A odpovidajici (nenulovému) vlastnimu
Cislu A\, tj. Az = Ax. Pak je

Az, = (Al [zll, = Azl < Al ],
jeliko [, # 0, je || < || A]. 0
Definice 1.5. Nechf Ai,...,\, jsou vlastni ¢isla matice A. Cislo

o(A) = max |X|

1<i <n
se nazyva spektrdlni polomér matice A.
Véta 1.4. Necht A € M,,. Pridrufené maticové normy k vektorovym mormdm

I s F - lloos I+ ll2 dsou ddny vztahy

n
0) 14l = max 3 oy,

n
() 14l = mas 3 o

ii) ||Alls = A*A A*A) je spektralni polomér A*A, kde A* = ZT 70
(iii) || Al o(A*A), o(A*A) je sp p ; ;P

rediné matice je A* = AT .

Dikaz viz [5].
Poznamka 1. Norma || Al|2 se nazyva spektralni norma matice A.

Necht E € M,, je jednotkova matice. Zfejmé

Fll, = max ||[EFzx|,=1
12l = max |Eal,

a pro souhlasnou maticovou normu plati || E|| > 1.
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Dulezitou normou souhlasnou s vektorovou normou || - ||2 je Frobeniova norma:

2

n n
[Ar = [ D0 lay?
j=1i=1
Ziejmé plati | E||Fr = /1.
n
Stopa matice A (tr A) je definovana jako soucet diagonélnich prvkd, tr A = > ay;.
i=1
Odtud plyne, ze ||A||% = tr(A*A). Déle lze ukazat, Ze pro maticové normy plati
tyto ekvivalentni vztahy ([5]):

L [l Al < [|All2 < VAl Al
2. [|Allz < 1 AllF < v/nllAll2
3. Z=l Al < [[All2 < vl Ay

Piiklad 1.1. Vypoctéte normy | Al|2, ||All1, ||Alle & [|A||F pro matici

1 3
4= ( L3 ) _
Resent. Je ziejmé || Alj1 = 7, || Alloo = 6. Dale

r, (10 10 ~ 3+10V56
AA_(].O 20 :)\1’2_72 =

= 0(AT A) = 12.680340 = || A2 = 3.5609465 .

Dale [|A||r = (1+9+ 4+ 16)Y/2 = 5.4772256.
P¥iklad 1.2. Necht R je redlna ortogonalni matice, tj. RTR = E, RT = R~%.
Vypoctéte ||R||2 a ||AR||2, A € M,,.
Resent. Je |R||2 = o(RTR) = o(E) = 1.
Dale

IAR|3 = o((AR)" AR) = o(R" AT AR) = o(R™' AT AR) .
Transformace R~'AT AR je podobnostni transformace, kterad neméni vlastni ¢isla

matice. Odtud plyne, e spektralni polomér matice R~'AT AR je roven spektrél-
nimu poloméru matice AT A. To znamen4, ze

IAR|3 = o(RT'ATAR) = o(ATA) = || A3 .

Véta 1.5. Necht ||B|| <1, | - || je souhlasnd s danou vektorovou normou. Pak
matice E — B je requldrni a plati
IE]

E-B)l < —/—.
H( ) H = 1—|B|
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Dukaz. Vlastni ¢isla matice B jsou feSenim charakteristické rovnice det(B —
AE) = 0.
Odtud
0=det(B—AE)=det(B—E+FE—\E) =
=det(B—E—-(A—-1)E).
Tedy matice B — E m4 vlastni ¢isla A — 1. Protoze o(B) < ||B|| < 1, jsou v8echna
tato vlastni ¢isla rtizna od nuly a tedy matice B — F'i E' — B jsou regularni.

Nyni
E=(E-B)(E-B)'=FE-B™'-BE-B™"

Odtud
IE| > |(E-B)"'| - ||B(E-B)'| >
> ||(E-B)| - IBll|(E-B)™
a tedy
H( ) H_17||B||

O

Poznamka 2. Jestlize maticovd norma uvazovana v predchozi vété je pridruzenou
maticovou normou, pak

1

(E-B)Y < ——.
I I =
Dusledek. Je-li o(B) < 1, je matice E — B reguldrni.

Dtikaz plyne ihned z vyse dokdzaného faktu, Ze vlastni ¢isla matice £ — B jsou
ruzna od nuly.

Cviceni ke kapitole 1

1. Necht v roviné jsou dany dva vektory u, v. Najdéte geometrické misto vek-
tortt w takovych, ze
lu —w| =[v —wl.

Sestrojte tato geometrickd mista pro normy || - |1, || - |2, || - |Jeo v PFipadé,
zeuw = (0,007, a)v =(1,1)T,b)v =(1,3)7, c) v =(1,0)".

2. Ovéite, ze funkce || - || definovana na mnoziné M,, vztahem

P

A = [ D Jai;l?

ij=1

je maticova norma pravé tehdy, kdyz 1 < p < 2.
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3. Necht A = (a1,...,a,), kde a; je j-ty sloupec matice A. Dokazte, ze
n
1A =D lail3 -
i=1

2 11
4. Promatici A= 2 3 2 | vypoctéte | All1, ||A]2 & [|A]lco-
1 2

[

(Reseni: ||All; =5, [[All2 = Vo(AT A) = 5,203 527, || Al = 7.)
5. Necht k matici A existuje inverzni matice A~!. Ukazte:
a) Je-li A # 0 vlastni ¢islo matice A, x je p¥isludny vlastni vektor, pak 1/\
je vlastni ¢islo matice A~! s vlastnim vektorem .

b) Pro libovolnou pfidruZenou maticovou normu plati

1
A=~ .

6. Necht R je ortogondlni matice. dokazte, ze pak | AR|r = ||Allr.
AR||% = tr((AR)T AR) = tr(RT AT AR). Na druhé strané tr(A) =

" A, kde \; jsou vlastni ¢isla matice A. Jelikoz matice ATA a RTAT AR
i=1

maji stejnd vlastni &isla, je tr(ATA) = tr(RTATAR) a tedy |AR|r =
[AlF.)

7. Ukazte, ze spektralni norma symetrické matice je rovna jejimu spektralnimu
poloméru.

(Resent:
n

(Resend: Je-li A symetrickd matice, pak jsou vSechna jejf vlastni ¢isla realn4.
Jsou-li \q,...,)\, vlastni &isla této matice, pak matice A2 = AT A ma vlastni
¢isla A2.... A2, Pak ||A]|2 = o(AT A) = o(A?%) = max A2 =p%(A))

<i<n

8. Necht P a @ jsou ortogonélni matice. Pak plati:

a) [|QAP|lr = [|All
b) |QAP|2 = [ All2
(Resen:

a) [QAP|}, = tr((QAP)TQAP) = tr((AP)TQTQAP) = tr((AP)T AP),
nebot QTQ = E.
Stopa matice je invariantni vzhledem k podobmnostni transformaci a z
toho plyne (viz cvideni 6), ze tr((AP)T AP) = tr(AT A) = || A||%.

b) QAP|3 = o((QAP)TQAP) = o(AP)'QTQAP) = o(PT AT AP) =
o(ATA) = ||A]]3 (viz pi. 1.2) )
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Kontrolni otazky ke kapitole 1

1. Muze byt maticovd norma definovana vztahem
[All = max |a;|?
1<i,j<n
Tlustrujte na prikladeé.

2. Je Frobeniova norma pfidruzend k vektorové normé || - ||2?

3. Necht Q € M,, je ortogondlni matice. Pak ||Qx|2 = ||z||2. Dokazte. Plati
toto tvrzeni i pro normy || - |1, || - [loo, || - |77



Kapitola 2

Reseni nelinearnich rovnic

Tato kapitola se bude zabyvat numerickymi metodami feSeni nelinearnich alge-
braickych a transcendentnich rovnic v pripadech, kdy presné feseni nelze ziskat
algebraickymi metodami. Budeme se tedy zabyvat hledanim kofeni, zejména re-
alnych, rovnice

f(z) =0, (2.1)

kde x je redlnd proménna a f je v néjakém smyslu ,rozumna“ funkce.
Cislo &, které je fesenim rovnice (2.1) budeme nazyvat korenem funkce.
P1i hledani kotfent Ize postupovat takto:

A) Separace kotend, tj. nalezeni intervaltl, ve kterych lezi vidy pravé jeden kotfen
rovnice (2.1).

B) Zpresnénd téchto kofent.

Pro separaci korenil lze uzit znamé véty z matematické analyzy:

Véta 2.1. Necht f € Cla,b] a necht f nabjvd v koncovgch bodech intervalu hodnot
s opacnymi znaménky, tj. f(a)f(b) < 0. Pak uvniti tohoto intervalu lezi alespori
jeden koten rovnice (2.1). Jestlize existuje f' a md konstantni znaménko v tomto
intervalu, pak existuje pravé jeden koten & € (a,b).

P1i separaci kofeni postupujeme tak, ze nejdfive uré¢ime znaménka funkce f
v hrani¢nich bodech jejiho definiéniho oboru. Pak ur¢ujeme znaménka funkce v bo-
dech, jejichz volba je uréena chovanim funkce f.

§ 2.1. Metoda bisekce

Na vété 2.1 je zalozena velmi jednoduché numerickd metoda pro nalezeni kofenti
— metoda bisekce neboli metoda pilent. PopiSme nyni stru¢né tuto metodu.
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Necht f € Cla,b] a necht f(a)f(b) < 0. Podle véty 2.1 lezi v intervalu [a, b]
alespoii jeden kofen rovnice f(x) = 0. Pfedpoklddejme pro jednoduchost, Ze tento
kofen je jediny. Polozme ag = a, by = b, sg = %(ao + bo).

Je-li f(ag)f(so) <0, lezi kofen v intervalu [ag, o] a polozime a1 = ag, b1 = so
a postup opakujme pro interval [a1, b1].

Je-li f(s0)f(bo) < 0, lezi kofen v intervalu [so, bo] a poloZime so = a1, by = by
a postup opakujme pro interval [a1, b1].

Je-li f(sg) =0, je sp =& a kofen je nalezen.

Timto zptsobem dostaneme posloupnost intervali

[ao,bo] D [al,bl] D...D [an,bn] D ey

pti¢emz f(ay)f(b,) <0,n=0,1,...
Pro koncové body téchto intervalt plati

ap<ar<ax<...<ap<app1 <. <€

§< ... Sbp1 S0 <. < o
a délky téchto intervalta jsou dany vztahem

bo — ao
bn—an:T, TL:1,27...
Protoze posloupnosti {a, }, {b,} jsou omezené, monotonni a délka intervali [a,,, by]
konverguje k nule, plati
lim b, = lim a, =¢&.
n—oo n—oo

Nyni snadno ukazeme, ze £ je kofenem rovnice f(x) = 0. Funkce f je spojita a plati
flan)f(bn) <0,m=0,1,.... Odtud

lim f(by)f(an) = f3(€) <0,

n—oo

ale odtud plyne, ze f(£) = 0.
Z uvedeného postupu rovnéz plyne, ze

b—a an + by,
lsn — & < presy Sn= "5
Je totiz £ € [an,bpn], b — an = (b — a)/2™ a tudiz |s, — & < (bn — apn)/2 =
(b—a)/2"T1.
Uvedené tvahy mizeme zformulovat v nasledujici véte.
Véta 2.2. Necht f € Cla,b], f(a)f(b) <0 a necht f md v intervalu [a,b] jeding

koten £. Pak metoda bisekce generuje posloupnost s, = (an+by,)/2, n=0,1,2,...,
kterd konverguje ke kotenu & a aproximuge koten & takto:

b—a
[sn =&l < 57 (2.2)
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Nez uvedeme ptiklad na ilustraci metody bisekce, zminime se o problému zasta-
veni vypoctu pfi pouziti numerické metody pro nalezeni korene. Pfedpokladejme,
7e numerickd metoda generuje posloupnost {z*} konvergujici ke kofenu ¢ a necht
je déana pozadovand pfesnost € > 0. Jako kritérium pro zastaveni vypoctu lze
predevsim doporudit

Rl _ ok
| e | <e (2.3)
nebo
|2h !l — 2k < e (2.4)
[f(z")] <e (2.5)

Kritéria (2.4) a (2.5) nejsou obecné vzdy vhodnd, nebot i kdyz |zF+1 — 2| < ¢,
nemusi také byt [z5T! —¢| < € a totéz plati pro kritérium (2.5). Z téchto dfivodii je
nejvhodné&jsim kritériem pro zastaveni vypocti kritérium (2.3). Na druhé strang,
u nékterych dale uvedenych metod lze bez problémii pouzit kritérium (2.4), nebo
je vhodné soucasné pouziti (2.4) a (2.5) (viz obrazek 2.1).

Rovnice f(z) = 23 — 2 — 1 m4 podle véty 2.1 v intervalu [1,2] pravé jeden

kofen. Podle Cardanovych vzorct je tento kofen ¢ dan vztahem

€:a+ﬁ, a:31+@ ﬁ:3l_@7
2 6V3
tj. € &= 1,3247179572447.

Tuto rovnici budeme v této kapitole povaZovat v jistém smyslu za ,testovaci”
pro jednotlivé metody, to znamend, Ze tyto metody budeme aplikovat na nalezent
korene této rovnice.

P¥iklad 2.1. Metodou bisekce najdéte koten funkce f(x) = 23 — x — 1 lezici
v intervalu [1, 2] (obr. 2.2).

an b, b, — an
1,000000 | 2,000000 | 1,000000
1,000000 | 1,500000 | 0,500000
1,250000 | 1,500000 | 0,250000
1,250000 | 1,375000 | 0,125000
1,312500 | 1,375000 | 0,062500
1,312500 | 1,343750 | 0,031250
1,312500 | 1,328125 | 0,015625
1,320312 | 1,328125 | 0,007812

O TR W O3

Je tedy s7 = 1,3242185 a pro chybu aproximace plati |s7 — &| < 1/28.
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Horizontalni konvergenc¢ni pas: Vertikalni konvergencni pés:
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02k
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Neomezena oblast: Obdélnikova oblast:
|f@)| <eVi]z—¢l <9 |f@)| <enlz—¢l <0

Obr. 2.1: Kritéria k zastaveni itera¢niho procesu

Poznamka 1. Pii aplikaci metody bisekce je tfeba vénovat pozornost ovéieni
predpokladt: f € Cla,b], f(a)f(b) < 0. Nasledujici ptiklad ukazuje, jaké problémy
mohou nastat pfi nesplnéni nékterého z predpoklad.

Pfiklad 2.2. Uzitim metody bisekce najdéte kofen funkce f(z) = (;1””_’2)72.
Reseni: Koten & lezi v intervalu [1,5;2, 5], nebot f(1,5) < 0, f(2,5) > 0.
Polozme ag = 1,5, bp = 2,5. Pak so = (1,5 +2,5)/2 = 2, ale funkce f(x) = (4o —
7)/(z — 2)? neni definovana v bodé z = 2. Metoda bisekce ,selhala“, nebof dana
funkce neni spojitd na [1,5;2,5] (obr. 2.3). Vhodny interval pro pouZziti metody
bisekce je [1,5;1,9]. Opét plati f(1,5) <0, f(1,9) > 0, ale funkce f € C[1,5;1,9].
Metodou bisekce s po¢atecnimi hodnotami ag = 1, 5, bg = 1, 9 ziskdme posloupnost
so=1,7,s1 =1,8, so = 1,75. Hodnota sy = 1,75 je hledany koren &.

§ 2.2. Metoda prosté iterace

Nyni se budeme zabyvat iteraénimi metodami pro nalezeni kofenii rovnice (2.1).
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5
4
3
> 2
1 A
0 T
/P
-1
3 0 1 2
X
1 5
1 4
1 3
1 > 2
1 1
a
0 3|b
3
1 -1
(o] 1 2 3 0 1 2
X X
5 5
4 4
3 3
> 2 > 2
1 1
a a
0] 4|b 0 5|b
4 5
-1 -1
0 1 2 3 0 1 2

Obr. 2.2: Metoda bisekce
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1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 = 2.1 2.2 2.3 2.a 2.5

Obr. 2.3: Graf funkce f(z) = (i””_;)z

Tyto metody jsou zaloZeny na feSeni ekvivalentni tlohy = = g(x), tj. na nalezeni
pevnych bodt funkce g. Bod ¢ je pevnym bodem funkce g jestlize g(&) = £. Ekvi-
valentnost tloh x = g(x) a f(z) = 0 znamena: jestlize £ je pevny bod funkce g, pak
& je kofen funkce f a naopak. Nejdiive se budeme zabyvat itera¢nimi metodami
pro nalezeni pevného bodu £ a pak volbou vhodné funkce g.

Véta 2.3. Necht g € Cla,b],g: [a,b] — [a,b]. Pak funkce g md v intervalu
[a,b] pevny bod. Jestlize g spliiuje navic Lipschitzovu podminku s konstantou g,
0<gx1

lg(x) =gl < qlz—yl,  Va,y€lab],

pak g ma v intervalu jeding pevny bod.

Dukaz. Jestlize g(a) = a nebo g(b) = b, je existence pevného bodu zfejma.
Pfedpokladejme nyni, Ze g(a) > a, g(b) < b a uvazujme funkci h, h(z) = g(x) — .
Ziejmé h € Cla,b] a dale

h(a) = g(a) —a >0, h(b) = g(b) —b < 0.

Z vlastnosti spojitych funkei plyne, Ze existuje bod & € (a,b) tak, ze h(§) = 0, tj.
g(&) —€=0= ¢ =g(§) a tedy & je pevny bod funkce g.

Necht funkce ¢ spliiuje Lipschitzovu podminku s konstantou ¢, 0 < ¢ < 1.
Predpokladejme, Ze existuji dva pevné body &, 7. Nyni pro tyto body plati

1§ —nl=19(€) =gl < ql€ —nl < 1§ —nl,
coz je spor a odtud plyne, ze & =n. O
Dusledek. Necht g € Clla,b], g: [a,b] — [a,b] a

W@ <g<1, Vaelob)

Pak g ma v intervalu [a,b] jeding pevny bod.
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Dtikaz ihned plyne aplikaci véty o stfedni hodnoté:

lg(x) —g()| =g ()] |z —y| < qlz—yl,  ac(ab).

Poznamka 2. Pfedpoklady uvedené ve vété 2.3 jsou postacujici, ale nikoliv nutné
pro jednoznac¢nost pevného bodu.

Priklad 2.3. Je dana funkce g(z) = 37%, ¢’'(z) = =37*In3 < 0 na [0, 1]. Funkce ¢
je tedy klesajici na intervalu [0, 1]. Dale g(1) = % < g(z) < 1 = g(0). Odtud plyne,
Ze funkce g zobrazuje interval [0,1] do sebe. Dale ¢’(0) = —1In3 = —1,09861,
a tedy |¢'(x)] £ ¢ < 1 na intervalu [0,1]. Ale je jasné, Ze pevny bod je jediny,
nebot g je klesajici (viz obrazek). Jak je tfeba ,z0zit“ interval, aby byla splnéna
podminka |¢'(z)| < ¢ < 1 (viz obrézek 2.4)7

s ——
-

|- —x — -

o.9 agC)=3 _—
osf _— y=x b

-
_—
o7l - 4
—
-

ol _— B
0.5 1 -
//// !

0.4 — | N

—
- |
0.3 _— | -
_—
- |
oz _— B
— !
— I
0.1 — —
— |
-
o 1
o o.1 0.2 0.3 o.a 0.5 E 0.6 0.7 o.8 0.9 1

Obr. 2.4: Graf funkce g(z) =377

Poznamka 3. Resit rovnici v = g(x) geometricky znamend hledat prisecik primky
y =z s kfivkou y = g(x).

Zabyvejme se nyni numerickymi metodami urceni pevného bodu funkce g.
Necht g € Cla,bl, g: [a,b] — [a,b] a zvolme libovolnou poéateéni aproximaci
2% € [a, b]. Generujme posloupnost {z¥}2°  takto:

2" =g2®),  k=0,1,2,... (2.6)

Funkci ¢ nazyvame iteracni funkci a metodu (2.6) iteraéni metodou nebo také
metodou prosté iterace.

Iteracni metoda (2.6) patii mezi jednokrokové itera¢ni metody, nebot vypocet
2F+1 zavisi pouze na jedné pfedchozi aproximaci z*. Obecné jsou funkcionalni
itera¢ni metody tvaru

af L = gk, Pt R >0 (2.7)

Tyto metody nazyvame j-krokovgmi metodami.
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Otéazkou nyni je, za jakych predpokladii bude iteraéni posloupnost! (2.6) resp.
(2.7) konvergovat a jak rychle bude tato posloupnost konvergovat k pevnému
bodu £.

V dalsi casti této kapitoly bude mit znacny vyznam fad itera¢ni metody jako
,mira‘ rychlosti konvergence metody. Definujme nejdiive chybu k-té iterace vzta-
hem

ep =ak — ¢
Piedpokladejme nyni, ze metoda (2.7) je konvergentni:

lim 2% = ¢.
k—o0

Existuje-li nyni realné ¢islo p > 1 takové, ze plati

o 12 Jeknl
k—oo |$k*£|p k—o0 |€k|p

—C 0,

fekneme, Ze dand iterac¢ni metoda je 7ddu p pro bod £. Konstanta C se nazyva
asymptotickou konstantou chyby a zavisi na funkci g. Pozadavek C # 0 znamen4,
ze C' # 0 pro obecnou funkci g. Tento pozadavek zarucuje jednoznacnost cisla
p. Jestlize pro néjakou funkci g je konstanta C rovna nule, pak itera¢ni metoda
konverguje rychleji nez obvykle.

Zabyvejme se nyni jednokrokovymi itera¢nimi metodami. Nasledujici véta uka-
zuje, ze Tad téchto metod je prirozené Cislo.

Véta 2.4. Necht funkce g md v okoli bodu & derivace aZ do vddu p > 1 vcetné.
Iterac¢ni metoda x*+1 = g(2¥),k = 0,1,... je ¥ddu p tehdy a jen tehdy, kdyz plati

E=g€), g9 =0, 1<j<p  gP@E #o0.

Dukaz. Vyjadfime funkci g v okoli bodu & pomoci Taylorova vzorce

ok -1 ok _ £y
O+ e -

——=g"(a), (2.8)

g@®) =&+ @ —9g' ) +... +

k+1 _

kde bod « lezi v intervalu uréeném body z* a &. Protoze z g(z*), dostaneme

z predchoziho vztahu

zk — )P
gl e = %g(p)(a), (2.9)
a tedy
I A (3]
ey L I

INékdy také Fikdme, Ze ,jiteracni metoda konverguje“ misto ,,posloupnost konverguje®.
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Metoda je tedy fadu p > 1, p prirozené ¢islo.

7 druhé strany: Necht pro nékteré j,1 < j < p, plati g9 (€) # 0. Pak z (2.8)
plyne, ze metoda nemtize byt fadu p. Rovnéz, jestlize ¢ (€) = 0, pak z (2.9)
plyne, Ze metoda neni fadu p. O

Véta 2.5. Necht jsou splnény predpoklady véty 2.3. Pak pro libovolnou pocdteéni
aprozimaci 1° € [a,b] je posloupnost {x*}3° . a* = g(a*~1), konvergentni a plati
klirn zF = ¢, kde € je pevny bod funkce g.

— 00

Dukaz. Funkce g zobrazuje interval [a, b] do sebe. Odtud plyne, Ze posloupnost
{2*}2° , je definovana pro viechna k > 0 a 2" € [a,b] pro vSechna k. Dile

|2 = ¢&| = |g(2*71) = g(&)] < q [T —¢].

Indukci odtud plyne, zZe
2% — €] < g" |a® —¢].

Jelikoz 0 < ¢ < 1, je
lim [z —¢[=0
Jim [ —¢[ =0,
a tedy posloupnost {xk};io konverguje k pevnému bodu &. O

Dusledek. Necht funkce g splriuje predpoklady véty 2.3. Pak pro posloupnost
{2*}72, 20 € [a,b], 2% = g(z*7), plati

k
q
’xkfflgl_q‘zole . VE >1 (2.10)
Dukaz. Z konstrukce itera¢ni posloupnosti plyne:
|xk+1 7l,k| _ ‘g(zk) 79(931%1)‘ < q|xk 71,1971‘ <. <g ‘z1 7z0|_

Dale prom >k >1

‘xm 71:16‘ < ‘xm 7l,m71’ + ‘szl 7l,m72‘ N ‘karl 71:16‘ <
< gm1 ‘ml _mo‘ 4 g2 |m1 _xo‘ o 4qk ‘xl —m0| _
=¢" (1+q+...+qm7k*1) }zl —z0|.
Jelikoz jsou splnény predpoklady véty 2.5 o konvergenci itera¢niho procesu, je
limg oo 2% = € a plati

0 k
‘gizk‘:n}iinoo :cmxkyﬁqk‘zlz()’;qilq_q’:clxo‘.

Je zreymé, Ze véeta 2.5 je dusledkem znamé Banachovy véty o pevném bode.
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Poznamka 4. Rychlost konvergence zavisi na faktoru ¢*/(1 — ¢). Je-li ¢ malé,
rychlost je vétsi. Pro ¢ blizké 1 je konvergence pomalé. Vztahu (2.10) lze uzit jako
kriteria pro zastaveni vypoctu.

Podivejme se nyni na problematiku iteracnich procesii a pevnych bodt z geome-
trického hlediska. Uvedeme klasifikaci pevnych bodu. Tato klasifikace je pomérné
hrubé, ale pro nase tcely je postacujici.

Definice 2.1. Pevny bod ¢ funkce g € Cla, b] se nazjva

a) pfitahujici (atraktivni) pevny bod, jestlize existuje takové okoli V' tohoto
bodu &, 7e pro kazdou pocateéni aproximaci 20 € V posloupnost iteraci
{xk};ozo konverguje k bodu &.

b) odpuzujici (repulzivni) pevny bod, jestlize existuje takové okoli U bodu &,
7e pro kazdou pocateéni aproximaci z° € U,z0 # ¢, existuje takové k, Ze
k
" & U.

Naésledujici véta uvadi, kdy je pevny bod pritahujici a kdy je odpuzujici.
Véta 2.6. Necht g € Cla,b],g : [a,b] — [a,b] a necht £ je pevny bod.
a) Jestlize pro vsechna x # & z néjakého okoli V' bodu £ plati

‘79(32 — g(g) ‘ <1, (2.11)
pak & je pritahujici pevny bod.
b) Jestlize pro vsechna x # £ z néjakého okoli U bodu £ plati
‘%’ > 1, (2.12)
pak & je odpuzugici pevny bod.
Dikaz viz [19).
Dusledek. Necht g € Cla,b], g : [a,b] — [a,b] a necht g md v bodé £ derivaci.
a) Je-li |[¢’(§)] < 1, pak & je piitahujici pevny bod.
b) Je-li |¢'(§)] > 1, pak & je odpuzujici pevny bod.
Obrazky 2.8 a 2.9 znédzortiuji piitahujici a odpuzujici body funkce g(x) =
Az(1 — z). Piipad |¢’'(§)] = 1 je tfeba vySetfovat zvlasf. MiZe nastat situace,

Ze pri pocatecni iteraci na jedné strané okoli bodu & proces konverguje a na druhé
strané diverguje (viz obr. 2.5).

Umluva. Pro itera¢ni proces plati

at =g, ?=g@@")=g(9"), 2*=g(g(9(z"))).
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2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3

Obr. 2.5: Pripad ¢’(§) =1

Obecné lze iteraci z#1 definovat rekurzivné takto:

gt = ghtl(g0)

pricemz
g x)=g(x), ¢ (2) =g (s")).

Funkce g* se nazyvé k-td iterace funkce g (viz obr. 2.6).
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Obr. 2.6: Grafy iteraci funkce g(z) = 3,5z(1 — z)

Doposud jsme se zabyvali otdzkami konvergence a divergence posloupnosti
{xk} Ale nékdy je uziteCné zabyvat se posloupnostmi, které jsou periodické. Za-
kladnim pojmem je zde pojem cyklu a jeho radu.
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Definice 2.2. Necht g € Cla,bl,g: [a,b] — [a,b]. Rekneme, Ze bod 2° € [a,b] je
bodem cyklu Fddu n funkce g, nebo ze z° generuje cyklus Fddu n, jestlize g™ (x°) =
20, gF (@) # 20 prok=1,2,...,n— 1.

Poznamka 5. Je-li 2° bod cyklu ¥adu n, pak je pevnym bodem funkce g™.

jus

Uvazujme rovnici # = sin §x + 2. Funkce g(z) = sin §x + 2 ma pevny bod
¢ = 2. Zvolme pocatecni aproximaci 2° = 1. Pak 2! = g(2°) = 3, 2% = ¢2(20) = 1.
Bod 2% = 1 tedy generuje cyklus fadu 2.

Cyklus je ilustrovan na obr. 2.7.

Obr. 2.7: Metoda prosté iterace, x = sin (5 x) + 2

VysSetfujme nyni pevné body funkce g(z) = Az(1 — z), z € [0,1], A € [0,4]
v zavislosti na parametru A. Tato funkce se pouziva na modelovani nékterych bi-
ologickych jevii. Za uvedenych pfedpokladu je funkce g spojitd na intervalu [0, 1]
a zobrazuje tento interval do sebe. ProtozZe jsou splnény predpoklady prvni ¢asti
véty 2.3, mé funkce g v intervalu [0, 1] alespoii jeden pevny bod. V tomto jedno-
duchém ptipadé pevné body snadno vypocteme a vySetiime jejich vlastnosti.

Resime-li rovnici

x=Ax(1 —x)

dostaneme pro A € [0, 1] pravé jeden pevny bod & = 0 a pro A € (1, 4] pravé dva
pevné body & =0, & =1 — 1/A. Rozebereme nyni jednotlivé ptipady.

1. A€[0,1]. Je ¢'(z) = A — 2Ax; ¢’(0) = A < 1. Funkce m4 jediny pevny bod
& = 0; graf funkce lezi pod primkou y = = a bod &; = 0 je tedy pritahujicim
pevnym bodem (i pro A = 1) (viz obr. 2.8).

2. A € (1,3]. V tomto pfipadé ¢'(§&1) = A > 1; ¢’'(&) = A — 2. To znamen4,
7e bod &; je odpuzujicim pevnym bodem a & je pro A € (1, 3) pfitahujicim
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Obr. 2.8: Metoda prosté iterace, A = 0,95, £&1 =0

© 000000000

(o)

N W h OO O N

R

pevnym bodem, nebot |g'(£2)| < 1. Pro A = 3 je |¢'(§2)| = 1, ale i v tomto
pifpadé lze ukazat, Ze posloupnost {x*} bude konvergovat k pevnému bodu

&2, 1 kdyz konvergence bude pomald (viz [19] a obr. 2.9).

k] ab | g(F)
0 | 0,5500 | 0,2351
1]0,2351 | 0,1708
2 | 0,1708 | 0,1346
3| 0,1346 | 0,1106
4| 0,1106 | 0,0935
5| 0,0935 | 0,0805
6 | 0,0805 | 0,0703
7| 0,0703 | 0,0621
k] ab | g(F)
0 | 0,1500 | 0,3187
1] 0,3187 | 0,5429
2 | 0,5429 | 0,6204
3| 0,6204 | 0,5888
4| 0,5888 | 0,6053
5| 0,6053 | 0,5973
6 | 0,5973 | 0,6013
70,6013 | 0,5993

Obr. 2.9: Metoda prosté iterace, A = 2,5, £&2 = 0,6

© 0 009000 00©0
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. A € (3,4]. Pro tyto hodnoty A jiz existuji cykly rtznych fadi. Pro jisté hod-

noty A existuji posloupnosti generované libovolnym prvkem z° € [0, 1], které
jsou bud periodické nebo konverguji k periodické posloupnosti. Existuje také
kritickd hodnota A = A, = 3,5700... takova, Ze pro A > A. lze vzdy najit
takovou poéatecni aproximaci z° € [0, 1], ze v odpovidajic itera¢ni posloup-
nosti neexistuje zadna zakonitost. Tato posloupnost muze byt dokonce tak
neusporadand, Ze ji lze pokladat za posloupnost ndhodnych ¢isel a tomuto
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jevu fikdme chaos (viz obr. 2.10). Zde se nebudeme podrobné zabyvat témito
otdzkami. Podrobnéjsi informace lze najit nap¥. v [19].

A )

0 | 0,500000 | 0,937500 1

1 | 0,937500 | 0,219727 0.9 TS T T T oA
2 | 0,219727 | 0,642926 0.8l S T
3 | 0,642926 | 0,860896 o -l N
4 | 0,860896 | 0,449077 o ol EEEEE S ]
5 | 0,449077 | 0,927776 ol } n |
6 | 0,927776 | 0,251279 ' x Ao !

7 | 0,251279 | 0,705518 O.4ar | | '
8 | 0,705518 | 0,779109 o. 3} L ]
9 | 0,779109 | 0,645367 0.2} oo 1
10 | 0,645367 | 0,858256 o. 1} ‘ '
11 | 0,858256 | 0,456197 ok - y
12 | 0,456197 | 0,930305

Obr. 2.10: Metoda prosté iterace, A = 3,75, {2 = %

Jako ptiklad ukazeme, Ze pro kazdé A € (3,4] existuje alesponi jedna dvojice
bodt z9, 29, které generuji cyklus fadu 2.
Je zfejmé, Ze body cyklu fddu 2 najdeme feSenim rovnice r = g2(x), tj.

A (Az(l—2)) (1 - Az(l —2)) = x. (2.13)

Upravou dostaneme
APzt —2A4%2° + A2(A+1)2* — A%z 4+2=0.

Pevné body & = 0, & = 1 — 1/A jsou rovnéz feseni této rovnice. Vydélime tuto
rovnici polynomem (z — 0)(z — (1 — 1/A)) a vysledna rovnice je tvaru

A2 —AA+1D)r+A+1=0. (2.14)
Jeji diskriminant D = A%(A + 1)(A — 3). Odtud plyne:

0<A<3 = D<0 = neexistuje bod generujici cyklus fadu 2.

A=3 = D=0 = kvadratickd rovnice mé dvojnasobny kofen &3 =
1-1/A=2/3.

3<A<4 = D>0 = kvadratickd rovnice ma dva realné rtizné koreny
29,29, které generuji cyklus fadu 2.

Napiiklad lze snadno ovéfit pro A = 1 + v/5 jsou body cyklu fadu 2 body
29 =0,5; 29 = (3+/5)/(2(1 + v/5)) (viz obr. 2.11).
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1
" e O. 9¢ E
k x g(x") o sl e ]
0 | 0,5000 | 0,8090 | ,
1| 0,8090 | 0,5000 o.7r | | i
2 10,5000 | 0,8090 0.6¢ ; | ]
3 10,8090 | 0,5000 o.sl /  K_o___ ]
4 | 0,5000 | 0,8090 o al i |
5 | 0,8090 | 0,5000 o =l | |
6 | 0,5000 | 0,8090 ‘
7 10,8090 | 0,5000 0.2r | .
O. 1+ | i
(o) |

o 0.5 1

Obr. 2.11: Metoda prosté iterace, A =1 + /5, &2 = \/5/(1 + \/5)

Pro urc¢itou hodnotu A > 3 vznikne prvni 4-cyklus. Od hodnoty A = A, =
3,5700. .. se objevuji cykly fadu 2'p, p > 1 je liché é&islo. Pro hodnotu A = 1++/8
vznikne prvni 3-cyklus.

Otazkami cyklt se obecné zabyval A. N. Sarkovskij. Uvedeme bez diikazu jeho
zndmou vétu (podrobnéji viz [19]).

Véta 2.7. (Sarkovského véta). Necht g € Cla,b], g: [a,b] — [a,b]. Na mnoziné
prirozenych cisel definujme usporadant takto:

3<H<T7T<...<23<25...<2"3<92"5< ...

=Pt 29i 8 <4<2<1.

Jestlize g md cyklus radu m, m < n, pak md g cyklus radu n.

§ 2.3. Hledani vhodného tvaru iteraéni funkce

Zabyvejme se nyni volbou vhodné itera¢ni funkce g pro feSeni rovnice f(z) = 0.
Jednou z moznosti je ,vhodné“ vypocitat « z rovnice f(x) = 0. Ale tento postup
neni vzdy jednoduchy. Nékteré mozné postupy ukazuji nasledujici priklady:

Priklad 2.4.

1. Najdéte vhodnou iterac¢ni funkci pro nalezeni nejvétsiho kladného kotene
rovnice z3 + z — 1000 = 0.

Reseni. g(x) = /1000 — x.

2. Pro rovnici z — tgx = 0 najdéte vhodnou itera¢ni funkci pro urceni nejmen-
siho kladného kotene.
Reseni. Nejmensi kladny koten lezi v intervalu [m, %ﬂ') a vhodné iteracni
funkce jsou napiiklad
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(@) g(z) = — — =+,

- tgx
(b) g(x) = arctgx + .

Pi¥iklad 2.5. Pro funkci z prikladu 2.1, tj. f(z) = 2 — 2 — 1, najdéte vhodnou
iteraéni funkei pro kofen £ € [1,2]. Obrazky 2.12 a 2.13 ilustruji chovani iteracni
posloupnosti pro rizné volby itera¢ni funkce g. Je zfejmé, ze vhodna iteracni funkce
je funkce g(z) = (z +1)3.

a) g(x)=(x+1)3 b) g(z) =12 -1
20 =1 2= 1,3
' = 1,259921050 ' = 1,197
z? = 1,312293837 z? = 0,715072373
3 = 1,322353819 3 = —0,634363117
zt = 1,324268745 zt = —1,255278226
z° = 1,324632625 x5 = —2,977971306
z% = 1,324701749 28 = —27,40958194
x7 = 1,324714878 7 = —20593,41275
x® = 1,324717372
x? = 1,324717846

Obr. 2.12: Metoda prosté iterace, z = (z + 1)%7 29 =

Podle véty 2.3 je tfeba najit takovou funkci g, pro kterou |¢'(x)| < ¢ < 1 v okoli
bodu €.

Lze snadno ovéfit, Ze pro itera¢ni funkci g(z) = 2® — 1 nejsou splnény predpo-
klady véty 2.3 a pro iteraéni funkei g(x) = (x+1)7 jsou tyto predpoklady splnény

(a=1/3V4).
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1.5 - y=X b

0.5

I
=
o

Obr. 2.13: Metoda prosté iterace, z = 23 — 1, 20 = 1,3

Piiklad 2.6. Najdéte vhodnou itera¢ni funkci pro vypocet hodnoty v/25.
Resend. Zvolme funkci g(z) = % za iteracni funkci. Pevnym bodem této funkce je

bod £ = v/25. UkéZeme, Ze funkce g spliiuje na intervalu I = [2, 6; 3, 5] pfedpoklady
vety 2.3.
Je

5
g (z) = fix_% = g je klesajici na intervalu I,

a jelikoz ¢(2,6) = 3,101, ¢g(3,5) = 2,673, zobrazuje g tento interval do sebe.
Dale 15 5
S@)= 2t )= Dad

Odtud plyne, ze funkce g’ je rostouci a konkdvni na I. Tedy

vl
WIS

max |¢'(z)| = |9’ (2,6)] = 0.596

xel
Funkce g tedy spliuje predpoklady véty 2.3 s ¢ = 0,596 a z véty 2.5 plyne kon-
vergence pro kazdou poéateéni aproximaci z° € I. Zvolme pocateéni aproximaci
2% = 3; dalsi aproximace jsou generovany vztahem z*+! =5/ Vk:
xl = 2,886751, 22 = 2,942831, 23 = 2,914656, x* = 2,928709, x5 = 2,921675,
atd.
Odhad relativni chyby pro z* je roven

25— gt

4

= 0,0024.

X

Z uvedenych piikladi je vidét, Ze pfi hledani feseni rovnice f(x) = 0 je Casto
mozné vytvorit itera¢ni funkci g vice zpusoby, pfiCemz ne vidy jeji vlastnosti
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zarucuji konvergenci itera¢niho procesu. Ve vétsiné pripadt je ale mozné volit
itera¢ni funkci ve tvaru

g(x) =z — Mf(z),
kde vhodnou volbou konstanty M lze ¢asto zarucit splnéni predpokladua véty 2.3.
Iterac¢ni proces ma pak tvar

2 =oF — Mfb), M #£o.

Geometricky je bod x*+1 prisecik osy x a piimky prochdzejici bodem (z*, f(x*))
se smérnici 1/M.

Piiklad 2.7. Najdéte vhodnou iteracni funkci pro vypocet hodnoty In 2.
Reseni. Re§ime rovnici e* = 2, tj. f(z) = e — 2 = 0. Déle vime, 7ze x € I = [0, 1].
Polozme

gx)y=ax—Mf(x)=ax— M(" —2).

Nejprve zkoumejme derivaci funkce g:
g(@)=1-Me", |g'(@)=1—Me"|.

Pokud chceme, aby |¢'(z)| < ¢ < 1 na [0, 1], musi platit 0 < Me* < 2 pro z € I,
tedy 0 < M < 2/e.

Z rovnice g'(z) = 0 dale lehce zjistime, ze funkce g mize mit lokalni extrém jediné
v bodé In(1/M), pokud ale zvolime M < 1/e, lezi tento bod mimo interval I a g
je na I monotonni. Tedy k tomu, aby se interval I zobrazil do sebe, stac¢i, kdyz se
do néj zobrazi krajni body:

g(0)=—-M1-2)=M€]0,1], ¢g(1)=1-M(e—2)€[0,1].

Pro M < 1/e oba vztahy plati, takze miizeme zvolit hodnotu M rovnu napft. 1/3.

§ 2.4. Newtonova metoda

Urcit vhodnou itera¢ni funkci mtze byt obtizné. Z tohoto divodu se budeme za-
byvat obecnymi postupy, které rovnici f(z) = 0 ,pfifadi“ za jistych predpokladu
o funkci f vhodnou itera¢ni funkci. Pfedpoklddejme, zZe rovnice f(z) = 0 méa jed-
noduchy kofen &, tj. f'(£) # 0. Pak pro funkci

W
W)=

(2.15)

je & pevnym bodem (¢ = g(§)). Iteraéni metoda uréend touto iteracni funkei je
tvaru

k

k1 _ ok J@")
S = o L (2.16)
(za predpokladu f'(z*) # 0, k = 0,1,...) a nazyva se Newtonova metoda. Tato
metoda mé jednoduchy geometricky vyznam: bod x*t1 je prisecik tecny ke grafu



§ 2.4. Newtonova metoda 41

funkce f v bodé [z*, f(x*)] s osou x. Z tohoto diivodu se Newtonova metoda také
nazyva metoda tecen.

Véta 2.8. Necht f € C?[a,b]. Necht ¢ € [a,b] je kotenem rovnice f(z) = 0
a f'(§) # 0. Pak existuje § > 0 tak, Ze posloupnost {zk};ozo generovand New-

tonovou metodou konverguje k bodu & pro kaZdou pocdtecni aprozimaci x° €
[5_67£+5] c [a7b}'

Dukaz. Ukézeme, Ze existuje subinterval [£ — §, £ 4 0] C [a, b], na kterém iterac¢ni
funkce (2.15) splituje pfedpoklady véty 2.5.

Jelikoz f'(£) # 0 a f’ je spojitd na intervalu [a,b], existuje takové é; > 0, ze
pro v8echna z € [ — 01,& + 1] C [a,b] je f/(x) # 0. Tedy funkce g je definovana
a spojitd na intervalu [§ — 1, & + 01]. Déle

1 2@ @) _ @) a)
[ (x) [ (x)
pro x € [£ — 61,& + 01], a protoze f € C?[a,b], je g € CH[¢ — §1,& + 61]. Podle
predpokladu je f(§) =0, a tedy

s 1O .17)

f(€)
Funkce g € CY[¢€ — 61,& + 61, a tedy z (2.17) plyne, Ze existuje §, 0 < § < J1, tak,
ze
lg'(x)] <q <1

pro vSechna x € [ — §,£ + 4.
Je tieba jesté ukazat, ze g: [ — 9,4+ 0] — [€— 3§, £+ 6], coZ plyne ihned aplikaci
véty o stfedni hodnoté, nebot pro libovolny bod x € [§ — §, £ + §] plati

l9(z) = €| = lg(x) — g(O)] = |g'(e)(x = &),

a protoze « lezi v intervalu uréeném body z a &, je |¢'(a)] < ¢ < 1. Odtud
lg(x) — & < gl — €| < |z — €] <6, atedy g(x) € [ — 6,& + 4.

Funkce ¢ splituje na intervalu [£ — §, £ + 0] pfedpoklady véty 2.5 a to znamena,
. S , . .
Ze posloupnost {x }k:O generovand Newtonovou metodou konverguje pro kazdou
pocatecni aproximaci x° € [£ — §, & + 6] ke kofenu &. O

Dusledek. Newtonova metoda je metoda druhého Tadu pro jednoduchy koven &.

Dtikaz plyne ihned ze vztahu (2.17), nebot £ = g(£), ¢’(§) =0 a ¢’ (£) # 0.

Pi¥iklad 2.8. Newtonovou metodou naleznéte koten rovnice f(z) = 2% —z — 1
lezici v intervalu [1, 2].

Reseni. Newtonova metoda je v tomto piipadé tvaru

R S (z*)° —at —1
3(zF)2 -1
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k ¥ f(zh)
012 5
1 1,5_4 1,145755071
2 | 1,359614916 | 0,153704934
3 | 1,325801345 | 0,004624917
4 1 1,324719049 | 0,000004658
5 | 1,324717957 | 2,2204~16
6
5| |
al - i
3 - _ - g -
- -
2 | _ P - -
1t e g i
o - -
X2 Xl XO
1733 1.4 15 1.6 1.7 18 1.9 2
X

Obr. 2.14: Newtonova metoda, 23 —z —1 =0, 20 = 2

Za pocateéni aproximaci zvolme 2° = 2. Metoda je ilustrovana na obr. 2.14.
Jelikoz |25 — 2%|/2® = 8.1077 a funkéni hodnota f(x°) ~ 5.10712, je 25 velmi

dobrou aproximaci hledaného kotene &, coz je na druhé strané vidét pfimym po-

rovnanim s hodnotou vypoétenou pomoci Cardanovych vzorca (viz pi. 2.1).

Predpoklady uvedené ve vété 2.8 znamenaji, ze Newtonova metoda bude kon-
vergovat, zvolime-li po¢atedni aproximaci z° ,dostatecné“ blizko bodu &. V dalsi
Casti této kapitoly uvedeme metody, které jsou vhodné pro urceni ,dostatecné®
blizké pocatecni aproximace. Jak jsme jiz vid€li, jednou z takovych metod je me-
toda bisekce.

Véta 2.9. Necht jsou splnény predpoklady predchozi véty. Pak pro posloupnost
{xk}iozo generovanou Newtonovou metodou plati

) [ g < e, (2.18)
b) a1~ g] < @k by, (2.19)

kde M = max |["(«)], m = min | /()] > 0, T =[§ = 6,¢ +3].
e xre
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Dukaz.

2)

Uzijme Taylorova vzorce ve tvaru

0= 7(6) = £*) + Pat)e -2 + () ESEL
kde bod 7¥ lezi mezi body z*, €.
7 Newtonovy metody plyne
2ok = 2k (aF) - ).

Po dosazeni do ptedchoziho vztahu dostaneme

0= o+ () + £(a4) + 1) S
a odtud .

et g = L e avp < Mo

Pro dikaz vztahu (2.19) pouZijeme opét Taylorova vzorce:

" ak
P = F@) 4+ f )@ - o) + 0D it gy

[\

kde o lezi mezi body 2* a zF+1.

Opét z Newtonovy metody plyne, Ze
F@®) + f'@®) @ —a*) =0

a tudiz

flarty = LD

Nyni pouzijeme véty o stfedni hodnoté ve tvaru (f(£) = 0)

FEH) = f@*) = (€)= F1(B5) (@ - ),

(% lezi mezi body x**1 a ¢. Dosazenim do piedchoziho vztahu odtud ihned
plyne

z*)2.

2(f(8%)]

’xk-i-l _5’ _ ‘f//(o‘k)‘ (zF 1 — k)2

)

a tedy i (2.19).
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Nasledujici véta ukazuje, ze za jistych podminek lze zajistit monotonni kon-
vergenci posloupnosti generované Newtonovou metodou. Tyto podminky se n€kdy
nazyvaji Fourierovy podminky.

Véta 2.10. Necht f € C?[a,b] a necht rovnice f(x) = 0 md v intervalu jediny ko-
7en . Necht f', f" neméni znaménka na intervalu [a,b], pricemz f'(x) # 0, Vo €
[a,b]. Necht po&dtecni aprozimace z° je ten z krajnich bodii a,b, v némz znaménko
funkce je stejné jako znaménko f" na intervalu [a,b]. Pak posloupnost {xk};”;o
uréend Newtonovou metodou konverguje monotonné k bodu &.

Dukaz. Vysetiime pfipad f(a) <0, f(b) >0, f'(z) > 0, f"(x) > 0, Vz € [a,b].
V ostatnich ptfipadech je ditkaz obdobny.
Newtonova metoda je tvaru

k k f(xk)
"l =g BUroh k=0,1,2,...

Druikaz provedeme indukci. Zvolme podle predpokladu za pocateéni aproximaci bod
b =29. Je t¥eba ukizat, Ze ¢E< xl < 9.
Jelikoz
0
2l — 0 _ f(?)
f'(x9)
a f(z%) >0, f'(z°) > 0, plyne odtud, ze z* < 2°.
Déle uzijeme Taylorova vzorce:

f"(n°)

2 (571‘10)27 770 € (E,IO)'

0= f(&) = f(a°) + f(2°)(§ —a%) +
Protoze f”(n°)(¢ — x°)2/2 > 0, plyne z tohoto vztahu, ze
F@) + F ("€ -2 <0,
nebot soucet ¢lentt v predchozim vztahu se rovné nule. Odtud ale plyne

fi(=0)

£ < 20 f(a°) L
To znamena, Ze
E<azt <P
Nyni za predpokladu, ze plati
§§xk<zk_1<...<:z:0
se stejnym zpusobem ukaze, Ze

fgmk+1<xk<...<x0.
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Posloupnost {xk};io konverguje monotonné k bodu &. O

V predchozim piikladu jsme zvolili pocatecni aproximaci v souladu s témito
podminkami.

Poznamka 6. Nevhodnd volba pocdteéni aproximace pro Newtonovu metodu
muze vést ke zcela chybnym vysledktm, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 2.9. Necht je déno ¢&islo a > 0. Je tfeba vypoditat pfevracenou hodnotu
tohoto ¢isla bez pouziti déleni. Najdéte vhodnou funkci f a pouzijte Newtonovu
metodu.

Reseni. Vhodné funkce f je tvaru f(z) = 1/z —a.

Newtonova funkce je totiz v tomto pfipadé tvaru

— —a
il = gk _ ‘Tkil =228 — a(a")? = 2%(2 — az®).

Zabyvejme se nyni konkrétni ilohou a zvolme a = 10. Separujme kofen rovnice
f(x) =1/z —10.
Je ztejmé

£(0,01) > 0,

f(1) <o.

Koften lezi v intervalu [0,01;1]. Protoze f'(z) = —1/2? < 0 pro = € [0,01;1], je
tento koren jediny.

Dale f"(z) = 2/23 > 0, x € [0,01;1]. Vhodn4 pocatec¢ni aproximace je tedy
20 = 0,01. Vypodet probihs takto:

20 = 0,01 22 =0,03439 -~ 27 =0,099882
2! =0,019 2% =0,08147

Pro tuto pocatecéni aproximaci posloupnost {z*} konverguje monotonné k bodu
£=0,1.

Zvolme nyni poéateéni aproximaci z° = 1. Jednotlivé iterace jsou:

20 =1 %2 = —656

zl = -8 x® = —4304672
Podateéni aproximace z° = 1 je §patnou pocate¢ni aproximaci. Doporudujeme
¢tendfi, aby sestrojil graf funkce f(x) = 1/x—10, pFislusné te¢ny a jejich priseéiky
s osou z!

Nasledujici priklad rovnéz ilustruje ,zajimavé“ chovéani itera¢ni posloupnosti
pro rtizné pocatecni aproximace.
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P¥iklad 2.10. Re$me rovnici arctgz = 0. Je ziejmé, ze koten & € [a,b], a < 0,
b > 0, nebot arctga < 0, arctgb > 0. Déale

1 2x

f’(x):mv f”(x):*m-

Vime, ze kofen ¢ = 0, ale vySetime tento pripad podrobnéji. Prvni derivace je stale
kladna, druhé derivace méni znaménko v bodé 0. Itera¢ni funkce pro Newtonovu
metodu je tvaru

g(x) =z — (1+2?)arctga

a Newtonova itera¢ni metoda
"t =ab — (14 (2*)?) arctg 2.

Zvolme pocateéni aproximaci 20 = 1,5. Vysledné iterace jsou

F 7 /@)

1 1,5 0,982793723
2 | —1,6940796 —1,037546359
3 2,321126961 1,164002042
4 | —5,114087837 | —1,377694529

Ztejmé tato posloupnost nekonverguje ke kofenu & = 0. Tuto skutecnost lze
objasnit takto (viz obr. 2.15):

Je ¢'(z) = —2z arctg z. Na intervalu [—1,5;1,5] neni splnéna podminka |g’ ()]
< ¢ < 1, a tedy neni zarucena konvergence posloupnosti {z*}.

Uvazujme nyni interval [—0,75; 0,75]. Funkce g zobrazuje tento interval do sebe
a |¢’(x)] < ¢ < 1 na tomto intervalu. Podle véty 2.5 posloupnost uréend itera¢ni
metodou bude konvergovat pro kazdou poéateéni aproximaci #° € [—0,75;0,75].
Zvolme tedy x° = 0,75. Posloupnost iteraci

zF F@")
0,75 0,643501109
—0,255470482 | —0,250120688
0,010974374 0,010973934
—8,81125.10~7 | —8,81125.10~7

NU e

konverguje k bodu & = 0 (viz obr. 2.16).

8§ 2.5. Metoda secen

Vypocet iteraci {xk}zozo pomoci Newtonovy metody pozaduje na kazdém kroku
vypoéet f'(z¥). Nékdy miize byt tento vipocet naroény a z tohoto diivodu apro-
ximujeme prvni derivaci diferenci
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Obr. 2.15:

|
[y
XOr
[y
N

Newtonova metoda pro f(x) = arctg (z), 2° = 1,5

Obr. 2.16:

Newtonova metoda pro f(z) = arctg (z), z° = 0,75



48 2. RESENI NELINEARNICH ROVNIC

Vysledna itera¢ni metoda

ko k-1
AL . a— o W S T (2.20)

f@@h) = fakt)

se nazyva metoda secen. Patii mezi tzv. quasi-Newtonovy metody. Je to me-
toda dvoukrokova, nebot pro vypocet z**! potfebujeme dvé predchozi aproxi-
mace z¥, 71, a tedy i dvé pocateéni aproximace. Geometricky vyznam metody
(2.20) je ziejmy z obrazku 2.17. Aproximace x**! je priise¢ik se¢ny vedené body
[2F=1, f(2F=1)], [2F, f(2¥)] s osou 2. Tabulka udavé aproximace ziskané metodou

se¢en pro funkci f(z) = 2% —z — 1.
P @)
0|2 5
1)1 -1
2| 1,16 —0,57870370
3 | 1,39560440 0,32263052
4 | 1,313656 —0,04668748
5| 1,32401612 | —0,00299114
6 | 1,32472525 0,00003110
71 1,32471795 | —2.1078
sf - ]
4 - -7 -
3 [ P - - - -
> 20 - -7 i
1 | - P Ps - - -
° = //XZ// /i/f’//x3 x©
_1 | - // . -
1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Obr. 2.17: Metoda seéen, f(z) =23 -z — 1,20 =2, 2t =1

Je |(27 — 2%) /27| = 5.1076 a |f(2")| ~ 2.107® = 27 je dobrou aproximaci
hledaného kofene.

Metoda secen je metoda dvoukrokova a k diikazu konvergence nelze tedy pouzit
véty 2.5. Pojednejme nyni o konvergenci a volbé pocatecnich aproximaci:
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Véta 2.11. Necht rovnice f(x) = 0 md koven & a necht derivace f', " jsou spojité
v okoli bodu &, pricemz f'(€) # 0. Posloupnost urdend metodou seden konverguje
ke kovenu &, pokud zvolime pocdtecni aprozimace x°, x' dostatecné blizko bodu &
a metoda je Fddu (1 +/5)/2 ~ 1,618.

Dukaz. Odecteme od pravé a levé strany rovnice

k_ k=1
k+1 _ .k r -z k
X =X — V5 J\Z
EOENIEENA
hodnotu ¢&:
2F k-1

:Ck+17£:1}k7£7

f(@®) — flakt)

Dale upravime tento vztah takto:

P gt o T () - 1) G =
f(ak) — f(ah=1) ah —¢
f(@*) = 1(©)
= (zF - ot — ¢ 2.21
Sl R v ) 220
.Tk _ xk—l
Oznac¢me déle
k) — 2BY — (k-1

f[l‘k,f]z f( xlzg(g), f[l‘k,mk_l] — f( x;ziil(c,l ) (2.22)
f[l’k_l,xk,é] _ f[xka zk_l] N f[ﬂjk,g] (223)

Vztahy (2.22) a (2.23) se nazyvaji pomérné diference 1. resp. 2. fadu a pojedname
o nich pozdéji v kapitole 6. Lze snadno ukazat pomoci véty o stiedni hodnoté
a Taylorova vzorce (viz téz kapitola 6), ze

f[l‘k,l'k_l] — f’(ak),

kde o lezi v intervalu uréeném body z*, x#~1,

fla®=t 2t e = 3 77(6Y),

kde (% lezi v intervalu uréeném body z*~! 2% ¢. Vztah (2.21) miizeme nyni psat
ve tvaru

o O _ f[l”kaé] _
=0 (1- 7ty ) -
TN
- ( 5) f[l.kvxkfl] -
CL‘k_l ZCk
~ @ gt gl md
78"

= =" -9EF -9 (2.24)

2f"(ak)’
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Piedpokladame, Ze koten £ je jednoduchy. Z toho plyne, Ze f'(x) # 0 v okoli bodu
¢. Existuje tedy ¢islo M a interval J = {z | |z — &| < e} tak, ze

1" (ak

20

— )

k gk
2 (ah) Var, g% € J.

Polozme ej, = M|z* — £| a e, e; < min{1,eM}. Pak lze snadno indukei dokézat,
Ze

€r+1 < €kCEk—1, k= 1,2,..., (225)
er < min{l,eM}. (2.26)

Ukazeme nyni opét indukci, ze plati
ern <K, k=0,1,2,..., (2.27)

kde K = max {eo, {I/a} < 1a ¢ je kladny kofen rovnice ¢> = q+1, ¢ = (1++/5)/2.
Je z¥ejmé, ze pro k = 0,1 vztah plati. Pfedpoklddejme nyni, ze (2.27) plati pro k
a dokézeme, Ze plati pro k + 1. Ze vztahu (2.25) plyne

k k—1 k—1 k41
epi1 < epen1 < KT K9 — g1 (etl) _ ga

nebot ¢ + 1 = ¢%. Vztah (2.27) tedy plati pro viechna k. Ze vztahu (2.27) rovnéz
plyne, ze metoda seden konverguje alespon tak jako metoda fadu ¢ = (1 + v/5)/2.
O

Poznamka 7. Jeden krok metody sefen poZzaduje pouze vypocet jedné funkéni
hodnoty. Dva kroky metody secen jsou nejvyse tak ,,drahé“ jako jeden krok metody

Newtonovy. Jelikoz
2
- (qu)q - (K‘?k)ﬁl,

predstavuji dva kroky metody sefen metodu fadu ¢ = g+ 1 ~ 2,618. Lze tedy
Tici, ze metoda secen lokdlné konverguje rychleji neZ metoda Newtonowva.

§ 2.6. Metoda regula falsi

Jak jsme vidéli, konvergence Newtonovy metody i metody secen zévisi na vhodné
volbé pocatecni aproximace nebo dvou pocatecnich aproximaci. Pro ziskani po-
Cate¢nich aproximaci lze pouzit metodu bisekce, ale dalsi vhodnou metodou je
metoda requla falsi. Popiseme nyni tuto metodu.

Pfedpoklddejme, ze f(a)f(b) < 0, f € Cla,b]. Metoda bisekce uziva stfedu
intervalu [a,b], ale lepsi aproximaci ziskdme, jestlize najdeme bod ¢ € (a,b), ve
kterém piimka vedend body [a, f(a)], [b, f(b)] protind osu x. Dalsi postup apliku-
jeme na ten z intervalti [a, ¢], [¢, ], v jehoZ koncovych bodech mé funkce f opacéna
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znaménka. (MiZze samoziejmé také nastat pfipad f(c) =0, a tedy ¢ = £ je kofen.)
Obecné lze tuto metodu, kterad se nazyva metoda regula falsi, zapsat takto:

k s
k+1 _ k rm—x ok _
2t =g f(xk)—f(xé)f( ), k=0,1,..., (2.28)

kde s = s(k) je nejvétsi index takovy, ze f(z¥)f(z®) < 0. Pfedpokladame, ze
podéateéni aproximace 2°, ! jsou vybrany tak, ze f(2°)f(z') < 0 (tj. napt. 2° = a,
! =b).

Véta 2.12. Necht f € Cla,b], f(a)f(b) < 0 a necht £ je jeding kofen v [a,b].
Pak posloupnost {:ck ;o:() uréend metodou regula falsi konverguje pro libovolné
pocdtecni aprozimace 2°, z* € [a,b], f(2°)f(z!) < 0, ke korenu & € (a,b) funkce
f a je to metoda pruniho Tddu.

Dikaz je obecném pfipadé znacéné obséhly (viz [5]).

Na tomto misté se budeme zabyvat piipadem, kdy f € Cla,b] a f” neméni
znaménko na [a, b] a popiSeme situaci z geometrického hlediska. Pfedpoklddejme,
ze f € [a,b], f(a) <0, f(b) > 0, f mé jediny kofen v intervalu [a,b], f'(x) > 0,
f"(x) <0, Vx € [a,b]. Polozme a = 2°, b = x'. Z ptfedpokladii plyne, Ze pro bod

plati 2° < 22 < z!. Funkce f je na intervalu [2°, 2'] konkdvni a to znamena, 7e
secna uréena body [2°, f(x0)], [z!, f(2!)] lezi pod grafem funkce y = f(z), a tedy
prisecik 22 této seény s osou x lezi napravo od bodu ¢: € < z? < z!'. To vSak
znamena, ze f(z%) > 0 a metodu regula falsi aplikujeme na interval [2°, 22]

k+1 _ Kk r—r F ) f(z =
:L'+1—l’ 7f($k)—f($0)f( )a f( )f( O)<Ov k 1a27

To znamend, 7e bod z° je v jistém smyslu ,pevny“. Viechny seény vychazeji
z tohoto bodu. Posloupnost {z*} v tomto pifpadé ziejmé monotonné konverguje
kbodux=¢ <ol <ab ! <. <2l limg o 2F =&

Obdobné avahy lze provést i v dalSich pripadech. Vysledek lze formulovat takto:

Necht f € Cla,b], f(a)f(b) < 0, a necht f"” neméni znaménko na intervalu
[a,b]. Pak ,,pevng“ je ten koncovy bod intervalu, v némz znaménko funkce je stejné
jako znaménko f" na intervalu [a,b).

Podrobny dtkaz lze provést uzitim Taylorova vzorce.
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P [
1 1
2 5
1,16 —0,57870370

1,25311203 | —0,28536303
1,29343740 | —0,12954209
1,31128102 | —0,05658849
1,31898850 | —0,02430375
1,32228272 | —0,01036185
1,32368429 | —0,00440395

0O Tt WN - Ol

Obr. 2.18: Metoda regula falsi, f(z) =23 -2z — 1,20 =1, 2! =2

Metoda regula falsi pro funkci f(z) = 2 — x — 1 je ilustrovana na obr. 2.18.
Jelikoz f'(z) = 32% —1 a f”(x) > 0 pro x € [1,2], je bod b =2 ,pevny“. Tabulka
udéava aproximace ziskané metodou regula falsi pro danou funkci.

Uzijeme kriterif (2.4), (2.5) pro odhad chyby. Je |[(z8 — 27)/27| ~ 0,0014
a f(28) ~ 0,0044. MiZeme tedy Fici, ze iterace 2% aproximuje kofen ¢ s chybou
mensi nez 5.1073.

8§ 2.7. Quasi Newtonova metoda

Hlavni myslenkou této metody je nahrazeni teény pouzité v Newtonové metodé
se¢nou prochézejici bodem (z*, f(z%)) a bodem (z*+ f (z*), f(x*+ f(2¥))), respek-
tive bodem (xF — f(a*), f(z* — f(2*))). Pfitom pokud je bod z* blizko hledaného
kofene ¢, pak hodnota f(x*) je blizk4 nule a seéna prochazejici uvedenymi body je
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blizka teéné vedené bodem z*. Jedna se tedy o metodu blizkou metodé Newtonové,
zde mé také ptivod nazev této metody.
Nahrazenim f’(2*) ve vztahu pro Newtonovu metodu (2.16) pfibliznou hod-

notou
f@@h) — fa* £ f@@®) _ f(=¥) — fla* £ f(2))

xk — (zF + f(zF)) - Ff(xk)

dostavame iteracni vztah

B+l _ ok p(gk Ff(=Y) — gk f2 (%)
B Ty ey ey Rl oy gy ey v B

a iteraéni funkce ma tedy tvar

T

. )
90 = oy S R = @) (2:30)

Véta 2.13. Necht f € Clla,b], £ € [a,b] necht je Fesenim rovnice f(x) = 0
a f'(§) # 0. Pak existuje € > 0 tak, Ze posloupnost {ac } _o generovand quasz
Newtonovou metodou konverguje k bodu & pro kazdou pocdtecni aprozimaci x° €
€ —e,& 4+ €] N]a,b]. Pokud md funkce f v okoli bodu & spojitou druhou derivaci,
je rad metody alespomn 2.

Dukaz. Dikaz provedeme pro & € (a,b). V ptipadg, ze £ je jednim z krajnich
bodu intervalu, avahy jsou obdobné pfi pouZiti jednostrannych intervali.

Necht § je takové, ze [ — 9§, + 0] C [a, b]. Pak existuje dg, Ze pro x € [£ — g, &+ )
plati |f(x)] < 6/2. Polozme §; = min{dy,d/2}. Potom pro = € [£ — §1,& + 1]
dostavame

€ =@+ f@)| <I§—z|+|f(x) <6/2+6/2=46
takze bod x+ f(x) lezi v intervalu [ — 0, £+ 6] C [a, ] a je tedy definovana hodnota

flx £ f(2)).
Dale pomoci 'Hospitalova pravidla spocitame limitu
lim Ff(z) = lim f'(z) =
a—t f(x) = fle+ f(z) ot f'(z) - (fcif(x))(lif’( )
= lim +/'(z) — lim Ff'(z) _ 1
w—g flx) = fr@) X £+ f'(z) ot f1(z) - f( )F (f'(@)2 f1(©)°

protoZe f(x) — 0 pro z — &.
Odtud dostavame

f(©)
f'()

€)= lim g(2) = €~ £(©) lim s —— T — g S _ ¢,

w—¢ f(x) = fz £ f(2))

takze £ je pevnym bodem funkce g. Navic

! = lim 79(36)_9(5): im x— f(x /() —&) =
9 = lm=— ngg( IO & = I £ F@) 5)
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et f@ F@
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R Sapn L B gy ey 1oy B e

Protoze f mé spojitou derivaci v £, ma v tomto bodé spojitou derivaci i funkce g,
a proto existuje ¢ > 0 takové, ze [ —¢,E+¢] C [€—061,6+01] aprox € [E—¢e,{+¢]
je |g(z)] < ¢ < 1. Interval [§ — ,& + €] funkee g zobrazuje do sebe, nebot jestlize
x €6 —e,&+¢], pak

l9(x) =& = lg(2) —g() < gle—¢| <[z —¢[ <e.

Podle véty 2.5 konverguje metoda pro libovolnou poéateéni aproximaci z° €
[€ —&,& +¢]. Pokud mé f v okoli bodu £ spojitou druhou derivaci, mé zde spo-
jitou druhou derivaci i funkce g, a jelikoz plati ¢’(£) = 0, podle véty 2.4 je quasi
Newtonova metoda fadu alespon 2. a

Piiklad 2.11. PouZijeme quasi Newtonovou metodou na stejnou tlohu jako v pii-
kladé 2.8, tj. pro nalezeni kotene funkce f(z) = x® —x — 1 lezici v intervalu [1, 2].
Reseni. Quasi Newtonova metoda (varianta +) dava itera¢ni vztah

f(a*)?
f@k) = fah + f(z%))
Je samoziejmé mozné vyraz upravit dosazenim dané funkce, vysledny vztah je

ovSem pomeérné komplikovany. Pti vlastnim vypoctu je lepsi pouzit napt. substituci
y*¥ = f(2*) a pak pouzit vztah

R G

(y*)?
Yk = f(=F +yh)
Za pocate¢ni aproximaci zvolme z° = 2. V tabulce jsou uvedeny jednotlivé apro-
ximace a funk¢éni hodnoty

T =z +

o (=)

U W N~ O &

14
1,346609850
1,326900496
1,324741149
1,324717960
1,324717957

0,344000000
0,095276011
0,009326670
0,000098908
0,000000011
2,2204-10~16

Vidime, Ze je potieba pomérné velmi piesnou po¢ateéni iteraci, aby hodnota 2 +
f(20) lezela v daném intervalu, ale nemusime pocitat derivace.
Poznamka 8. Dosud probrané metody patfi mezi nejuzivanéjsi metody k feseni

nelinedrnich rovnic. Z nich metoda bisekce a regula falsi patii mezi vZdy konver-
gentni metody, nebot posloupnost aproximaci generovand témito metodami vzdy
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konverguje k hledanému kofenu spojité funkce na daném intervalu. Jejich nevy-
hodou je pomala konvergence, lze jich ale s vyhodou pouzit pro nalezeni dobré
pocatecni aproximace pro nékterou jinou metodu, kterd konverguje rychleji.

§ 2.8. Itera¢ni metody pro nasobné koreny

Doposud jsme predpokladali, ze kofen £ je jednoduchym kofenem rovnice f(z) = 0.
D4 se ukazat, viz napf. [5], [13], Ze uvedené iteraéni metody konverguji linedrné,
maé-li hledany kofen nasobnost M vétsi nez 1. Ale zname-li ndsobnost kofene, mu-
zeme modifikovat Newtonovu metodu tak, ze konvergence bude opét kvadraticka.

Véta 2.14. Necht koven & md ndsobnost M > 1. Pak modifikovand Newtonova
metoda

S A ) (2.31)

je metoda druhého Tddu.

Dukaz. Necht

f'(xk)
Pak .
-l =g o 4 Mff/((zk)) (2.32)
a odtud
(& — 2" [ (") = a(a"), (2.33)

o(z) = (§—2)f'(x) + Mf(x).
Derivovanim dostaneme
oW (@) = MfD(z) + (€ — ) fIMD (2) - jf ().

Bod ¢ je M-nisobnym kofenem funkce f (f@W(¢) = 0, 5 = 0,1,...,M — 1,
FO(€) #0) a tedy

o€ =0, j=01,....M, M) 0.
Aplikaci Taylorova vzorce pro funkci o odtud plyne

(z =M (M+1)

O'(ZL') = WO’ (0[1). (234)
Na druhé strané (opét z Taylorova vzorce)
r— £YM-1
(o) = S £ ) (2.35)
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Dosazenim vztahii (2.34) a (2.35) do (2.33) dostaneme

ok eyM—1 ok — oM+
(€ =) e 100 ) = o e el
a odtud 2
gy = (=2 (1 (ab))

MOT+1) (F00(ah)

Metoda je tedy fadu 2, nebot | f(*)(2)| > m > 0 v okoli bodu z = ¢ a oM+ (¢)
#£0. i

Poznamka 9. ,Klasickd“ Newtonova metoda konverguje pro nasobny koten line-
arné.

Nésledujici tabulka ukazuje srovnani rychlosti konvergence pro jednotlivé me-
tody. Zde e = ‘xk 75‘.

o, Posloupnost
Metoda Specialni pripady chybovych &lent
Bisekce €kt1 N %ek

Regula falsi
Metoda secen
Newtonova metoda
Metoda secen

Newtonova metoda

nasobny kofen
nasobny kotfen
jednoduchy koren
jednoduchy kofen

ex+1 ~ Creg
ex+1 ~ Csn ex
ex+1 ~ Cnneg

1618
ex+1 ~ Cse,

~ 2
Ck+1 =~ CN ek

quasi Newtonova
metoda

Modifikovana
Newtonova metoda

jednoduchy kofen ext1 ~ Cq el

nasobny kofen er+1 ~ Cun ei

Poznamka 10. Obvykle nasobnost kofene pfedem nezndme. Vime ale, Ze funkce
u(z) = f(x)/f'(z) md v bodé x = £ jednoduchy kofen bez ohledu na nasobnost
kofene ptivodni funkce. Misto rovnice f(z) = 0 uvazujme tedy rovnici

jejiz kofeny jsou totozné s kofeny dané rovnice a jsou vSechny jednoduché. Nyni
muzeme aplikovat vySe uvedené metody na tuto funkci a fad konvergence metody
se nezméni.
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§ 2.9. Urychleni konvergence

Nyni vylozime techniku nazyvanou Aitkenovou 6%-metodou, kterd mize byt pou-
zita k urychleni konvergence libovolné linearné konvergentni posloupnosti nezavisle
na tom, jak je tato posloupnost generovana.

Véta 2.15. (Aitkenova 62-metoda). Necht je ddna posloupnost {z*}5° , a* # ¢,
kE=0,1,2,..., limy_. 2% = &, a necht tato posloupnost spliiuje podminky

"= (CH+ )" —¢), k=0,1,2,... Cl <1, lim =0

Pak posloupnost
bk (zh 1 — gk)2
= ZF+2 — 9zl 4 gk

(2.36)
je definovdna pro vSechna dostatecné velkd k a plati

_dk ¢
1m
k—oo xk — §

:0’

tj. posloupnost {&*} konverguje k limité & rychleji neZ posloupnost {z*}.
Diikaz. Ovéiime, zda posloupnost {#*} je definovana pro dostatecné velké k.
Pocitejme

$k+2 o 2Ik+1 + l‘k — (zk+2 . 5) o Q(karl o 5) + (Ik _ 5) —

= (@ = (O + 1) = 2(2" = (C + ) + (¢ ) =
= (" = O(C+m)(C + 41) = 202" = €)(C + ) + (e* — &) =
=@ —C?*-20+1+7) = (" - ((C-1)°+m),
kde klim 7 = 0.
Pro dostatecné velké k je 2¥*2 — 2251 4+ 2% £ 0 a posloupnost {2*} je defino-
vana.
Nyni
(21 — k)2
g2 gkl | gk

(@ —OC—14)* _ k(] (C=14m)?
S N(CES VR B (1 )

gF—e=aF ¢

=(@* -9 - = =

=@ =9 -

Poznamka 11. Vyraz ve jmenovateli z#+2? — 22F+1 4 2% se nazyvéa nékdy druha
centralni diference a oznacuje se 622*. Odtud nazev Aitkenova §%-metoda.
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Uvedena metoda ma zajimavy geometricky vyznam. Definujme funkci chyby e
takto:
E(Z‘k) — :L‘k o l,k+17 E(Z,k:Jrl) — xk+1 o l‘k+2
Chceme sestrojit takovou posloupnost, ktera by konvergovala rychleji k bodu &.
Body o soufadnicich [z*,e(z*)], [2", e(2*1)] vedeme pifmku a jeji priisecik
s osou x vezmeme za dal$i aproximaci bodu &, tj. provedeme ,extrapolaci® (viz

obr. 2.19).

0.25
0.2 | -7
Peg
0.15 | -7 .
0.1 | e |
/e -
0.05 | T .
(0] - /‘5{4 ‘Xb L X3 X
_0'98.05 [0} 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Obr. 2.19: Aitkenova metoda, ™ = 1/(2" — 1)
Rovnice primky je tvaru
k k+1
y —E(l‘k) — E(l‘ ) — 5(3j )(l‘ _ Qik)
ok _ gkt
Odtud je ziejmé, ze prisecik s osou = (y = 0) je pravé hodnota ¥
kY( .k E+1 E+1 k\2
S (@ k)
e(zk) — e(xk+l) okt2 — 2pktl 4 gk
§ 2.10. Steffensenova metoda
Vrafme se nyni k itera¢ni metodé xz*+1 = g(z*). Mizeme uzit Aitkenovy &2-

metody ke konstrukci posloupnosti {#*}, ktera konverguje rychleji nez piivodni
posloupnost {z*}. Je vhodné sestrojit novou posloupnost takto:
Polozme
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k k
k+1 _ CL‘k _ (y —Z )2 ] (237)
2k — 2yk 4 ok
V tomto piipadé je tedy e(z*) = 2% — y* e(y*) = ¥ = 2*.
Posloupnost (2.37) je posloupnost sestrojena Aitkenovou §%-metodou. Tato ite-
ra¢ni metoda se nazyva Steffensenova a muze byt popsana itera¢ni funkci ¢:

oF T = p(ah), (2.38)

kde )
__zg(g(x)) —g°(x)
SD(‘T) - )
9(9(x)) —29(z) + =
Snadno lze ovéfit, Ze iteraéni proces (2.38) generuje posloupnost danou vztahem
(2.37). Pocitejme hodnotu ¢(z*):

9*(x) = (9(2))*. (2.39)

(k) = 290EN) — @) 2oyt — W)
9(g(@¥)) —2g(z%) + 2% g(y*) — 2y~ + 2*
_ 2k 2k (y*)? _ 2k (2% — 2yk 4 k) — (yF — k)2 Lk (yF — z%)?
zk —2yk + ok zk —2yk + ok zk —2yk + ok

Pro pevné body funkci ¢, g plati nasledujici véta.

Véta 2.16.

1. ¢(§) = € implikuje g(§) = §.

2. Jestlize g(€) = &, ¢'(€) evistuje a g'(€) £ 1, pak o(€) = €.
Dukaz.

1. Z definice funkce ¢ dané vztahem (2.39) plyne
(€ = 9(€)(9(9(€)) — 29(6) + &) = (£ — g(&)*.

Tedy »(§) = £ implikuje g(§) = &.

2. Predpokladejme nyni, ze £ = g(&), g je diferencovatelnd prox = £ a ¢g’'(§) # 1.
Pro vypocet hodnoty ¢(€) pouZijeme I"Hospitalova pravidla:

() = 9(9(8)) +£9'(9(€))g'(€) —29(8)g'(§) _ & +E€g%(§) —2£9'(§) _¢
9'(9(€))g'(§) —2g'(§) + 1 L+ g2(§) —29'(§)

O

Véta 2.17. Necht funkce g md spojité derivace aZ do Fddu p + 1 véetné v okoli
bodu x = &. Necht iteracni metoda ¥+ = g(2*) je 7ddu p pro bod €.

Pak pro p > 1 je iteracni metoda x*+1 = p(2*) 7ddu 2p — 1. Pro p =1 je tato
metoda Tddu alespon 2 za predpokladu g'(§) # 1.

Diikaz lze nalézt v [5].
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Poznamenejme, ze funkce ¢ je iteracni funkci pro metodu druhého radu, tj.
metoda je lokdlné kvadraticky konvergentni i v piipadé, ze |¢’(¢)| > 1 a metoda
2F*+1 = g(2*) diverguje jako posloupnost.

Poznamka 12. Je-li ¢’(§) = 1, je £ dvojndsobnym pevnym bodem, tedy je kofe-
nem nésobnosti dvé funkce f dané vztahem f(x) = z — g(z). Ale v tomto p¥ipdé
nelze uzit Steffensenovy metody pro urychleni konvergence generované Newtono-

k41 _ ok f(z®)
=7 f/(z*)°

vou metodou x ktera v pripadé nasobného kotene konverguje

linearné.

Priklad 2.12. Aplikujme Steffensenovu metodu na iteracni funkci g(x) = sin Fo+
2, jejiz pevny bod & = 2. Metoda je znazornéna na obr. 2.20.

k xk yk Zk
0 | 0,50000000000000 | 2,70710678118655 | 1,10398106407319
1 | 1,77848375282432 | 2,34097786767556 | 1,48963705888740
2 | 2,00227199284588 | 1,99643116955900 | 2,00560587638570
3 | 1,99999999735784 | 2,00000000415030 | 1,99999999348073
4 | 2,00000000000000 | 2,00000000000000 | 2,00000000000000
3 [
Z
I I I I
2.5r | | | — | B
I I [ Gl y=x,
I I I | I I
2 I I | | I I B
I I I | | I I
I I I | | I I
1.5 I I [ N RN I B
I I I I | I I
I I I | | I I
I e e i Il
ir | | | | | | |
I I I I | I I
I I I | | I I
0.5 I I I | I I B
I I I I | I I
o x° _z° P S G A A
[0} 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Obr. 2.20: Steffensenova metoda (pro itera¢ni metodu), = sin(5z) + 2

Poznamka 13. Hleddme-li feseni rovnice f(z) = 0 a iteracni funkci g definujeme
vztahem g(x) = x + f(z) nebo g(z) = x — f(z), dostaneme pomoci Steffensenovy
metody

y* =g@") =aF £ f ("), 2 =g(h) =F £ (WY) = " F@N) £ FN £ F (),
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k+1 _ Lk (y* —=*)? _
o S R P
o (o (o) — )2 _
N ok £ f(aF) £ f(ab £ f(aF)) — 228 F 2f (k) +2F
PRt N
f(@k £ f(2F)) F f(z*)
VS T N
Ff(2F) = f(ab £ f(z*))]
— k4 f2(xk)

f(@b) = flak £ f(2h))

V tomto ptipadé se tedy jednd o quasi Newtonovu metodu (viz odstavec 2.7).

§ 2.11. Miillerova metoda

Na zavér této kapitoly se zminime jesté o Miillerové metodé. Tato metoda byla
navrzena v roce 1956 D. M. Miillerem. Je vhodna pro hledani kofent libovolné
funkce, ale predevsim je uziteéna zejména pro urceni kofent polynomu.

Miillerova metoda je zobecnénim metody secen. Metoda secen v podstaté zna-
mena, Ze pro dané aproximace ¥, 2! bodu ¢ aproximujeme funkci f p¥imkou
prochazejici body [2%71, f(a*~1)], [2*, f(2*)] a za dalsi aproximaci bodu & vez-
meme priseéik této piimky s osou . Miillerova metoda uziva tfi aproximace z*2,
P12k a kiivku y = f(z) aproximujeme parabolou uréenou témito body. Pri-
secik této paraboly s osou z, ktery je nejblizsi k 2*, vezmeme za dalsi aproximaci
xF+1. Touto metodou lze najit i ndsobné a komplexni kofeny. Lze ji popsat nésle-
dujicim zpisobem.

Necht 20, z!, 22 jsou poc¢ateéni aproximace. Sestrojme polynom

P(z) = a(z — 2*)? + b(xz — 2°) + ¢
prochazejici body [2°, f(2°)], [¢*, f(z")], [#?, f(#?)]. Z podminek P(z") = f(a%),
i =0,1,2, plyne
c= f(a?)

(20 —a®)? [f(a") = f(a?)] — (o} —2?)? [f(2°) = F(2?)]

(29 — 22)(z! — 22) (20 — 1)
(° —a?) [f(a!) — f(@?)] = (&' —2®) [f(a°) - f(a?)]
(@~ o) (al — 22)(a1 — 29)

Kofeny kvadratické rovnice P(z) = 0 je vhodné vyjadfit (vzhledem k zaokrouhlo-
vacim chybam) ve tvaru

b=

a =
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Znaménko u odmocniny vybereme tak, aby bylo shodné se znaménkem b. Tato
volba znamenad, Zze jmenovatel zlomku bude v absolutni hodnoté nejvétsi a tedy
vyslednd hodnota 3 bude nejblizsi 22. Je tedy

3 2 2c
b+ (signb)Vb? — dac

Dalsi postup opakujeme s aproximacemi zt, 22, 3 atd. P¥i feSeni kvadratické rov-

nice musime uzivat komplexni aritmetiky, nebot vyraz b2 — 4ac miize byt zaporny.

Piiklad 2.13. Aplikujme Miillerovu metodu na feseni rovnice 23 — 2 — 1 = 0.

Vypocet je uveden v tabulce a graficky zobrazen na obr. 2.21. Funkce f(z) =

23 — 2 — 1 m4 jediny realny kofen a proto lze v tomto piipadé vzit za poc¢atedni
aproximace x°, 1, 2% (z dfivodu vhodnéjsiho grafického vyjadieni) body 20 = —1,

2t =0, 22 =2.

@)
—1,00000000 | —1,00000000
0,00000000 | —1,00000000
2,00000000 5,00000000
0,61803399 | —1,38196601
1,17827569 | —0,54243597
1,30978731 | —0,06279113
1,32509032 0,00158855
1,32471777 | —0,00000081

N O ULk W N ROl

2.5

Obr. 2.21: Miillerova metoda, f(z) = 3 —x — 1

Lze ukazat [5], ze Miillerova metoda je faddu alesponi ¢ = 1,84..., kde ¢ je
nejvétsi kofen rovnice ¢> —¢? —q—1=0.
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§ 2.12. Itera¢ni metody pro systémy nelinearnich rovnic

Zabyvejme se nyni feSenim systému nelinedrnich rovnic. Je ddno m nelinearnich
rovnic o m neznamych

f1($1, . ,$m) = 0
; (2.40)

P, ) = 0

Kofenem systému (2.40) rozumime kazdou uspofddanou m-tici redlnych cisel
(&1,...,&m), kterd tomuto systému vyhovuje. Systém (2.40) lze také zapsat ve
vektorovém tvaru

F(x)=0, 2x€R™o0=(0,...,007 ¢R™. (2.41)

Kofien této rovnice budeme nyni znacit &€ = (£1,...,&,)7. Dale budeme postupovat
obdobné jako pfi FeSeni jedné rovnice, tzn. rovnici (2.41) pfevedeme na rovnici
ekvivalentni

r = G(x), x eR™ (2.42)

a budeme hledat pevny bod zobrazeni G : R™ — R™. Systém (2.42) lze samo-
zfejmé rozepsat takto:

1 =g1(x1,. .., Tm)
: (2.43)
T = gm (1, Tm)
Definujme nyni v prostoru R metriku vztahem
o(z,y) = max |z; -yl (2.44)

1<i <m

Prostor R™ s takto definovanou metrikou je iplnym metrickym prostorem. Nyni
Ize pro vysetiovani konvergence itera¢niho procesu =¥t = G(x*),k = 0,1,2,...
uzit Banachovy véty o pevném bodé.

Véta 2.18. Necht zobrazeni G : R™ — R™ je kontrakce na R™,

o(G(z),G(y)) < qo(z,y), 0<gq<1.

Pak pro kaZdou pocdtecni aproxzimaci x° € R™ je posloupnost {wk}zo;o, k =
0,1,2,..., zF = G(x*1), konvergentni v R™ a limy_ o ¥ = &, kde £ je jediny

pevny bod zobrazeni G.
Diikaz plyne ihned aplikaci Banachovy véty o pevném bodé.

Uzite¢néjsi vysledek ziskdme, budeme-li predpokladat existenci kofene £. Do-
kézeme tuto vétu:



64 2. RESENI NELINEARNICH ROVNIC

Véta 2.19. Necht & € R™ je pevny bod rovnice € = G(x). Necht funkce

gi,t =1,...,m, maji spojité parcidlni derivace pro viechna x € Q(&,r), Q&,r) =
{z|o(x, &) < r}. Necht ddle plati
dgi(z) q
< = 73 =1,... 2.45
L L it (2.45)

0 <gq <1 amnehtzx® e Q&,r). Pak viechny iterace {wk}zozo urcen€ vztahem
1l = G(xF) lezi v mnoziné Q(€,7) a klim xk =¢.
— 00

Dukaz. Mnozina Q(€,r) je uzavienou omezenou podmnozinou tplného metric-
kého prostoru R™ a je tedy rovnéz uplnym metrickym prostorem. Nyni je tfeba
ovéfit, zda jsou na mnoziné Q(&€,r) splnény predpoklady Banachovy véty.

Pro libovolné dva body z,y € Q(&,r) plati podle Taylorovy véty pro funkce
vice proménnych:

kde a; € Q(&,7), nebot ay; lezi na tsecce spojujici body « a y a mnozina Q(&,r)
je konvexni.
Pomoci vztahu (2.45) odhadneme nyni absolutni hodnotu rozdilu g;(x) — g;(y):

" | 0gi()
K3 K3
(o) = i) < 3|S5 oy~ <
m
0g:(a;) .
‘7:
Jelikoz tato nerovnost plati pro vSechna i = 1,...,m, je také

| ax l9i(z) — 9:(y)| = o(G(x), G(y)) < qo(z, y).

Zobrazeni G je tedy kontrakce na Q(€,r).
Necht nyni « € Q(&,r), pak také G(x) € Q(&,r), nebot

o(G(x),8) = o(G(x),G(§)) < qo(=x, §) <.

Odtud plyne, Zze pro zobrazeni G plati G : Q(&,r) — Q(&,r). Tedy zobrazeni
G spliiuje na Uplném metrickém prostoru Q(€,r) predpoklady véty 2.18 a odtud
plyne tvrzeni véty. O

Poznamka 14. Je zfejmé, Ze predpoklad (2.45) lze nahradit pfedpokladem

o 0dgi(x)
x> \—axj

Jj=1

<g<l1. (2.46)
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Piiklad 2.14. Reste systém nelinearnich rovnic

22 -2 —x54+0,5 = 0
22 4 4a3 — 4

Reseni: Prvni rovnici lze upravit nasledujicim zpisobem:

zf—Zzl—ngrO,S =0
Tg9 = x%—2x1—|—0,5
ry = (r;1-1)2-0,5,

jedna se tedy o rovnici paraboly. Druha rovnice je rovnice elipsy

2
Ty 2

— =1.
g T

Hledame tedy pruseciky paraboly s elipsou. Prisecik &, lezi ve druhém kvadranru,
prusecik &, v prvnim kvadrantu (viz obrézek 2.22). Budeme hledat aproximaci

prisec¢iku &;. Rovnice pfevedeme na tvar

15

osf B

2
Obr. 2.22: Pruseciky elipsy % + $§ =1 s parabolou z2 = (z1 — 1)2 — 0,5

2 —23+0,5
r1 = 91(301,302)2%
—x2 — 422 + 8x9 + 4
T2 = 92($17$2): ! 28 2

Ve druhé rovnici byl na kazdou stranu pfidan ¢len —8z2 a rovnice pak vydélena
—8. Jedné se o ponékud umeély krok, ktery ovSem zajisti dostatecné podminky pro
konvergenci.

Jako pocatecni iteraci zvolime bod (z9,29) = (0;1), ktery lezi blizko &;.V okoli
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hledaného pruseciku jsou zfejmé splnény podminky (2.45). Postupné dostaneme

ry = gl(z?,xg) = —0, 25, I% = 92($(1)7$g) =1

22 = gi(xl,xl) = —0,21875, 22 = go(xl, 2l) =0,9921875
2§ = gi(2],2]) = -0,2222145, 25 = go(x],2]) =0,9938084
) = g1(af,28) = —0,2222146, ) = go(2f,25) = 0,9938084

Pokud bychom chtéli najit druhy prisecik, museli bychom zménit itera¢ni funkce,
abychom zajistili konvergenci. Mozna volba je napf.

—z%+4z1+z2—0,5

1 = 91($1,$2) = B
—x? — 4% 4+ 11x9 + 4
T2 = 92(ZE1,5E2) = ! 211 2 .

Navrhneme nyni modifikaci iteraéni metody z**! = G(z*). Tato modifikace

spociva v tom, ze pro vypocet :z:fJrl pouzijeme jiz vypoctenych hodnot z]fﬂ, ey
k41 -
x; ', 1)
k4+1 _ k .k k
i = qu(af, 25, 1)
k4+1 _ k+1 _k k
s = ga(x]T s, 2y
k+1 _ k+1 |, k+1 k
xy T =gs(xyTas T, xy)
k+1 _ k+1 k+1 .k
Tl =g (2], ).

Tato modifikace se nazyva Seidelova metoda.

Otéazkami konvergence této metody se zabyva monografie [16].

§ 2.13. Newtonova metoda pro systémy nelinearnich rovnic

Rovnici F(x) = o lze pfevést na rovnici * = G(x) rliznymi zpisoby. Pojedndme
podrobnéji o tvaru Newtonovy metody pro systémy nelinearnich rovnic.

Polozme
Glx) =z — J' (z)F (),
kde
df1(x) o Of1(x)

o0x1 0xm

Jr(z) = : - :

Ofm(x) Ofm(x)
o1 0T
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Matici Jp(x) nazyvame Jacobiovou matici funkce F. Necht Jp(x) je regularni
matice se spojitymi prvky v okoli bodu &. Itera¢ni metodu

"t =gb — g (@M F(), k=0,1,2,... (2.47)
nazyvame Newtonovou iteracni metodou pro systém F(x) = o.

Otéazky konvergence a volby poc¢ateéni aproximace pro metodu (2.47) jsou mno-
hem komplikovanéjsi nez v pripad€ jedné rovnice. Tato problematika je podrobné
studovéna v [5] nebo v [16]. Zde uvedeme bez diikazu jednu ze zékladnich vét.

Véta 2.20. Necht & je kotenem rovnice F(x) = o. Necht Jp(x) je requldrni
matice se spojitymi prvky v okoli O(€) bodu &, pficemZ

HJI;I(‘B)HOO <K, K = konst.,

pro vechna x z tohoto okoli. Necht funkce f;,i = 1,...,m, maji spojité druhé
parcidlni derivace v O(€).

Posloupnost {mk}iozo uréend Newtonovou metodou konverguje ke korenu & za
predpokladu, Ze pocdtecni aproximace x° leZi dostatecné blizko €. Rdd metody je
roven dvéma.

Dikaz viz [2], [5].

Tato véta predpokladéd existenci ,,dobré“ pocatecni aproximace. Ovsem pro
systém nelinearnich rovnic neni snadné urcit ,,dobrou“ pocatecni aproximaci. Pro
systém F(x) = o neexistuji jednoduché, vzdy konvergentni metody, které by umoz-
nily vhodnou volbu poc¢atec¢ni aproximace. Lze sice formulovat podminky pro po-
Catecni aproximaci, pro kterou bude iteracni proces konvergovat, ale ovéreni téchto
podminek je znacné naroc¢né a pro praktické vypocty nepouzitelné.

V pripadé dvou rovnic lze v nékterych pfipadech urcit pocateéni aproximaci
geometricky.

Poznamka 15. Problém feSeni systému nelinearnich rovnic lze pfevést na problém
minimalizace funkce vice proménnych, viz napf. [5], [16].

Vratme se nyni ke vztahu (2.47). Zde je tfeba na kazdém kroku vypoditat
inverzni matici J5'(z). Tento vztah viak miizeme zapsat i takto:

Jp(x®) (2" — %) = —F(2F). (2.48)

Polozime-li nyni 6" = &+t — &*, tj. 2F*1 = xF + 6%, k =0,1,2,. .., dostaneme
Jp(xF)eF = —F(a¥); & =(oF,... 0F)T. (2.49)
(2.49) je nyni systém linearnich rovnic pro nezndmé &%, ... 6% . Reseni tohoto

systému, vektor ok je vektor ,oprav* pro aproximaci x*.

Priklad 2.15. Pouzijte Newtonovu metodu k nalezeni priseéiku &, paraboly
a elipsy z prikladu 2.14
Reseni: Polozme

$2_23j —r +075 201 — 2 -1
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Zvolme pocate¢ni aproximaci (29, 29) = (2;0, 25), takze

F(2;0,25) = ( 8’3? ) Jr(2;0,25) = ( 121’8 ;160 ) .

2,0 —1,0 &) _ (025
4,0 2,0 b ) 0,25
Reseni je 61 = —0.09375, 5> = 0.0625, t;.
o1 ((2.0-0.00375 \ _ ( 1.90625
“\l0,25+00625 )~ \ 0,3125 /-
Dalsim postupem dostaneme
5 . [ 1.900691 5 . [ 1.900677 4 . 1.900677
=\ 0311213 )0 * ~\ 0311219 /© ® T\ 0311219 )°

Poznamka 16. Jako kritérium pro dosazeni dostatecné malé chyby aproximace
[E A A
d

Resime tedy systém

a zastaveni vypoctu muZzeme pouzit napi. odha < ¢, kde € je pfedem

dana presnost vypoctu.
Cviceni ke kapitole 2

1. Funkce f(z) = 23 4 42% — 10 m4 jediny kofen v intervalu [1;1,5]. Uvazujte
tyto iterac¢ni funkce pro nalezeni kofene (¢ ~ 1,365230013):

1
1 2
) =a-a =4 110 o) = (45 )

4+
1
(z) = 10 4 2 (2) = 23 4+ 422 - 10
2 =g . gaiL) =2 322 + 8x
1
ga(w) = 5 (10 — %)
Necht pocate¢ni aproximace x¢g = 1,5. Ukazte, ze funkce g3, g4, g5 jsou

vhodné itera¢ni funkce (tj. posloupnost iteraci konverguje ke kofenu &). Déle
ukazte, Zze volba funkce g; vede na divergentni posloupnost a posloupnost
{xF}, 2F = go(2*71), 2° = 1,5, neni definovéna (v oboru reélnych &isel).

2. Ukazte, ze funkce g(z) = 27% m4 jediny pevny bod v intervalu [%, 1]. Najdéte
tento pevny bod s chybou mensi nez 10~%. Kolik iteraci je tfeba k dosazeni
této presnosti?

(Resent: 2° = 1, 212 = 0,6412053. Podle dfisledku véty 2.5 je tfeba 15 iteraci.)
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10.

11.

12.

13.

Je dana rovnice 322 — e® = 0. Uréete interval, ve kterém lezi kladny kofen
této rovnice. Najdéte vhodnou iteracni funkci g, pro kterou iterac¢ni metoda
2F*+1 = g(2*) bude konvergovat k tomuto kladnému kofenu.

. Je d4na rovnice 322 —z — 1 = 0. Urdete interval, ve kterém lezi kladny koten

této rovnice. Najdéte vhodnou itera¢ni funkci g, pro kterou iteracni metoda
#*+1 = g(2*) bude konvergovat k tomuto kladnému kofenu.

Je dana rovnice = g(x), g(z) = (6 + x)/2. Pevny bod je
Znazornéte geometricky piislugny itera¢ni proces z¥t! = g(x
Bude tento iterac¢ni proces konvergovat?

§=(3,3).
k), 2% = 7.

Uzitim Newtonovy metody vypoctéte v/13. Zvolte vhodnou funkci a poca-
tecni aproximaci.

Newtonovou metodou naleznéte kofen funkce f(z) =z — cosz.

(Resent: 2° = %, 23 = 0,7390851332.)

Uzitim Newtonovy metody s poéateéni aproximaci ° = 10 vypoctéte /91.
(Reseni: ¢! = (2F + 91/2%)/2, 23 = 9,539392015.)

Na parabole y = x2 najdéte uzitim Newtonovy metody bod nejblizsi bodu
(1,3).
Néavod:
1. Urcete druhou mocninu vzdalenosti d?(z) bodu X = (z, 2?) leZictho na
parabole a bodu (1, 3).

2. Reste rovnici (d%(z))’ = f(x) = 0. Za pocate¢ni aproximaci zvolte z° =
1,0.
(z* = 1, 28962390)

Uzijte a) Newtonovy metody, b) metody sefen, c) metody regula falsi k na-
lezeni kofent funkci

1) 23 —222-5=0, ¢e€][l,4],
2) —0,8—-02sinz =0, £€l0,%],
3) 322 —e* =0, £€]0,2].

do—T7 __ 0

Je déna rovnice <=

(a) Jaké jsou vhodné pocateéni aproximace pro metodu regula falsi?

(b) Je 2° = 3 vhodna pocate¢ni aproximace pro pouziti Newtonovy me-
tody?

Metodou regula falsi najdéte kladny kofen rovnice 22 — 7 = 0.

Reste rovnici 2 = 27% pro kofen v intervalu [0, 1] Steffensenovou metodou a
porovnejte s vysledkem cviceni 2.
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14. Vypoététe /3 s podateéni aproximaci 2° = 2 Steffensenovou metodou a
porovnejte vysledky s pouzitim metody Newtonovy, metody secen a metody
regula falsi.
15. Uzijte Miillerovy metody k nalezeni kofenti rovnice 23 + 322 — 1 = 0.
(Reseni: 0,532089, —0,652703, —2,87938.)
16. Je dan systém nelinearnich rovnic
:Ef—zg—o,?:()7
r2—1x1—-0,3=0.
Uzitim Newtonovy metody naleznéte kofen lezici v 1. kvadrantu. Poc¢atecéni
aproximaci urcete graficky.
(x° = (1,2;1,2)T, x5 = (1,192309; 1,221601)7".)
17. Uvazujme systém nelinearnich rovnic
2 2
x1 = W (parabola),
2r; —x7 +8 | dwo — a3
gy = 221 9351 + m24 2 (elipsa).

18.

Zvolte x° = (1,4;2,0)T a vypoctéte 2 iterace

a) iteraéni metodou z* = G(x*~1),

b) Seidelovou metodou.
Vysledky porovnejte s piesnym fesenim & = (1,4076401;1,9814506)7.
Je déna funkce soustava nelinearnich rovnic

T2 — 29— 1

rT = ) 10 = 91($17$2)
8xrs +x1—1
T2 = % = 92($17$2)

Tato soustava méa 9 pevnych bodu.
Ovéite, Ze v okoli bodu (0,0) splituje tato soustava podminku pro konvergenci
itera¢niho procesu

M= e
.1‘2+ = gg(x’f,xlg)

Bude tato podminka splnéna v okoli bodu (1,1)?

)

Kontrolni otazky ke kapitole 2
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1. Je mozné pouzit prostou itera¢ni metodu v pfipadé, ze funkce g zobrazuje
interval I = [a,b] do sebe a plati |¢'(x)| < 1, pfi¢emZ rovnost nastava pouze
v nékterém z krajnich bodu intervalu I7 Proc¢?

2. Je dana funkce f(z) = cosz.
Newtonovou metodou chceme najit kofen & = 37” Miuazeme pouzit pocatecni
aproximaci z° = 3? Pro¢?
Miizeme pouzit pocateéni aproximaci z° = 5? Pro¢?

3. Je déna funkce f(z) = (z — 3)/2.
Mtizeme uzit Newtonovu metodu pro nalezeni kotfene s po¢atecni aproximaci
20 = 4? Pro¢?

4. Co se stane, kdyz pouzijeme Miillerovu metodu pro nalezeni kofene poly-
nomu 2. stupné?

5. Co se stane pfi pouziti Newtonovy metody pro systém nelinearnich rovnic
na feSeni soustavy rovnic lineadrnich?

6. Aplikujte Aitkenovou §2-metodou na posloupnost ¢asteénych souctti geome-
trické fady. Co nastane a proc¢?
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Kapitola 3

Polynomy

Necht II,, je t¥ida polynomi stupné nejvyse n s redlnymi koeficienty. Polynom
P € 1I,, budeme zapisovat ve tvaru

P(z) = apx" + ...+ an. (3.1)

Ozna¢me 1,8, . ..,&, kofeny (redlné i komplexni) polynomu P. V této kapitole
se budeme zabyvat numerickymi metodami pro urceni téchto kotfent.

§ 3.1. Hranice korent

Pro volbu pocatecni aproximace pro aplikaci numerické metody je vhodné znat
hranice téchto kofenti:

Véta 3.1. Necht

A =max (|ai],...,|an]),

B = max (|agl, - - -, |an—-1]),
kde ay, k = 0,1,...,n, apa, # 0, jsou koeficienty polynomu P € II,,, Pak pro
vSechny koreny &,k =0,1,...,n, polynomu P plati

1 A
7B§|£k|§1+a_ (32)

|an|

Dukaz. Bez ijmy na obecnosti pfedpokladejme |z| > 1. Pak

|P(x)| > |aoz"| — (Jarz™ | + ... + |an]) >
> Jaollz|® — A (Jz[" ' +...+1) =

|z|™ —1 A
_ n_pl 2 - "
|aol|] =1 |aol =1 ]
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Jestlize |ag|—A/(Jx|—1) > 0, pak je |P(z)| > 0 a to znamen4, zZe pro |z| > 1+A/|ao]
nemé P kofen. Odtud plyne, Ze vSechny kofeny polynomu P spliiuji nerovnost

|§k|§1—‘r k=1,...,n.

A
lao|’

Polozme nyni x = 1/y. Uzitim této substituce dostaneme:

1 1 1
Plxz)=P(-)=—(ap+ ...+ ay") = —Q(y).
(@) =P() == )= 70w
Uréime horni hranici kofend 71, ..., 7, polynomu @ € II,,. Podle predchoziho je
B
|nk|§1+—a k:17"'7n'
|an]
JelikoZ n, = 1/&k, k= 1,...,n, plyne odtud pozadovana nerovnost (3.2). |

Priklad 3.1. Urcete hranice redlnych kotfenii polynomu

P(x) = 2° — 22° + 82" + 32° — 2® + 2 — 10.

Resend.
A =max(2,8,3,1,1,10) = 10
B =max(1,2,8,3,1,1) =8
Odtud 5 { 10
§=1+% §|€k|§1+T=11.

Nékteré dalsi hranice pro kofeny polynomu jsou uvedeny v nésledujici vété:

Véta 3.2. Pro vsechny koreny &,k =0,1,...,n, polynomu P € 11,, plati

n

Qi
&kl <maxq1l <
&l >l
oo 2] a_ar el
ap an
|§k|§max{a_n 71+ fn—1 ) }
a an ao

Diikaz lze najit napf. v [5].

§ 3.2. Pocet realnych kofenu polynomu

Zabyvejme se nyni otdzkou poctu redlnych korent polynomu.
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Umluva. Nechf c1, ..., ¢ je posloupnost realnych &isel réiznych od nuly.
Rekneme, ze pro dvojici ¢k, cx4+1 nastdva znameénkovd zména, jestlize
cxcr+1 < 0.

Rekneme, ze dvojice ci, cp+1 zachovdvd znaménko, jestlize cpcry1 > 0.

Dale ukazeme, Ze pocet redlnych kofent polynomu lze uréit pomoci posloup-
nosti polynomt klesajicich stupnt. Vhodnou posloupnosti je tzv. Sturmova po-
sloupnost:

Definice 3.1. Posloupnost realnych polynomu
P=Py,P,....P,

se nazyva Sturmovou posloupnosti prislusnou polynomu P, jestlize

(a) VSechny realné kofeny polynomu Py jsou jednoduché.

(b) Je-li £ realny kofen polynomu Py, pak sign Py (§) = —sign P{(&).

(¢) Proi=1,2,...,m—1,

Pii1(a)Pii(er) <0,
jestlize a je realny kofen polynomu P;.

(d) Posledni polynom P, nem4 redlné koteny.

Poznamka 1. Jestlize polynom P mé nasobné kotfeny, pak délenim polynomu P
nejvétsim spoleénym délitelem P a P’ dostaneme polynom, ktery ma tytéZ kofeny,
ale v8echny jednoduché.

Uvedme nyni jednoduchy postup pro konstrukci Sturmovy posloupnosti pfi-
slusné polynomu P za pfredpokladu, ze vSechny reilné kofeny polynomu P jsou
jednoduché.

Polozme

Py(z) = P(z),  Pi(z) = —Fy(x) (3-3)

a sestrojme dalsi polynomy P;;; rekurentné délenim polynomu P;_; polynomem
Pii
P’L*l(z) = Q’LPZ(:E) - C’LPL+1($)7 i = ]-7 27 B (34)
kde
stupen P; > stupeil P;4
a konstanty ¢; jsou kladné, ale jinak libovolné. Lze Tici, ze P;y; je zaporné vzaty

zbytek pfi déleni P;_,/P;. Tato rekurze je zndmy Euklidav algoritmus. Protoze
stupné polynomu klesaji, musi algoritmus konc¢it po m < n krocich:

Pr1(z) = Qm(x) P (2), P (z) #0.
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Posledni polynom P, je nejvétsi spoleény délitel polynomt P a P = —P’. Jestlize
vSechny realné kofeny polynomu P jsou jednoduché, pak P a P’ nemaji Zadné
spole¢né realné koreny. Tedy P,, nemé realné kotfeny.

Jestlize P;(«) = 0, tak z (3.4) plyne

Pi—l (a) = _CiPi+1 (a)

Jestlize bychom ptedpokladali, ze P;i1(«) = 0, pak z (3.4) by plynulo P;11(«a) =

= Pn(a) = 0, coz by byl spor, nebot P, (a) # 0. Odtud tedy plyne
Pi_1(a)Pit1(a) < 0, je-i Pi(a) = 0. VySe zkonstruovand posloupnost ziejmé
také spliuje podminku 2 z definice Sturmovy posloupnosti a je tedy Sturmovou
posloupnosti prislusnou polynomu P.

Véta 3.3. (Sturm). Podet redlngch kotend polynomu P v intervalu a < x <
b je roven W(b) — W(a), kde W(x) je pocet znaménkovjch zmén ve Sturmové
posloupnosti Py(x), ..., Py(x) v bodé x (z niZ jsou vyskrinuty nuly).

Dukaz. Nejdfive ukazeme, jaky vliv ma mald zména hodnoty a na pocet zna-
ménkovych zmén W (a) v posloupnosti

Py(a), Pi(a),..., Py(a). (3.5)

Necht nejdiive a neni kofenem zaddného z polynomi P;, ¢ = 0,...,m. Pak samo-
zfejmé mald zména ¢isla a nemé zadny vliv na pocet znaménkovych zmén v po-
sloupnosti (3.5).

Necht nyni a je kofenem nékterého z polynomu P;, i = 0,1,...,m — 1. Pfed-
poklddejme nejdfive, ze 1 < ¢ < m — 1. Nechf polynom P; méni znaménko v bodé
a. Pro dostatecné malé h > 0 zachycuji chovani polynomt P;_;, P;, P;41 v bodech
a — h,a,a + h nasledujici tabulky.

a—h a a+h a—h a a+h
Py - - - Py + +  +
P - 0 + P - 0 +
Pit1 + + + Pit1 — — —
W (x) 1 1 1 W (x) 1 1 1

a—h a a+h a—h a a+h
Py - - - Py + +  +
P + 0 - P + 0 -
Pit1 + 4+ + Pit1 - - -
W (x) 1 1 1 W (x) 1 1 1

Ve vsech téchto pfipadech W(a —h) = W(a) = W(a + h), coz znamen4, Ze pii
ptrechodu pres bod a, ktery je kofenem nékterého z polynomi P;, i =1,...,m — 1,
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pocet znaménkovych zmén ve Sturmové posloupnosti se neméni. Totéz platii v pfi-
padé, Zze P; neméni znaménko v bodé a.

Necht nyni a je kofenem polynomu FPy. Znaménka polynomt Py, P; v okoli
bodu a ukazuji nasledujici tabulky.

a—h a a+h a—h a a+h
Py — 0 + Py + 0 —
P — - - P + + +
W (x) 0 0 1 W (x) 0 0 1

V obou ptipadech W(a + h) — W(a — h) = 1. Odtud plyne: Je-li a kofenem
polynomu Py, pak pfi pfechodu pies bod a ziskdme jednu znaménkovou zménu.
Pro a < b a dostate¢né malé h > 0 ¢islo

W(b) — W(a) = W(b—h)— W(a—h)

udavé pocet kofenti polynomu P v intervalu a —h < < b— h. Protoze ¢islo h > 0
je libovolné malé, udava tento rozdil rovnéz pocet kofenil v intervalu a < x < b. O

Priklad 3.2. Urcete pocet redlnych kofenti polynomu
P(z) =2® =3z + 1.
Reseni. Sestrojime Sturmovu posloupnost pifslusnou polynomu P(x). Je
Po(z) = 2® — 3z +1, P}(x) = 32° — 3,
Pi(z) = —2® + 1.

Polynom P, je zdporné vzaty zbytek pti déleni polynomu Py polynomem P, tj.
Py(z) =2z — 1 a déle Ps(z) = —3/4.

Sestavime tabulku pro urceni poc¢tu redlnych korenti.

x| Po(z) Pi(z) Poz) Pi(x)| W(x)
—00 - — - 0
+00 + + — 3
o + o+ - - 1
1| + 0 - - 1
N - ~ — | 0
1] - 0 + - 2
2| + + - | 3
Odtud plyne: W(o0) — W(—00) =3 = 3 redlné kofeny
W(oo) = W(0) = = 2 kladné kofeny
W(-1)-W(-2) = = 1 kofen v intervalu [—2, —1]
W(1)-w(0)=1 = 1 kofen v intervalu [0, 1]
W(2)-w(1)=1 = 1 kofen v intervalu [1, 2]



78 3. POLYNOMY

I kdyz z teoretického hlediska vypada konstrukce Sturmovy posloupnosti velmi
jednoduse, mohou byt konkrétni vypocty ponékud tézkopadné, nebot koeficienty
polynomii P; mohou byt fadové dosti velké. Pro rychly odhad poc¢tu kladnjch
kotfenti daného polynomu je vhodna nésledujici Descartesova véta.

Véta 3.4. (Descartes). Pocet kladnych kofend polynomu P (poditino s ndsob-

nosti) je roven poctu znaménkovjch zmén v posloupnosti koeficienti ao,...,an
nebo o sudé c¢islo mendsi.
Jsou-li vSechny koeficienty ag, ..., a, Tizné od nuly, pak pocet zdpornych ko-

rent je roven poctu zachovdni znamének v této posloupnosti nebo o sudé cislo
mensi.

Dikaz viz [2].
Priklad 3.3. Odhadnéte pocet kladnych a zapornych kofenii polynomu
P(z) = 2% — 22° + 82* +32% — 22 + 2 — 10

Posloupnost koeficientd:  1,-2,8,3,—1,1,—10
Pocet kladnych kofenti: 5 nebo 3 nebo 1
Pocet zapornjch kotentt: 1

§ 3.3. Newtonova metoda a jeji modifikace

Pro urceni kotfenti polynomu P lze pouzit kterékoliv z metod uvedenych v predchozi
kapitole. Pro polynomy jsou vhodné zejména metoda Newtonova a Miillerova.
Pripomenme, ze Newtonova metoda je tvaru

Hodnoty P(z*), P'(z*) Ize snadno spoéitat Hornerovym schematem.
Hornerovo schema.

Necht « je redlné ¢islo. Vydélime polynom P(x) linedrnim polynomem x — «:

Pz) = (r = )Q(z) + bn,

kde
Q(I) = bol‘n71 + e + bn,1 .
Koeficienty b;, i = 0,...,n ur¢ime z rekurentnich vztahi:
bp = ao
by, = arp+aby_1, k=1,...,n.

Pak je zfejmé P(«a) = by,.
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Poznamka 2. Nechf f_lije priblizny kofen polynomu P. Polynom P délime line-
arnim polynomem (x — &7), tj.

P(z) = (z — £&)Q(x) + by.

Koeficienty by,. . . ,b,—1 polynomu @ lze ziskat Hornerovym schématem. V piipadé,
Ze &1 je presny kofen polynomu P, je b, = P(&) = 0. Je-li & aproximaci kofene
&1, je P(&1) = bn # 0.

Hornerova schematu lze pouzit i pro vypocet hodnoty derivace polynomu P
v bodé a. Derivaci vztahu P(z) = (z — @)Q(z) 4 b, dostaneme

Pl(x) = Qx) + (z — 0)Q'(x)
a tedy P'(a) = Q(a).

Qlx) = (z—a)R(x)+cn
R(z) = cox" 24 ...cho
aQla) = cpo1.
Vypocet 1ze vhodné usporadat do tabulky
ao aq as ce Ap—1 Qp,
« aby aby ... ab,_o ab,—1
b() b1 bg e bn—l bn = P(a)
[0 aco aCp e QACp—1
g ¢ c2 ... Cpo1=Q(a)=P(a)

Obdobnym zptisobem lze vypoéitat hodnoty P (a) pro libovolné j > 1. Polozme

QO (z) = Q(z) = bVt + ... + b

n—1
takze
P(x) = (z — 0)Q (z) + b

Daéle

QO (@) = (z - a)QW(2) + b,
pro

Q(l)(z) = b((jl):cn*1 + ...+ bfll,)g,
a tedy

P(z) = QW(z)(z — ) + b (z — a) + b.

n—1

Dalsim postupem bychom dostali vyjadieni
P(z)=b" (@ —a)" +b" V@ —a)" .+ bz —a)+b?, (36

kde koeficienty bz(-nfi), 1 = 0,...,n dostaneme postupnym pouzitim Hornerova
schematu podle nésledujici tabulky
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ao ay as An—2  Gn-1 an
o) abéo) abgo) abglolg abflozz abgloll
TR ORI T,
o abél) abgl) abglls (Jcbfll_)2
RO 7O 0,
o abéz) abgz) abglls
oY 0P ) b,

Pfitom je z (3.6) ziejmé, ze PU)(a) = j! bf{lj.

Jak vime z predchozi kapitoly, pro konvergenci Newtonovy metody je tfeba znat
dostatec¢né dobrou pocatecni aproximaci. Avsak neexistuje zadné pravidlo, které by
zarucovalo dobrou pocateéni aproximaci pro libovolny polynom. Na druhé strané
takové pravidlo plati pro specialni pfipad, kdy vSechny kofeny &;,7 = 1,...,n jsou
realné a plati

§1 286 >...>2&.

Toto pravidlo je v podstaté obdobou véty 2.10 a zni takto:
Véta 3.5. Necht P € I1,, je polynom stupné n > 2. Necht vsechny koteny &;,

G126 2>...2&,

. . , oo v . . 3
jsou redlné. Pak posloupnost {zk}kzo uréend Newtonovou metodou je konvergentni

klesajici posloupnost pro kazdou pocdtecni aprozimaci x° > &1, & = klim zF.
L — 00

Diikaz. Bez Gijmy na obecnosti Ize predpokladat, ze P(x°) > 0. Protoze P neméni
znaménko pro x > £, mame

P(z) >0 pro z>§&

a tedy ag > 0. Derivace P’ ma n — 1 redlnych kofenti o; s vlastnosti (v disledku
Rolleovy véty):
Sz >a> .2 ap-1 2.
Protoze P’ je polynom stupné nejvyse n—1, jsou toto v8echny jeho kotfeny a P’(x) >
0 pro = > a1, nebot ag > 0. Opétovnou aplikaci Rolleovy véty dostaneme
P’ (z) >0prox > oy (n>2),
P"(x) > 0proz > a.
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Tedy P a P’ jsou konvexni funkce pro z > «aj. Nyni na intervalu [aq,2°] Ize
aplikovat vétu (2.9). Znaménko polynomu P v bodé 2° je stejné jako znaménko
P” na intervalu [ag,2°] a tedy pro pocateéni aproximaci 2° > ¢; posloupnost

s8] v , . v v
{xk}kio urc¢end Newtonovou metodou konverguje monotonné ke kofenu &;. O

Poznamka 3. Pro volbu pocateéni aproximace lze uzit odhadi uvedenych ve
vétach 3.1, 3.2.

Newtonova metoda konverguje kvadraticky, ale tato konvergence nemusi vzdy

znamenat rychlou konvergenci. Jestlize poc¢atecni aproximace x° lezi daleko od
~ oo v , o\

kotene, pak posloupnost {xk } o urcend Newtonovou metodou mize konvergovat

pomalu, nebof pro z* velké

k\n
karl:zk——(x) te. ~ " 1*l )
n(zk)yn=1 4 ... n

odkud je vidét, Ze je maly rozdil mezi z*, 2*T1. Z tohoto divodu se budeme
zabyvat nasledujici zdvojenou metodou.

k=0,1,2,... (3.7)

misto pfimé Newtonovy metody.

Véta 3.6. Necht P € I1,,, n > 2, a necht vsechny koveny &,i =1,...,n polynomu
P jsou rediné a &1 > &9 > ... > &,. Necht a1 je nejuétsi koren P':

& > a2 6.

Pro n = 2 predpoklddejme &1 > &. Pak pro kaZdé z > &1 jsou cisla

P(z) P(z) P(y)
I, — 5 —9 =y — 3.8
Y=romny YT YeGy YTV B (3.8)
definovdna a plati
o <Y,
L=y (3.9)
&<y <72\

Diikaz lze najit v [5].

Obrazek 3.1 ilustruje geometricky vyznam této metody.

Metoda (3.7) neni z geometrického hlediska zaloZena na priseciku teény s osou
x, ale na pruseciku sefny se smérnici P’(x)/2. To znamend, Zze p¥i pouZiti této
metody miZzeme ,prestielit bod &1, tj. pro bod y ve vztahu (3.8) miize platit
y < &1. Ale z véty 3.6 plyne, Ze tento bod spliiuje rovnéz nerovnost (3.9) a pouzitim
klasické Newtonovy metody dostaneme bod 3’, ktery je lepsi aproximaci £; nez bod
Z/

Prakticky vyznam véty 3.6 je nasledujici:
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12+ - i

Obr. 3.1: Zdvojena Newtonova metoda, P(z) = 3 + 22 — 10z + 8, 20 =

v A ~_ 7 . ’ o0
Zacneme s po¢atecéni aproximaci % > ¢;. Pro posloupnost {zk} ko Senerova-
nou zdvojenou metodou

mohou nastat dva ptipady:
(a) P(z°)P(x*) > 0 pro vSechna k. V tomto piipadé

X >al>. o >aF > >¢, lim 2% =&

k—oo
a konvergence je rychlejsi nez konvergence pfimé Newtonovy metody.

(b) Existuje x*0 tak, ze P(z*)P(2°) < 0, P(z*)P(z°) > 0 pro 0 < k < ko.
V tomto pfipadé tedy doslo k ,prestfeleni“ bodu &; a plati

>zt > >l s g s y=a >0 > 6.

Polozme y° = z*° a pokracujme dale klasickou Newtonovou metodou s touto
pocatecni aproximaci:

P(y")
Rl — gk k=0,1.2,...
P/(yk) ) 07 <

Dostaneme opét monotonni posloupnost

P>y > o> yF > > 6, khmyk:gl,
— 00
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Priklad 3.4. Ukazeme si rozdil mezi rychlosti konvergence pfimé a zdvojené New-
8
tonovy metody. Polozme P(z) = [[(x — i), tedy & = 8, & = 7,....6 = 1.

1=
Pocatecni aproximaci zvolme x¢ = 20. Jednotlivé iterace dava nasledujici tabulka:

Newtonova metoda zdvojend Newtonova

metoda,

20 20,0 20,0

zt 18,105567 16,211133
z?  16,454192 13,398883
x> 15,016438 11,329903
z*  13,766710 9,834383
x®  12,682811 8,794966
2% 11,745573 8,148323
27 10,938548
z®  10,247782 8,016696
2 9,661673 8,000686
z'0  9,170955 8,000001

U zdvojené Newtonovy metody doglo k ,,prestfeleni“ kofene £; u aproximace z”,

pro néasledujici iterace uz je pouzita pfimé Newtonova metoda.

Vyse uvedenym postupem nalezneme aproximaci §~1 nejveétsiho kofene &1 poly-
nomu P. Pro urceni dalsich kofenii se nabizi jednoduchd myslenka: zndme aproxi-
maci &1, vydélime polynom P dvojélenem (x — &) a vysledny polynom
P(x)

z—&

P1 (LC) ==

je polynom stupné n — 1 s nejvétsim korenem &5. Tato metoda se nazyva metoda
snizovdni stupné. Takto bychom mohli teoreticky najit vSechny kofeny polynomu
P. Ale praktickd realizace tohoto procesu neni bez problémt. Kofen £; je zndm
pfiblizné a vzhledem k zaokrouhlovacim chybam nelze pfesné uréit polynom P; (viz
pozndmka 2). Polynom, ktery ziskdme uvedenym délenim bude mit tedy kofeny
odlisné od &o,...,&,. Pri dalsim opakovani tohoto postupu mohou byt posledni
kotfeny polynomu P urceny zcela nepfesné. Z téchto divodu byly navrzeny rtzné
modifikace metody snizovani stupné ([5]).

Metodu, ktera se vyhyba pfimému snizovani stupné, navrhl v roce 1954 Ma-
ehly ([5]). Zékladni myslenka této metody spociva ve vhodném vyjadieni derivace
polynomu nizsiho stupné:

_ P P
z-& (v—&)*

Pl(z) (3.10)
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Dosazenim tohoto vyjadfeni do vzorce pro Newtonovu metodu pro polynom P;
dostaneme:

Py (zF P(zF
.Z‘k — 51
Obecné, jestlize jsme jiz nalezli aproximace kofent 51, . ,éj, postupujeme ob-
dobné a sestrojime polynom
P(x)
Pj(m) = R

(z—&)...(x—&)

Pj’(x) _ P'(x) B P(x) Z 1

(@=&)...(e~-&) (@-&)...-§) Tz-&

Newtonova metoda pro nalezeni kofene &;41 je tvaru

= 3(2%),  Bj(x)=a— P(f) = (3.12)
P'(z) — Z r)
i1t =&

Ptednost této metody spociva ve skutecnosti, ze posloupnost {x*} generovana
metodou (3.12) konverguje kvadraticky ke kofenu &1 i v pfipadé, ze &, ,fj
nejsou kofeny P (konvergence je pouze lokdlni v tomto pfipadé). Tedy vypodcet
&;+1 neni citlivy na chyby pii vypoctu pfedchozich kofend. MlZeme také vhodné
aplikovat zdvojenou Newtonovu metodu.

Priklad 3.5. Uzitim zdvojené Newtonovy—Maehlyovy metody naleznéte kofeny
polynomu P(z) = 2® + 2% — 10z + 8.
Resend. Necht 2° = 3, tj. poc¢atecéni aproximace kotene &; je £9 = 3.

Aproximace kofene &;: €1 = 1,782608695652
£2 = 2,10014059474224
& =2,00971540717739
& =2,0001079735567
£ = 2,00000001359833

Hned prvni aproximace £ ,prestielila“ hledany kofen & = 2, tj. £ > &, €1 < &,
pro vypocet dalSich aproximaci je tedy pouzita klasicka Newtonova metoda.
Dale, polozme £9 = 1,9 (coz je pocatecni aproximace pro koten ¢&3).

Je £ = 0,33823529411765
€2 = 1,11911764705882
€8 =1,00270873930706

4 = 1,00000146586547
€5 = 1,00000000000043



§ 3.3. Newtonova metoda a jeji modifikace 85

Opét prvni aproximace ¢1 je mensi nez hledany kofen &; = 1, takze pro vypodet
dalsich aproximaci pouzijeme klasickou Newtonovu metodu.
Za poc¢atecni aproximace kofene £3 zvolime &9 = 0,9. Dals{ aproximace jsou

£ = —8,899999999935
€2 = —4,000000000. . .

G=e8=¢

Pro srovnani: presné kotfeny jsou & = 2, & = 1, & = —4. Tvar polynomu za-
chycuje obrazek 5. Pro srovnani uvedme vysledky, které bychom dostali metodou

30

20| —

10 —

—20b 4

—30

Obr. 3.2: Pribéh polynomu P(z) = x3 + 22 — 10z + 8.

snizovani stupné. Vypocet & by samoziejmé probihal stejnym zptsobem. Pokud
£2 = 2,00000001359833 povazujeme za dostatecné presnou aproximaci &;, dosta-
neme polynom P;(x) = P(z)/(x — £3) ve tvaru

Py(x) = 22 + 3.00000001359833 = — 3.99999993200835

a naslednym pouzitim zdvojené Newtonovy metody vyjde £5 = 0.99999998368243.
Dal$im sniZenim stupné polynomu dostaneme P (x) = x+3.99999999728076, takze
nelze dostat presnéjsi aproximaci kofene &3 nez hodnotu —3.99999999728076.

Vyznam Maehlyovy metody se projevuje zejména u polynomu vyssich stupnt,
jak doklada nasledujici priklad.

15
Piiklad 3.6. Polozme P(x) = [] (z—i). V uvedené tabulce vidime rozdil mezi me-
i=1
todou snizovani stupné a Maehlyovou metodou. V tabulce nejsou uvedeny vSechny
vysledky, jen aproximace nejmensich kofent, kde je chyba nejvétsi.
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snizovani fadu  Maehlyova metoda
& 15,0000037 15,0000037

&3 2,92420696801  2,999999999978
&4 2,01522846251  2,000000000007
&5 0,99878713149  1,000000000000

§ 3.4. Bairstowova metoda

Doposud jsme se zabyvali vipoc¢tem realnych korenti polynomu. Pokud jde o vy-
pocet komplexnich kofent, lze uzit nékterych z predchazejicich metod, napt. New-
tonovy metody s komplexni poc¢atecni aproximaci, nebo nékterych specidlnich me-
tod: Lehmerovy-Schurovy metody, Graeffovy metody, Bernoulliovy metody nebo
Bairstowovy metody. Pojedndme zde podrobnéji o Bairstowové metodé. Ostatni
zminéné metody jsou uvedeny napt. v [18].

Podstatou Bairstowovy metody je myslenka nalezeni kvadratického trojcélenu,
ktery je délitelem daného polynomu:

Necht

P(z) = apz"™ + a12"t + ... + ap.
Oznaéme z, z, z = u-+iv, dvojici komplexné sdruzenych kofenti polynomu P. Cisla
2, Z Ize povazovat za koteny kvadratického trojélenu D(z) = 22 +pz+q, p = —2u,
g = u? + 2. Nagim tkolem je najit ¢isla p, ¢ tak, aby polynom D délil polynom P
beze zbytku. Budeme-li znat ¢isla p, ¢, pak snadno ur¢ime komplexni kofeny z, z
polynomu P. Tuto myslenku lze formalné zapsat takto:

P(z) = D(z)Q(z) + Az + B, (3.13)
kde
D(z) = a* +px +q,
Qz) = Q(z,p,q) je polynom stupné n — 2,

= A(p, q),
B(p, q).

Je tfeba urcit p, q tak, aby

Alp.q) =0,  B(p,q) =0. (3.14)

Systém (3.14) je systém nelinedrnich rovnic a budeme ho Fesit Newtonovou meto-
dou pro systémy nelinearnich rovnic (2.47).
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Povazujeme-li kvadraticky trojélen D(x) = 22 + px + ¢ za aproximaci délitele,
dostaneme dalsi aproximaci D1 (x) = 22 +p1x+q1, p1 = p+h, 1 = ¢+ k, FeSenim
soustavy

04 04
p  Oq h_ [ A9
oB 9B |\ & B(p.q)
p  Oq
A A B B
neboli, oznacime-li g_p = A;, ?9_(] = A;, %—p = B}’,, ?9_(] = B;,

A(p, q) + A, (p, )h + Ay (p, 9)k = 0,
B(p.q) + B, (p,9)h + By(p,q)k = 0.

(3.15)

Veli¢iny A(p, q), B(p, q) lze ziskat zobecnénym Hornerovym schematem (viz strana
88) pfi déleni polynomu P trojélenem D. Derivujeme vztah (3.13) podle p a ¢:

0 = 2Q(z) + Q) (z)D(x) + Az + By,
0= Qz) + Q(x)D(x) + ALz + B
Odtud
(a)  2Q(z) = —Qy(2)D(z) — Ajz — By,
() Q) = —Qy@)D(x) - Az — By,

Je ziejmé, ze —Aj,, —B), resp. —A;, — B jsou koeficienty linearnich zbytki pii
déleni polynomu xQ(z) polynomem D(z), resp. Q(z) polynomem D(z). Polozme

(3.16)

— / _ /
a =—-A4A, b=-B,.
Tato cisla 1ze opét ziskat zobecnénym Hornerovym algoritmem pro déleni poly-

nomti Q(z)/D(z). Vypocteme nyni A, B,,.
Vynésobme (3.16b) ¢islem x:

2Q(z) = —2Q(z)D(z) + az® + bx
a po upravé muzeme tento vztah zapsat ve tvaru
rQ(x) = a(z? + pr + q) + bx — IQ;(x)D(x) —apx — q,

a tedy
zQ(x) = (a — :L‘Q;(:L‘)) D(z) + (b — ap)x — aq. (3.17)

Porovnanim (3.17) a (3.16a) dostaneme
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Soustavu (3.15) miZzeme nyni zapsat takto:

(ap—b)h —ak+A =0,
aqgh — bk + B = 0.

(3.18)

Vyiesenim této soustavy ziskdme &isla h, k a kvadraticky trojélen Di(x) = 22 +
(p + h)x + q + k, jehoz kofeny jsou aproximaci kofenti z, Z polynomu P. Postup
opakujeme. Jako kriterium pro zastaveni vypoctu lze zvolit: |h| < €|p|, |k| < €|q|,
€ > 0 zadana piesnost. Na zavér této kapitoly uvedeme zobecnéné Hornerovo
schéma pro vypocet hodnot A, B, a, b.

Zobecnéné Hornerovo schema.

Je dan polynom P(z) = agz™ + ... + a,, a aproximace kvadratického trojélenu
D(z) = 2% + px + q. Hodnoty A, B, a, b vypo¢itdime zobecnénym Hornerovym
schematem. Vypocet lze usporadat do tabulky:

ap a1 ag - Ap—3 Ap—2 An—1 Ay,
—p —pbo  —pb1 ... —pbp—4 —pbp—3 —pbp_2
—q —qbo ... —qbp—5 —qbp_a  —qbn_3 —qbn_2
bo by bo - b3 bp—_o A B
-p —pco  —pc1 ... —PCn-4
—q —qCco ... —QqCh-5 —(qCpn—g
Co c1 Co a b

Zde Q(x) = box" "2 + ...+ by_a,

bj = aj —pbj_1 — gbj_2, j=2,...,n—2

bo = ag

b1 = a1 — pbo

A=apn_1—pby2—qby_3

B=a, —qgb,_2
Dale

Qz) = D(x)R(x) +av + b,

kde R(z) = coz"* + ...+ cy—a. Koeficienty ¢;, a, b jsou uréeny obdobnym zpiiso-
bem jako koeficienty b;, A, B, a to:

4= —pcp_4 — qCn_5+by_3, b= —qcp_4+by_o,

Cj :bjprjflchj',Q, ]:2,777174

Priklad 3.7. Uzitim Bairstowovy metody naleznéte dvojici komplexné sdruzenych
kofenti polynomu
P(z) = 2* — 32 + 42 — 1.
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Reseni. Ze Sturmovy véty plyne, Ze polynom mé 2 realné a 2 komplexné sdruzené
kotfeny.

Za pocatecni aproximaci kvadratického trojélenu zvolme Dg(z) = 22 + z + 1,
ti.p=1,qg=1.

Aplikujme nyni zobecnéné Hornerovo schema:

1 0 -3 4 -1
-1 -1 1 3
-1 -1 1
1 -1 -3 8
-1 -1
-1 -1
1 -2 —4

Odtud plyne, 7e A =8, B =2, a = —2, b = —4. Odpovidajici systém rovnic (3.18)
je tvaru

2h+2k+8=0
—2h+4k+2 =0.

Odtud h = —7/3, k = —5/3 a tedy novy kvadraticky trojclen je tvaru
Di(x) =2+ (1-Dz+(1-2)=a?— 22— 2.

Nyni vypocet opakujeme s timto kvadratickym trojélenem. Koeficienty kvadratic-
kych troj¢lent jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Pk qk
k=0] 1 1
k=1]|-4/3 —2/3

=2 | —2,283000949 2,1946816134

k=3 —-2,03645296288 1,53678222972

k=8| —-1,90640113643838 | 1,3662797903433
k=9 —-1,90640113643838 | 1,3662797903433

Aproximace 8, 9 ukazuji, ze vypocet je stabilizovan, nebot absolutni hodnota roz-
dilu dvou po sobé jdoucich aproximaci je zanedbatelné. Za aproximaci dvojclenu
lze vzit

D(x) ~ x* — 1,90640113643838x + 1,3662797903433.

Kofteny tohoto dvojc¢lenu jsou

&1,2 = 0,95320056821919 £ 0,67652677240516i.
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Cviceni ke kapitole 3

1. Pomoci Hornerova schematu vypoététe hodnotu P(«a), P'(«) a P"”(«) pro
polynom P(z) =22% — 2 + 322+ —Haa =2.

2. Uzitim zobecnéného Hornerova algoritmu vypoctéte hodnotu polynomu z pti-
kladu 1 v bodé z =1 +1i.
(ReSeni: P(1+1i) = -8 —1i.)

3. Je déna rovnice 323 —x — 1 = 0. Uréete interval, ve kterém lezi kladny kofen
této rovnice.

4. Uzitim Sturmovy véty urcete pocet redlnych korenti polynomu

a) P(z) = 2* — 4z + 1 (2 realné koteny: & € [0,1], & € [1,2]),
b) P(z) = a3 + 32? — 1 (3 realné kofeny: & € [0,1], & € [—1,0], & €
[—3,-2]).

5. Sestrojte Sturmovu posloupnost pro polynom
P(z) = 2% +32% — 1

a urcete pocet redlnych korenti tohoto polynomu. Ukazte, ze vSechny realné
kofeny lezi v intervalu [—3, 1] a najdéte intervaly, ve kterych lezi vzdy pravé
jeden kofen.

6. Pomoci Sturmovy véty urcete pocet realnych kotenti polynomu P(z) = 2% —

% + 3.
7. Uzitim zdvojené Newtonovy-Maehlyovy metody naleznéte kotfeny polynomu
P(z) = x3 + 322 — 1.
(Reseni: & = 0,532089, £, = —0,652706, {5 = —2,87938.)
8. Urcete realné a komplexni kofeny polynomu
P(z)=z*+22* — 2 - 3.
(Reseni: &; = 1,2412, & = —0,876053, &34 = —0,124035 + 1,74096i.)
9. Uzitim Bairstowovy metody naleznéte komplexni kofeny polynomu
P(z) = 2* +42* — 3z — 1.

(Reseni: &1 5 = —0,3111 + 2,1231i.)

Kontrolni otazky ke kapitole 3
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1. Plati véta 3.1 i pro polynomy s komplexnimi koeficienty?

2. Bylo by moZzné pouzit zdvojenou Newtonovu metodu v pfipadé n = 2 a
&1 = & (viz predpoklady véty 3.6)7

3. Co by se mohlo stat, pokud by pfi pouziti zdvojené Newtonovy metody nebyl
splnén predpoklad, Zze vSechny kofeny jsou realné?

4. Lze pouzit Maehlyovu metodu pro polynom s vicendsobnymi kofeny?

5. Jak se da& pouzit princip Maehlyovy metody v piipadé, Zze polynom méa kom-
plexni kofeny?
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Kapitola 4

Primé metody reseni
systémi linearnich rovnic

Nyni se budeme zabyvat metodami pro feSeni systému linearnich rovnic

aixp - Qip T
Az = b, A= , b= . (4.1)
an1 crr Opn Tn
Piedpokladéme, Ze A je redlna ¢tvercova matice fadu n (A € M,,), b je redlny
vektor. Je-li matice A reguldrni, ma systém (4.1) jediné feseni x*:
x*=A"'b (4.2)
V této kapitole se budeme zabyvat pfimymi metodami FeSeni systému (4.1), tj.
metodami, jejichz aplikaci ziskdme pfesné feseni x* po konecném poctu krokt za
predpokladu, ze vsSechny aritmetické operace provadime presné a vstupni udaje
jsou dany presné. Pti vySetfovani téchto metod se budeme také zabyvat otazkou,
kolik aritmetickych operaci je tfeba pro realizaci vypoctu uzitim dané metody.
Jelikoz vypocty provadime v disledku zéapisa ¢isel v pocitaci pouze s pribliznymi
¢isly a zaokrouhlujeme béhem vypoctu, budeme vénovat také pozornost presnosti
nalezeného FeSeni uzitim dané metody — to jsou tzv. a priori odhady.

§ 4.1. Systémy linearnich rovnic

Pripomenme nyni zakladni poznatky z linearni algebry.

Matici tvaru
air - Gin | by

a1 -+ G2 | b2

(Alb)=| " (43)

Gn1 ot Onp bn
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nazyvame rozsitenou matici systému (4.1).

Definice 4.1. Systém (4.1) se nazyvé feditelny (resp. neresitelny), jestlize existuje
alespoii jedno (resp. neexistuje zadné) feSeni.

Véta 4.1. (Frobenius). Systém linedrnich rovnic (4.1) je fesitelny prdvé tehdy,
kdyz hodnost matice A je rovna hodnosti rozsifené matice systému (A | b).

Definice 4.2. Matice R € M,,, R = (r45), se nazyva horni trojuhelnikovd matice,
jestlize r;; = 0 pro i > j.

Matice R € M,, R = (r;;), se nazyva dolni trojuhelnikovd matice, jestlize
r;; = 0 pro i < j.

Definice 4.3. Matice A € M,, se nazyva pdsovd, jestlize existuji prirozena Cisla
D, g, 1 < p, ¢ < n takovd, Ze a;; = 0, jestlize i +p < j nebo j + g < i. Sitka pasu
w=p+q—1.

Poznamka 1. Pro p = ¢ = 2 se pasova matice nazyva tiidiagondlni a je tvaru
a1 alp 0 - e 0
a1 @22 az3

0 a3 as3

0

An—-1,n—1 Qn—1,n

0 E— .. 0 an,n—l Qnn

Definice 4.4. Matice A € M, se nazyva ryze 7adkové diagondiné dominantnt,
jestlize
n

|aii| > Z |aij|, 1=1,...,n. (4.4)
j=1
J#i
Véta 4.2. Jestlize A € M,, je ryze tddkové diagondlné dominantni, je requldrni.

Dtkaz. Predpokladejme, Ze A neni regularni. Pak systém Ax = o ma netrividlni
feSeni & = (v1,...,2,)7. Necht |z3| =  max |z;|. Podle pfedpokladu je xj # 0.
<i <n

Nyni, i-ta rovnice systému Ax = o je tvaru

n
E aij:rj = 0
Jj=1

a k-ta rovnice mize byt zapsana ve tvaru

n

apETr + E AT = 0,
Jj=1
J#k
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tj.

n
2 : Lj
Ak =— — Qfj—-
- Tk
Jj=1
J#k
Prechodem k absolutnim hodnotam dostaneme

n n

N
il < Yl < Y

j=1 j=1
j#k j#k
coz je spor s piedpokladem (4.4). Matice A musi tedy byt regulérni. ]

Definice 4.5. Symetricka matice A € M,, se nazyva pozitivné definitni, jestlize
2T Ax > 0 pro kazdy nenulov§ vektor € R™.

Véta 4.3. Pozitivné definitni matice je requldrni.

Dukaz. Predpokladejme, Ze A je singularni, tzn. Ze systém Ax = o mé netrividlni
feseni ' # 0, Az’ = o. Pro tento vektor =’ plati 2’7 Az’ = 0, coz je spor s pozitivni
definitnosti matice A a tedy A je regularni. a

Vétsina vypocetnich algoritm@ numerické linedrni algebry mé spole¢nou zéa-
kladni strukturu, kterou lze popsat takto:

1. Dany problém se prevede na ,redukovany“ problém.
2. Resi se tento redukovany problém pii vyuziti jeho specidlni struktury.
3. Reseni ptivodniho problému se zpétné ziska z feseni redukovaného problému.

Umluva. V celé této kapitole budeme predpokladat, ze A € M,,. Tuto skutecnost
nebudeme zdtraznovat, pokud nemuze dojit k nedorozumeéni.

§ 4.2. Gaussova eliminaéni metoda

Nejznaméjsi pfimou metodou pro feseni systému linedrnich rovnic je Gaussova eli-
minac¢ni metoda ,,GEM“, kterou lze rovnéz zahrnout do vyse uvedené tfidy algo-
ritmt. Hlavni myslenka této metody spociva v pfevedeni daného systému Ax = b
vhodnymi ekvivalentnimi tpravami na systém Rx = c¢ s horni trojihelnikovou
matici R, tj. problém se pifevede na redukovany problém. Této etapé rikdme primy
chod. Tento systém ma stejné feSeni jako puvodni systém Ax = b a jeho FeSeni
lze snadno ziskat zpé&tnou substituci (za predpokladu r;; #0,i=1,...,n):

n
Ci— Y, TikTk
k=it1 .
rp=—" i=n,n—1,...,1 (4.5)
Tii

Jelikoz systém Rx = c fesime od posledni rovnice, fika se této etapé zpétny chod.
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V prvém kroku algoritmu se vhodny nasobek prvni rovnice odecita od zbyvaji-
cich n—1 rovnic tak, aby koeficienty u x; ve zbyvajicich rovnicich byly rovny nule;
tedy x1 zustava pouze v prvni rovnici. Tento postup je mozny pouze za predpo-
kladu, Ze a1 # 0. Splnéni tohoto predpokladu lze dosdhnout vhodnou vyménou
rovnic, tj. nalezenim alespon jednoho prvku a;; # 0.

Uvedeny postup lze vhodné zapsat pomoci maticovych operaci aplikovanych
na matici

a1 - Gip | b

az1 -+ Gan | b2
(A]b) =

an1 s Qpp bn

Prvni krok GEM vede na matici (A’ | b") tvaru

! i ! /

ap ayp ccoay, | b

i i /

P 0 ay - ag, | by
(A1) =

! i /

0 Apa  *° Qpp bn

a tento krok muzeme formalné popsat takto:
(a) Uréi prvek a,1 # 0, r =1,2,...,n, a pokrac¢uj krokem (b);
jestlize zadné takové r neexistuje, nelze pokracovat.

(b) Vyméiil prvni a r-ty fadek matice (A | b). Vysledkem je
matice (A | b).

(¢) Proi=2,3,...,n, odeéti ndsobek (4.6)

a1

lin = =
a11

prvniho fadku od i-tého fadku matice (A | b). Vysledkem
je matice (A’ | b').

Cisla l;; se nazyvaji multiplikdtory. Prvek a,; se nazjva hlavnim prvkem nebo
také pivotem.

Zapisme tento postup uzitim maticového nasobeni:

(A|B)=P(A|b), (A |b)=Gi(A,b) =GP (Ab), (4.7)
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kde P; je permutacéni matice a G je dolni trojihelnikova matice (P1,G1 € M,,):

0 1
1 1 0
—l91 1
pP=1 1 0 --- ; Gy = :
1 1y 0 -1

Pii nasobeni permutacni matici P; se vyméni prvni a r-ty fadek matice A. Prvky
permutacéni matice P; jsou dany vztahy p;; = 1,0 # 1,r, p1, =1, p,1 =1, p11 =0,
Drr = 0, p;; = 0 pro ostatni 7, j.

Matice G se nazyva Frobeniova matice. Matice P, G1 jsou regularni a plati

1 0
=P, apt loq
l,i O 1

v . 7w 7 / s s v v ’ v
Je ziejmé, Ze systémy Ax = b, A’x = b’ maji stejné feseni. Je totiz:

Ax* =0b = G1P1AIB* = A/:B* = b/ = G1P1b

*

Az=V = P'Gi'Az=Az=b=P'G{'Y = =z=2z"

Po prvnim elimina¢nim kroku je vysledna matice (A’ | ') tvaru

b
b I

kde A je ¢tvercova matice fadu n — 1. Nyni aplikujeme vySe uvedeny algoritmus
(4.6) na systém (A | b) a postup pak opét opakujeme. Oznacime-li (A1) | b)) =
(A|b), (A" | b) = (A® | b?) atd., lze uvedenou proceduru zapsat takto:

PR a/ll aiT
wie = (B

(A b)) =AY M) = (4@ | pP) = .. = (A b)) = (R |e), (4.8)

kde R je pozadovand horni trojihelnikova matice. Matice (A® | b®)) v této
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posloupnosti je tvaru

X X X X | X
0 x X X X | X
0 X X X X
(A(k)|b(k)): 0 - i 0 X e o ox|x =
0O --- -+ 0 X e e X | X
k k k
_ A§1) Agz) bg) 4.9
(k) (k) : (4.9)
O Asy by

Matice Aﬁ) je horni trojihelnikové matice ¥adu (k — 1), (k > 2). Piechod (A®) |
b*)) — (AK+D) | DY gpocivé v aplikaci algoritmu (4.6) na matici (Ag;) | bgk)),
coz je matice typu (n—k+ 1) x (n — k4 2). Prvky matic Aﬁ), Agg) a vektoru bgk)
se pri této transformaci neméni. Stejné jako v prvnim kroku lze tuto transformaci
vyjadiit maticoveé

(AW | bRy = G, Pj(AF=D | kD) (4.10)
(R,C) :anlpnfl...Glpl(A | b) (411)
s odpovidajicimi permuta¢nimi maticemi Py a Frobeniovymi maticemi Gy tvaru
1 e 0
Gi = !
g1,k
0 —lnk 1
Zde opét Cisla l;, i = k + 1,...,n se nazyvaji multiplikdatory.

GEM rovnéz dava velmi dilezity vysledek:

Véta 4.4. Jestlize GEM lze provést bez vymeény tadku, pak matici A lze rozloZit
na soucin dolni a horni trojuhelnikové matice

A = LR, (4.12)

kde matice R = (ri;), L = (I;5) jsou definovdny takto:

rg=q %0 1=bed (4.13)
, t=j+1,54+2,....n
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a
0, i=1,2,... 51, j>2
=41, i=j, j=1....n (4.14)
a(j)/a(j) i=7+1 n
Z] 117 j AR )

lij jsou piislusné multiplikdtory dané algoritmem (4.6).
Dukaz. Jestlize neménime potadi fadku, je P, = P, = ... = P,_1 = E. Nyni
z (4.10) a (4.11) plyne, zZe

R=Gp_1...G1A,

a tedy
GGyt .G L R= A (4.15)
Dale
1 0
-1 1
Gj
lit1,
0 lnj 1
Odtud je zfejmé, ze
1 0
G—l G—l _ 121
1 b1 = .
lnl e ln,nfl 1

Z algoritmu (4.6) plyne, ze prvky matice R jsou dény vztahy (4.13). PoloZime-li
nyni L =Gy'...G 1, plyne ze (4.15) tvrzeni véty. a

Poznamka 2. Jestlize GEM nelze provést bez vymeény radkd, definuje tento al-
goritmus rozklad matice PA:
PA=LR, (4.16)

kde P = Pnflpn,Q e Pl.

Pri praktickém vypocCtu ovSem nevime predem, které radky budeme muset

vymeénit, takZe neni mozné urcit soucin PA a pak provést rozklad. Rozklad je
ovSem mozné provést pomoci nasledujici avahy:
Necht naptiklad je tfeba pfi vypoctu vyménit k-ty a j-ty rfadek, k& < j. Pokud
bychom to védéli pfedem a provedli vyménu pred zacatkem vlastni GEM, pak
v matici A, by byly oproti sou¢asnému stavu vyménény celé fadky k-ty a j-ty,
v matici obsahujici mezivysledek pro vypocet L by byly vyménény jen spocitané
Casti obou fadkd, tedy sloupce 1, ..., k—1. Mizeme tedy provést piislusné vymeény
a zaznamenat si, které radky byly vyménény.
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Pro toto zaznamenéni neni potfeba pracovat s celymi permuta¢nimi maticemi,
ale sta¢{ tzv. permutacni vektor p. Na zacatku vypoétu polozime p = (1,...,n)7
a pii vymeéné fadkid vyménime stejné fadky i ve vektoru p. Pak jeho i-ta slozka p;
udéavéa ptivodni ¢islo fadku matice A v matici PA. Tj. jestlize napiiklad po ukonceni
vypoctu je p = (3,5,1,4,2)7, pak matice PA v (4.16) je postupné tvotena tfetim,
patym, prvnim, ¢tvrtym a druhym Ffadkem matice A.

Trojthelnikovy rozklad (4.12) resp. (4.16) mé velky vyznam pro feSeni systémi
linedrnich rovnic. Jestlize zndme rozklad (4.16), pak systém Ax = b lze ihned Fesit
pro libovolny vektor b. Je totiz

PAx = LRx = Pb.
Reseni «* nyni najdeme Fesenim dvou systémii s trojihelnikov§mi maticemi:
Lu = Pb, Rx=u

za predpokladu 7;; # 0,7 = 1,...,n. Prvni systém mé dolni trojuhelnikovou matici
a Tfesime jej tedy od prvni rovnice, druhy systém mé horni trojihelnikovou matici
a feSime jej od posledni rovnice.

Podivejme se na pocet nasobeni a déleni pro pfimy chod GEM.

Podle algoritmu (4.6) je v prvnim kroku zapotfebi vypoéitat (n — 1) multipli-
katorti, coz znamend (n— 1) déleni. Kazdy prvek prvni rovnice véetné pravé strany
musi byt nasoben kazdym multiplikatorem, tzn. Ze v prvnim kroku je zapotiebi
celkem n — 1 +n(n —1) = (n — 1)(n + 1) nasobeni a déleni (ndsobicich operaci).
Na j-tém kroku se pak pozaduje (n — j) 4+ (n — j + 1)(n — j) nésobicich operaci.

Pripomenme nyni, Ze

o . m(m+1) N o m(m+1)(2m+ 1)

Pak celkovy pocet nasobicich operaci pro piimy chod je roven

n—1
. . 2n3 + 3n2% — 5n
> ) —j+2) = T

j=1

Podobné lze ukazat, ze pro zpétny chod, tj. pro feSeni systému Rx = c je zapotiebi

n2—|—n

1+i((n—j)+1): 5

nésobicich operaci. Celkovy pocet nasobicich operaci pro GEM je roven

213 + 3n2 — 5n n2+n_ n3+3n2—nwn3

6 2 3 ARER
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Obdobnym zptisobem lze spocitat pocet séitani a odéitani. Pocet téchto operaci

pro GEM je:

Je ziejmé, Ze pocet aritmetickych operaci velmi rychle roste s rostoucim n. Tento

2n3 + 3n2% — b5n N

6

7’L3

e

fakt ukazuje pro néktera n nésledujici tabulka ([4]):

n | nasobeni/déleni | s€itani/odé&itani

3 17 11

5 65 50
10 430 375
50 44150 42875
100 343300 338250

Zminime se nyni o problémech s vybérem pivott. Vidéli jsme, ze GEM selhava,
jestlize hlavni prvek je roven nule. V tomto pfipadé lze vyménit potadi rovnic. Ale
problematickéa situace nastava, jestlize néktery z pivott je blizky nule: v tomto pfi-
padé lze vypocet provést, ale ziskané vysledky mohou byt zcela chybné. Ilustrujme
tuto skute¢nost na zndmém piikladu Forsytha a Molera (viz [6]):

Priklad 4.1. Aplikujme GEM na matici

0,0001 1
L)

Multiplikator 97 = —1/10_4 = —10%. Matice
1 0
G= ( —10% 1 )

0,0001 1

1 0
AzR<0 —104>’ L<104 1)’

nebot 1 —10* ~ —10%. GEM definuje rozklad matice A na souéin matic L a R, coZ

je ale v tomto pripadé
0,0001 1
LR _( 00001 1 )

tedy tato matice se nerovnad matici A. Vysledek lze vysvétlit faktem, Zze prvek
a11(1) = 0,0001 je velmi maly, coZ m4 za nésledek velky multiplikdtor a pfi jeho
pouziti se prakticky vylouéi malé vstupni prvky (1 — 10* ~ —10%). Tomuto pro-
blému se muZeme vyhnout vyménou fadka matice A.

Uvazujme tedy matici
0 1 0,0001 1Y) _ (1 1
PlA_(1 0)(1 1)_(0,0001 1)
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a aplikujeme GEM na matici P;A. Nyni lo; = 1074,

1 0 1 1 11
RG1P1A<—10—4 1)(—10—4 1)<0 1)’

(1-107*=~1),

1 0 1 1

Tomuto postupu obecné fikdme Gaussova eliminace s ¢dstecnym vybérem hlav-
niho prvku (pivota). Tento postup spo¢ivd v tom, Ze v kazdém kroku vybirdme
v pfislusném sloupci prvek maximalni v absolutni hodnot€, tj. urcime p tak, aby

(k) _ (k)
|a'pk; | = k??gxn lag, |

a vyménime p-tou a k-tou rovnici.

Dalsi vhodnou modifikaci GEM je wuplng vybér pivota. Tato procedura znamena,

7e na j-tém kroku vybirdme prvek maximéalni v absolutni hodnoté ze submatice
(k) .
Ass’, .

a(k)

rs

Pak vylou¢ime nezndmou x5 pomoci r-té rovnice ze zbyvajicich (n— j) rovnic. Pro
provedeni 1. kroku této procedury je tfeba n? — 1 porovnani absolutnich hodnot
koeficientti. Druhy krok vyZzaduje (n—1)? — 1 porovnéani a celkovy pocet porovnani

je roven
n

9 ~ n(n—1)(2n +5)
> (1) = 5 .

k=2

Poznamka 3. Vyménu fadkt u GEM s ¢astenym vybérem pivota resp. fadkt
a sloupci u GEM s dplnym vybérem pivota lze realizovat opét prostiednictvim
permutacnich matic.

Priklad 4.2. Systém

201 + 490 — 13 = —H
r1 + 22 —3x3 = —9
41‘1 + X2 + 21‘3 = 9

feSte
1) GEM bez vybéru pivota,
2) GEM s ¢asteénym vybérem pivota.

Resent.
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1) GEM bez vybéru pivota:

(4 ) = (AW M) =

=2
2
0

Prvek a;y =2 = oy =1, I3

(A® | p@)

(2) _

o

Prvek azy = -1 = 31 =7.
2
(AP 6% =1 o
0

Nyni fesime systém Az = b®), tj.

-1
-3

-5
-9

4 —-1| =5
-7 4 19
4 —-1| =5
1 -g (-

201+ 4x9 —x3 = =5
5 13
—Xg — =3 = ——
2T 2
43 129
gy = =
2 2
Resime od posledni rovnice (zpétny chod):
$3:3, .%‘2:—1, 371—1
Matice L je v tomto pripadé tvaru:
1 00
_ 1
L=1 35 10
2 71
a matice R = A®)
2 4 -1
R=10 -1 -2
o o 2

Snadno se ovéri, ze A = LR.
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2) GEM s ¢asteénym vybérem pivota:

2 4 —-1|-5
(A b)=AY M= 1 1 —3]|-9
4 1 2 9

Je |asi| = max. |a;1] = vyménime 1. a 3. rovnici:

(Alb)= 1 1 -3|-9 |;

0 0 1
permutacni matice P, = 01 0
1 0 0
Hlavni pI'VGk a1 =4 = Iy = i, 131 = % Odtud
4 1 2 9
(2) 1 p@y — 3 7 45
(A7) =fo § -5|-%
7 19
0 5 2| —%
Jelikoz |a$y)| = max(|a$y)],|al}]), vyménime 2. a 3. ¥adek, tj. matici A(?

vynasobime permutac¢ni matici Ps, ktera je tvaru

1 0 0
P=|0o0 1],
01 0
tj.

4 1 2 9
2) | p2)y = 7 19
PBAY I8 )=0 I -—2|-1
3 7 45
0 5 —3|-%

Odpovidajici multiplikator I3, = % a vysledna matice

4 1 2 9

(3) | p®d)y —
AP =1 0 § 2| -1
0 0 -4 |1

14 14



§ 4.2. Gaussova eliminac¢ni metoda 105

Tento systém opét fesime od posledni rovnice a opét dostaneme:

$3:3, .%‘2:—1, 371:1.
Dale
0 0 1
PP = 1 0 0 |,
01 0
4 1 2
PBRPA=| 2 4 -1
1 1 -3

Snadno se ovéri, ze GEM definuje tento rozklad matice PA, P = Py P;:

PA=LR, kdeL = PP, (GoP2GP,)t,

a tedy
1 0 0 4 1 2
L= 3 1 0], R=[0 I -2
1 3 43
7 12 1 0 0 —17

Nyni se jesté zminime o aplikaci GEM na specidlni typy matic (dikazy viz
(4], [13]).
Véta 4.5.

a) Necht matice A je ryze ddkové diagondlné dominantni. Pak GEM lze provést
bez vymeny radki a sloupci.

b) Necht matice A je pozitivné definitni. Pak GEM lze provést bez vymeény fadki
a sloupci.

Za predpokladu, Ze vSechny pivoty ag;), k=1,...,n, jsou rizné od nuly, GEM
definuje rozklad matice A na souc¢in dolni a horni trojiuhelnikové matice A = LR
(fikdme, Ze se jednd o LR rozklad nebo LR faktorizaci). Z algoritmu GEM je
ziejmé, Ze tento pfimy rozklad nemusi existovat dokonce i pro velmi jednoduché
matice. Zabyvejme se nyni otdzkou, kdy lze takovy pfimy rozklad provést.

Vé&ta 4.6. Necht viechny hlavni minory matice A € M,, jsou rizné od nuly, tj.

ail a2
az1 a2

a1 # 0, #0, ,det A #0.

Pak matici A lze rozloZit na soucin dolni a horni trojuhelnikové matice.
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Dukaz. (indukci) Je-li n = 1 a prvek a;; # 0, je jasné, Ze tvrzeni véty plati,
nebot existuji nenulovd ¢isla 11, b1y tak, ze a11 = c11b11, tj. A = CB, C = (c11),
B = (b11).

Nechf nyni podle indukéniho predpokladu tvrzeni plati pro matici A,,_1 €
M, _1 a dokdzeme, Ze plati i pro matici A € M,,.

Matici A, _1 lze tedy vyjadfit ve tvaru A,,_1 = Cp_1Bp_1, kde Cp,_1 je dolni
trojuhelnikova matice a B, _1 je horni trojihelnikovd matice. Matici A zapiSeme
blokoveé takto:

A1n
a2n
An—l . Anfl u
A = : = T )
. v Ann
An—1,n
ap1  *°° Anpn-—1 Ann

kde vektory u, v jsou vektory dimenze n — 1. Hledejme nyni matice C, B, A = CB,
rovnéz v blokovém tvaru:

_ Cn—l o _ Bn—l Yy
¢= < T e )’ B = ol by /)
Zde x,y jsou neznamé vektory rddu n — 1 a by, Cny jsou nezndmé prvky matic
B, C. Podle pravidla o nasobeni blokové danych matic dostavame z rovnice A =

CB:
Anfl u Cnlenfl Cnfly
= ) 4.17
( UT Ann ) ( mTanl mTy + Cnnbnn ( )
Podle predpokladu je matice A,,_; regularni a tedy jsou regularni i matice C,_1,
By,—1. Porovname-li ve vztahu (4.17) prvky v odpovidajicich pozicich, dostaneme:

Anfl = Cnlenfl
Cnfly =u
wTBn—l — ’UT (418)

T —
-y + Cnnbnn = Gnn

Ze vztaht (4.18) lze ur¢it vektory @,y a ¢isla cun, bpn, z nichz jedno lze volit
libovolné (# 0). To znamend, Ze existuje dolni trojihelnikovd matice C' a horni
trojuhelnikova matice B tak, ze A = CB. a

Poznamka 4. PiedepiSeme-li matici C diagonalni prvky rovny 1, je rozklad jedno-
znacny. Na druhé strané, GEM bez vybéru pivota rovnéz definuje rozklad A = LR.
Odtud plyne, ze L = C, R = B. Odtud plyne, Ze neexistence primého rozkladu
matice a selhani GEM bez vybéru pivota se d4 objasnit stejnymi pri¢inami.

Priklad 4.3. Je dana matice A:

A =

=N =
(G2 ETEN )
N~ W
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Pokusme se matici A rozloZit na sou¢in C'B. Porovnénim prvkd v pozici (i, 7)
matice A a prvkl v pozici (i,7) matice CB dostaneme (pfedpokladdme c;; = 1,
i=1,...,n)

1 =011 | 2=cobu = c21 =2
2 =0b1a | 4 = ca1b1a + b2 bao =0
3=0biz3 | 1 =cobiz+by = bz =-5

4

c31 =4
nelze urcit czz, nebot bay = 0.

4 = c31b11
5 = c31b12 + c32b22
2 = c31b13 + c32b23 + b33

4

Odtud
1 0 0 1 2 3
C = 2 1 0 B = 0 0 -5
4 7
, . , 2
Rozklad neni mozny, nebot ‘ 9 4 ‘ =0.

V piikladé 4.2 v ¢asti 1) byl proveden piimy rozklad matice na soucin horni
a dolni trojuhelnikové matice. Pokud bychom chtéli udélat rozklad

2 4 -1 lii 0 0 Uil U1z U13
1 1 73 = 121 122 0 = O U22 U223
4 1 2 l31 l32 l33 0 0 Uuss

porovnanim jednotlivych prvki, dostaneme soustavu rovnic:

lhiun = 2 loyuir = 1 lziunn = 4
liiuie = 4 laruis +looup = 1 l31u12 +l32u22 = 1
liyuiz = =1 la1uiz +laouzs = —3  Il31u13 +I32u23 +l33u33 = 2

Mame 9 rovnic pro 12 nezndmych, feseni tedy neni urcéeno jednoznacné. Rozklad
vypocteny v prikladé 4.2 bychom dostali volbou l1; = log =33 = 1.

I kdyz GEM definuje rozklad matice na soucin trojuhelnikovych matic, je nékdy
vhodné mit k dispozici algoritmus, ktery tuto faktorizaci provede pfimo. Tento
postup je vhodny zejména v pripadech, kdy je tfeba fesit vice systémi s toutéz
matici A, (viz [4], [13]).

§ 4.3. Systémy se specialnimi maticemi

Piedchozi véty lze s vyhodou uzit i v pfipadech, kdy matice A mé specidlni struk-
turu a predpokladat specialni tvar rozkladu matice.
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Véta 4.7. Necht matice A € M,, je symetrickd a spliiuje predpoklady predchozi
véty. Pak existuje takovd horni trojihelnikovd matice T € M,,, e A=TTT.

Dukaz. Podle pfedchozi véty existuje rozklad A = CB. Necht ¢;; = 1,i=1,...,n
a rozklad je tedy jednoznacny. Nech_t’ D je diagonalni matice s prvky d;; = by,
i=1,...,n, na diagonale. Polozme B = D! B. Pak A lze zapsat ve tvaru

A =CDB.
Zde B je horni trojihelnikova matice s jednickami na diagonale. Déle plati
A =AT = (cDB)" = B*DCT.

BT je dolni trojthelnikova matice s jednickami na diagonale, DC7 je horni troj-
thelnikova matice. Z jednoznac¢nosti rozkladu plyne:

BT =, DCT = B.
Nyni polozime ~
T =VDB,
kde vD je diagonélni matice s prvky v/d;; = Vb, © = 1,...,n, na diagonale.
Nyni ~ ~ ~ ~
77T = B"VDVDB = BTDB = A.
Dostali jsme pozadovany rozklad matice A. O

Dusledek. Necht T' je matice uvedend v predchozi vété. Prvky této matice jsou
uréeny vztahy:

t11 = /a1l

aij .
ﬁlj:—, _722,...,77,

1—1
aii *Zti’, i=2,...,n (4.19)
=1

1 i—1 ' ‘
tij = t_ (aij — Ztlitlj> pro j > 1
i =1

pro ¢ > j.

~
<
I

o

Dikaz plyne ihned porovnanim odpovidajicich prvka ve vztahu A = T7T.
Uvedena metoda se nazyva metoda Choleského nebo také metoda druhych

odmocnin.

Poznamka 5. Je-li A pozitivné definitni matice, probihd vypocet bez komplikaci.
V tomto pfipadé jsou vSechny prvky matice T" redlné. Obecné muze mit matice T
ryze imaginarni prvky. Tyto prvky se vyskytuji v celém fadku matice a pti dalsim
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vypoctu se imaginarni jednotky vyrusi. Tento rozklad vede opét na feseni dvou
systémi s trojihelnikovymi maticemi:

Tz =b, Tx = z.
Pocet nésobicich operaci Choleského metody je piiblizné n3/6; pfitom je tieba
jesté vycislit n druhych odmocnin.
Priklad 4.4. Choleského metodou feste systém
Ty + 2209 — 23 =1

21 + 220 + 423 = 3
—x1 + 4x0 + 8x3 = 6.

Resend. Najdeme rozklad matice A ve tvaru 77T = A. Prvky matice T' vypocteme
ze vztahi (4.19).

=1 ti2=2, tiz3=-1,

tag = \/az — 13, = iV/2,

1 .
tog = — (ag3 — tigt12) = —i3v/2,
tao

t33 = 4/ Aa33 — (t%?, + t%s) = 5.

Matice je tvaru

1 2 -1
T=| 0 ivV2 —i3V/2
0 0 5
Nyni fesime T7z = b, tj.
1 0 0 Z1 1
2 iv2 0 2z | =1 3
-1 —i3v2 5 23 6

Reseni tohoto systému je vektor z = (1, —iv/2/2,2)7. Nyni fesime Tz = 2z

12 -1 T 1
0 iv2 —i3v2 z | = —iv2/2
0 0 5 3 2

Reseni tohoto systému (a tedy i feseni daného systému) je vektor

x=(0,75.5)"

[SHIN)

Pfimy rozklad matice na soucin trojuhelnikovych matic lze také pouZzit pro
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tfidiagonéalni matice. Uvazujme tfidiagonalni matici A:

a11 Q12 0 0
a1 a2 Gg3 0
A = 0
an—1,n
0 e 0 an on—1 Ann

Hledejme rozklad matice A ve tvaru: A = LU

lll 0 Ce 0
lop la O e 0
L= 0 32 a3 : )
. . 0
0 0 ln,n—l lnn
(4.20)
1 U12 0 0
0 1 u23 0
U =
1 Un—1,n
0 0 1

Je t¥eba urc¢it (2n — 1) prvkd matice L a (n — 1) prvkid matice U, tedy celkem
(3n — 2) prvka. Tyto prvky lze uréit z nasledujicich rovnic:

ai; =l

ai i1 =1lii1, i=2,3,...,n (4.21)
@i = liji—ui—1 +lii, 1=2,3,...,n ’
@iit1 = LisWi iv1, 1=1,2,...,n—1.

Tyto rovnice se snadno ziskaji porovnanim prvka matice A s odpovidajicimi prvky
souc¢inu LU. Uvedena metoda se nazyva Croutova.

Véta 4.8. Necht A € M, je tridiagondini matice s vlastnostmi:

@i i—10i4+1 7 0, 1=2,3,...,n—1,
|a11| > |asz], Lo
laiil > laiia| + laiis], i=2,...,n—1, A mgfkove (/izagonalne
dominantni
|ann| > |an,n—1|-
Pak matice A je reguldrni a hodnoty l;, i = 1,...,n, vypoctené ze vztahi (4.21)

jsou ruzné od nuly.

Dikaz viz [4].
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Dusledek. Jsou-li spinény predpoklady véty 4.8, lze matici A rozloZit na soucin
dolni a hornt trojuhelnikové matice tvaru (4.20).

Poznamka 6. Pocet nasobicich operaci pro realizaci Croutovy metody je (5n—4),
pocet séitacich operaci (3n — 3).

Jestlize matici A vyjadiime ve tvaru A = LU, pak systém Ax = b lze opét
jednoduse resit takto:

Ly = b

Az =b = {Ua: _—

Priklad 4.5. Croutovou metodou feste systém

21‘1 — X2 =

r1 + 4w + 3 =
:L'2+3£L’372£L’4:7

21‘3 - 3134 ==

GUN = O s

Reseni. Podle vztahii (4.21) uréime prvky matic L a U:

@12

=1 hi=a1=2, up=-—=-1
b1
=2 lyg = age — lyuis =4 —1(—3) = 3
o1 =ag =1
Uom — azz 1 2
8= =353
laa 3
i=3 lsg =asy =1, ls3=ass—lspugs=3—1.2 =2
as4 2 18
Uy = — = — 55 = —35
ls3 5
1 =4 l43:a43:2, l44:a44*l43u34:7372(7%):7%
Matice L a U jsou tvaru
2 0 0 0 1 -1 0 o
9 2
P BT B ool o1 3o
25 ’ 18
o 1 2 9 0 R
o o 2 -2 0o 0 0 1
Nyni fesime systém Ly = b. ReSenim je vektor y = (2, %, f%, f%)T. Nyni fesime

systém Uz = y. ReSenim tohoto systému, a tedy i daného systému, je vektor

w= (4,59

§ 4.4. Vypocet inverzni matice a determinantu

S problémem FeSeni systému Axz = b souvisi také problémy vypoctu inverzni ma-
tice a determinantu matice.
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Vypocet inverzni matice k matici A je ekvivalentni feSeni systému
AX = F,

kde X = A™! E je jednotkovd matice. Necht X = (z;;). Pak fesit systém AX = F
znamena tesit n systémi tvaru

11 1 T12 0 Zin 0
Ta1 0 oo 1 Ton O

A = , A = - A = ,
Tnl 0 Tpo 0 Tnn 1

tj. feSime n systému s toutéz matici A a s riznymi pravymi stranami. K feSeni
téchto systému lze uzit nékteré z jiz uvedenych pfimych metod (napf. GEM).

Priklad 4.6. Uzitim GEM naleznéte matici inverzni k matici

2 -7 4
A= 1 9 —6
-3 8 5

Resend. Resit systém AX = F, kde X = (z;;) je inverzni matice, znamen4 Fesit n
systému vzdy s toutéz matici A. Postup pfi aplikaci GEM zapiSeme do tabulky:

a1 aio ai3 b b> b’
2 -7 4 1 0 0
1 9 -6 0 1 0
-3 8 5 0 0 1
2 -7 4 1 0 0
0 3 -8 -1 1 0
0 -2 1 3 0 1
2 -7 4 1 0 0
0 3 -8 -3 1 0
o o # ozt

Prvky inverzni matice X = (z;;) ziskdme FeSenim systému rovnic

2 —7 4 11 1
0 % —8 T21 = 7% 5



§ 4.4. Vypocet inverzni matice a determinantu 113

2 -7 4 12 0
0 22—5 —8 X292 = 1 5
0 0 % I32 1
2 77 4 xr13 O
0 2 -8 zo3 | =] 0
0 0 4—57 I33 1
Vyslednéd matice je tvaru
1 93 67 6
X:A*lzﬁ 13 22 16
35 5 25

Je tfeba poznamenat, ze vypocet inverzni matice je tfikrat ,drazsi“ nez feSeni
systému Ax = b. Z téchto divodi je vhodné se ,vyhnout® pfimému vypoctu
A~ kdykoliv je to mozné. Linearni systém bychom nikdy neméli fesit explicitnim
vypoctem inverzni matice.

Pro zajimavost uvedeme jesté dva uzite¢né vzorce pro vypocet inverze matice
B, kter4 se ponékud lisi od matice A ([6]):

1. Shermantiv-Morrisoniv vzorec. Necht u, v jsou vektory, A € M, je reguldrni
matice. Pak

(A—uvT) =471 oA tuwT A7Y),

kde
1

“= (1—vTA1u)’

za predpokladu vT A~ tu # 1.

2. Woodburyho vzorec. Necht A, U,V € M,,,
(A-UvhHt=A" A7 'U(E-vTAT U vl A

za predpokladu, ze E — VT A71U je regularni.
Poznamka 7. Tyto rovnice ukazuji, jak lze vypoditat inverzni matici k matici
A —uvT, resp. A —UVT bez explicitniho vipoétu této inverzni matice, zname-li
matici A~

Piiklad 4.7. Je dana matice A € M,, a matice k nf inverzni A=1 € M,,:

11 1 -3 -1 1
A= 2 4 5 a Al= 14 2 -3
6 7 8 -10 -1 2
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Necht u = v = (1,0,0)”. Odtud

Nyni

[\CI (S, CTEN BN [V

N[ NI =

(A7 oA tuwT A = (A —wv”) 7! =

ST SN R

Poznamka 8. Vime, ze GEM bez vybéru hlavniho prvku definuje rozklad matice
A ve tvaru

A=LR,

kde L je dolni trojuhelnikova matice s 1 na diagonale, R je horni trojihelnikova
matice. Z tohoto vztahu plyne ihned vzorec pro vypocet determinantu matice A,
nebot

det A=det Ldet R =detU = Hag).

=1

Vypocet pomoci GEM s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku vede na rozklad
PA=LR,

kde det P = (—1)", r je pocet vymén fadk béhem vypoctu. Odtud
)

det PA=(-1)"det A= Ha@
i=1

neboli

§ 4.5. Metody zaloZené na minimalizaci kvadratické formy

V tomto odstavci se budeme zabyvat metodami, které jsou zalozeny na mini-
malizaci kvadratické funkce, jejimz jedinym minimem je feSeni rovnice Ax = b.
Budeme predpokladat, ze matice A je symetricka a pozitivné definitni.
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Véta 4.9. Jestlize A je pozitivné definitni matice, pak tTeSeni systému Ax = b je
ekvivalentni minimalizaci kvadratické funkce

Qx) = %mTAa: —zTb. (4.22)

Tato kvadratickd funkce mda jediné minimum, kterého nabyvd v TeSeni systému
Az =b, tj. pro x* = A~ 'b.

Dukaz. Jednozna¢nost minima plyne z pozitivni definitnosti matice A. Necht
x* = A7'b. Uvazujme rozdil Q(z* + Az) — Q(x*), kde Az # o. Pro tento rozdil
plati

Qz" + Ax) — Q(x™) = %(w* +Az)TA(x* + Azx) — (x* + Az)Tb -

1 1
— 5ga*TAa:* +2Th = §AmTAAw.

Matice A je pozitivné definitni a tudiz Ax” AAx > 0 pro Az # o. To znamena, ze
Q(x* + Az) — Q(x*) > 0, tj. Q(x* + Azx) > Q(x*), a tedy x* realizuje minimum
kvadratické funkce Q.

Necht nyni & realizuje minimum kvadratické funkce @). Necht dale v € R"
je libovolny vektor. Uvazujme vektory tvaru z = & + tv, t je realné ¢islo. Tyto
vektory lezi na pfimce vychézejici z &. Vypoctéme hodnotu funkce @ pro z. Je

Q@ + tv) = %(:@ + 0)TA®@ + 1) — (& + tv)Tb =
= %ATAQ& + %thAa‘c + %t:i:TAv -
+ %tszAv —#b" — tv"b.
Jelikoz A je pozitivné definitni, je #7 Av = vT A&. Odtud
Q(Z +tv) = %@TA.@ +tvl Az + %tQUTAv — &b —tvTb.

Funkce (Q mé minimum v bodé &, to znamena, Ze

dQ(Z + tv) _o
dt —
kde dO(5 4t
W = vl A% + tvT Az — v7b.
A odtud

v Az —0vTb =

vl (A% —b) =
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Vektor v je libovolny vektor z R™. Posledni vztah znamena, Zze vektor AZ — b je
ortogonalni ke vsem vektorim v € R" a odtud plyne, Zze AZ — b = o. Vektor &
tedy je feSenim systému Ax = b, a protoZe A je pozitivné definitni, je £ = «*. O
Duisledek. minQ(z) = Q(z*) = —1b" A~ 'b.

Dukaz. Q(z*) = f%m*TA x* — x*Tb, z* je presnym Fesenim systému Az = b,
a tedy Ax* = b, *T = bT A~!. Dosazenim do pfedchoziho vztahu ihned plyne
tvrzeni. O

Podivejme se nyni na geometrickou interpretaci hledani minima kvadratického
funkciondlu @ (viz [12], [18]). Necht x* je feSeni systému Az = b a necht = =

x* + s. Pak

1 1 1 1
Q)+ =2 "b=Z(x" +5)TA (x* +5)— (&" + )b+ 2" b= ESTAS.

2 2 2
Plocha {
S={s=(s1,..., sn)T|§sTAs = konst.}
je hyperelipsoid v proménnych s1,. .. ,s;,, se sttedem v s = o, tj. v &*. Tedy i rovnice

Q(x) = konst. pfedstavuje hyperelipsoid. Protoze A je pozitivné definitni existuje
ortogonalni matice P takovéa, ze matice

PTAP=D
je diagonélni matice s kladnymi vlastnimi ¢isly A\; matice A na diagonéle. Prove-

deme-li transformaci proménnych

z= PTS7 z= (217---7Zn)Ta

dostaneme

n
sTAs=2"Dz = Z izl

i=1
Odtud plyne, Ze hyperelipsoid ma své osy ve smérech z; a délky téchto os jsou
pfimo tmérné \/%, 1=1,...,n.

Tyto geometrické ivahy budeme nyni ilustrovat na jednoduchém ptikladeé.
Priklad 4.8. Uvazujme systém
21‘1 — T2 = 1
—I1 + 21‘2 =1 ,

jehoz piesné feseni je z* = (1,1)7.

1
Qx) = 5(2m? + 2:1:% —2x129) — (21 + X2)

Q)= 1.
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Rovnice elipsy je dana vztahem %STAS = ¢, ¢ = konstanta
Lo 2
5(251 + 255 — 25152) = c.

Obrazek 4.1 ukazuje tvar elipsy pro ¢ = 1.
Vlastni ¢isla matice A jsou A\; = 3, A2 = 1. Tedy rovnice pfislusné elipsy je

151 T

0.5

-1k

Obr. 4.1: Elipsa %(25% +2s% — 2s152) = 1.

Vlastni vektor p¥islusny vlastnimu é&slu A\; = 3 je tvaru (V) = %(71, nT

a vektor prislusny vlastnimu &slu Ag = 1 je () = %(1, 1T, takze

5(11)

Na obrézku 4.2 vidime prabéh kvadratického funkcionalu Q(x).

Obecné schema minimalizace funkce ) bude takové, Ze vybereme pocatecni
aproximaci &' a pak uréime x? tak, ze zvolime né&jaky smér v! a vzdalenost t; ve
sméru v!. Obecné pak

=k 0f, =12,

Vektory v* se nazyvaji smérové vektory.
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Obr. 4.2: Prubéh kvadratického funkcionalu Q(x), Q(z*) = —1

Popisme nyni jednu z metod tohoto typu, a to metodu nejvétsiho spdadu.

Necht ! € R” je poc¢ateéni aproximace presného feseni £* a polozme r! =
b— Ax!; vektor r! se nazyvé reziduovy vektor. Nasim cilem je najit takovy vektor
vt € R, |0l = ||A=' — b||, pro ktery

iQ(:):1 + tol) =maz, teR.

dt t=0
Geometricky lze tuto metodu vysvétlit takto:
x =x! +tv!, t € R, je piimka prochazejici body =! a v'. Kvadraticka funkce Q
je plocha v R™ a bodiim lezicim na uvedené pfimce odpovidé kfivka na této plose.
Nyni hedame takovy smér, tj. takovy vektor v!, ve kterém ma plocha nejvétsi
spad.

Vypoétéme hodnotu funkce @ pro body na piimce & = ' + tv:

1 1
Qz' +tv) = §m1TAm1 + " Azt —b) + §t2v1TAv1 —2'"b.

Dale L )
d t
w = vlT(A:I:1 -b)+ tol” Av? (4.23)
a pro t = 0 dostaneme
d 1 1 1T 1
—Q(x" +tv) =v (Az" - b).
dt 0

Pfi piedepsané normé bude skaldrni sou¢in maximalni v piipadé, ze v = Ax! —b.
1_ 1

To znamend, Ze ve sméru v —r* ma plocha @) nejvétsi spad.
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Nyni musime v tomto sméru najit takovy bod 2, pro kter§ @ nabyvi mi-
nimélni hodnoty. Budeme tedy hledat minimum kvadratické funkce Q(z! — tr!)
jedné proménné ¢. Ze vztahu dQ(z! — tr!)/dt = 0 plyne

P17yl + 1Al =0

.
1Tyl

riTArt’
Funkce Q(x! — tr!) je konvexni vzhledem k proménné ¢ a to znamend, %e v bodé
t1 se realizuje jediné minimum. Matice A je pozitivné definitni a ! # o, a tedy

t1 =

T - . .
r1” Ar! > 0. Dali aproximace je tvaru

1T 1
2 1 r.r 1

7”"
T
rlt Arl

Uvedena metoda se nazyva metoda nejvétsiho spadu a jeji algoritmus ma obecné

tvar:
ph Tk
xhtt =gk 4 TirlC . (4.24)
rk” Ark

Nyni odvodime diilezité vztahy mezi rezidudlnimi vektory r*. Z (4.24) plyne

kT pk
AxFtt = Axk + TiATk, rk =b— AxF
rk” Ark
a T
Tk
e
AzFtt — b= AxF — b+ TiATk, r* =b— AzF.
rk” Ark
Odtud
PRk
rhtl =k — Ark, Pk =b— Ax”
rk Apk
neboli

rFtl =k p g ArF .

k+1

Dale pro skaldrni soucin vektord r a ¥ plati

T T T
PRk = (0P Lt AR TP = R R R Ak =

T
R L
——
rk” Ark
coZ znamena, ze vektory r**1 a r* jsou ortogonalni.
Ukazeme, ze pro posloupnost generovanou metodou nejvétsiho spadu plati:

T
=r rFArk =0,

Q" < Q(a"), k=12...
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Pocitejme rozdil

k+1 k k TkT?“k k k
Q@) — Q") = @ [+ Tt | - Q) =
2
- rk*pk kT Ak _ kT pk kT +1 rk*pk KT gk
o kT prk kT pApk 2\ kT prk o
rk® Ar rk” Ar rk” Ar
kT K 1 kT ypk
= rTir 7“kT(A:13k—b)—&——TTiT7“]“TA7“]C =
rk’ Ark 2 pkt Apk
kT, K kT ky\2
r® or T 1,7 1(r" r
B NI R TG
rk* Ark 2 2 pkt Apk

S Q@) < Qb
Odtud také plyne konvergence metody nejvétsiho spadu (viz [18]).
Piiklad 4.9. Resme metodou nejvétsiho spadu systém

21‘1—1‘2 =1
1

—I1 + 21‘2

)

jehoz presné feseni je * = (1,1)T. Zvolme poc¢ateéni aproximaci ! = (0,1)7, je
Q(z') = 0. Pak

rl=b—Az' =(2,-1) a Pl =5, P AP = 14,

Dalsi aproximace x2 je tvaru

() A(5)-(5) -

Dale i )
r?=b— Ax® = (3/14,3/7)7, v* r? = or- 2 AP = o6
odtud
L3 57 N 45 (3/14\ _ ( 3\ . ( 0,89826
9/14 54 \ 3/7 1 1 ’
Q(x3) = —0,988518. Prvni tii iterace ukazuje obrazek 4.3 spolu s elipsami o rovnici

%(23% + 253 — 25182) = ¢, na nichz jednotlivé iterace lezi.

Nyni popiseme metodu znamou jako metodu sdruZenych gradienti. Tato me-
toda byla navrzena v roce 1952 Hestenesem a Stiefelem a nyni se velmi ¢asto uziva
pro feseni velkych a fidkych systému s pozitivné definitnimi maticemi. Z hlediska
teoretického je tato metoda primaé, ale pii praktické realizaci je to metoda iteracni.
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Obr. 4.3: Metoda nejvétsiho spadu

Tato metoda automaticky generuje smérové vektory. Smérovy vektor potiebny
v kazdém kroku se generuje predchazejicim krokem. Navic, smérové vektory v*
maji pozoruhodnou vlastnost:

v A =0, 0<j<k, k=1,2,....n—1 (4.25)

Tyto vektory jsou tedy ortogonalni vzhledem ke skaldrnimu souc¢inu x” Ay (ne-
boli jsou A-ortogondini). Smérové vektory v* spliiujici vyse uvedenou vlastnost se
nazyvaji sdruZené vektory.

Uvedme nyni hlavni kroky algoritmu metody sdruzenych gradienti:

krok 1. Vyber % a €, ¢ > 0 je pozadované presnost. Poloz v° = 0 = b — Ax”.
krok 2. Proi=0,1,2,3,...

w = Av’

a; = [[r|[3/ (0" w)

ol = 2 + 0

rtl =l — qw

Test pro konvergenci: Jestlize ||r*1||3 > &, pokracuj:

Bi = |lr 13/ 113

vitl = pitl 4 G

Pri absenci zaokrouhlovacich chyb dostaneme metodou sdruzenych gradientt



122 4. PRIME METODY RESENI SYSTEMU LINEARNICH ROVNIC

presné TesSeni nejvyse po n krocich. Lze rovnéz dokazat, ze

la* = @F|lz < fla* — a2,

coz znamena, ze teoreticky se chyba na kazdém kroku zmensuje.

Vzhledem k poctu aritmetickych operaci je tato metoda vhodna pro fidké ma-
tice. Je tfeba jeSté poznamenat, ze konvergence této metody je extrémné pomala,
je-li matice A Spatné podminéna (viz § 4.6, [6], [18]).

Priklad 4.10. Uvazujme systém Ax = b s matici A a vektorem b tvaru
5 1 1 7
A=|15 1|, b=|[7
1 1 5 7

Necht ° = (0,0,0)7, v° = 70 = b — Az® = (7,7,7)7 a zaokrouhlujme b&hem
vypoctu na 4 desetinna mista.

1 =0
49 02
w=Av" = [ 49 |, o= HTTHZ —0,1429
49 ’UO w
1,0003 —0,0021
2l =20 + v’ = | 1,0003 |, r'=7"—quw=| —0,0021
1,0003 —0,0021
Bo=9x10"8
—0,0021
vl =rl+30°=| —0,0021
—0,0021
=1
—0,0147
w=Avl = | —0,0147 |, a3 =0,1429
—0,0147
1,0000
2=zl + vl = 1,0000 = x2=gz*
1,0000

Podivejme se nyni na otazky stability algoritmu a vlivu zaokrouhlovacich chyb
pri feSeni systému Ax = b.
§ 4.6. Stabilita, podminénost

V tvodni kapitole jsme uvedli definici stability. Nyni podrobné probereme otazky
stability pfi fesSeni systému linedrnich rovnic.
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Definice 4.6. Algoritmus pro feSeni Ax = b se nazyva stabilni, jestlize vypoctené
feSeni & je takové, ze

(A+&)T = b+ 0b,
kde £ a db jsou malé; £ se nazyva chybovd matice.

Poznamka 9. ,Malost“ matice nebo vektoru lze ,méfit“ bud na zdkladé jejich
prvki nebo vypocétem normy.

Podivejme se nyni na GEM bez vybéru pivota. Lze ukazat ([6]), Ze vypoctené

feSeni & vyhovuje systému
(A+ &) =b,
pricemz
€]l < en®ol|Allsop + O(1?),

kde A®) = (ag-c)), AM = A, jsou redukované matice v elimina¢énim procesu, p je
strojové piesnost (1 = 107% pro jednoduchou piesnost, 1 = 10716 pro dvojnasob-
nou pfesnost), ¢ je konstanta a g se nazyva ristovy faktor a je ddn vztahem

ol

max max
ko iy

Q =
max |a'?
lax | a,;

%,

Jestlize a; = max |a§1j)|, Qp = max |a§@)|, pak o lze vyjadiit takto:
2,7 ’ 7,7 ’

max (g, g, ..., Qy)

Q:
aq

Pro libovolnou matici mohou prvky matic A®) rist libovolné a tedy i faktor o
miize byt velky (podrobnéji viz [6]). Hlustrujme tento fakt na piikladu:

Priklad 4.11.

10710 1 1010 1
— A _ (2 —
A =4 _( 1 2) -4 _( 0 1010)

Ristovy faktor

max (o1, )  max (2,10'°) _10'°
o B 2 o2

Q:

Resime-li linedrni systém s touto matici, nemiizeme oc¢ekavat malou chybovou
matici £.
Resme napf. systém
10_10$1 + a9 =1
1 + 229 =3

Uzitim A® vypoéteme x; = 0, 2o = 1, zatimco pFesné fedeni je 1 = 1, zo = 1
(pfi zaokrouhlovani na 9 cifer).



124 4. PRIME METODY RESENI SYSTEMU LINEARNICH ROVNIC

Pii GEM je vektor b = b*) modifikovan na vektor b®: b® = (1,3 -1010)T =
(1,-10%%)T. Tento fakt ukazuje, ze GEM bez vybéru pivota je obecné nestabilni
procedura. Ale na druhé strané muze byt tato procedura stabilni pro nékteré
specialni typy matice.

Nasledujici tabulky ukazuji srovnéni riznych metod z hlediska stability ([6]).

I. Matice systému je libovolna
Metoda  Pocet Stabilita
nas. operaci
G,E I\V/I bez. %3 nestabilni
vybéru pivota
GEI\V/I S cas.tecnym %3 + O(n?) porovnéani stabilni
vybérem pivota
GEI\V/I S upl.nym %3 + O(n3) porovnéani stabilni
vybérem pivota
II. Specialni typy matic
Matice Metoda  Pocet Stabilita
nas. operaci
Symetrické GEM bez n stabilni
vybéru pivota
n’ hych
Symetricka Choleského ¢ tn dru. e stabilni
odmocnin
Diagonalné GEM bez n® -
. ; L1 . 5 stabilni
dominantni vybéru pivota
Tridiagonalni Croutova O(n) stabilni

7 predchozich tvah bychom neméli nabyt dojmu, ze stabilita algoritmu zaru-
Cuje, ze vypoctené feseni bude presné. Vlastnost, kterd se nazyva podminénost,
ale také prispiva k presnosti nebo nepfesnosti vypocteného vysledku.

Podminénost problému je vlastnost problému samotného. Jak jsme jiz uvedli
v uvodu, podminénost se tyka toho, jak se feSeni zméni, jestlize se zméni vstupni
data. Tento problém nastava pti praktickych aplikacich, kdy vstupni data ziskana
méfenim nebo pozorovanim jsou zatiZena chybami. Ve skutecnosti tedy musime
fesit problém, ktery neni zadan ptivodnimi daty, ale daty s ,,poruchami®. Otazkou
tedy je, jaky vliv maji tyto poruchy na feSeni. Ilustrujme tento fakt na prikladé.

Priklad 4.12. Pfedpokladejme, Ze v néjakém podniku jsou dvé oddéleni. V prvnim
oddéleni pracuje 101 Zena a 10 muzt, v druhém oddéleni 10 Zen a 1 muz. Necht
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prvni oddéleni dostane za ¢asovou jednotku 111 K¢, druhé oddéleni 11 K¢é. Ptame
se, jaka je mzda Zeny a muZe za ¢asovou jednotku?
Oznacime-li £1 mzdu Zeny a xs mzdu muZe, vede Gloha na systém rovnic

101z 4+ 1022 = 111
1021 + a9 = 11

Je zfejmé, Ze feSeni tohoto systému je: z1 = 1, o = 1. Ale vedouci se rozhodl
druhému oddéleni pfidat, aby posilil ,,pozici“ jediného muze a zvysil ¢astku na
11,10 K¢. Systém rovnic je tvaru

101z; + 10z = 111
].0:131 + T = 11,1

OvsSem fFeseni tohoto systému je £; = 0, £ = 11,1. To znamend, Ze malad zména
na vstupu (pravé strany) mé za nasledek velkou zménu na vystupu. Spocitejme
¢islo podminénosti podle vztahu uvedeného v tivodu.

|lrelativni chyba na vystupul|

~ ||relativni chyba na vstupu|| -

p

K vyjadfeni tohoto ¢isla pouzijeme norem vektort. Necht

. T ” - T -
x < ) S el = o] + o] = 2 m< ) =l = 111

T2 Zo
111 ~ 111 ~
b= ( 1 ) = ||blly = 122, b= ( 111 > = ||b]j1 = 122,1
Nyni

lz* =2 111

[lz* 11 2

Yo b-b 0L

11611 122

Jedna se o Spatné podminénou tlohu.

Pro vysetfovani podminénosti systémi linearnich rovnic je vhodné definovat
¢islo podminénosti matice.

Definice 4.7. Pro libovolnou pfidruzenou maticovou normu definujeme ¢éislo
podminénosti matice A vztahem

k(A) = [lA] [|A~]-

Rekneme, 7e matice A je dobve podminéna, jestlize k(A) ~ 1 a Spatné podminéna,
jestlize k(A) je podstatné vétsi nez 1.

Je jasné, ze k(A) > 1, nebot

L= B =[AAT] < Al [A™H] = k(A).
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Vypoctéme ¢islo podminénosti matice A z predchoziho prikladu:

101 10
A < o1 ) = A =111
1 -10
-1 _ -1 —
Al = < 10 101 ) = Ay =111

Tedy k(A) = 1112 = 12321, coz opét znamend, ze A je §patné podminéna.

§ 4.7. Analyza chyb

Necht nyni matice A je dana s poruchou d A a vektor b s poruchou db. Tedy misto

systému Ax = b fesime systém (A + dA)(x + dx) = b+ db.

Véta 4.10. Necht A je requldrni matice a necht pro néjakou pridruZenou mati-

covou normu plati:
1
[0A[ < 7=
A=

Reseni & = x* + dx* systému (A + §A)(x + dx) = b+ 0b aprozimuje Feseni x*

systému Ax = b s chybou

62" _ k(A) llob]] . [I0A]

=[] — oA\ (ol 1Al /-
1 — k(A)2l

[|All

Dikaz. Z predpokladu ||§A|| < 1/||A~}| plyne
IATISAl < AT 0A] <1,

a tedy podle véty 1.5 je matice (E + A~15A) regularni a plati

1 1

I(E+A716A) | < - < = :
1—[lA=16A] = 1= [[A=[ [lsA]

Upravime systém
(A+0A)(x" +0x") =b+ b

nasledujicim zptisobem:

ATHA+6A)(x* + ") = AH(b+5b)
(E+ A715A)(xz* +6x*) = A"l (b+db)

x* + ot = (E+A'5A)TATH(b +ob).

Na druhé strané je

o = (E+ A '5A) Y (E+ A 5A)x*

(4.26)

(4.27)
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a odtud
' +0x* —x* = (E+ AT6A) T {AT (b4 6b) —x* — AT 0Ax" ),

tj.
5" = (B + A"16A) 1A (5b — 5 Ax™).

Prechodem k normé dostaneme
6| < [|(E+ A6 A) " AT (lob]l + [6A] [l=*])),

nebot pfidruzend maticovd norma je souhlasna s danou vektorovou normou.
V dalsich tpravach uzijeme vztahu (4.27):

* —1
o] [A~]] <||5b||

A +||6A||)
Tl = T AT [5A]

[l

Jelikoz || Az~ = [|b]], je [[b] < [|A[ lz"], a tedy [[z=|| = [|b]|/[|All. Odtud

* —1
oz~ _ A [ 1A] <|5b|| n |5A||)'

=l = 1= [[AZH[[l5A] \ [loll (Al
Uzijme nyni vyjadfeni pro ¢islo podminénosti k(A) = ||A|.]|[A7!|| a dostaneme
pozadovany odhad (4.26). O

Poznamka 10. Jestlize 0b = o, ukazuje predchozi véta vliv poruchy matice A na
relativni chybu feseni. V tomto ptipadé

[oz=|| . k(4)  [loA]
[Je={| [oA] Al
1Al

1 — k(A)

Jmenovatel zlomku na pravé strané této nerovnosti je mensi nez 1. Tedy, dokonce
i za predpokladu, ze ||0Al|/|| Al je malé ¢islo, chyba FeSeni mtize byt znacnd, jestlize
k(A) je velké ¢islo. Stejny zavér plati i v ptipadé existence poruch 6A i §b. Cislo
podminénosti k(A) md tedy zdsadni vijznam pokud jde o citlivost feseni vzhledem
ke vstupnim datdim.

Predpokladejme nyni, Ze matice A je déana pfesné, ale vektor b je dan s poru-
chami. Tedy misto systému Ax = b fe$ime systém A(x + dx) = b + db.

Véta 4.11. Necht A je requldrni matice a vektor b # o. Jestlize b resp. dx jsou
poruchy vektoru b resp. x, pak

LTS N )
AT = ] E

Diikaz pravé nerovnosti je disledkem véty 4.10 a diikaz nerovnosti vlevo lze
nalézt v [6]. Zde uvedeme interpretaci véty. Tato véta Fikd, ze relativni chyba fesend
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muze byt tak velkd jako ¢islo podminénosti matice A ndsobené relativni chybou
vektoru b. Jestlize ¢islo podminénosti neni piilis velké, potom malé zmény vektoru
b maji za nasledek malé zmény FeSeni. Vratme se k predchozimu piikladu. Zde je

162" 11 2 0,1 T
<111°.— =~ 10,1 Y= .
Hw*lll = 129 I) Z (Ilv:r?)

Skutecné relativni chyba je 11,2/2 = 5,6.

Je tfeba poznamenat, ze horni hranice chyby je podstatné vyssi. Tento fakt
vyplyva z celkové koncepce odhadu chyb v numerické matematice, kdy vzdy uva-
zujeme horni odhad chyb, tj. nejhorsi mozny pripad.

Priklad 4.13. Velmi zndmym piikladem $patné podminéné matice je Hilbertova
matice:

1 1 1
1 2 3 n
1 1 1 1
2 3 4 n+1
A =
i 1 1 1
n n+1 n+2 2n—1

Pro n = 10 vzhledem k normé || . ||; je k(A) = 3,5353.10'3. Je vhodné si povsim-
nout, ze determinant této matice je velmi maly.

Objasnime nyni prakticky vyznam véty 4.10.

Predpokladejme, Ze vypocet v pohyblivé fadové Carce se zaokrouhlovanim na

Ny

[6A]l
1Al

~5.107t, 190l 5 10,
(o]l

Za predpokladu, Ze k(A) ~ 10* a 5.10*"" < 1, dostaneme z odhadu ve vé&té 4.10:

Tato skutecnost vede k nasledujicimu zavéru:

Jestlize Tesime systém Ax = b v pohyblivé Tddové cdrce se zaokrouhlovdnim na
t desetinngch mist a k(A) ~ 10%, pak vypoctené veseni & je spravné na (t —a—1)
desetinnych mist.

Necht nyni & je vypoctené feseni (jakoukoliv metodou). Uvazujme reziduovy
vektor 7 = b — A&. Zd4lo by se logické, ze kdyz ||r| je malé ¢islo, je & dobrou
aproximaci presného feSeni. Ale nasledujici priklad ukazuje, Ze tomu tak byt ne-
musi.

Priklad 4.14. Uvazujme systém

1 2 X1 _ 3
1,0001 2 s )\ 3,0001 )
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Tento systém ma jediné feseni =* = (1,1)7. Pro aproximaci & = (3,0)7 je rezidu-
ovy vektor tvaru

cboas—( 3 N_( L 2\(3\_( o
- — \ 3,0001 1,0000 2 )\ o /)~ \ 00002 )

Tedy ||7]|co = 0,0002, ale ||z — &||co = 2.
7 geometrického hlediska lze tuto situaci vysvétlit takto:
Reseni systému je priisecik piimek
11: xr1 + 21‘2 = 3, lz: 1,00011’1 + 21‘2 == 3,0001
Bod & = (3,0) lez na pfimce l; a pfimky l; a Iy jsou téméf rovnobézné, coz

implikuje, Ze bod (3,0) lezi blizko pfimky la, 1 kdyZ se podstatné 1isi od priseéiku
pfimek v bodé (1,1).

Matematicky lze tento jev objasnit nasledujici vétou.

Véta 4.12. Necht & je aprozimace veSent systému Ax = b s requldrni matici A.
Pak pro pridruZenou maticovou normu plati:

l* =2 < [lr] lA7"], (4.28)
% < k(A)H, za predpokladu b # o. (4.29)

Dukaz. Jer = b— Ax
matice.
7Z vlastnosti pfidruzené normy plyne:

Ax* — A% = x* — & = A~ 'r, nebot A je regularni

l* = & = [|A™ | < JATH] 1l

Déle b = Az™ a tedy [[b]| < [|A]l[l"[|, tj. lz"|| = [[b]|/[| All. Pouzitim vztahu (4.28)
nyni dostaneme
*x & -1
[E2 : | _ A1 1IA]
]| o]

[rll = k(A) 2
O
Tato véta 1ika, ze relativni chyba aproximace & zdvisi nejen na reziduovém
vektoru, ale také na éisle podminénosti matice A. Vypoctené Feseni tedy bude

dostateéné presné pouze v piipadé, Ze soucin ¢isla podminénosti a relativniho
rezidua ||7||/||b| je malé &islo. Vratme se nyni k pfedchozimu pfikladu a vypocétéme

¢islo podminénosti matice A vzhledem k || . || Je
4-1 _ ( —10000 10000
5000,5 —5000 )’

| Alloo = 3,0001, ||A~1||oe = 20000, tzn.

k(A) = 60002.
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Cislo podminénosti je velmi velké, coz znamena, e i v pfipadé, Ze norma rezidu-
ového vektoru je malé ¢islo, chyba aproximace muze byt velka.

Poznamka 11. Necht A je pozitivné definitni matice. Uvazujme spektralni normu
|All2 = v/o(AT A). Protoze je A pozitivné definitni, plati

[All2 = max A;
1<i<n

A7y = in \;)" L
472 = (min )
Cislo podminénosti k(A) je v tomto piipadé tvaru

max \;

k(A) =

min \;
Vratime-li se ke geometrické interpretaci hledani minima kvadratické funkce v od-
stavci 4.5, je rovnice sT As = ¢ rovnici hyperelipsoidu, jehoz kanonicky tvar je

n

2 ~
E Aizi =¢C.
i=1

Je-li tedy matice A dobfe podminéna, k(A) ~ 1, jsou hyperelipsoidy blizké kulo-
vym nadplochdm a naopak pro k(A) > 1 jsou hyperelipsoidy protahlé.
Cviceni ke kapitole 4

1. Reste systém GEM a) bez vybéru hlavniho prvku, b) s ¢asteénym vybérem
hlavniho prvku, c) s Gplnym vybérem hlavniho prvku:

T4 — X2+ 2x3 — x4 = —8

2x1 — 2x9 + 3x3 — 314 = —20

X1 —+ o —+ I3 = 72

T — 1‘2+4l‘3+31‘4: 4
(Reseni: 21 = —7, 20 =3, 13 = 2, 24 = 2.)

2. Uzijte Gaussovy elimina¢ni metody s ¢astecnym vybérem hlavniho prvku
pro Teseni soustavy
To +T3 = 0
201+ 2202+ 323 = 1 .
r1+2x2+23 = b

3. Ukazte Ze matici A nelze rozloZit na sou¢in horni a dolni trojahelnikové
matice:

— N =
— N = =
N WO
N O DN



Cviceni ke kapitole 4 131

Reste nyni systémy Ax = by, Az = by, kde by = (7,8,10,0)T, by =
(7,5,10,0)T. Uzijte GEM a ukazte, Ze systém Az = b; ma nekone¢né mnoho
feSeni a systém Ax = by nema zadné Feseni.

4. Choleského metodou reste soustavu

T =+ i) + 3 = 3
T +5I2+5£L’3 = 11 .
xr1 + 5r9 + 143 = 20

5. Reste systém Hx = b s Hilbertovou matici H:

a)

1 1 1 1
L 5 35 1 3
11 1 1 1 1
2 3 4 5 6 0

H = 11 1 1 1 =

3 4 5 6 T b 0
11 1 1 1 0
4 5 6 7 8 0
11 1 1 1
5 6 7 8 9

b) Déle feste tento systém s matici H = H + §H a porovnejte vysledky

1,0 05 0,33333 0,25 0,2
0,5 033333 0,25 0,2 0,16667
H+6H=| 033333 025 02 0,16667 0,14286
0,25 0,2 0,16667 0,14286 0,125
0,2 0,16667 0,14286 0,125  0,11111
1
0
b=1]10
0
0
(a) Reseni s matici H:
x = (25, —300, 1050, —1400, 630)".
b) Reseni s matici H:
& = (28,02304; —348,5887; 1239,781; —1666,785; 753,5564)T.)

6. Pfesné feseni systému

1,133z1 + 5,281z = 6,414
24,1471 — 1,21075 = 22,93

je x = (1,1)T. Reste tento systém se zaokrouhlovdnim na 4 cifry
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a) GEM bez vybéru hlavniho prvku,
b) GEM s ¢asteénym vybérem hlavniho prvku.
(a) 1 = 0,9956, z2 = 1,001; b) 1 = 1,000, 5 = 1,000.)

7. Uvazujme systém
T, + 220 = 2
21’1 + 3932 = 3,4 5
jehoz piresné feseni je « = (0,8;0,6)”. Vypoététe reziduovy vektor pro apro-
ximaci & = (1,00;0,48)T a vektor skuteéné chyby feseni. Vysledky vysvétlete
graficky.

8. Vypoctéte matici inverzni k matici

1 -2 3
A= -2 4 =5
1 -5 3

(spravnost vysledki zkontrolujte vypoétem AA~1).

9. Najdéte pifmy rozklad A = LU (I;; =1,i=1,2,3)

-5 2 -1
A= 1 0 3
3 1 6
1 0 0 -5 2 -1
(Reseni: L= -02 1 0 |, U= 0 04 28 |)
—-0,6 55 1 0 0 -10
10. Choleského metodou feSte soustavu
X1 + X9 + I3 = 2
xr1 + 5£E2 + 5£E3 = 5
xr1 + 5:132 + 14133 = 8
11. Choleského metodou feste systém
xr1 + 3£E2 — 2£E3 — 2£E5 = 0,5

3r1 + 4z — 523 + x4 — 35 =54
—2x7 — 529 + 3x3 — 224 + 225 = 5.0
Tro — 2£E3 + 5£E4 + 3£E5 = 7,5

721}1 — 3£E2 + 2£E3 + 3£E4 + 4£E5 = 3,3

(Resent: &* = (—0,60978; —2,2016; —6,8011; —0,8996; 0,1995)7.)
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12. Croutovou metodou feste systém
41’1 + 3:132 = 24

3r1 + 4x0 — x3 = 30
—x9 + 4dx3 = —24.

(Reseni: z* = (3,4, -5)T.)
13. Necht A je pozitivné definitni matice. UkazZte, ze
a) ai; >0,1=1,2,...,n,

b) max a;; = max|ai;|.
1<i<n i

Kontrolni otazky ke kapitole 4

1. Je mozné provést rozklad A = LR, respektive PA = LR pro singuldrni

matici A?

2. Popiste, jak byste pomoci GEM fesili tuto tlohu:

Je ddno m systémi linedrnich rovnic vZdy s toutéz matici A. Tato tloha

muze byt zapsana ve tvaru

AX = B,

AeM,, B=(b,...,b,), X = (x1,...,x,) jsou matice typu n x m, b;,

b;, x;, i =1,...,m jsou vektory.

3. Lze uzit elementdrni matici F; definovanou vztahem (A41; # 0)

1
as1 . 0

aiil

__Gana 1
ail

pro transformaci matice A = A®) na matici A® v Gaussové elimina¢ni

metodé?

4. Lze pouzit Choleského metodu pro feSeni systému s matici

0 1
— ?
A (1 0).

5. Je mozné rozlozit matici

3 3 2
A= -1 -1 4
2 8 -2

na soucin dolni a horni trojahelnikové matice?
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Kapitola 5

Iteracni metody reseni
systém linearnich rovnic

Uvazujme systém linearnich rovnic
Ax =1b (5.1)

s regularni matici A € M,,. Oznac¢me, stejné jako v pfedchozi kapitole, x* pfesné
feSeni tohoto systému,
x* = A"'b. (5.2)

Pfimé metody zalozené na rozkladu matice A nejsou vhodné vzhledem k dobé
vypoétu a niroktim na pamét poditade v pfipadé, Ze matice A je dosti velka.
V praxi se s takovymi maticemi setkdvame napf. pfi numerickém reseni parcidlnich
diferencidlnich rovnic, kdy se ¢asto vyskytuji matice fadu n > 10000. V téchto
pfipadech je pouziti Gaussovy elimina¢ni metody velmi naro¢né. Na druhé strané
tyto matice jsou casto Tidké, tj. maji velké procento nulovych prvki, ale tato
vlastnost se ,ztraci“ uzitim metod predchozi kapitoly. Pro feseni takovych tiloh lze
uzit t¥idy metod, které se nazyvaji iteracni metody. Tyto metody neméni strukturu
matice A a pozaduji uchovéani pouze nékolika vektort fadu n.

§ 5.1. Princip iteraénich metod

Zakladni myS$lenka itera¢nich metod spociva nejdiive ve vyjadieni systému Ax = b
v ekvivalentnim tvaru
z=Tzx+g, T e M,, (5.3)

x* je FeSeni systému (5.1) pravé tehdy, kdyz x* je feSenim systému (5.3), * =
(E - T)_lg za predpokladu, ze E — T je regularni.
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> . . 7 v 7 v s . oo v 7
Necht ° € R je libovolné po¢ateéni aproximace. Posloupnost {a:k } ko urcena
rekurentné vztahem

bt =Tk 1 g, k=0,1,... (5.4)

se nazyva iteracni posloupnost a matice T se nazyva iteracni matice.
Budeme se nyni zabyvat dvéma problémy:

(a) Jak zvolit itera¢ni matici T, tj. jakym zptsobem pfevést systém (5.1) na
systém (5.3)7

(b) Za jakych predpokladi posloupnost {azk};o:() konverguje pro libovolnou po-
¢ateéni aproximaci k pfesnému feSeni x*?

Vsimnéme si, ze vztah (5.4) miZe byt také zapsan jingm zplisobem:
Je
! =Tz +g,
2 =Txl+g=T(Txz°+g)+g=Tx"°+(T+E)g, 55)

ahtl = Thtlgd 4 (Th . TF=1 4 4 E)g.

Mocniny matice 1" budou hrat zrejmé dilezitou tlohu v naSich dalsich iivahach.
Podivejme se na posloupnosti mocnin matic obecné.

Definice 5.1. Rekneme, Ze matice H € M,, je konvergentni, jestlize

lim H* = lim H...H =0,
k—oo k— 00 N=—~—"

k-krat

kde O je nulova matice.

Priklad 5.1. Matice H = (

1
2 _ 3 _ 8
6

a odtud je zfejmé, ze lim H* = O.

k—o0

= O

) je konvergentni. Je totiz

), ..., HF= () o

A (B

N ST

L

= O
o= O

=

Véta 5.1. ([8]) Ndsledujici turzend jsou ekvivalentni:
(i) H je konvergentni matice.

(i) klim |H*|| = 0 pro né&jakou pridruzenou maticovou normu.
— 00

(i) o(H) <1 (o(H) je spektrdlni polomér H ).

(iv) lim H*x = o pro libovolny vektor x € R™.

k—o0
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1

Priklad 5.2. Matice H = ( ) neni konvergentni, nebot o(H) = 1.

11
)
V nasich dalsich ivahach budeme pouzivat poznatkd o normach vektort a ma-
tic z kapitoly 1.
Vratme se nyni k iteraénimu procesu (5.4). Dfive nez dokdzeme hlavni vétu
o konvergenci itera¢niho procesu, dokazeme toto lemma:

Lemma. Necht o(T) < 1. Pak E — T je requldrni a plati
(E-T)'=E+T+T*+... (5.6)

Dukaz. Prvni ¢éast tvrzeni plyne z disledku véty 1.5. DokaZzeme platnost (5.6).
Necht
Sp=E+T+T?>+...+T™.

Pak
(E-T)Sp=(E-T)E+...+T™) =E -1
Jelikoz o(T) < 1, je matice T konvergentni a tudiz lim 7™ = O. Odtud

m—0o0

lim (E —T)S,, = E,

m— 00

COZ znamena, ze

(E-T)'=E+T+T*+...

Hlavni vétu o konvergenci itera¢niho procesu (5.4) lze formulovat takto:

Véta 5.2. Posloupnost {xk};ozo urcéend iteraénim procesem (5.4) konverguje
pro kazdou pocdtecni aprozimaci *® € R™ prdvé tehdy, kdyz o(T) < 1, pFicemZ
lim z* = a*, * = Tz* + g.

k—o0

Ditkaz. Necht 20 € R" je libovolna pocatecéni aproximace. Podle vztahu (5.5) 1ze
aproximaci 1 zapsat ve tvaru:

ahtl = ThHlgd L (Th y TR 4 4+ T+ E)g.

Necht o(T') < 1. Pak podle véty 5.1 je matice T konvergentni a podle lemmatu je
(E —T) regularni. Odtud plyne, Ze

lim 2! = lim 72 + lim (T* +... 4+ T+ E)g=0+ (E-T) g = z*.

k—o0 k—o0 k—o0

Necht nyni itera¢ni proces (5.4) konverguje k limité «* pro kazdou pocéatecéni apro-
ximaci z° € R™.
Necht & =Tz 1 +¢g, k=1,2,..., z* =Tx* + g. Pak

xt —xF =T(x* — 2" ) =... =TF=x* - 2"). (5.7)



138 5. ITERACNI METODY RESENI SYSTEMU LINEARNICH ROVNIC

Odtud pro libovolny vektor ° € R™ plati

klim (x* — mk) = klim Tk(m* — :1:0) =o.

Necht nyni z € R” je libovolny vektor a polozme z° = z* — z, pak
lim TFz = lim T*(z* — (z* — 2)) = o,
k—o0 k—o0
coz implikuje, podle véty 5.1, ze o(T) < 1. a

Poznamka 1. Kriteria pro zastaveni vypoc¢tu mohou byt napf. nasledujici:

1. ||l2Ftt — x¥||/|z*|| < e, kde || . || je n&jaka vektorova norma a ¢ > 0 je
pozadovana presnost,

2. |Irt | < (Al Iz + [[Bl]), kde rEt = AztHt — b,

maticovd norma je pridruzend dané vektorové normeé, a ¢ > 0 je pozadovand
presnost.

Vime, ze pro pfidruzenou maticovou normu plati | T|| > o(T'). Nutnou a po-
stacujici podminku o(7T) < 1 lze pak ve vété 5.2 nahradit podminkou postacujici:
[IT]| < 1. Tuto skute¢nost zformulujme jako disledek.

Dusledek. Necht pro néjakou pridruZenou maticovou normu plati ||T|| < 1. Pak
posloupnost {mk}iozo generovand iteracnim procesem (5.4) konverguje k tesent
x* = (E —T)"tg pro kazdou pocdtecni aprozimaci ° € R™. Ddle plati

la* — &*|| < |17 l2* — 2], (5-8)
71"y o
la* — a¥|| < [l — 27| (5.9)
17|

Dukaz. Jak jiz bylo uvedeno, prvni ¢ast dikazu plyne ze skutecnosti 1 > ||T'|| >
o(T) a je tedy dusledkem pfedchozi véty. Ale diikaz lze rovnéZ provést aplikaci
Banachovy véty o pevném bodé:

Uvazujme zobrazeni F': R" — R", F = Tx 4+ g. UkazZeme, Ze toto zobrazeni
je kontrakce v prostoru R™ vzhledem k metrice o(x,y) = ||z — y|, R” je Uplny
metricky prostor. Je totiz

[Fe - Fy|| = [|T(z —y)ll < T |z -yl = gllz - yl|.

To znamend, ze F je kontrakce s koeficientem ¢ = ||T||. Z Banachovy véty o pevném
bodé plyne tvrzeni a rovnéz vztah (5.9).
Pokud jde o odhad dany vztahem (5.8), plyne ihned ze vztahu (5.7), nebot

l* = a¥|| = |T* (2" — 2| < | T)|*||l2" — 2°].
O

Pripomenme jeSté zajimavy vysledek, tykajici se vztahu pfidruzené normy ma-
tice a jejiho spektralniho poloméru: Pro kazdou matici A a libovolné € > 0 existuje
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pfidruzend maticovd norma s vlastnosti ||A|| < o(A) + €. Tedy o(A) je infimum
v8ech pfidruzenych norem matice A ([16]).

Vratme se nyni k iteranim procesim. Jelikoz vztah (5.8) plati pro kazdou
pridruzenou maticovou normu, plyne z predchoziho

2" — || ~ (o(T))"||l2° — 2. (5.10)
Ptedpokladejme, Ze o(T) < 1 a £° = o je pocatecni aproximace. Chceme-li do-
sdhnout relativni chyby nejvyse 107, je podle vztahu (5.10) zapotiebi k iteract,
pricemz pro k plati
tj.
k>——--. (5.11)

§ 5.2. Jacobiova itera¢ni metoda

Volbou itera¢ni matice 7" 1ze ziskat konkrétni iteracni metody.

Matici A zapiSme ve tvaru

A=D-L-U,
kde
aill 0
D = :
0 Qnn
0 0
I — —az; 7
—Qp1  —Qpp-—1 0
0 —a2 -+ —a1n
U =
—An—1,n
0 0

D je diagonalni matice, L je dolni trojuihelnikova matice s nulami na diagonale
a U je horni trojihelnikova matice s nulami na diagonale.

Rovnici Az = b zapiSeme ve tvaru (D — L — U)xz = b a transformujeme ji na
rovnici

Dz =(L+U)x+b.
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Za predpokladu, ze a; # 0, i = 1,...,n, je matice D regularni a z pfedchozi
rovnice lze vypocitat

x=DYL+U)x+D b (5.12)

Tento vztah vede na maticovy tvar Jacobiovy iteracni metody. Oznacime-li Ty =
D~Y(L +U), je tato metoda tvaru:

"t = T2k + D7'b, (5.13)
kde T; = (t;;) je Jacobiova iteraéni matice, t;; = —% pro i # j, t;; = 0 pro
i=1,...,n. Matice Ty ma tedy nulové diagonalni prvky a je tvaru

0 _%2 . _%n
aii ail
_ a2 0 _2n
T, = a22 azz (5.14)
_Gn1 Gm2
a/’fl’ﬂ/ a/’fl’ﬂ/

Ve slozkéch vektoru =¥ 1ze Jacobiovu itera¢ni metodu zapsat takto:

n

k1 _ aij p . bi _ .

it = Z —aj+—, i=1,...,n; k >0. (5.15)
j:1 17 17
JFi

Pro realizaci vypoctu to znamend, Ze z pruni rovnice vypocteme x1, z druhé
Ta, obecn€ z k-té rovnice vypocteme xj. aZ z n-té rovnice vypocteme x,, a na pravé
strané takto ziskaného systému jsou prvky matice T;.

Z véty 5.2 ihned plyne véta o konvergenci Jacobiovy itera¢ni metody:

Véta 5.3. Posloupnost {wk}zozo generovand metodou (5.13) konverguje pro kaz-
dou poédtecni aprozimaci z° € R™ prdvé tehdy, kdy? o(Ty) < 1.

Priklad 5.3. Jacobiovou itera¢ni metodou feste systém
103?1 — 2.’)3‘2 — 2.’L‘3 =6

—x1 + 1029 — 223 =7
— 1 — 1’2+10I3:8,

jehoz piesné feseni * = (1,1,1)7.

Resend. Jacobiova itera¢ni metoda je tvaru
L6 + 225 + 22%)

it = %(7 + zb + 22%)
1
10

8+ zh + k)
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Necht 2° = (0,0,0)”. Pak

0,6 0,90 0,970 0,9918
b= 07 =1 0,92 x* =1 0,976 ' =1 0,9934
0,8 0,93 0,982 0,9958

Matice Ty je v tomto piipadé tvaru

0 02 02
Ty=101 0 02 o(Ty) = 0,285
0,1 01 0

a ||T||oc = 0,4. Podle véty 5.3 je posloupnost {a*} konvergentni.
Pro odhad chyby plati (viz (5.9))

.k ITsl% 1 o
" —x < ——= |l —x ,
coz v nasem pripadé pro k = 4
0,4*
*— x| < 20,8~ 0,034.
| z oo < 0.6 )

Na druhé strané, skutecna chyba ||z* — x|/ ~ 0,008. Vztah (5.9) udava totiz,
jako obvykle v numerickych metodach, horni odhad chyby.

Pro nékteré specidlni typy matice A je zarucena konvergence Jacobiovy itera¢ni
metody.

Véta 5.4.
a) Silné fadkové sumacni kriterium:
Necht matice A je ryze fddkové diagondiné dominantni, tj.

n

lai| > Z @i, i=1,...,n.
j=1
J#i

Pak Jacobiova iteracni metoda konverguje pro kaZdou pocdteéni aproximaci
x? € R".
b) Silné sloupcové sumacni kriterium:

Necht matice A je ryze sloupcové diagondlné dominantni, tj.

n
laxel > D awl,  k=1,....n.
i=1
i %k

Pak Jacobiova iteracni metoda konverguje pro kaZdou pocdtecni aproximaci
x% ¢ R"
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Dikaz.
a) Spocitejme normu || . ||oo matice Ty = D=Y(L + U). Je

n n
_ = Gij
ITslloc = max > fty| = max > |
j=1 j=1
J#i
Jelikoz n
lasil > D lagl,
j=1
i
je .
dij <1, i=1,...,n
— | @y
Jj=1
a odtud ||Ts||s < 1. Podle dusledku véty 5.2 je Jacobiova itera¢ni metoda
konvergentni.

b) Podle piedpokladu Jacobiova metoda konverguje pro matici A”. To zna-
mend, ze o(D~Y(LT +UT)) < 1. Polozme X = D~}(LT + UT). Tato matice
mé4 stejnéa vlastni ¢isla jako matice X7 = (L + U)D~!. Dale matice X ma
stejnd vlastni ¢isla jako matice s ni podobna

D' X"TD=D Y L+U)D'D=DYL+U) =Ty
a odtud plyne, Ze o(Ty) < 1 a je splnén pfedpoklad véty 5.3.
0

Matice A systému piikladu 5.3 je ryze fadkoveé i sloupcové diagondlné domi-
nantni.

Geometricky vyznam Jacobiovy metody budeme ilustrovat na prikladu systému
dvou rovnic:

Priklad 5.4. Uvazujme systém

li: anz + a2 = by
lz: ag1x1 =+ a9 — bz.

Tyto rovnice jsou rovnice pfimek I1, l2. Jacobiova itera¢ni metoda je tvaru:

ai2 b1
ICEISNUY

ail ail (5 16)

lor 25" = ———x7 +

k+1
l1! .Z'1+

a itera¢ni matice
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mé charakteristickou rovnici A2 + ajaa91/a11a22 = 0.

Ze vztaht (5.16) bezprostiedné plyne geometricky vyznam této metody:

Bod (28, 25) lezi na piimce Iy, bod (z¥,25™') lezi na piimce lo. Bod
(x]fﬂ, xé“) je prusecikem piimek x5 = x]fﬂ axy = :UIQC‘H.

Graficky je tato metoda ilustrovana na obr. 5.1.

I1: 2%, —x,—1.5=0

Obr. 5.1: Jacobiova itera¢ni metoda

Poznamka 2. Vlastni &isla matice Ty jsou dana vztahem A% = —a12a21/a11G22.
Vyménime-li poradi pfimek (za predpokladu, ze a;; # 0, ¢,j = 1, 2) budou vlastni
¢isla tohoto systému rovna prevracenym hodnotam c¢isel A, coz mé za nasledek
zménu konvergentniho procesu v proces divergentni a naopak.

§ 5.3. Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

P#i pouziti Jacobiovy metody p¥i vipoétu 2**! musime uchovavat v paméti po-

Citace cely vektor x*. Jistou modifikaci Jacobiovy metody je metoda, ktera pii

vypoctu slozky xf“, 1 < i < n, pouziva jiz vypoctené slozky m]fﬂ, . .,xffll.

Popisme nyni tuto metodu podrobnéji. Uvedeme nejdtive zapis po slozkach a poté
prejdeme k maticovému zapisu.

Uvazovana metoda mize byt zapsana takto:

k+1
a11x1+ + a12$§ + ...+ alnxﬁ =b

k+1 k+1
a21x1+ + a22z2+ + ...+ G,QnSC,lfl = b2

k41 k41
a1+ anoah T+ L+ appattt = b,
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neboli
mbgp LI b,
z§+1:f§:£x§+1f § Lok —, i=1,...,n. (5.17)
= Qi i Y Qii

Tato metoda se nazyva Gaussova-Seidelova metoda.

Vztah (5.17), ktery je v podstaté ziskany obdobngm postupem jako u Jacobiovy
metody, je vhodny pro praktické pouZiti.

Maticovy zapis Gaussovy-Seidelovy metody lze ziskat takto:

Az =b = (D-L-U)zx = b
(D—Lx = Ux+b.
Za ptredpokladu, Ze a;; # 0,4 =1,...,n, je matice D — L regularni a

x=(D-L)"'Ux+(D—-L)"b.

Polozime-li T = (D — L)~!U, je Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda tvaru

" =Tgab +g, g=(D-L)"'b. (5.18)

Véta 5.5. Posloupnost {:Bk};ozo generovand Gaussovou-Seidelovou iteracni me-
todou (5.18) konverguje pro kaZdou pocdtecni aprozimaci x° € R™ prdvé tehdy,
kdyz o(Tq) < 1.

Dukaz. Véta je pfimym dusledkem véty 5.2. a
Poznamka 3. Vztah (5.18) umoziiuje stanovit kritéria pro konvergenci metody.

Véta 5.6. Necht jsou splnény predpoklady a), b) véty 5.4. Pak Gaussova-Seidelova
metoda konverguje pro kazdou pocdtecni aproximaci x° € R™.

Dukaz.
Diikaz provedeme pouze pro ryze fadkové diagonalné dominantni matice.
Necht A je vlastni ¢islo matice Tg = (D — L)~'U a necht = (z1,...,2,)7 je

odpovidajici vlastni vektor. Odtud plyne, ze
Tex=>)x = (D-L) 'We=\ = Uzx=\D-Lz,
neboli vyjadieno ve slozkach vektoru x
n 7
— Z aij:cj = /\Zaijzj.
j=it1 j=1
Posledni vztah mtzeme prepsat takto:

i—1 n
)\aiixi =-A E QAijTj — E Qi Ty, 1 S ) S n.
j=1 Jj=i+1
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Necht |zx| = max |z;|. Nyni pro ¢ = k dostaneme z pfedchoziho vztahu
1<i <n

k—1 n
Mlakl < A laksl + > kg,
j=1 j=k+1
COZ znamena, ze
k—1 n
I okl = lansl | < 7 laxg]
j=1 G=k+1
neboli
n
> lax]
j=k+1

I\ < (5.19)

k—1
lakk] =Y lak;]
j=1

Matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni, tj.
n
lakk| > Z lak;],
j=1
J#k

coz také znamena, ze
n

k—1
lark = > larg] > D laxg]. (5.20)
j=1

J=k+1
Nyni z (5.20) a (5.18) plyne, ze |A\| < 1 a tedy o(T¢) < 1 a véta je dokdzéna. O

Priklad 5.5. Systém v ptikladé 5.3 feste Gaussovou-Seidelovou itera¢ni metodou.
Reseni. Gaussova-Seidelova metoda bude konvergovat pro kazdou poéateéni apro-
ximaci, nebot matice systému je ryze fadkové diagonalné dominantni.

Tato metoda je nyni tvaru

i = %(6 + 225+ 29:’§)

Necht z° = (0,0,0)7. Pak

0,6 0,9392 0,994630
=1 0,76 x? 0,98112 x® = 0,997869
0,936 0,99203 0,9992499

Nyni [|z* — 23| o &~ 0,005.
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Iteracni matice T je tvaru

0 02 02
Te=| 0 002 0,22 o(T) = 0,101.
0 0,022 0,042

Podivejme se nyni na geometricky vyznam Gaussovy-Seidelovy metody.

Priklad 5.6. Uvazujme systém dvou rovnic:

li: a1y + apx2 = by
loa: ag171 + azwe = by

Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda je tvaru

Iy: xlchrl — 721'129 + b_l
aii aii (5 21)

1 az1 1 bo

lo: xé"' = ——z’f"' + —=

a2 a2

Iteracni matici T lze v tomto pripadé jednoduse ziskat dosazenim xlfH

rovnice do druhé rovnice:

z prvni

a12 b1
ly: xlerl = Sk —
a11 a11

a12a21 ba a21b1

ly abtl= - —Zgb 4 = - ——

2
a110a22 @22 a22011

Itera¢ni matice T

a12

0 —==

To = a1
a12G21

0 —=—

a11G22

je singularni. Vlastni ¢isla této matice vyhovuji rovnici

\ <)\ (112(121) -0
a11a22 ’
tj. A1 =0, Ao = ajaa91/a11a2.
7 geometrického hlediska bod o soutadnicich (25, 2%) lezi na p¥imce I, a bod
(z+1 25T1Y lezi na piimce ly. Tato skuteénost je ziejma ze vztaht (5.21).
Graficky je itera¢ni proces znazornén na obr. 5.2.

I v tomto prfipad€, pfi zméné poradi rovnic, konvergentni proces se zméni na
divergentni a naopak.

Vidéli jsme, ze pro ryze fadkové diagonilné dominantni matice Jacobiova
i Gaussova-Seidelova metoda konverguji. Pfirozené vznika otézka, zda toto plati
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Obr. 5.2: Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

i pro jiné typy matic a jestlize ano, kterd z metod konverguje rychleji. Ale obecné
jsou obory konvergence téchto dvou metod rtuzné a jen Castecné se prekryvaji.
Porovnat obory konvergence téchto metod lze pouze ve specidlnich ptfipadech.

Véta 5.7. (Stein-Rosenberg). ([5]) Necht pro proky matice A plati a;; < 0 pro
vSechna i # j aay; >0,1=1,...,n. Pak plati pravé jedno z ndsledujicich tvrzeni:

(a) 0 < o(Tg) <o(Ty) <1
(b) 1< o(Ty) < o(Tc)
(c) o(Ty) = 0(Tc) =0
(d) o(Ty) = o(Tc) = 1.

To znamend, Ze konverguji-li obé metody, Gaussova-Seidelova metoda konverguje
rychleji.

Podle této véty pro systémy v prikladé 5.5 konverguje Gaussova-Seidelova me-
toda rychleji nez Jacobiova, nebot o(T¢) < o(Ty). Uvedeme jesté jednu vétu ty-
kajici se Gaussovy-Seidelovy itera¢ni metody.

Véta 5.8. Necht A je pozitivné definitni matice. Pak Gaussova-Seidelova metoda
konverguje pro kaZdou pocdtecni aproximaci.

Dikaz viz [5].

§ 5.4. Relaxaéni metody

Na zékladé predchozich vysledka lze vyslovit hypotézu, Ze existuji jednoduché
matice T', pro které odpovidajici iteracni proces konverguje rychleji nez v ptipadé
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Gaussovy-Seidelovy metody. Uvazujme tfidu matic T,, zavisejicich na parametru
w a budeme se snazit vybrat parametr w optimalnim zptisobem, tj. tak, aby ¢islo
o(T,,) bylo co nejmensi. Specidlné uvazujme tuto t¥idu matic:

T, =(D—wL) (1 —-w)D +wlU]

Parametr w se nazyva relaxacni parametr a odpovidajici metody se nazyvaji rela-
zracni metody.

Pro 0<w<1 seiteraéni metody nazyvaji metodami dolni relaxace. Tyto
metody jsou vhodné v pfipadé, ze Gaussova-Seidelova me-
toda nekonverguje.

Pro w=1 je relaxa¢ni metoda totozna s Gaussovou-Seidelovou meto-
dou.
Pro l1<w se metody nazyvaji metodami horni relaxace, nebo Castéji

SOR metodami (SOR = Successive Over-Relaxation). Tyto
metody lze uzit ke zrychleni konvergence Gaussovy-Seidelovy
metody.

Relaxacni metodu lze maticové zapsat takto
" = (D —wL)™'[(1 — w)D + wU]z" + w(D —wL)™'b (5.22)
a zapis v jednotlivych slozkach je tvaru
i—1 n
= (1 - w)ah + ai b; — ; ayaktt - j:ZZH azk| . (5.23)

Je pfirozené zabyvat se otazkou, pro které hodnoty parametru w bude iterac¢ni
proces (5.22) konvergovat. Dalsi otdzkou je optiméalni volba parametru w. Na prvni
otdzku obecné neexistuje vycerpavajici odpovéd, ale nésledujici vysledek je velmi
dulezity.

Véta 5.9. (Kahan). Necht a;; #0,i=1,...,n. Pak

o(T,) > |w—1].

Dtkaz. Pfipomenme, ze D — wL je dolni trojihelnikova matice tvaru
ail O

as1w
D—wL=| !

AW .. - Ann
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n
Je ziejmé, ze det D = det(D — wl) = [] ai-
i=1
Zabyvejme se nyni charakteristickym polynomem ¢(\) matice T,:

©(A) =det(T, — AE) =
=det D" det(D — wL)det(T,, — A\E) =
=det D" det(D — wL)(T,, — \E) =
=det D™D —wL) (D —wL) (1 —w)D +wU] — AE) =
=det D' (1 —w)D +wU — (D —wL)AE) =
=det (1—w—AN)E+wD ' (U+AL)).
©()) je charakteristicky polynom; jeho hodnota v bodé A = 0 je rovna determi-

nantu dané matice T,,. Z vlastnosti kofenti charakteristického polynomu a z pfed-
choziho vztahu vsak dale plyne, ze

©(0) = ﬁ Ai =det ((1 —w)E+wD™'U),

kde \;, i = 1,...,n, jsou vlastni ¢isla matice T,,. Matice (1 — w)E + wD™1U je
horni trojahelnikova matice s prvky 1 — w na diagonale. Odtud plyne, ze

det (1 - w)E+wD™'U) = (1 —w)™

n
Nyni z rovnosti [[ A; = (1 — w)™ nutné plyne, ze o(T,,) =

max |[A\|>]1—w|. O
i=1 <i <n

1
Poznamka 4. Z predchozi véty plyne, Zze méa smysl uvazovat pouze w € (0, 2).

Uvazujeme-li nyni stejny systém jako v prikladu 5.4, je ptislusnéa itera¢ni matice
T, tvaru
ai2

1-w -——w
T, = a1
a21 a120a21
——w(l —w) —=uw?+(1-w)
a2 a110a22
a vektor .
b1 bo biag: 2
g, = | —w,—w-— w .
ail a2 a11a22

Geometricky jsou iterace této metody znézornény na obr. 5.3 a 5.4.

Nésledujici véty udavaji postacujici podminky pro konvergenci relaxacni me-
tody pro nékteré typy matic.

Véta 5.10. (Ostrowski-Reich). Pro pozitivné definitni matici A plati o(T,,) < 1
pro vsechna w € (0,2).

Dikaz viz [5].
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Obr. 5.3: Relaxa¢ni metoda pro w = 0,5

1,0 2x,-x ,-1.5=0

Obr. 5.4: Relaxa¢ni metoda pro w = 1,4
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Poznamka 5. Z této véty plyne jako disledek véta 5.8.

Pokud jde o optimalni hodnotu parametru w, tj. hodnotu w € (0, 2), pro kterou
je konvergence relaxacni metody nejrychlejsi, uvedeme bez diikazu pouze tuto vétu

(I5]).
Véta 5.11. Necht A je tiidiagondlni pozitivné definitni matice. Pak o(Tg) =
0*(Ty) < 1 a optimdlni hodnota relaxacniho parametru je ddna vztahem

2

1+ /1 03(Ty)

W = Wopt =

Pri této volbé je o(T,) = |1 — w].
Priklad 5.7. Uvazujme systém

21‘1— T3 =1
—x1 4+ 229 — 23=0
71‘24’21‘3:1,

jeho# piesné feseni je z* = (1,1,1)7.
Matice tohoto systému je tfidiagonélni a pozitivné definitni a jsou tedy splnény
predpoklady véty 5.11. Pro spektralni polomeéry iteracnich matic plati

o(Tg) = o(Ts)?

a optimalni hodnota relaxa¢niho parametru w je ddna vztahem

2
VI @

Spektralni polomér iteracni matice pro relaxa¢ni metodu je roven o(7y,,,) = |1 —

Wopt | .
Jacobiova matice je tvaru

0 05 0
T,=] 05 0 05
0 05 0

Vlastni ¢isla této matice jsou Ay = 0, Aoz = +v2/2. Tedy o(Ty) = V2/2,
Q(Tg) = 1/2 a 5
Wopt = ————F———=~ 1,172.
1+/1-1/2

Za optimalni hodnotu parametru w lze tedy vzit hodnotu 1,17. Pro tuto hodnotu
relaxac¢niho parametru je o(7y,,,) = 0,17.

Ze vztahu (5.10) plyne, Ze pro dosazeni relativni chyby fadové 102 je tieba
provést 5 iteraci, zatimco v pripadé pouziti Gaussovy-Seidelovy iteracni metody
je tfeba provést 10 iteraci.
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Pro dany systém a w = 1,17 je relaxa¢ni metoda tvaru

2f = —0,172% 4 0,585(1 + «5)
2k = 01725 + 0,585(28 T + )
ah T = —0,1725 + 0,585(1 + a5 1)

Pro pocateéni aproximaci ° = (0,0,0)” dostaneme

z! = 0,585 2 =03422 2l =0,7852

22 =0,685752 2% =0,802329 a2 = 0,920878
23 =0,9377849 23 = 0,9509221 3 = 0,9847401
24 =0,9818660 x4 = 0,9888078 x4 = 0,9960467
2% =0,9965353 5 = 0,9975632 =} = 0,9992465.

Z vysledku této kapitoly je zfejmé, Ze pro o(T") < 1 itera¢ni proces konverguje
a pro o(T) > 1 urcité diverguje.

Povsimnéme si nyni chovan{ posloupnosti v pt¥ipadé o(T") = 1. Touto otézkou
se nebudeme zabyvat podrobné, ale upozornime na zajimavé geometrické chovani
nékterych iteracnich posloupnosti.

Definice 5.2. Necht {z"}2°  je posloupnost generovana itera¢ni metodou (5.4)
s pocatedni aproximaci £° € R™. Rekneme, Ze vektor 2° generuje cyklus ¥adu p,
p €N, p> 2, jestlize P = 20, pricemz x* # 2%, k=1,2,....p— 1.

Samoziejmé se piredpokladd x° # x*.
D4 se ukdzat (viz [23]), Ze pro systém tvaru

1+ kxa =1
1 — kxa = by,

kde k£ # 0, nastane pro Jacobiovu metodu cyklus fadu 4 pro kazdou pocatecni
aproximaci. V tomto pfipadé o(T;) = 1. Pro Gaussovu-Seidelovu metodu nastane
cyklus fadu 2, ale az od 1. aproximace, tj. vlastné s pocateéni aproximaci Tz°.
Graficky jsou cykly pro tyto metody znazornény na obr. 5.5, 5.6.

Zajimava situace se objevuje u relaxa¢ni metody. Uvazujme systém tvaru

1'1+l‘2:].
qry + x2 = 1.

Odpovidajici relaxa¢ni matice T,, a vektor g, jsou tvaru
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Obr. 5.5: Gaussova-Seidelova itera¢ni metoda

+3x,-3=0 x173x2+6:0

Obr. 5.6: Jacobiova itera¢ni metoda
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Pro w = 2 je matice T5 a vektor g tvaru

-1 -2 2
T2 = 5 92 =
2g 4g9-1 2(1 —2q)

Charakteristicky polynom
©(A) = A7+ A2 —4q) + 1
ma koreny

M2 =—14+2¢+2/q(q—1).

Pro ¢ € (0,1) jsou tyto kofeny komplexné sdruzené a jejich absolutni hodnota
je rovna jedné, tedy o(T2) = 1. Vlastni ¢isla A1, A2 mohou byt také vyjadiena
v goniometrickém tvaru

A2 =cosp Eising

a lze ukazat ([23]), ze
1
q= 5(1 + cosp).

V préci [23] je dokdzdno, Ze cyklus fadu p > 2 existuje tehdy a jen tehdy, kdyz
w=2ml/p,0 <1< p/2. Vztah ¢ = (1+cos ¢)/2 umoziuje nalézt systém generujici
cyklus daného tadu p vhodnou volbou p, (.

Napf.: pro ¢ = 0.5((1+ cos2m ) = 0.17257 existuje cyklus iadu 11 (viz obr. 5.7)
pro ¢ = 0.5((1+cos27%) = 0.578217 existuje cyklus fadu 40 (viz obr. 5.8).

Obr. 5.7: Cyklus fadu 11, podateéni aproximace z° = (0, 0).
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Obr. 5.8: Cyklus fadu 40, poéateéni aproximace z° = (0, 0).

Vsechny body cyklu fadu p = [/s lezi na elipse, jejiz stied je pfesné FeSeni
Rovnice elipsy je tvaru

5 2 0 (353)2
q

T T 219
1'%+?2+2I1£C2*72721;1:(1‘1)2+ 0,0 2

+ 2xixy — 7 — 229,

kde 0 = (29, 29) je pocatecni aproximace.

x*.

Pro riznou volbu pocatecnich aproximaci dostavame mnozinu soustfednych

elips.

Poznamka 6. Jestlize v iteraénim procesu (5.4) nastava cyklus, pak o(T,) =
1. Ale opak neplati. Je-li o(T,,) = 1, nemusi v iteraénim procesu nastat cyklus.

Otézky cyklu itera¢nich metod jsou podrobné studovany v [23].

Cviceni ke kapitole 5

0,2 0,3 —-0,1
1. Je matice H = 0,7 —0,15 0,05 konvergentni?
0,2 0,0 0,6

2. a) Jacobiovou, b) Gaussovou-Seidelovou iteraéni metodou Feste systémy

101‘1 - 21‘2 - 21‘3 =6 21‘1 — X9 + Tr3 = -1
—x1 + 1022 — 223 =7 3r1 + 3x2 + 923 0 .
—x1 — X9+ 10x3 =28 3r1 + 3x2 + by = 4
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3. Ukazte, ze pro systém

xr1 + X9 =

2(1 —e)xy + 22 + 23 =
T3 + x4 = —1
—(1—¢)%x, +x4= 5

(0 < e < 0,1) Jacobiova metoda konverguje a Gaussova-Seidelova metoda
diverguje.

. Ukazte, ze pro systém

200 + 423 =0
1 — T — X3 = 0,375
T1 — X2+ 223 =0

diverguje Jacobiova i Gaussova-Seidelova metoda.

Ukazte, ze pro systém

41‘1 + 3:132 = 24
3r1 +4x2 —23 = 30
—ZT2 + 4133 = 24

Jacobiova itera¢ni metoda konverguje. Zvolte poéateéni aproximaci ° =

(1,1,1)T a vypoctéte ! a x2.

Ukazte, ze pro systém
3r1 + 220 + 223 =

21 + 3xo + 223
21‘1 + 2932 + 3933 =-1

I
S =

Jacobiova iteracni metoda diverguje a Gaussova-Seidelova metoda konver-
guje.

Dokazte, ze pro systém

10z1 — 290+ 223 — 3x4 = 0
xr1 + 10:122 - r3 + 2934 = 5
2x1 + 3x9 + 2023 — x4 = —10
3r1 + 220+ w3+ 2024 = 15
Jacobiova itera¢ni metoda konverguje. Kolik iteraci je tfeba k nalezeni feSeni

s chybou mensi nez 10~4?
(Resent: k > 17.)
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8.

10.

11.

12.

Ukazte, ze pro systém

4z + 329 + 223 = -1
xr1 + 51‘2 + 41‘3 = 2
21‘1 — X2 — 7933 = 4

Jacobiova metoda konverguje. Zvolte pocate¢ni iteraci ° = (1,1,1)T a vy-

poctéte ! a 2.

Ukazte, ze pro systém
31‘1 + 22 + r3 = 2

2r1 +4r2 + 13 =

—X1 — T2 —33?3 = -1

Gaussova-Seidelova metoda konverguje. Zvolte po¢ateéni iteraci 2% = (0,0,0)”

a vypoctéte prvni dvé iterace.
Ukazte, ze pro systém

2.%‘1 — X2 — T3 = 3
-1 + 3932 — 2933 =
731‘1 71‘24»41‘3 = -1

Jacobiova iteracni metoda diverguje.

Ukazte, ze pro systém

61’1 + 3932 = 10
3r1+5xr—23 = 5
—xr9+4x3 = —6

Gaussova—Seidelova itera¢ni metoda konverguje. Zvolte poc¢atecni aproxima-
2

ciz® = (1,1,1)T a vypoctéte x* a 2.
Systém

4x1 + 329 = 24

3r1 + 420 — 23 = 30

— x9 + 41}3 =-24

mé presné feseni «* = (3,4, —5)7. Uzijte Gaussovy-Seidelovy itera¢ni me-
tody a relaxacni metody s parametrem w = 1,25. Porovnejte vysledky po
provedeni 7 iteraci. Vypoctéte optimélni hodnotu parametru w.

(Reseni: o(T¢) = 0,625, o(T,,,,,) ~ 0,24, wopt ~ 1,24.)

Wopt
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13. Systém
1021 — xo =9
—x1 + 1022 — 223 =7
— 2x9 + 1023 =6

« R, T o o “ .
(pfesné feseni x* = (%, %, %) ) feste relaxa¢ni metodou s w = 0,5, w =

1,1 a vypoctéte optimalni hodnotu parametru wop: a feste systém relaxacni
metodou s timto parametrem.

Kontrolni otazky ke kapitole 5

k

1. Mitize byt v iteraénim procesu 1 = Tz* + g itera¢ni matice T" singularni?

2. V prikladu 6 Jacobiova metoda pro systém

3r1 + 220 + 223 = 1
21‘1 + 31‘2 + 21‘3 = O
21‘1 + 21‘2 + 31‘3 = 7].

obecné nekonverguje, nebot o(7T;) > 1. Pfesto pro pocateéni aproximaci
xo = (0,0,0)7 itera¢ni proces konverguje k fegeni (1,0, —1)7. Pro¢?

3. Uvazujte systém

X1 — T2

1+ 22 =
Co znamen4 fakt, ze T4 = E?

4. Jestlize matice A neni ryze fadkové nebo sloupcové diagonilné dominantni,
miuze Jacobiova itera¢ni metoda konvergovat?
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Interpolace

V této kapitole budeme zkoumat problém aproximace funkci. Tento problém spo-
¢iva vétsinou v nalezeni aproximace funkce f pomoci vhodné kombinace funkci
z néjaké tfidy funkci. Uvazujme tfidu funkci jedné proménné:

’l/)(l';ao,. e ;an);

kde ag,...,a, jsou parametry, jejichz hodnoty charakterizuji jednotlivé funkce
v této tiidé. Ustfednim problémem aproximace je kriterium pro volbu téchto pa-
rametri. U interpolacni aproxrimace pozadujeme, aby parametry byly vybrany tak,
Ze na mnoziné navzajem ruznych bodu {z;}7_, plati

v(xg;ag,. .. an) = f(z;), i=0,...,n.

V nékterych pfipadech jsou predepsany i hodnoty derivaci v nékterych bodech.

V pripadé metody nejmensich ¢tverct se parametry ao,...,a, vyberou tak, aby
veli¢ina
N
o(ag, ..., an) = Z(f(mj) —b(zj;a0,...,a,))%, n < N,
§=0

nabjvala miniméalni hodnoty. Dalsim typem aproximace je CebySevova aproxi-
mace, kde hleddme takovou aproximaci, kterd minimalizuje maximalni absolutni
hodnotu rozdilu funkce f a aproximace ):
min  max xi) —Y(xi;ag,...,a
(ao,...,an) x€a,b] |f( J) w( 370 n)|
V dalsim se zamé¥ime pouze na linedrni aproximaci, tj. budeme se zabyvat funk-
cemi tvaru
"/)('T; ag, - - -, an) = ao’l/)0($) +ot anwn(x) )
kde funkce ¥;, i = 0,...,n tvori bazi linedrniho prostoru dimenze n + 1. Do této
tfidy patti i klasickd polynomidlni interpolace

V(x5 a0, .., a,) = apx™ + a1z M 4+ .. Fa,
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a trigonometrickd interpolace
U(zyal,...,a,) = ag + ar1e' + aze®™ + ...+ a,e™?, (i? = —-1)

Polynomialni interpolace se uziva predevsim k aproximaci funkci danych tabulkou
a je také dilezitym zakladem pro nékteré typy formuli numerického derivovani
a integrovani. Do t¥idy linearnich interpolac¢nich problému také patii splajnovd in-
terpolace. Ve specialnim pripadé kubickych splajni se pozaduje, aby funkce ¢ byla
dvakrat spojité diferencovatelnd pro x € [zg, 2,,] a byla totozné s kubickym poly-
nomem na kazdém subintervalu [x;, z;41] daného déleni zo < 1 < ... < x,. Splaj-
nové interpolaci je nyni vénovana znacna pozornost, protoze poskytuje vhodny na-
stroj pro interpolaci empirickych kiivek a slozitych matematickych funkci. Roste
také jeji uziti pri priblizném rfeseni diferencialnich rovnic.

§ 6.1. Polynomialni interpolace

Nejjednodussi alohu linearni interpolace 1ze formulovat takto: Jsou dany body z;,
i=0,1,...,n, 2; # x} pro i # k a hodnoty funkce f v téchto bodech: f(x;) = f;,
1=0,1,...,n. Je tfeba najit algebraicky polynom P,, stupné nejvyse n takovy, ze

Pn(mi):fi, i:O,l,...7n.

Umluva. Body z;, i = 0,1,...,n, 2; # x, pro i # k, budeme nazjvat uzly,
polynom P, interpolacni polynom. Jako dfive ozna¢me II,, mnozinu vsech redlnych
polynomu stupné nejvyse n tvaru

1

P, (x) =apx™ + a12" " + ... + an.

Véta 6.1. Pro (n+ 1) dangch dvojic éisel
(x4, f2), 1=0,1,....n, z; £z proi £k,
existuje pravé jeden polynom P, € II, takovy, Ze
P (x;) = fi, i=0,1,...,n. (6.1)

Dukaz.
Jednoznacnost: Predpokladejme, ze existuji dva interpola¢ni polynomy P,, Q. €
I1,, splitujici podminky (6.1), tj.

Py (i) = Qu(zi) = fi, 1=0,1,...,n.

Polozme R, (z) = P,(z) — Qn(x). Je zfejmé, ze R, € II,, a dile R,(z;) = 0,
1=20,1,...,n, tzn. R, mé alesponi n + 1 riznych kofent. To je ale spor s pfedpo-
kladem, ze R,, je polynom stupné nejvyse n. Odtud plyne, ze polynomy P, a @,
musi byt totozné.

Existence: Existenci dokazeme tak, ze pirislusny polynom sestrojime. Nejdiive se-
strojime polynomy /;, i = 0,1,...,n s témito vlastnostmi:
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(a) l; je polynom stupné n,

0 TO 7 ]
(b) li(a) = prot £

1 pro i = j.
Je ziejmé, ze
Li(x) =Ai(x —x0) ... (x —xi—1)(@ — 2ig1) ... (T — p).
Konstantu A; uré¢ime tak, aby byla splnéna podminka ;(x;) = 1, tedy
1

($i — 1'0) e (l‘z — -Tifl)(zi — l‘i+1) e (l‘z — .Tn) '

A; =

a odtud
(x—mg) ... (x —zi—1) (@ — iq1) .. (. — 2p)

ll(m) - (mi — .1‘()) N (.1‘1 — l‘i—l)(l‘i — xi+1) N (.1‘1 — CL‘n) (62)
Definujme nyni polynom P, vztahem:
=0

Snadno se ovéfi, ze tento polynom spliiuje interpola¢ni podminky (6.1), a protoze
je linearni kombinaci polynomt stupné n, je polynomem stupné nejvyse n. O

Interpola¢ni polynom tvaru (6.3) nazyvame Lagrangeovgm interpolac¢nim po-
lynomem nebo presnéji Lagrangeovym tvarem interpola¢niho polynomu.

Umluva. Polynomy [;, i = 0,1,...,n, definované vztahem (6.2) budeme nazyvat
fundamentdlni polynomy.

7 jednoznacnosti interpolac¢niho polynomu rovnéz plyne, ze interpolacni poly-
nom stupné nejvyse n pro polynom @, stupné n je tentyz polynom, tj. P,(z) =
Qn(x).

Polozme

i=0
Je zfejmé, ze
n
whq(25) = (x5 —20) ... (2 — xim1) (@i — Tigr) - (x5 —2n) = H (z; — xk).
o

Pouzitim téchto vztahi lze fundamentalni polynomy zapsat ve tvaru

() = Wnt1(x) i .
li() @) e, @) 0,1,...,7m. (6.4)
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Priklad 6.1. Sestrojte Lagrangeuv interpola¢ni polynom, je-li dano:

X, 0 1 2 5
fi 2 3 12 | 147

Reseni. V tomto pfipadé je n = 3, hleddme tedy polynom P; € II3.

xz—1)(x—2)(xz—5)

L
P =2 s

+3

Piiklad 6.2. Sestrojte interpolaéni polynom pro funkci f(z) = = + sinz v uzlech
Ty = 97 T = 3, Ty = 4,5, T3 = 10, Ty = 5,57 Ty = 12,5.

Reseni. Jelikoz n = 5, hleddme polynom P5 € II5. Na obr. 6.1 jsou zndzornény
fundamentalni polynomy [;, ¢ = 0,1,...5, na obr. 6.2 je znazornén carkované
polynom Ps a plnou c¢arou je znazornén graf dané funkce.

Fundamentalni polynomy I;, ¢ = 0,...,n majl zajimavou vlastnost, spliuji

totiz identitu
n

le‘(ﬂf) =1 VzeR.

=0

Toto tvrzeni plyne z faktu, Ze interpolacni polynom P, € II,, pro funkci f, ktera
je polynomem stupné nejvyse n, plati P,(z) = f(z), Va € R. Tedy i pro funkci
f(z) =1, kterd je polynomem nultého stupné, tvrzeni plati. Uvedeny vztah dale
vyjadiuje skutecnost, ze polynomy I;, + = 0,...,n jsou jisté ,vahy“ prifazené
hodnotam f;, 71 =0,...,n.

Dalsi zajimavou vlastnost interpola¢niho polynomu dostaneme pomoci nésle-
dujiciho vypoctu:
Plati

Ozna¢me w; = (w},,(2;)) ™', tedy w; zdvisi pouze na z; a plati

Dale vime, ze
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2 X, XX XX

2”4 oXs X514

Fundamentalni polynom lo(z)

Fundamentalni polynom Iz (z)

2 X, X,X, XoX3

Fundamentalni polynom l4(z)

©co o0
ON MO O ERL N

2 X, X,X X X

4 Xz X514

Fundamentalni polynom [ (z)

X5 14

Fundamentalni polynom [3(z)

2 Xl X2X4 XOX X

Fundamentalni polynom I5(z)

Obr. 6.1: Fundamentalni polynomy [;
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14 p

12

10

Obr. 6.2: Lagrangetiv interpola¢ni polynom pro f(z) = sinz v bodech (z;, f;), i=0,...,5

tj.
n w;
wn-l-l(m) Z (ZL' — 1‘) = 1a
i=0 v
neboli i
wn+1( ) = n
Odtud

zn: flzi) wi w;
_ =0 i

(x—z;)

Pn(w)

LG 0L T

Hodnoty (I’i’;)/ > (zf;j) tvoFi tzv. barycentrické soufadnice bodu (x, P,(x))
i =0

v roviné vzhledem k bodim (x;, f(x;)), i =0,...,n. Tato formule je navic z vypo-
¢etniho hlediska velmi efektivni — pfi urc¢enych hodnotach w; je vypocet hodnoty
P, (x) linedrni vzhledem k n. Problémy mohou ale nastat pro = blizké nékterému
uzlu z;, kde pfi déleni vyrazem = —x;, ktery je blizky nule, dochazi k velké relativni
chybé.

Poznamka 1. Danou tlohu interpolace 1ze rovnéz fesit metodou neuréitych ko-
eficienttt. Tato metoda spoc¢iva v nasledujicim. Podminky (6.1) zapiSeme ve tvaru

systému linearnich rovnic pro neznamé koeficienty a;, i = 0,1,2,...,n,
-1 .
apxy +arx] "+ ... +an =0, 1=0,1,...,n.
Jestlize body x;, ¢ = 0,...,n, jsou navzajem riizné, ma tento systém praveé jedno

feSeni. Ale tento postup je prili§ téZkopadny a nevhodny pro vétsi pocet uzla.
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Necht nyni P,_; je Lagrangetv interpola¢ni polynom v uzlech zq,...,z,_1.
Rozdil f(z) — Pp—1(z) vydélme soufinem (x — zg)...(z — 2,—1). Tento podil
v bodé x = x, vyjadiime ve tvaru

f(zn) *Pnfl(zn) f(xn) *Pnfl(xn)

n—1 - wn(xn)

:Z — = flxo, ..., 2] (6.5)
=0 H (xj — ;)

<.

‘“s
QO

Definice 6.1. Vyraz f[xo,...,2,] ve vztahu (6.5) nazyvdme pomérnou diferenct
7ddu n funkce f v bodech xg, ..., x,.

Polozme f(z9) = f[xo]. Dale

_ f(zo) flx1)  f(xo) — flz1)
f[$0,$1] _$0—5L‘1+$1 —CL‘()_ o — X1 ’

f(@o) N f(x1) n f(x2)

(w0 — 1) (20 — 22) (21 — o) (21 — 22) (2 — T0) (22 — 71)

f[x()) X, :CQ] -

Poznamenejme, Ze pomérnd diference je symetrickou funkci svych argumentd,
tedy hodnota pomérné diference nezavisi na potradi uzla z;.

Lagrangetv interpola¢ni polynom je po teoretické strance velmi dilezity. Je
zékladem pro odvozeni metod numerického derivovani a integrovani. Ale pro prak-
tické vypocty, zejména pro velky pocet uzlt nebo pfi zméné poctu uzli (kdy je
tfeba pfepoditat vSechny polynomy [;), je vyhodnéjsi pouzit nékteré z formuli,
které nyni uvedeme.

Véta 6.2. Interpolacni polynom P, € II,, pro body (z;, f;), i =0,1,...,n, miZe
byt zapsdan ve tvaru

P.(z) = fo+ (x — xo) flxo,x1] + ...+ (x — o) ... (¥ — Tp—1) flT0s .- -, 20 (6.6)

Dukaz. Budeme postupovat tak, Zze vhodnym zptusobem vyjadiime Lagrangetuv
interpola¢ni polynom a dalsi ipravou dostaneme vyjadteni (6.6). Necht P, € II,, je
Lagrangetv interpola¢ni polynom pro dané body (z;, fi), ¢ = 0,1,...,n. ZapiSme
tento polynom ve tvaru

P,(x) =Po(z) + [Pi(z) — Po(z)] + ...+ [Pj(z) — Pj_1(x)] + ...

6.7
oot [Po(x) — Pooq(2)], o7
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kde P; € II; je Lagrangetv interpola¢ni polynom pro body (xz;, f;), kde i =
0,1,2,...,75. Pocitejme rozdily P;(z) — Pj_1(z):

ST S D1 ] [t BE—C

(x —zj) Wiy (25) ~ - w)wipg(z) (2 — @) wi()

Pro wjt1 a wj plati

wir1(@) = [[@@ =2, wi@)=[[@-2) = wini(@) = (@ —z))w(2).
i=0 i=0

Dale pro derivace funkci w; a wj;1 mame

@) =@+ ) w() = Wl =] BT A
wj(z;) pro ¢ = j.

Té&chto vztahl nyni uzijeme pro vypocet rozdilt P;(z) — Pj_1(x):

j-1
Pi(z) — Pi_q(2) = w1 (2 w;(@ — Tt ;) i =
3(@) = Pima (@) (z —z5) Wi, (2 +7,Z x—zz) j+1(zi) g
j-1 J
:f”J#fJWJ D —wj(:v)z#i_:
wiy1(x5) i=0 e i=0 Wi (i)
= wj(x) flwo, ..., z]

Kazdy rozdil P;(x) — Pj_1(z) pro j =0,1,...,n mizeme tedy vyjadfit ve tvaru
P](m) — Pj_l(l‘) = (.’L‘ — 3?0) N (CL‘ — .’L‘j_l)f[m(), N ,.Z‘j].

Odtud a z (6.7) nyni plyne, Ze interpola¢ni polynom muZe byt zapsan ve tvaru
(6.6). O

Interpola¢ni polynom (6.6) se nazyva Newtondiv interpolacni polynom.

Jesté jednou pfipominame, Ze pro dané body (z;, fi), ¢ = 0,1,...,n, x; # xx
pro i # k, je interpola¢ni polynom urcen jednoznacné, tzn., ze Newtontuv interpo-
la¢ni polynom je totozny s Lagrangeovym interpola¢nim polynomem, lisi se pouze
formou zapisu.

Dusledek 1. Nechtx; € [a,b],i=0,...,n, x; # xx proi # k. Necht f € C"[a,].
Pak existuje bod 6 € (a,b) takovy, Ze

Flzo,. . an] = — £ (0). (6.8)

n!
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Dukaz. Funkce ®(x) = f(z) — P,(z) mé alesponi (n + 1) nulovych bodu v [a, b]:
To,...,2,. Podle Rolleovy véty ma funkce ®((z) = f(")(z) — P,Sn)(x) alespori
jeden nulovy bod 6 € (a,b):

7™ 0) - P (0) =,

F™(0) = P (0).
Na druhé strané, ze vztahu (6.6) plyne

n

a odtud )
O
Poznamka 2. Lze ukazat ([22]), ze
L e
lim f[x(h ,In] = _|f (1'0) ) (6 9)
x;—TQ !
neboli 1
f[CL‘(), w()] = —'f(")(mo) (610)
(n+1)krat
Dusledek 2. Necht QQ,,_1 je polynom stupné nejvyse n — 1. Pak
Qn-1lxo,..., 2] =0. (6.11)
Je-li Qn(x) = 2™, pak
Qnlzo, ..., xn] = 1. (6.12)

Dukaz. (6.11) plyne ihned ze skutecnosti, Ze interpolaéni polynom pro @Q,—1
je tentyZ polynom a tedy posledni ¢len ve vyjadfeni (6.6) musi byt roven nule.
Vztah (6.12) plyne z nésledujicitho: Necht P, 1 je interpolaéni polynom pro funkci

Qn(z) = 2" v uzlech xg, ..., 2,-1. Rozdil 2™ — P,_1(x) je tedy polynom stupné n
s kofeny v bodech xg,...,,_1, coz znamena, Ze tento rozdil lze vyjadrit ve tvaru
2" — Py_1(x) = (x —xg) ... (x — zp_1),

Dale ze vztahu (6.5) pro pomérnou diferenci plyne

1= z:_;im = Qnlzo, ..., Tn]
H(ac —z;)
i=0

Lemma. Plati identita

(xo — xn) flxo, .-y xn] = flTo, .- s Tn-1] — flz1, ..., Zn]. (6.13)
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Dukaz. Necht P, € II,, je interpola¢ni polynom spliiujici podminky (6.1). Ze
vztahu (6.6) plyne
P (@) = flwo, .. an](n — 1)+
+ flzo, .-y xp](nle — (n — )N zo + ... + zp_1)). (6.14)
Vymeénime-li ve vztahu (6.6) body x¢ a x,,, dostaneme
P (z) = flen, z1,..., 20 1](n— 1) +
+flzn, 21, .. s Tn—1, o]0l — (n — DN xp + 21+ ...+ Tp1)) =
= flz1, ..., zn](n — D+ (6.15)
+flxo, .., xn](nle — (n — )N a1 + ... zp)).
Odectenim vztahti (6.14) a (6.15) dostaneme pozadovanou identitu (6.13). O
Poznamka 3. Uvedené lemma znamené, ze pomérnou diferenci n-tého fddu lze

rekurentné vyjadrit pomoci diferenci fadu n — 1:

flzo, . 2] = LACIERRE 1) L TR ) (6.16)

Tn — 0

Na zakladé tohoto rekurentniho vztahu lze sestavit nasledujici tabulku pomérnych
diferenci:

z; fi flzis ziga] fli, Tiv1, xigo]
zo Jo
T flzo, 1]
i; g i flz1, 22] > flwo, @1, 73] >

. >f[.1‘0,...,$n]
: : Tp—1,7 > Jln_o,Tn_1,2n] >

Je jasné, ze pro konstrukci Newtonova interpola¢niho polynomu jsme uzili hod-
not oznacenych —.

Priklad 6.3. Pro hodnoty uvedené v ptikladu 6.1 sestrojte Newtontuv interpolaéni
polynom.
Resend. Sestavime podle vztahu (6.16) tabulku pomérnych diferenci:

i fi flai, xiga] fls, Tig1, Tiqo] Fl@i, Tig1, Tigo, Tiga)
2

(1) 3 1 4

2 12 42 i 9 > 1

5 147

Py(x)=2+4+2+4(z— Dz +az—-1)(z—-2)=2>+2% -z +2.
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Pro vypocet Newtonova polynomu jsme uzili hodnot leZicich na ,diagondle®.

Pfipomenime jesté, Ze z definice pomérné diference (vztah (6.5)) plyne, Ze po-
meérnd diference zdvist linedrné na funkci f: pro libovolnd redlnd ¢isla a,b a funkce
f, g definované v bodech z;, i =0,1,...,z,, plati:

(af +b9)[xo, ..., xn] = a(flxo,- .., 2n]) + 090, .., zn])

8§ 6.2. Chyba interpolace

Zabyvejme se nyni otadzkou, s jakou pfesnosti bude interpola¢ni polynom P, € II,,
aproximovat danou funkci v bodech rtznych od bodt x;,7 = 0,1, ..., n. Jaky bude
rozdil E(Z) = f(Z) — Po(Z) pro T # x;, i = 0,1,...,n? Odpovéd dava nasledujici
veta:

Véta 6.3. Necht f € C"V(a,b] a necht uzly x; € [a,b], i =0,1,...,n, z; # x}
pro i # k. Necht ddle P, € II,, je interpolaéni polynom spliiujici podminky (6.1).
Pak ke kazdému bodu T € [a,b] existuje bod & € (a,b) tak, Ze plati:

- y_ Wnt1(T) ) -
_ P (3) = Lo , — (7). 6.17
@) = Pala) = 2SO, =6 (617)
Dukaz. Sestrojme Newtontv tvar interpola¢niho polynomu podle vztahu (6.6)
pro uzly xzg,...,x,, T. Je tedy tfeba najit interpolac¢ni polynom P, ;1 € II,41.

Tento polynom je podle (6.6) tvaru

Poi1(x) = fo+ (& —xo) flxo,z1] + ...+ (& —x0) ... (x — xn) flxo, - -+, Ty T

JelikoZ P, 41 je interpola¢nim polynomem i v bodé Z, je f(Z) = Pp+1(Z). Ale na
druhé strané

Poi1(Z) = Po(ZT) + (Z —x0) ... (T — zn) flxo, - -, Tny T,

neboli
f(Z) = Po(Z) = (& —xg) ... (T — xpn) flxo, ..., Tn, T
Zde .
wn1(2) = [[(@ — 20).

i=0
Nyni podle dtsledku 1 je

L fU(

f[CL‘(),. ..,xn,x] = W

a odtud plyne tvrzeni. Vztah (6.17) jsme dokazali pouzitim Newtonova interpo-
la¢niho polynomu. Ale z jednoznacnosti interpola¢niho polynomu plyne, Ze vztah
plati pro polynom vyjadieny v libovolném tvaru. O

Poznamka 4. Z duasledku 1 je jasné, Ze bod & zavisi na Z. Této skutecnosti si
musime byt védomi pfi dalsich ivahach a operacich tykajicich se chyby interpolace.
Rozdil E(Z) = f(Z) — Pn(Z) nazyvame chybou interpolace v bodé .
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Jestlize |f("+)(x)| < M, 41, Vo € [a,b], 1ze chybu interpolace ohraniéit shora
takto
L (3)]
(n+1)! et ’
Tento odhad zavisi na vlastnostech interpolované funkce a na volbé uzli x;. Vznika
tedy otazka, jak volit uzly z;, aby maximélni absolutni hodnota w,+; byla na
daném intervalu co nejmensi. Toho lze dosahnout tak, Ze za uzly x; zvolime kofeny
nékterych specialnich polynomi. O tomto pfistupu nyni stru¢né pojedname.

[E(Z)] <

Umluva. T¥idu vSech normovanych polynomt stupné m, tj. polynomt tvaru
2" 4 amo1z™ .+ ag
oznad¢ime II,,,.

Definice 6.2. Rekneme, Ze polynom Q,, € II,, ma ze viech polynomu tiidy II,,
nejmensi odchylku od nuly na intervalu [—1, 1], jestlize plati

_max [Qm(z)] < _max [Sm(z)]

pro viechny polynomy S, € II,,.

Véta 6.4. T,,(z) = cos(marccosz), x € [—1,1] je polynom stupné m s koefici-
entem 2™ 1w 2™, m > 1.

Dukaz. Je Tyo(x) =1, Ti(x) = x. Déle pouzijeme vztahu
cos(m + 1)a + cos(m — 1)ae = 2 cos o cos mav.
Polozime-li o = arccos z, dostaneme
Trng1 (%) 4+ Tr—1(z) = 22T (),
tj.
Tt1(z) = 22T (x) — Tin—1 (). (6.18)

Necht nyni podle indukéniho pfedpokladu je T}, polynom stupné m s koeficientem
2m=1 y g™, Pak z rekurentniho vztahu (6.18) ihned plyne, Ze T),1 je polynom
stupné m + 1 s koeficientem 2™ u z™*1. O

Uvedeme nyni nékteré dulezité vlastnosti polynomi 7},,. Z rekurentniho vztahu
(6.18) plyne

Ty(x) = 22% — 1, Ts(z) = 423 — 3, Ty(z) = 8x* — 822 +1, atd.

Polynom T, ma m kofeni, které jsou realné, rtizné a vSechny lezi v intervalu
(—=1,1), nebot pro né plati

cos(marccoszy) =0

2k +1
marccos ry = 2+ , k=0,1,....m—1
2k +1
T = COS a m, k=0,1,...,m—1 (6.19)

m
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Dale je
max |Tp,(z)| = 1.
—1<z<1
Této maximélni hodnoty nabyvéa T,, se stfidavymi znaménky v (m + 1) rliznych
bodech intervalu [—1, 1]:

| cos(m arccosz)| =1

k
xk:cos—ﬂ-, k=0,1,....m (6.20)
m

Véta 6.5. Polynom T,,(z) = 21"™T,,(z) md na intervalu [—1,1] nejmensi od-

chylku od nuly ze vsech polynomi tridy IL,,.

Dukaz. Predpokladejme, Ze existuje polynom @, € II,,,, ktery ma na intervalu
[—1, 1] mensi absolutni hodnotu neZ polynom T,. Uvazujme polynom

Ry—1(x) = Trn(2) — Q).
Je ziejmé R,,_1 € II,,_1 a v bodech z;, = cos(kw/m), k =0,1,...,m plati
sign (Tm(xk) — Qm(mk)) = sign (2177”(—1)’“ — Qm(mk)) = (—l)k

nebot podle piedpokladu [T, (zx)| = 217™, |Qm(zx)| < 21~™. Polynom R,,_;
méni tedy znaménko mezi body xy, rxr1, £ = 0,1,...m — 1. Odtud plyne, ze
tento polynom stupné m — 1 ma m raznych kofent. Dospéli jsme ke sporu. Pred-
pokladejme nyni, Ze existuje polynom @,,, s maximalni absolutni hodnotou rovnou
maximalni absolutni hodnoté polynomu 7,,. Neni-li aspoii v jednom bodé, ve kte-
rém nabyva polynom T, extrému, polynom Q,, roven polynomu 7T,,, dostaneme
spor jako vyse. Je-li v8ak v takovém bodé @Q,,(z) = Tp,(x), ma polynom R, 1
v tomto bodé dvojnasobny kofen a uréime-li pocet kofent polynomu R,,_; jako
vyse, dojdeme opét ke sporu, ktery dokonéuje dtikaz véty (viz [18]). O

Definice 6.3. Polynomy 7}, se nazyvaji Cebysevovy polynomy.

JestliZe se pfi interpolaci omezime na interval [—1, 1] a za uzly interpolace zvo-
lime koteny CebySevova polynomu,w,1(z) = 27T}, +1(z), miZeme najit odhad
chyby ve tvaru
MnJrl

|f(z) — P (Z)| < m,

(6.21)

nebot

=27
Jax |wnt1(2)]

Chyba je v tomto pripadé nejmensi mozna. Pfi interpolaci na libovolném intervalu
[a, b] uzijeme linearni transformaci

x:%((b—a)z—i—b—&—a), z €[-1,1].
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Pfi této transformaci se kofeny 2, k = 0,1,...,n, polynomu T, transformuji
na kofeny

1
Ty = 5((1) —a)zr, + b+ a).

Odhad chyby interpolace nyni bude

My (b - a)n+1

K dalsim otazkam tykajicich se chyby interpolace se vratime v dalsi ¢asti této
kapitoly.

§ 6.3. Interpolace na ekvidistantnich uzlech
Nyni predpokladejme, ze body x;, ¢ = 0,1,...,n, jsou ekvidistantni, tj. existuje
realné cislo h # 0 takové, ze

x; = xo + th, 1=0,...,n.

Cislo h obvykle nazjvame krok. Vypodéteme pro Lagrangetv interpolaéni polynom
P,_1 € II,,_1, ktery je interpola¢nim polynomem v uzlech zg,...,x,—1, funda-
mentalni polynomy [;:

wp(z

T (& — @) wh (@)

Pocitejme hodnoty téchto polynomi v bodé z,,:

(o) = wn(@n)
hn) = G =z (e
B (xn —x0) ... (Tn — Tp—1)

(l‘n — xl)(mz — CL‘()) N (.1‘1 — l‘i—l)(l‘i — xi+1) N (.1‘1 — CL‘n_l)

Nyni je ., —x; = xo+nh—(xg+ih) = (n—i)h. Dosazenim do pfedchoziho vztahu
dostaneme:
nn—1)...(n—(n—1))

) = 0 - - D) G D) - D)

Odtud
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Hodnotu f(z,) lze zahrnout do souétu s koeficientem

a vysledkem je
n—i (T X
f(zn) — Paoa(zn) = ;(—1) (l) fi (6.22)
Definice 6.4. Vyraz

n

&gy =301 (1) fis (6.23)

=0

se nazyva n-ta obycejnd diference v bodé x;.

Napft.:
Alfo=—f(xo) + f(mo+h) = —fo+ fr
A fo = f(xo) — 2f (wo + h) + f(zo +2h) = fo —2f1 + fa
Afo=—fo+3fi—3f2+ fs
atd.

Obdobnym zpusobem jako pro pomérné diference lze i pro obycejné diference
dokazat rekurentni vztah:

AR = A (AR f;) = AV fin — AR fi. (6.24)
Lemma. Na ekvidistantni mnoziné uzli {xz;};_, plati

A" fo
flzo, ..., zn) = T

(6.25)

Dtikaz 1ze provést matematickou indukci — viz cviceni.

Nékteré dalsi vlastnosti pomérnych a obycejnych diferenci lze nalézt napft.
v [22].
Véta 6.6. Necht uzly x;, i = 0,1,...,n jsou ekvidistantni, x; = xq + ih, h > 0.
Pak Newtonuv interpolacni polynom lze zapsat ve tvaru

Pn(xo—i—th)=fo+ZA;!f0t(t—1)...(t—j+1), (6.26)

Jj=1

kde x = xg + th, t je novd proménnd, t € R.

Dukaz. Bod z, ve kterém pocitame hodnotu interpola¢niho polynomu, vyjadiime
pomoci kroku h, x = ¢ + th, t je nova proménnda. Nyni

x—x; =x0+th— (xg +th) = (t —i)h.
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Vime, ze Newtoniv polynom je tvaru
P, (z) = fo + flzo,z1](x —x0) + ... + (& —xg) ... (x — p—1) f[T0,- - -, Tn]-

Uzitim vztahu (6.25) upravime j-ty ¢len tohoto polynomu:

AJ
(x —xo)...(x —zj_1) flzo,...,x;] = (x—xo)...(m—xj_l)_'—f.o
j'hI
a déle, v disledku toho, ze x — x; = (t — i)h, dostaneme
t...(t—7+1 .
(.Z‘ — .’L‘()) . (CL‘ — .’L‘j_l)f[ilj(), . ,.Z‘j] = %Ajfo
a odtud plyne (6.26). O

Obdobnym zpiisobem jako vétu 6.6 lze dokazat nasledujici vétu 6.7.

Véta 6.7. Necht uzly z;, i =0,1,...,n, jsou ekvidistantni, x; = xo + th, h > 0.
Pak Newtonuv interpolacni polynom lze zapsat ve tvaru

Pn(zn+sh):fﬁz%s(sﬂ)...(sﬂq), (6.27)
j=1 ’

kde x = x,, + sh, s € R.
Dukaz. V tomto ptipadé se bod x vyjadii pomoci bodu x,,: © = x, + sh, s € R
je nové proménnd a interpola¢ni polynom sestrojime v bodech x,,, ..., o, Tp—; =
Tn — jh, tj.
P, (z) = fo+ (& —xp) fl2n, Xn-1] + ...+ (@ — ) ... (. — z1) f[Tn, . - ., To)-
O

Definice 6.5. Formule (6.26) se nazyva Newtoniv interpolaéni polynom pro in-
terpolaci vpfed. Formule (6.27) se nazyva Newtondv interpolacni polynom pro in-
terpolaci vzad.

Schematicky lze znazornit pouziti formuli vpred a vzad takto:

To fO Af
i 2J0 A2

T fl Afl AQ;O

€2 f2 Afg 1

r3  f3 Ans
0

. . : A2 - ////

Tn-2 fn-2 Afos A2§ _2 o

Tn—1 fn—l Afnfl ________

Tn fo T
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Diference oznacené — se pouzivaji pro formuli vpted, diference --- se pouzivaji
pro formuli vzad.

Poznamka 5. Z ponékud modifikované tabulky diferenci tzv. Fraserova diagramu
lze odvodit celou fadu uziteénych interpolacnich formuli. Tento diagram lze najit
napf. v [18].

Zminime se nyni o minimalizaci chyby v pripadé, ze uzly jsou ekvidistantni.
Z¥ejmé ma na velikost chyby rozhodujici vliv chovani funkce w,,41. Uzitim substi-
tuce x = z¢ + th lze funkci wy, 41 vyjadrit ve tvaru

W1 (%) = wny1(zo +th) = K"t —1)...(t —n), teR.
Nyni budeme vySetirovat chovani funkce
) =tlt—1)...(t—n). (6.28)

pro t € [0,n]. Nejdfive si vSimnéme, Ze funkce ¢ je lichd nebo suda (v zavislosti
na n) vzhledem k bodu (%,0). Tento fakt plyne ze vztahu

p(t) = (=1)"p(n - 1),
tedy ¢ je suda, je-li n liché, a licha, je-li n sudé. Dale

t+1
Odtud plyne, Ze na intervalu [¢,i+1],% = 0,...,n — 1, 1ze hodnoty funkce ¢ ziskat
pomoci hodnot funkce na intervalu [i — 1, 4] vynasobenych faktorem (t+1)/(t —n).
OvsSem tento faktor je vzdy zaporny pro t < n. To znamenad, Ze znaménka funkce
 se budou stfidat pfi pfechodu z jednoho intervalu na interval nasledujici. Navic

t+1
t—n

pro t € |0, "771) Tedy, extremalni hodnoty funkce ¢ na jednotlivych intervalech
[i,%+ 1] budou v absolutni hodnoté klesat az do stfedu intervalu [0, n], a pak v di-
sledku symetrie opét porostou. Vné intervalu [0, n] funkce ¢ v absolutni hodnoté
velmi rychle roste. Tato skutecnost je ilustrovana na nasledujicich dvou pripadech
— obr. 6.3 a 6.4 ilustruji pribéh funkci wy a ws. Z uvedenych poznatkid plyne
nésledujici zavér: Veli¢ina | wy4+1(Z)| bude minimalni, a tedy i chyba interpolace
bude minimélni, jestlize pro interpolaci v bodé T vybereme n + 1 uzld nejblizsich
bodu Z. V pfipadé, ze bod T lezi na zacatku tabulky, je vhodné uzit Newtonovu in-
terpola¢ni formuli vpred, lezi-li bod Z blizko konce tabulky, je vhodna Newtonova
interpola¢ni formule vzad. Pro hodnoty Z lezici vné intervalu [z, x,,] 1ze ofekavat
znac¢nou chybu interpolace. V tomto pfipadé hovoiime o extrapolaci.

Priklad 6.4. V nasledujici tabulce jsou ddny hodnoty Besselovy funkce 1. druhu
fadu nula. Aproximujte hodnotu této funkce v bodé z = 1,5. Uzijte Lagrangeovych
polynomt riznych stupiiii a porovnejte vysledky s pfesnou hodnotou.
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150 =

100 B

—100 B
—150 [ b
—200 B
—250 [ b

10 12 14

N

N

ok
x|

Obr. 6.3: Polynom w4(z) = (z — 2)(z — 6)(x — 10)(z — 14)

1000 B
800 B
600 B
400 B
200 - b

—200 B
—400 B
—600 B
—800 B

—1000 - o X2
2 4 6 8 10 12 14
X

Obr. 6.4: Polynom ws(z) = (z — 2)(z — 5)(z — 8)(x — 11)(x — 14)
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i 1,0 1,3 1,6 1,9 2,2
f(zi) | 0,7651977 0,6200860 0,4554022 0,2818186 0,1103623

Reseni:
a) Linedrni interpolace: bod Z = 1,5 lezi mezi x; = 1,3 a 22 = 1,6, zvolime za

uzly interpolace 1,3; 1,6.

- 1
A5 =16) ) 6200860 + 2216 4554022 — 05102068

Pi(15) =
1(1,5) (1,3—1,6) 1,6—13

b) Pro aproximaci polynomem druhého stupné zvolime uzly 1,6; 1,3; 1,9. Do-
staneme ptibliznou hodnotu

P5(1,5) = 0,5112857.

¢) Pro polynom tfetiho stupné zvolime uzly 1,6; 1,3; 1,9; 1,0 a dostaneme hod-
notu

P5(1,5) =0,5118127.
d) Pro polynom ¢tvrtého stupné uzijeme vSech uzli a vyslednd hodnota je
Py(1,5) = 0,5118200.

e) Pro polynom prvniho stupné uzijeme nyni uzlt o = 1, z; = 1,3. Je

Pi(1,5) = 1,17752595.

f) Pro polynom druhého stupné uzijeme nyni uzlt g = 1,6, 1 = 1,9, 29 = 2,2.
Je
P5(1,5) = 1,73385945.

Porovname vypoc¢tené hodnoty s pfesnou hodnotou f(1,5) = 0,5118277:

a)  |Pi(1,5) — f(1,5)] ~ 1,53.1073
b)  |P(1,5) — f(1,5)| ~ 5,42.10~*
c) |Ps(1,5) — f(1,5)| ~ 1,5.107°
d)  |P(1,5) — f(1,5)] ~ 7,7.10~¢
e) |Pi(1,5)— f(1,5)] =~ 6,6.10~"
£)  |1P2(1,5) = f(1,5)] =~ 1,22

Je jasné, Ze v piipadech e), ) je chyba (vzhledem k extrapolaci) podstatné vétsi.
Prenechédvame c¢tenafi, aby se pokusil navrhnout algoritmus pro konstrukci ta-
kové posloupnosti polynomt. Nelze vSak ocekavat, ze ve vSech pfipadech se bude
s rostoucim poétem uzli zvySovat také pfesnost aproximace (viz odstavec 6.4).
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Na zavér tohoto odstavce ukdzeme zajimavy priklad pouziti interpola¢niho
polynomu.

Piiklad 6.5. Dokazte, ze plati

S i (nzm) — (—1)”*1w .

n (m —1)In!

Reseni: Necht
(n—x)(n—1-x)...(2—2x)

n!

flz) =

a sestrojme interpola¢ni polynom P, _; stupné n — 1 pro ekvidistantni uzly dané
hodnotami x¢p =0, h = 1:

o« Ak r—xo)lx —x0—N)...(T—20 — _
Poi(z) = ZAh;;fO( 0)(z — o h)k!( o — (k —1)h)

k=
n

= O

z(x—1)...(x — (k—1))
k! '

a dale
Py_1(zo +kh) = Po_1(k) = f(k) =0, prok=2,...,n—1.
Odtud
k k n—k
8ty = 30 (7)o i) = (T

a protoze funkce f je polynomem stupné n — 1, musi byt totozna s polynomem
P, _1, tedy

m—z)(n—1—2)...(2—1x) _n71 pn—kx(xz—-1)...(x —(k—1))
n! Z(_l) n k! '
k=0
Pro z = n + m dostaneme pozadovanou formuli

n—1

n—k(n+m _1(n+m—2)!
S (M) = o

k=0

nebo dalsi transformaci (vyménou role n a m a polozime-li i = m — k)

S () sl

P n+i (n—1)I'm!
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§ 6.4. Obecny interpola¢ni proces

UvaZzujme nyni nésledujici problém: V intervalu [a, b] vybereme uzly tvofici neko-
necnou trojithelnikovou matici:

o
x(()l) xgl)
z(()Q) $§2) $§2)
(6.29)
RN SR SR S

Pro danou funkci sestrojime posloupnost Lagrangeovych interpolacnich polynomu
P, tak, Ze k sestrojeni P, uzijeme (n + 1)-ho fadku matice (6.29), tj.
Pz = f™),  i=0,1,...,n.

K2

Ptame se: Bude posloupnost { P, } konvergovat stejnomérné k funkci f na intervalu
[a,b] ? D4 se ukdzat, ze pro kazdou matici (6.29) existuje t¥ida funkei, pro niz plati
stejnomérna konvergence, ale tato tfida je podstatné uzsi nez Cla, b].

Véta 6.8. (G. Faber). Pro kaZdou matici (6.29) existuje spojitd funkce, pro kterou
prislusnd posloupnost interpolacnich polynomi nekonverguje stejnomérné k f na
intervalu [a, b].

Dikaz je uveden v [15].

Ve Faberové vété se mluvi o neexistenci stejnomérné konvergence posloupnosti
P, k f. Neni ale vylouceno, Ze v nékterych bodech konverguji polynomy P,, k funkci
f. Nasledujici priklad ilustruje moznost divergence interpola¢niho procesu v jed-
notlivych bodech.

Véta 6.9. (S. N. Bernstejn). Interpolacni polynom P, sestrojeny pro funkci |x|
na ekvidistantnd mnoziné uzli intervalu [—1,1] (tak, Ze 29 = —1, x, = 1) nekon-
verguje s rostoucim n k |x| ani v jednom bodé intervalu [—1,1] rizném od bodd
~1,0,1.

Dtikaz je opét uveden v [15], pfiklad je ilustrovén na obr. 6.5.

Zajimavy piiklad — pfiklad Rungeho — je uveden v [8]. Tento piiklad se tyka
interpolace funkce f(x) = 1/(1+2?%), z € [—4, 4], a interpolaéni proces je ilustrovan
na obr. 6.6.

Na druhé strané plati:

Véta 6.10. (I. Marcinkiewicz). Pro kaZdou spojitou funkci f existuje takovd ma-
tice (6.29), Ze odpovidajici posloupnost interpolacnich polynomi konverguje stej-
nomérné k funkci f na intervalu [a, b].
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Obr. 6.5: Interpolaéni polynomy pro f(z) = |z| na ekvidistantnich uzlech

Obr. 6.6: Interpola¢ni polynomy pro f(z) = 1/(1 + x2) na ekvidistantnich uzlech
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Dtikaz 1ze opét nalézt v [15], kde je obecnému interpola¢nimu procesu vénovéna

znacna pozornost.

Poznamka 6. Zvolime-li v piedchozich pFikladech za uzly kofeny Cebysevovich
polynomt definovanych vztahem (6.18), dostaneme konvergentni proces. Chovani
posloupnosti odpovidajicich interpola¢nich polynomt je zfejmé z obr. 6.7, 6.8.

0.6 [

0.4

-1.1 XO Xl X2 X3 X4 X5

X, X

gl.l

Obr. 6.7: Interpolaé¢ni polynom Ps € Ilg pro f(x) = |z| na CebySevovych uzlech

§ 6.5. Iterovana interpolace

Interpolacni problém nemusime fe$it ihned jako celek pro vSechny dané uzly, ale
mizeme zacit s mensim poctem uzlt a postupné zkonstruovat cely interpola¢ni

polynom. Timto problémem se budeme nyni zabyvat.

Pro danou mnozZinu bodu (z;, f;), ¢ =0,1,...,n, ozna¢me
Piyiy..qp, €1y
takovy polynom, pro ktery
Pigiy.iw(®iy)) = fi;»  7=0,1,... k.
Lemma. Plati
P (x) = fi,, i=0,1,... k,

1 P (x T — T
Py (z) = (@) §

Tir — Tio PiO---ik—l(z) T — Tig

Tento postup nazyvame iterovanou interpolact.

(6.30)

(6.31)
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1.5

Obr. 6.8: Interpolaéni polynom Pg € IIg pro f(z) = 1/(1 + 22) na Cebysevovjch uzlech

Dukaz. Vztah (6.30) je zfejmy. Abychom dokazali (6.31), ozna¢ime pravou stranu
R(x) a ukizeme, ze m4 charakteristické vlastnosti interpola¢niho polynomu. Ziejmé
R je polynom stupné nejvyse k. Podle definice P; P i je

R(mio) = P7:O~~~7;k—1(‘r7;0) = fioa
R(‘T%) = P'Lllk (zik) = fik.a
(wi; — @ig) fi; — (@i, — @i ) fi;

Tiy, — Ty

0. k—12

R(IZ]) =

proj=1,...,k—1. Tedy R = P, ;,, coz plyne z jednoznacnosti interpola¢niho
polynomu v daném bodé x. O
Podle vzorce (6.31) lze vypocet uspoiadat napiiklad takto:

k=0 1 2 3
zo fo=Po(x)
r1 fi=Pi(x) Po(w) (6.32)
T2 fo= Py(x) Pra(z) Porz()
3 f3=DP3(x) P>

3(z)  Pis(w) Poizs()

Prvni sloupec tabulky obsahuje predepsané hodnoty f;. Hodnoty v dalSich sloup-
cich poéitdme podle vztahu (6.31). Je naptiklad

(x — z0) P12 — (z — x2) P
T2 — X0 ’

Pyia(z) =
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Uvedeny algoritmus (6.32) se nazyva Nevilliv algoritmus.

Priklad 6.6. Je dana tabulka hodnot funkce f. UZijte Nevillova schematu pro
vypocet f(1).

z; fi Piivr Piiyvive Piitii2.43

0 1
2 3 2

3 2 4 8/3

5 5 -1 17/3 49/15

To znamend, Ze f(1) =~ 49/15.

Pro snaz$i pouziti na podcitacéi zavedme nasledujici oznaceni. Polozme
Tij = Pieji—j+1
Rekurentn{ vztahy (6.31) miizeme nyni zapsat takto

(@ —2ij)Tij-1(x) — (x —2) i1 (x) j=123,...

T;,(x) =

$Z‘*l‘i,j ’L:j,j—i-L
TiO:fi; i:O,L...,n
a pak
Tnn = POl...n-
Prislusna tabulka je tvaru
k=0 1 2 3

xo Jo ="Too

1 fi=Tuwo 111

To Jo =Tz To Too

x3 J3="Ts0 Ts51 T2 T33

(6.33)

Jako kriteria pro zastaveni vypoctu lze uzit nerovnosti
|T;: — Tic1,i-1] < &,

kde ¢ je predepsand presnost. Jestlize tato nerovnost neni splnéna, ptrida se dalsi
uzel x;41.
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Zévérem tohoto odstavce pfipomenme Aitkentdv algoritmus ([11]). Ten je rovnéz
zaloZen na vztazich (6.30), (6.31), ale pouZziva jinych polynomi béhem vypodtu.
Tabulka je nasledujici:

k=20 1 2 3
To Jo=Fo
x1 h=h Py
9 fo=P Poo Po12
T3 f3=P3 Pos Pois Po123

Piiklad 6.7. Pro tabulku hodnot z pfikladu 6.6 vypoctéte f(1) pomoci Aitkenova
schematu.

z; fi Poi Poui  Powo

1
3 2

2 4/3 8/3
5 9/5 31/15 49/15

oW N O

Tedy f(1) ~ 49/15.

Obé schemata davaji tentyZz vysledek, nebot se jednd o uziti interpola¢niho
polynomu v uzlech zg =0, 1 = 2, z9 = 3, 3 = 5.

§ 6.6. Inverzni interpolace

Nyni ukdzeme, jak lze uzit interpolace k nalezeni priblizného kofene funkce. Tento
proces budeme nazyvat inverzni interpolaci. Pfedpokladejme, Ze funkce f, f’ jsou
spojité v [a,b], f'(z) # 0 v [a,b] a necht £ je kofen funkce f lezici v intervalu
[a,b]. Necht x; € [a,b],7=0,1,...,n, x; # xx pro i # k a necht f(x;) = y;, i =
0,1,...,n. Nasim tikolem je najit pfibliznou hodnotu kofene £. Budeme postupovat
takto: Sestrojime interpola¢ni polynom P, (y) pro funkei f~1(y) v bodech

(yi7xi)7 T :f_l(yi)7 1 =0,1,...,n,
tj.
Poyi) = f (), i=0,1,...,n.
Protoze 0 = f(£), je £ = f~1(0) a za piibliznou hodnotu kofene ¢ lze vzit ¢islo
P,(0). Pro vypocet lze s vyhodou uzit iterované interpolace.

§ 6.7. Sestavovani tabulek

Nyni se zabyvejme nasledujicim tkolem: Je tieba sestavit tabulku hodnot néjaké
funkce tak, aby chyba pii interpolaci hodnot funkce polynomem daného stupné m
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nepievysila €. V takovém piipadé fikame, ze tabulka pripousti interpolaci stupné
m. Tabulky, se kterymi se vétsinou setkavame, pripoustéji linedrni interpolaci. Bu-
deme se zabyvat tabulkami s ekvidistantnimi uzly. Otazka tedy je: Jak zvolit krok
h, aby pfi linedrni interpolaci byla chyba mensi nez ¢? Nechf x je bod, ve kte-
rém mame spocitat pribliznou hodnotu. Polozme zy < x < x7 a f aproximujeme
interpola¢nim polynomem

f(z) = Pi(z) + E(x),
substituce x = xg + th, t € (0,1) je nova proménnd, vede ke vztahu

h2t(t —1
LM -1)

f(zo +th) = Pi(xo +th) f7(€).

Protoze [¢(t — 1)| < 1, musi pro krok h platit
h? max |f"(x)] < 8e.

Piiklad 6.8. Nechf je tfeba sestavit tabulku funkce sinz na intervalu [0, 5] tak,
aby chyba linearni interpolace byla mensi nez 0,5.1076.
Reseni. Je
flx)y=sinz = |f'(z)] <1
7 ptedchoziho plyne
h? < 4.1076,
h <2103

Prenechévame ¢tenédii posoudit otdzku piipustnosti kvadratické interpolace.

8§ 6.8. Hermitova interpolace

Obecné lze predepsat hledanému polynomu nejen funkéni hodnoty, ale také hod-
noty derivaci. Pfesnéji: Jsou déna realnd Cisla z;, i« = 0,1,...,m, ©; # x) pro
ik f®, k=0,1,...,n; — 1, pricemz

m

Zni =n+ 1. (6.34)

=0

Hermituv interpolacni problém spociva v tom, Ze je tfeba najit polynom P, € II,
takovy, ze

PR @)y =" i=0,1,...,m;  k=0,1,...,n; — L. (6.35)

V kazdém uzlu z; je tedy predepsdna nejen funkéni hodnota, ale také hodnoty
prvnich (n; — 1) derivaci.
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Véta 6.11. Pro dand redlnd ¢isla x;, i =0,1,...,m, x; # x proi # k, a hodnoty
fi(k), k=0,1,...,n; — 1, existuje prdavé jeden polynom P, € I,

m

Zni:n—i—l,

i=0
takovy, Ze jsou splnény podminky (6.35).

Obecny dtukaz nebudeme provadeét, ale uvedeme nyni konstrukci Hermitova
interpola¢niho polynomu v jednodussim pfipadé, kdy v kazdém uzlu z;, i =
0,1,...,m, pfedepiSeme funkéni hodnotu f; a hodnotu prvni derivace f/. Je tedy
tfeba najit polynom P, € II,,, 2m + 1 = n, takovy, ze

Pomi1(xi) = fi, it =0,1,...,m

Pha(z)=f, i =01,....m

19

(6.36)

Polynom Ps,,+1 budeme hledat ve tvaru

m

Paia(z) = Y hi@) fi+ Y hi() f],
=0

=0

kde h;, h; jsou polynomy stupné 2m + 1 pro m > 0. Polynomy h;, h; je tfeba
vybrat tak, aby byly splnény podminky (6.36), tj.

hi(z;) = 64, i,7=0,1,...,m
(25) = 9 J (6.37)
h;(‘rj) =0, ivj =0,1, ,m
hi(z;) = 0, i,j=0,1,...,m
. (6.38)
hi(x;) = di5,  4,5=0,1,...,m,

kde 6;; = 0 pro i # j, 6;; = 1 pro ¢ = j (Kroneckertiv symbol). Sestrojme nejdfive
polynomy h;: Polynom h; je polynom stupné 2m+ 1, ktery mé podle (6.37) kofeny
TQy - vy Tim1, Titl, - -, Tm, PFiCemz jsou vSechny tyto kofeny dvojnasobné, tj. 2m
kotfenti. Protoze h; je polynom stupné 2m + 1, plyne odtud, Ze je tvaru

hi(z) = ti(z)(x —z0)* ... (x —zi_1)%(x —zip1)* ... (. — )2,
kde t; je polynom stupné prvniho. Bez jmy na obecnosti lze psat

(r—m0)?.. . (v —wi1)*(x —2i41)? ... (x — ) _
(ZL'Z' — 1‘0)2 N (ZL'Z — 1‘1'71)2(1'1' — l‘i+1)2 N (ZL'Z — l‘m)z
= ui(2)l (),

kde I; je fundamentalni polynom odvozeny p¥i konstrukci Lagrangeova interpo-
la¢niho polynomu a w; je linedrni polynom: u;(z) = a;xz + b;, ¢ = 0,1,...,m.

hi(z) = u;(x)
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Koeficienty a;, b; ur¢ime z podminek

tj. ul(xl)lf(xl) =1 = Ui(l‘i
ulh(2)12 () + 2ui(2)l; (2)li(z) = 0 = wl(x;

Odtud
a; = _2l;($i)a b, =1+ 2371[;(-1‘1)7

polynom wu; je tvaru
wi(z) =1 —2(x — )li(zs), i=0,1,...,m
a hledany polynom h;:
hi(z) = (1 —2(x — 2)li(2:)) 12(z), i=0,1,...,m. (6.39)

Obdobné sestrojime polynomy h;: h; je polynom stupné 2m + 1 a ma podle (6.38)
kofeny o, 21, ..., Zm, pficemz kofeny xo,x1,...,%i—1,Tit1,..., Ly jsOu dvojna-
sobné, tj. celkem 2m + 1 kofend. Pfedpoklddany tvar polynomu h; je

hi(z) = As(z — z3)(x — x0)? ... (x — 1) (2 — 1) (2 — 2m) %,
coz lze opét bez jmy na obecnosti zapsat ve tvaru
hi(x) = Bix — ;)1 (x)
a hodnotu B; uréime tak, aby hl(x;) = 1, tj.
B =1.
Polynomy h; jsou tvaru

hi(z) = (z — x;)12(x), i=0,1,...,m. (6.40)

Hermitv polynom pro dané hodnoty (6.36) mé tvar

Popy1(z) = Z hi(z) fi + Z hi(@) f]
i=0 =0

s polynomy h;, h; danymi vztahy (6.39), (6.40).

Poznamka 7. Pro m = 0 dostavame nejjednodussi Hermitiv polynom, ktery je
prvniho stupné a je dany vztahem

Py(z) = f(a) + (z — a)f'(a).

Pro urceni tohoto polynomu potiebujeme dvé podminky — hodnotu funkce a deri-
vace v daném bodé.
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Piiklad 6.9. Najdéte Hermittv interpola¢ni polynom, je-li dano

x| 0 1 4
il 2 5 1
11 -1 2

K2

Polynomy [; jsou tvaru
lo(z) = 2z —1)(z —4), Lh(z) = —3z(z —4), l(z) = La(z—1)

Podle (6.39), (6.40) dostaneme pro h; a h;

ho(x) = %(z —1)%(z — 4)%(2 + 52), i_Lo(x) = isz(x —1)%(x — 4)?

hi(z) = g=a?(z — 4)%(7 — 4x), hi(z) = ga?(z — 1)(z — 4)*
ho(z) = geza*(x — 1)%(34 — Tx), ha(z) = 157 (z — 4)2? (x — 1)2

Hledany polynom P;5 € II5 je tvaru

Ps(z) = fs(x — 1)%(z — 4)%(2 4 52) + 2=a?(z — 4)*(7 — 42) +
+ 5773 (x — 1)2(34 — Ta) + a(z — 1) (x — 4)? -

— 5@ —1Da?(x —4)? + % (z — 4)2?(x — 1)

Piiklad 6.10. Pro funkci f(x) = x+sin z sestrojte Hermittv interpola¢ni polynom
splitujici v uzlech zo = 5,5, 21 = 12,5, 9 = 3 podminky (6.36). Je zfejmé, Ze
Ps € TI5. Na obr. 6.9 jsou grafy polynomi h;, h;, i = 0,1,2, obr. 6.10 znazoriiuje
graf funkce f (plna ¢ara) a graf pfislusného polynomu Ps5 (¢arkovang).

Chyba interpolace pro Hermitv interpola¢ni polynom miize byt odvozena stej-
nym zpusobem jako pfi Lagrangeové interpolaci. Odpovidajici vétu lze formulovat
takto:

Véta 6.12. Necht funkce f je (n+1)-krdt diferencovatelnd v intervalu [a, b] a necht
jsou ddny body x; € [a,b], i = 0,1,...,m, x; # x pro i # k. Jestlie polynom

P, e1l,,
Z n,=n-+1,
i=0
splnuge interpolacni podminky
P () = ) (xy), k=0,1,...,n;—1; i=0,1,...,m,

pak ke kazdému T € [a,b] existuje & € (a,b) tak, Ze

@) - Pole) = 2L 0@, E= o) (6.41)
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2% X X114 2% X X114

Fundamentalni polynom ho(z) Fundamentalni polynom hi(z)

P O P N W » 00O

T2 X, X, X114

1 2

T2 X% X114

2%, % X114

Fundamentalni polynom h1(z) Fundamentalni polynom ha(z)

Obr. 6.9: Fundamentalni polynomy h;, h;
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T T T T T T T
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10
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14

Obr. 6.10: Hermittav interpola¢ni polynom Ps € IIs pro funkci f(z) =z + sinz

kde
wnt1(@) = (& —xz0)™ ... (x — )™

Poznamka 8. Odvozeni tvaru Hermitova interpola¢niho polynomu v obecném pii-
padé lze najit napt. v [2], [18]. Pro konstrukci Hermitova interpola¢niho polynomu
Ize také s vyhodou uzit Lagrangeova polynomu. Postup je nasledujici: ZapisSme
Hermittv polynom P, € II,, pro hodnoty (6.35) ve tvaru

Po(z) = P(2) + wint1(2) Hpe—1(2),

kde P,, € II,, je Lagrangetv polynom pro hodnoty (;z:i,fi(o)), i =0,1,...,m,
Wmt1 = (@ —x0) ... (x — Tm), Hyem—1 € _m—1 je polynom stupné nejvyse
n—m — 1 a uréime jej ze zbyvajicich (n — m) podminek, tj. z podminek

PO @)y =f® k=1 n-1, i=01,...,m. (6.42)
Podminkami (6.42) je polynom H,,_,,_1 urcen jednoznacné.

Priiklad 6.11. Najdéte Hermituv interpolacni polynom, je-li dano:

2 |0 1 2
fil1 -1 0
10 0 0
o

Reseni: Budeme hledat polynom Ps € Ilg ve tvaru

Ps(x) = Pa(x) + ws(2)H (),
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kde w3(x) = z(z — 1)(z — 2) a polynom Hj € Il3, H3(x) = ax® + bx?® + cx + d,

sestrojime tak, aby platilo P§(0) = 0, P{(1) = 0, P{(2) = 0, P{/(0) = 0. P, je
Lagrangetv interpola¢ni polynom pro body (0, 1), (1 -1), (2, ) a je ziejmé tvaru
3z —1
ey =)
Pak
3z —1)(z —2

Pocitejme prvni a druhou derivaci polynomu Fg:

Pj(z) = 69”2’ T (322 — 62 + 2)Hy(2) + 2(x — 1) (& — 2) Hy()

3+ (62 — 6)Hs(w) 4+ 2(32% — 62 + 2)Hj(2) + 2(x — 1)(z — 2)HY (2)

=X
—
8
~
I

7 interpola¢nich podminek pro derivace nyni plyne:

P{0)=0 = O:—§+2H3(0)
1

Pi(1)=0 = 0:—§—H3(1)
5

P/(0)=0 = 0=3+4H'3(0) — 6Hs(0)

Odtud
7 7
H;3(0) = - d= -
0 =7 = 1
1 1
H3(1):—§ = a+b+c+d:—§
5 5
H3(2):*Z = 8a+4b+26+d:71
—4H45(0)+6H3(0) =3 = —4c+6d=3
Vypocteme
7 15 105 39
d=- ¢=— b=-— a=—,
4 8 16 16
tedy

1
Hs(z) = 1—6(39353 — 10522 + 302 + 28) .
Vysledny Hermittiv polynom je

Ps(x) = W + 1—1635(:5 —1)(x — 2)(392% — 10522 + 30z + 28).
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S Hermitovym interpola¢nim polynomem jsme se uz vlastné setkali v matema-
tické analyze. Pfipomenme si Taylorav vzorec tvaru

(z —a)?

f(z) = fla) + (& —a)f'(a) + ~—;

(x—a)" ,n (x —a)tt
AR R ey

f(a)+ ...

- Frr(e),

kde & lezi v intervalu uréeném body a, z, tj.

(v — a)"tt

(n+1)! f("‘*‘l)(,E)

f(@) = Pu(z) +
a P, € II,, je v podstaté Hermitiv interpola¢ni polynom v piipadé, ze je dan
pouze jeden uzel x¢y = a a pozadujeme v tomto uzlu rovnost derivaci az do fadu n
vcetneé.

7 ptredchozich tvah plyne, Ze vypocet tvaru Hermitova interpola¢niho poly-
nomu muze byt ¢asové dosti naro¢ny. Alternativni pristup je zalozen na Newto-

nové tvaru interpolacniho polynomu. Predpokladejme, ze v uzlech xg,z1,...,Tm
jsou opét dany funkéni hodnoty a hodnoty prvnich derivaci funkce f. Definujme
novou posloupnost uzll zg, 21, ..., 2am+1 takto:

22i222i+1:xi? ’L‘:O,l,...,m.

ProtoZe z9; = 22,41 = z;, definujme v souhlasu se vztahem (6.9)

flz2iy 22i41) = f'(22:)-

Nyni mtzeme vypocist tabulku pomérnych diferenci pro body zg, ..., 22m+1 a se-
strojit odpovidajici Newtontiv interpolacni polynom pro uzly zg, ..., 2om+1:
zo =0 f(20) = f(20) _
_ _ flz0,21] = f'(w0)
R D B e el S
_ _ 22, 23] = T
azm B I S ) = ()~ F ) ()
R flza, 25] = f'(@2)
25 =Ty f(25) = f(2)

Takto sestrojeny Newtoniv interpola¢ni polynom je totozny s Hermitovym
interpola¢nim polynomem spliiujicim podminky (6.36). Hermitiv interpolac¢ni po-
lynom lze tedy zapsat takto

Pomi1(z) = Qoo+ Q1.1(x — 0) + Qaa(z — 0)* + Q3.3(x — 20)?(x — x1) +
+ Qualr —xo)*(x —x1)? +... +

+ Qamt12mi1(r —20)*(x — 1) .. (T — Tpe1)? (@ — Ty
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Zde

T = 220 = R2i+1;
Q2i0 = f(z1),
Q2it1,0 = f(zi),
Q2i+1,1 = f'(@i),

Q2,0 — Q2i-1,0
Q21 = Z—Z,
224 — 22i—1
Qi,jfl - Q¢71,j71
Qi; = ,
zZi — Zi*j

i1 =0,1,...,m,

i #0,

i =2,3,...,2m+ 1,
7 =2,3,...,1.

Priklad 6.12. Uzijte uvedené procedury pro konstrukci Hermitova interpola¢niho
polynomu, je-li dano

zi|-1 0 1
fil-1 0 1
710 0 0

Reseni: Tabulka pomérnych diferenci je obecné ve tvaru

f(zo) = Qoo .
f(xo) = Q1o 811 = /(@)
f(z1) = Q20 o
B Q31 = f'(x1)
f(z1) = Q30
f(CL‘ ) — Q Q41
2 0 Q51 = f'(x2)

Dosazenim dostaneme

Zo = 20
Zo = 21
Ty = 22
Ty = 23
T2 = 24
T2 = 25
IL'():*].
IL'():*].
r1 = 0
r1 = 0
To = 1
T = 1

1 0

1 4] 1
0 1 - =2
0 >0 . 1
1 é -1 —2
1

Odtud pouzitim hodnot na diagonale vyjde

Ps(z) = —-140(x+1)+1(z+
+gu+1fu—of—

1
= 5303(5 — 32%).

Q22
OF3
Qa2
@52

>

w|w|w|w
(M

)2 —2(x+1)*(z —0) +
(z+1)*(x -0z —1) =

N W =

Poznamka 9. Tento postup lze zobecnit pro konstrukci Hermitova polynomu
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s vysSimi derivacemi. Pritom je ale tfeba vzit v avahu fakt, ze

1 .
flzo,...xo] = Hf(k)(mo) (viz vztah (6.10)).
(k+1)krat

Priklad 6.13. Sestrojte uvedenym postupem Hermitav interpola¢ni polynom, je-
li dano

z; |0 1 2
fi 11 -1 0
711
dE
Resent:
zo=x0=0 f(zo)= 1 "(20) = 1
21 = 2o = 0 f(.%‘()) = 1 ;15.1,8% — %f”(l‘o) = 1
2o =x0=0 f(l‘()) =1 f[1'07-r1] —_9 f[mO;:EOaxl] = _‘3:?)
=a =1 f(m)=-1 flzr, 22l = 1 flzo w1, a2l = 5
2411‘2:2 f(l’o): 0
flwo, @0, xo, 21] = 7;1 > flxo, xo, xo, 21, 22] = %
flxo, o, x1,22] = 3
Vysledny polynom je tedy
25
Py(z) = 14 1(z—0)+1(x—0?%) —4(z —0)*+ 3 @- 03z —1) =
25 57
= §x4— §x3+m2+m+1.

U Hermitovy interpolace se mtizeme setkat s pripady. kde v posloupnosti deri-
vaci zadanych v nékterém z uzll jsou ,mezery“ (lakundrni interpolace). V téchto
pripadech se miiZe stat, Ze zadana tloha nema feSeni, nebo ma feSeni vice v za-
vislosti na geometrické strukture sité uzl interpolace a mezer v posloupnostech
predepsanych hodnot. Zde uvedeme pouze ilustracni priklady, podrobnéji se lze
s problematikou lakunarni interpolace seznédmit napiiklad v pfehledovém clanku
[10]. Jak lze snadno ovéfit, tloha nalézt Hermittv interpola¢ni polynom nem4 fe-
Seni pro hodnoty:

X, Zo T i)
filfo — [
fi A

jestlize 1 = 3 (o + x2).
Naopak tloha pro hodnoty
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€Ty i) X1 i)
filfo — fo
fi 1
f_// {/

A

ma jediné Feseni.
§ 6.9. Interpolace pomoci splajna

Dosud uvedené interpola¢ni metody aproximuji danou funkci jednim interpolac-
nim polynomem na celém intervalu. Tento postup neni vzdy vyhodny, nebot lokalni
chovani aproximované funkce ovliviiuje v tomto pripadé celkové chovani aproximu-
jici funkce. Tato skutec¢nost vedla na myslenku aproximace puvodni funkce ana-
lytickymi funkcemi po ¢astech. Takovymi funkcemi jsou naptiklad polynomidlni

vvvvvv

Definice 6.6. Nechf je dédna funkce f definovani v intervalu [a,b] a mnoZina
bodu, které nazyvame uzly, a = zg < r1 < ... < x, = b. Kubicky interpolac¢ni
splajn S € C?[a,b] pro funkci f vyhovuje nasledujicim podminkam:

a) S je kubickym polynomem S, na subintervalu [z;,x;+1] pro kazdé j =
0,1,...,n—1;

b) S(z;) = f(z;), 7 =0,1,...,n;

¢) Sjy1(xjr1) = Sj(xj41),7=0,1,...,n—2;
d) Siii(xj1) = Sj(@j41), 7 =0,1,...,n—2;
e) S7ii(wj11) = S} (xj41), 5 =0,1,...,n =2

Jelikoz pii této konstrukci existuji dva volné parametry, je mozné pozadovat,
aby byly splnény jedny z néasledujicich podminek:

(i) 5"(wo) = 5" (xn) =0,
(i) S'(z0) = f'(20), §'(wn) = f'(zn), (f € Cla,b])

Spliuje-li kubicky interpola¢ni splajn S podminku (i), nazyva se pfirozeny splajn,
v ptipadé podminky (ii) jde o dplng splajn.

(6.43)

Poznamka 10. Je zfejmé, Ze podminky b)-e) zarucuji, ze S € C?%[a, b].

Nyni uvedeme konstrukci kubického interpola¢niho splajnu S. Kubické poly-
nomy na intervalech [z;,z;41], 7 =0,1,...,n — 1, uvazujme ve tvaru

Sj(x) = aj + bj(x — x;) + cj(x — 2;)* + d;j(z — x;)°

ITermin splajn je fonetickym ptepisem anglického slova ,spline“, které oznacuje zafizeni na
kresleni krivek. Jde o pruznou sablonu, ktera se vytvaruje do zddaného tvaru; v nékterych bodech
se upevni zavazi.
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Je jasné, ze
Sjlws) = a; = f(x5).
Z podminky c) déle plyne

ajy1 = Sjra(zir1) = Si(ej1) =
=a; +bj(zj41 —xj) + ¢j(wjp1 — x;)* + dj(xj41 — )3, 7=0,1,...,n—2.
Zavedme nyni oznaceni
hj = xj41 — x5, j=0,1,...,n—1.
Daéle polozme a,, = f(x,). Z pfedchoziho vztahu nyni plyne, Ze
aji1 =a; +bjh; +c;hl +d;hd,  j=0,1,....n—1. (6.44)
Definujme obdobné b, = S’(x,,). Nyni
Si(x) = by + 2¢j(x — a5) + 3d; (2 — ;)
a odtud Sj(z;) =bj, j=0,1,...,n — 1. Aplikaci podminky d) dostaneme
bjt1 =bj +2c;hj +3d;h5,  j=0,1,....,n—1. (6.45)

Polozme nyni ¢, = S”(x,)/2 a aplikujme podminku e). V tomto pfipadé jsou
vysledkem vztahy

cj+1 = ¢j + 3d;h;, 7=0,1,...,n—1. (646)

Nyni je nasim tkolem urcit koeficienty b;, c;, dj, j = 0,1,...,n. Uzitim vztaht
(6.44), (6.45), (6.46) sestavime systém rovnic pro nezndmé koeficienty c;. Nyni
popiSeme tento postup. Z rovnice (6.46) vypocitdme d; a dosadime do rovnic
(6.44) a (6.45) a dostaneme nové rovnice

2
0,j+1 :aj+bjhj+?j(20j+cj+1), j:(),l,...,n*l (647)
a
bj+1 :bj+hj(0j+6j+1), j:(),].,...,n*].. (648)

Vytesime rovnici (6.47) nejdfive pro b;:

1 h;
bj = 1—(a5+1 — a5) = 5-(2¢; + ¢j1) (6.49)
J

a pak zmensime index j o jednicku:

bj,1 = h (aj — ajfl) — 3 (26j71 + Cj) (650)
j—1
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Nyni dosadime vyjadfeni (6.49) a (6.50) pro b; a bj_1 do rovnice (6.48) (kde jsme
snizili index o 1):

hj—1cj-1+2(hj—1 + hj)c; + hjcip =
3 3 | (6.51)
= _(aj+1 - a’]) - —(a’] - ajfl)v J= 1725 s — 1.
Systém (6.51) je systém linedrnich rovnic pro nezndmé koeficienty ¢;, j =0, ..., n.
Zname-li ¢;, spocitdme ze vztahu (6.49) koeficienty b; a ze vztahu (6.46) koeficienty
d;. Otézkou zustévé, zdali je soustava (6.51) Fesitelnd a jestlize ano, zda je FeSeni
jediné. Odpovéd na tuto otdzku pro prirozené splajny dava nasledujici véta.

Véta 6.13. Necht f je funkce definovand na intervalu [a,b]. Pak f md jeding
prirozeny kubicky interpolacni splajn splriujici podminky S”(a) = S”(b) =0

Dukaz. Necht {z;},i=0,...,n, je déleni intervalu [a,b]: a = 29 < 21 ... < zp, =
b. Okrajové podminky (i) implikuji, ze

cn=8"(x,)/2 =0, 0=5"(x0) = 2¢ + 6do(x0 — 20),

tj. co = 0. Rovnice ¢g = 0, ¢,, = 0 spolecné se systémem (6.51) tvori linedrni
systém Ac =g, ¢ = (co,...,cn)T, kde A € M, 41 a b je vektor dimenze (n + 1):

1 0 0 0
ho 2(h0 + h1) hq cee 0
0 ha 2(h1+h)  he

hn72 2(hnf2 + hnfl) hnfl

0 0 1

0

3 3

h_l(a2 —a1) — h—o(al — ao)

g= .

3 3

hn—l (an - anfl) - hn—2 (anfl - an72)

0

Matice A je ryze fadkové diagonalné dominantni. Podle véty 4.2 je regularni a dana
soustava ma jediné feSeni, tzn. existuje jediny kubicky interpolaéni splajn. O

Obdobné véta plati i v pfipadé, Ze jsou predepsany okrajové podminky (ii).
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Poznamka 11. Matice A je t¥idiagonélni a pro FeSeni uvedeného systému lze uzit
Croutovy metody, nebot jsou splnény predpoklady véty 4.8.

Na zavér tohoto odstavce uvedeme odhad chyby pro okrajové podminky (ii).

Véta 6.14. Nechf f € C*[a,b], max,<,<p |fP) (x)| = M. Pro kubicky interpolacni
splagn S spliiujici okrajové podminky S’(a) = f'(a), S'(b) = f/(b) plati

4
— < . — )%
rgai( |?(£L‘) S(I)| 3 <Ijng§b( 1($j+1 l‘j)

Dtikaz viz [4].

Odhad chyby pro ptirozeny splajn zavisi rovnéz na (z;+1 — z;)%, ale tento od-
had 1ze velmi obtizné vyjadfit. Splajny hraji dilezitou tlohu nejen pfi interpolaci
funkci, ale i pfi jinych typech aproximace. Lze je zkonstruovat tak, ze zachova-

vaji geometricky tvar funkce (napft. konvexitu). Uplatiiuji se také ve statistice pfi
vyhlazovani dat.

Priklad 6.14. Sestrojte pfirozeny kubicky interpola¢ni splajn pro funkei f(z) =
1/(1 + 2?) na intervalu [0, 3]. Za uzly zvolte body zo = 0, z1 = 1, 22 = 3.
Resent. V tomto ptipadé je tfeba sestrojit 2 kubické polynomy Sg, Si

So(x) = ao + box + cox? + doa®

Si(z) = a1 +bi(z — 1) +cr(x —1)? + dy(z — 1)3.

Jeh() = X1 — Xy = 1, h1 = T2 — T1 = 2, apg = f(O) = 1,(],1 = f(l) = %,
az = f(3) = 15- Systém (6.51) je tvaru (S”(z0) = 0 = co, S"(22) =0 = ¢2)
Co = 0
3 3
Coho + 2(h0 + hl)Cl + h162 = —((IQ — al) — —(a1 — ao)
hy ho
Cy = 0.

Odtud po dosazeni za hg, hi, he, ag, a1, as dostaneme

3

20° 62:0.

60:07 1 =

Déle uzitim vztahti (6.49) resp. (6.50) vypoéteme

A ze vztahti (6.46) vypocteme

1 1
d0:%7 dlZ——.

Odpovidajici kubické interpola¢ni splajny jsou tvaru:

So(x) 3

Sl(l‘)

11 1

F—2@@—-1)+2@@—1)2 - L@@—1)>%
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Obr. 6.11: Kubicky splajn pro funkci f(z) = 1/(1 + z2)

Na zévér tohoto odstavce ukazeme pouziti splajnti v grafice (viz [4]). Pokusime
se v obrazku 6.12 aproximovat prirozenymi kubickymi splajny k¥ivku, ktera tvori
jeho horni hranici (obrazek 6.13).

Obr. 6.12: Pivodni obréazek

Pomoci dostatecné jemné sité je mozné priblizné stanovit funkéni hodnoty
kiivky, pfidemz v mistech, kde se kfivka rychleji méni, je vhodné volit sit hus-
t&ji. Na dvou mistech (oznafeny kiizkem) je poruSena hladkost kfivky, proto ji
rozdélime na t¥i ¢asti a kazdou budeme aproximovat zvI4st.

V tabulce 6.1 jsou uvedeny uzly a funkéni hodnoty pro jednotlivé ¢asti kiivky.
Po vypocétu dostaneme tii splajny, jejich koeficienty jsou v tabulce 6.2. Obrazek
6.14 ukazuje rozdil mezi ptivodni k¥ivkou (¢arkované) a nalezenymi splajny (plnou
Carou).



200 6. INTERPOLACE
f(x)
of
7k
6
5 -
4|
3
2
1
1 1 1
10 15 20 215 310 *

Obr. 6.13: Aproximovana kfivka

Kfivka 1 Krivka 2 Krivka 3
v fl) @ flw) x flz)
3,0 17 4,5 27,7 41
3,7 20 7,0 28 4,3
3,9 23 6,1 29 4,1
4,2 24 5,6 30 4,0
5,7 25 5,8

6,6 27 5,2

10 7.1 27,7 41

13 6,7

17 4,5

co = o ot N =

Tabulka 6.1: Hodnoty bodua na jednotlivych kiivkach

Obr. 6.14: Kubické interpolac¢ni splajny
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Splajn 1
iom oa; = f(x) b; ¢ d;
0 1 3.0 0,786 0,000 -0,086
1 2 3,7 0529 -0,257 0,034
2 5 3.9 0,086 0,052 0,334
3 6 4,2 1,019 1,0583 -0,572
4 7 5,7 1,408 -0,664 0,156
5 8 6,6 0,547 -0,197 0,024
6 10 7.1 0,049 -0,052 -0,003
7 13 6,7 20,342 0,078 0,007
8 17 45

Splajn 2
o ai = f(x;) b Ci d;
0 17 45 1,106 0,000 -0,030
1 20 7.0 0,280 -0272 0,025
2 23 6,1 20,660 -0,044 0,204
3 5.6 0,137 0,567 -0,230
4 25 5,8 0,306 -0,124 -0,089
5 27 5,2 21,263 -0,660 0,314
6 27,7 41

Splajn 3
ioxy a; = f(x;) b; ¢ d;
0 27.7 41 0,749 0,000 -0,910
1 28 4,3 0,503 -0,819 0,116
2 29 41 -0,787 -0470 0,157
3 30 3.0

Tabulka 6.2: Koeficienty jednotlivych splajni
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Cviceni ke kapitole 6

1. Najdéte Lagrangetv interpolacni polynom, je-li dano

|0 1 2 5
fil2 3 12 147

(P3(x) = 2% + 22 —x+2.)

2. S jakou piesnosti lze vypoéitat /115 pomoci Lagrangeova interpola¢niho
polynomu pro funkci y = v/z, kdyZ vybereme za uzly interpolace z¢ = 100,
x1 = 121, zo = 1447
(|E(115)] < 1,6.1073.)

3. Pro pripad ekvidistantnich uzld a tfibodového Lagrangeova vzorce najdéte
takovy odhad velic¢iny h3f”'(x), ktery v intervalu uréeném tiemi body za-
ru¢uje chybu metody mensi nez 10~¢, d je pfirozené é&slo. Pouzijte tohoto
vysledku k odhadu nejvétsi hodnoty kroku h, kterého lze uzit k interpolaci
funkce f(z) = sinz na intervalu [—m, 7] s chybou mensi nez 1010,

(h <1,15.1073.)

4. Necht l;, i =0,1,...,n jsou fundamentalni polynomy. Dokazte:
a) Je-li;(0) =¢;, i=0,1,...,n, pak
0 pro j=0
ZCM’?: 0 pro j=1,2,...,n
(-D)"zoz1...2 pro j=n-+1
(Navod: Vyuzijte jednoznacnosti interpola¢niho polynomu.)

5. Necht xzq,...,x, jsou libovolna celd ¢isla zg < z1 < ... < x,. Ukazte, Ze
kazdy algebraicky polynom stupné n tvaru

Qz) =2" +a1z" ... +an

nabyva v bodech xy,...,z, hodnot, z nichz alespon jedna je v absolutni
hodnoté vétsi nebo rovna n!/2".
(Navod: Napiste interpola¢ni polynom pro @ v bodech zg,...,z,, uZijte

jednoznacnosti a porovnejte koeficienty u z™.)

6. Najdéte Newtontiv interpolacni polynom, je-li dano

2|0 2 3 5
fil1 3 2 5

(P3(z) = $a* — B2+ Lz + 1)
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7. Je dana tabulka

9.

10.

11.

ZT; -3 0 1 2
fil-13 2 3 12

Uzitim inverzni interpolace najdéte pfiblizné kofen rovnice f(z) = 0 lezici
v intervalu [—3,0].
(@~ —2,13.)

Vypoctéte fundamentalni polynomy I;, ¢ = 0,1,...,n, jestlize za uzly inter-
polace zvolime koteny Cebysevova polynomu

Thi1(z) = cos((n + 1) arccosz).

V1 —22(—1)%cos ((n + 1) arccos x) 2i+1
—7

, T; = COS
(n+1)(x— ;)

(1) =

1=0,1,...,n.

a) Uzijte vhodného Lagrangeova interpolac¢niho polynomu stupné jedna,
dva, t¥i a ¢tyfi pro aproximaci hodnoty f(2,5), jestlize je dédno

z; 2,0 2,2 2.4 2,6 2,8

fi 1 0,5103757 0,5207843 0,5104147 0,4813306 0,4359160

( Uzly stupenl aproximace
2,4; 2,6 1 0,4958727
2,4; 2,65 2,2 2 0,4982120
2,4; 2,65 2,2; 2,8 3 0,4980630
vSechny 4 0,4980705 )

b) Navrhnéte algoritmus pro obecny piipad tlohy a).

Necht f(z) =e”, 0 <x <2.
a) Aproximujte f(0,25) uzitim linedrni interpolace s uzly 2o =0, 1 = 0,5.
b) Aproximujte f(0,75) uzitim linedrni interpolace s uzly zo = 0,5, 21 = 1.
¢) Aproximujte f(0,25) a f(0,75) uzitim kvadratické interpolace s uzly

.1‘0:0,.’]3‘1:1,3?2:2.

Které aproximace jsou lepsi a proc¢?
(a) 1,32436, b) 2,18350, ¢) 1,15277; 2,01191. Vysledky a), b) jsou lepsi apro-
ximaci, nebot jsou zvoleny vhodné&jsi uzly.)

Uzijte Nevillova schematu pro urceni aproximace ve cviceni 8.
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12.  a) Aproximujte v/3 uzitim Nevillova schematu pro funkci f(x) = 3% a uzly

110:—2,.%‘1:—1,3?2:0,.%‘3:1,.%‘4:2.
b) Opakujte ¢ast a) uzitim Aitkenova schematu.
13. Uzitim iterované inverzni interpolace naleznéte priblizné feseni rovnice z —
e~ % =0, je-li ddno
x; 0,3 0,4 0,5 0,6
e® | 0,740818 0,670320 0,606531 0,548812
(f71(0) ~ 0,567142.)
14. Aproximujte f(0,05) uzitim Newtonovy formule pro interpolaci vpfed, je-li
déano
x; 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8
f(x;) | 1,00000 1,22140 1,49182 1,82212 2,22554
(£(0,05) ~ 1,05126.)

15. Jsou dany hodnoty funkce f: f(a), f(b), f(c) v blizkosti jejtho maxima nebo
minima. Ukazte, ze pro bod z, ve kterém se realizuje maximum nebo mini-
mum, priblizné plati

o 02 =) f(a) + (¢ —a®) f(b) + (a® = b°) f(¢)
20(b-<)f(a) + (c—a)f(b) + (a—b)f(c)}

16. Sestrojte Hermitv interpola¢ni polynom pro hodnoty
a) b)

;| -1 0 1 z; | 0 1 2

fil-1 0 1 fi 1 -1 0

fil 0 0 0 ffllo o

I
(a) Ps(z) = 223(5—322), b) Ps(z) = 3z —1)(z—2)/2+z(z—1)(z —2) (I +
15, 33,2
LT — 5T ).)
17. Uzijte nésledujicich hodnot pro konstrukci Hermitova interpola¢niho poly-

nomu a pro urceni hodnoty sin 0,34.

o sinz; | (sinz)’|z=s,
0,30 | 0,29552 0,95534
0,32 | 0,31457 0,94924
0,33 | 0,32404 0,94604
0,35 | 0,34290 |  0,93937
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(sin0,34 ~ 0,33350.)

18. Interpolace funkce dvou proménnych.

a) Linedrni interpolace.
Necht z; < T < wiv1, ¥ < 7 < y;01. Uzitim linearni interpolace nejdiive
pro = a pak pro y dokazte, ze

[(@9) = (1=a)(1-0)fij +B(1—a)fij+1+a(l1=B) fir1;+aBfiy1j+1,

kde v = (% — wi) /(Tit1 — i), B=(§ = y;)/Wir1 — v5) fis = [ (i, 45)-
b) Interpolace funkce dvou proménnych v obecném pfipadé.
Je dana tabulka

(a1,b1) (an,b1)
(a1,b2) (an,b2)
(alabk) o (a’mbk)

a hodnoty funkce f(z,y) v téchto bodech. Uzitim interpolace najdéte
pfiblizné hodnoty f(Z,9), (Z,9) # (a:,b;), i =1,...,n,5=1,... k.
(Navod: Pro kazdy radek tabulky sestrojte interpola¢ni polynom a takto
ziskanych hodnot uZzijte k interpolaci.)

19. UZitim cv. 18b FeSte tuto Glohu. Je ddna tabulka hodnot funkce f(z,y) =

20.

e*ty:

N 0,7 0,9 15

0,7 | 4,05519 4,95303  9,0250
1,1 | 6,04964 7,38905 13,46373
1,3 | 7,38905 9,02501 16,44464

Sestrojte interpolacni polynom 2. stupné ve sméru z a 2. stupné ve smeéru y
a urcete pfibliznou hodnotu funkce v bodé (1,1).
(f(1,1) ~ 7,38905.)

Naleznéte pfirozeny kubicky interpolaéni splajn pro f(x) = cos?z a uzly

$0:0,I1:%,$2:%7ﬂ
(Sale) = 1- 2o+ fha®, $1(0) = 2~ )+ Slo— 57— o — P

Kontrolni otazky ke kapitole 6
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. Je mozné sestrojit Hermitv interpolac¢ni polynom pro nasledujici hodnoty?

z; |0 1 2
fl1 0 1
e
1ze pro danou mnozinu (n+ 1) &isel cg, ¢1,. .. ,¢, jedingm zptisobem sestrojit

polynom P € II,, spliaujici podminky

P(xo) =co, P'(x1)=c1, ..., P™(2,) = ¢, ?

Jsou dény dvojice ¢isel (z;, fi), i =0,1,...,n, x; # x) pro i # k.

a) Lze najit pravé jeden polynom @ stupné nejvyse n — 1, ktery spliiuje
podminky Q(z;) = f;, i =0,...,n?

b) Lze najit pravé jeden polynom R stupné alespoii n + 1, ktery spliiuje
podminky R(z;) = fi, 1 =0,...,n?

Je mozné modifikovat Nevillovo, pfipadné Aitkenovo schema na konstrukci
Hermiteova polynomu?

Predpokladejme, Ze chceme fesit tuto tlohu interpolace funkce dvou pro-
ménnych:

Naleznéte polynom P tvaru P(x,y) = ao + a1z + aoy spliujici podminky
P(zi,yi) = f(xi,vi),1=0,1,2.

Je moZné najit takovy polynom pro libovolnou trojici bodu (x;,y;), ¢ =
0,1,2?

Jak to dopadne v ptipadé, ze 2° = (—1,—1), 2! = (0,0), 22 = (1,1)?

V jakych pfipadech bude splajn roven interpola¢nimu polynomu?
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Numerické derivovani

Pfi feseni praktickych tdloh je nékdy tfeba najit derivaci funkce dané tabulkou.
Mize se také stat, ze v dtisledku slozitého analytického vyjadreni je bezprostiedni
vypocet derivace obtizny. V takovych pfipadech uzivime numerického derivovdni.
Na zékladé poznatkt z predchozi kapitoly je zfejmé, Ze formule pro numerické
derivovani lze ziskat derivaci interpola¢niho polynomu a polozit

f'(z) = Py (x).

Obecné vSak numerické derivovani je operace méné pfesna neZ interpolace, nebot
ze skutecnosti, ze hodnoty funkce a aproximujicitho polynomu jsou blizké, neplyne
jesté ,blizkost* hodnot derivaci. Probereme nyni problém numerického derivovani
podrobnéji.

§ 7.1. Numericky vypocéet derivace

Umluva. I[zo,...,7,, 2] bude oznacovat nejmensi uzavieny interval obsahujici
body xg,..., Ty, T.

Jsou dény body (z;, f;), i = 0,1,...,n, z; # xx pro i # k. Necht P, € II, je
Lagrangetv interpolac¢ni polynom pro tyto body, tj.

f(z) = Py(z) + E(x), (7.1)
kde

P = Y U@ B =G0, e—g), e,
=0

Derivujme vztah (7.1):
f'(w) = Py(z) + E'(x) =

= U@+ %ﬂ”*“(&) + %%f‘"“)(é) (7.2)
=0
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vvvvvv

Jestlize pozadujeme vypocet derivace v nékterém z uzlovych bodi x;, coz byva
nejcastéjsi loha, je predchozi formule tvaru

n

f/(l‘]) = ;l;(l’])‘fz + %f(n+l)(€])v j:Oa177n7 Ej el

Oznacme fj’- pribliznou hodnotu derivace v bodé z;. Ta je tedy ddna vztahem

n

D ACHIE

=0

a vyraz
whi1(z5) (n+1)

udava chybu této aproximace, {; = &;(x;). V obecném piipadé lze druhy ¢len
chyby v (7.2) vyjadiit takto:

Véta 7.1. Necht

wn+71($)f(n+1)(§), &ellxo, ..., on,2]

(n+1)!
je chyba pii Lagrangeové interpolaci. Necht f("t2) je spojitd v intervalu I[zg,...,
Zn,x). Pak existuje n € I[xg,...,x,, x| takové, Ze
1 d 1
A ey = = p(nd2) ()
EES A Al e P AN O

Dukaz. Uvazujme Lagrangeuv interpola¢ni polynom v bodé = # z;, kde i =
0,1,...,n,

n

F@) = S ki) i+ 21 oy )

P (n+1)!
Pro [; uzijeme vyjadieni
I (LC) _ w’fH-l(‘r)
(@~ w)wh @)
a pak
- wn+1() wn+1() (n+1)
f(@) ; RN LA CES R ©)

Protoze x # x;, i = 0,1,...,n, miZzeme tuto rovnost vydélit w,41(z) a derivovat

d f(z) - fi 1 d (41

hall = _ —fin . 7.3

dz (wn+1(x) — (z = 3:)%w) 4 (2:) * (n+1)! dxf © (7:3)
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Uvazujme jeSté nyni dalsi bod (€41, fat1), Tnt1 € [0, ..., Tn, 2], Tnt1 # T, T4,
i=0,1,...,n. Pak
n+1
wipa(@) = [[@—2) = wira(@) = (@ = 2ng1) wnra (@)
i=0
W;H-Q(z) = wpy1(®) + (2 — Tng1) w;l_,_l(x) =
i — Tpp1) Why 1 (T4 roi #n+1
= W pa(wi) = ( +)uni(@) P # (7.4)
Wnt1(Tnt1) proi=n+1
Sestrojme nyni Lagrangev polynom pro body (z;, f;), i =0,1,...,n+ 1:
S wna(a) wn2(2)
_ n+2 ) n+2 (n+2)
(@)= - fi+ Fe(), (7.5)
) o LA A ey
T =71(x) € I[xg,...,Znt1,2]. Vztah (7.5) nyni ponékud upravime:
f(@) wn2(0)

)fn+1 -

- (T — Tny1) w;z+2($n+1

i( oni2lt) gy o2l poin) )

— (v — i) Wy yo(79) U (n+2)!
V dalsim pouzijeme vztahi (7.4):

Wn+1 (.Z‘)

R N S 1=
Wn41 (anrl) e

_ i (‘T — $n+1) wn+1($) fi+ wn+2(‘r)f(n+2) (7_)

—0 (@ — ) (Ti — Tng1) wyy g (T4) (n+2)!

Tuto rovnici vydélime (z — Zp41) wnt1(x):

f(l’) fn+1

(@ = Tnt1) wnt1(2) (2 = Tpgr) wns1 (@Tng1)

_ n fz 1 (n+2)
— ; (= x) (i — Tny1) Wl (24) + it 2)!f (1)

neboli
f(x) _ fn+1
wn+1(z) WnJrl(szrl) _
T — Tnt1

_ n i 1 (n 2)7
7;(%@)@ F oo +2) (7).

i = Tnt1) Wy (T)
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Piechodem k limité pro z,,11 — = dostaneme (f("*2) spojita v I)

d (x) - fi 1 (n+2)
fhall S " 7.6
dz wp41(x) ; (v — 2)?w), 4 (i) + (n+2)! / (), (7.6)
n € I[xg,...,xn, x|
Porovnénim (7.5) a (7.6) plyne tvrzeni véty. O
Vysledna formule pro vypocet derivace v bodé x # z;, i = 0,1,...,n, je tvaru

(n+1)! (n+2)!

&n eIz, ..., 00,

Py = St + 2D o gy @on1@ )
1=0

Poznamka 1. Pro vyssi derivace plati obdobny vztah

k!
(n+ k)!

148
n! dxk

FM(e) = FOrR ).

V praxi se Casto setkdvame s pripadem, kdy mnozina uzld z;, ¢ = 0,1,...,n
je ekvidistantni. Je-li celkovy pocet uzli lichy, je vhodné piifadit uzlim kladné
a zaporné indexy a to takto:

L—l5eeoy L—1,L0, L1y -+ -, L,

x; = x9 + 1th, i==1,...,£l, h>0.

Priklad 7.1. Odvodte formuli pro vypocet derivace v prostfednim ze t¥{ uzli:
T_1,%0,%1, T; =g +ih, 1 = *1.
Resent. Sestrojime Lagrangetiv interpola¢ni polynom pro hodnoty

T; | =1 o X1

filf-1 fo h

Je f(z) = Pa(x) + E(x)

_ (z—m)(z — 1) (z—z_1)(z —21)
f(x) B ($71 - $0)($71 - Il)f_l ($o - z71)($0 - Il)fo *
(.Z‘ - 33_1)(56 B 370) w3($) "
+ =2 ) = l‘o)fl + 5 (),
ws(z) = (x —z_1)(x — 29)(x — 21). Derivujeme
f'(ac) _ 2m—x0—x1f_1_ 20 —x_1 —x1f0+ 20 —x_q —m0f1+

2h? h? 2h?
1 d

1 / " "
+ 5wg(:c)f &) + 3!w3(x)£(f €)),
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kde jsme polozili x; = xg + ih, i = +1, a pro x = x¢o mame

/o) = 5r(—fa )~ o). (7.7)

Vsimnéme si jesté geometrického vyznamu této formule — viz obr. 7.1. Zde fj =
(—f-1+ f1)/2h je pfiblizna hodnota derivace v bodé xg, coz geometricky znamena
smérnici sefny uréené body (x_1, f—1) a (21, f1). Stejnym zplisobem lze odvodit

a

3.5

Obr. 7.1: Seéna uréend body (z—_1, f-1), (z1, f1) (¢arkované) a teéna v bodé (z, fo) (Gerchovang)

i formule pro vypocet derivace v bodech z_1, x7:

2
Flaoa) = g (=301 +4fo — fi) + 2 e ) (79)
2
Flan) = (o1~ 4fo +3) + = (6 (79)

Tyto formule se nazyvaji tribodove.

Piiklad 7.2. Uzitim formuli (7.7), (7.8) a (7.9) vypoctéte derivaci funkce f(x) =
logx + 2 v bodech 0,5, 1, 1,5; h =0, 5.
Reseni:

1
1 = = (—310g(0,5) + 4log(1) — log(1,5)) = 1,6740,

2h
1
= %(f log(0,5) 4 log(1,5)) = 1,0986,
1
Ji = 3 (10g(0,5) — 41og(1) + 31og(1,5)) = 0,5232.

Pfesné hodnoty jsou f'(0,5) =2, f/(1) =1, f/(1,5) = 2/3.
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Poznamka 2. Vsimnéme si, Ze chyba ve vzorci (7.7) je rovna pfiblizné poloviné
chyby ve vzorcich (7.8), (7.9). To je logické, nebot (7.7) uzivad hodnot v bodech
lezicich po obou strandch xg, ale vzorce (7.8), (7.9) pouze hodnot lezicich pouze na
jednu stranu od x_; resp. 1. Formule (7.8) a (7.9) jsou tedy vhodné pro vypocet
derivace v blizkosti koncovych bodu intervalu, nebof nemusime mit k dispozici
hodnoty vné intervalu.

P pouziti formuli pro numerické derivovani se setkavame jesté s dalsim pro-
blémem. Jestlize hodnoty f; jsou dany s chybou &;, muze tato okolnost podstatné
ovlivnit vyslednou hodnotu f/. UkadZzeme to na pfipadé formule (7.7). Necht f; je
presna hodnota, f} je priblizna hodnota v bodé x;, ¢« = 0, £1. Celkovou chybu T
1ze odhadnout takto:

1, - h? 1 h?
71 < 55 (-1 = faal + v = fil) + 5 17 (o)l < 5 (e-1 +ea) + - 1F7 (%))
kde |f; — ﬁ| < g;; polozme
e = max(e1,6-1), M; :[maX]|f”’(x)|.

Pak )
e h
T < —+ —Ms.
7)< 2+ M
Prvni élen chyby (napf. chyba zptisobené zaokrouhlovanim) zavisi nepfimo imérné
na h, druhy ¢len (chyba metody) zévisi pfimo imérné na h. Vznika problém, jak
volit h, aby celkové chyba byla miniméalni. Hledejme tedy minimum funkce
e h?

= — + —Ms;.
g(h) h+6 3

Ze vztahu ¢'(h) = 0 dostavame bod minima

3e
hopt = ¢ —.
pt M3

Pro obecny pfipad je problém podrobné popsan v [1], [18].

Poznamka 3. V piipadé, Ze hodnoty f; jsou ddny s malou pfesnosti (napf. byly
ziskdny empiricky), neni vhodné pouzit formuli pro numerické derivovani p¥imo,
nebot by mohlo dojit ke zkresleni vysledki. V takovych piipadech je 1épe nejdiive
naméiené hodnoty ,,vyrovnat“ metodou nejmensich ¢tverct a pak teprve derivovat.

Postupem uvedenym vyse lze ziskat formule pro numericky vypocet derivaci
vyssich fada. Jako priklady lze uvést tyto tiibodové formule:

2
F/(a2) = (s~ 2fo + )~ A€ + 2 f O )
2
f(@o) = %(f—l —2fo+ f1) — %f(4)(770)

h2
Fr@) = (fa =260+ fi) (&) — o F D).
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§ 7.2. Diferenc¢ni aproximace

Zminime se jesté o jiném zpusobu pfiblizného vypoctu derivace. P¥i numeric-
kém fFeSeni diferencialnich rovnic se u nékterych metod aproximuji derivace dife-
rencemi (diferenéni metody). Ukdzeme, jak se v takovych pfipadech aproximuji
prvni a druhé derivace. Stejné jako v ptrikladé 7.1 uvazujme t¥i body x_1 = x¢ —h,
To, T1 = To + h. Pfedpokladejme, Ze f ma dostatecny pocet derivaci v okoli xg.
Napisme nyni Taylortv rozvoj v bodé xg:

2 3
Flao+h) = fleo)+hf (o) + )+ OG0+ (710)

ht hb h6
+Ef(4)(if0) + yf@(xo) + af(ﬁ)(%) +O(h"),

h? h3
flzo—h) = f(zo) — hf'(xo) + gf”(xo) - gf(s)(ifo) + (7.11)
) L) ) 7
Jrzf (w0) — Ef (wo) + af (o) +O(h").

Ze vztahu (7.10) nyni dostaneme aproximaci prvni derivace ve tvaru

P(ag) = L0 h})L — 1) 4 o).

Vyraz (f(xo + h) — f(x0))/h se nazyva pravd diferencni derivace.
Ze vztahu (7.10) plyne

Vyraz (f(xo) — f(xo — h))/h se nazyva levd diferenéni derivace.

Prava a leva diferen¢ni derivace aproximuji f’(z¢) s chybou ¥adu O(h) (tj. chyba
se chové pfiblizné jako kh, k = konst.). Jestlize vztahy (7.10) a (7.11) odecteme,
dostaneme aproximaci derivace, ktera je fadu O(h?):

Flag) = LTI 21 | o2y,

Tato aproximace se nazyva centrdlni diferencni derivace. Souétem vztahi (7.10)
a (7.11) se ziskd aproximace druhé derivace v bodé zo:

F(w0) = f(@o+h) — zf}E;EO) + f(zo — h) +Oh?).

Poznamka 4. Vsimnéme si, Ze ve vSech uvedenych pfikladech jsme neznamé hod-
noty f'(xo0), f”(x¢) aproximovali jistymi formulemi zavislymi na kroku h, ktery
zde hraje roli parametru. V nasledujicim odstavci ukdzeme, jak lze téchto formuli
uzit k ziskani aproximaci vyssich radu.



214 7. NUMERICKE DERIVOVANI

8§ 7.3. Richardsonova extrapolace

Technika znama jako Richardsonova extrapolace se ¢asto pouziva pro ziskani
vysledkt vyssich fada presnosti uzitim formuli nizsich rada presnosti. Myslenka
této metody pochdzi uz od Archimeda (cca 200 pf. n. 1.). Vysvétlime nejdiive
obecny postup a pak ukadzeme aplikaci na numericky vypocet derivace.

Necht N(h) je formule, kterd aproximuje nezndmou veli¢inu M a necht Fad
této aproximace je O(h?). Navic pfedpoklddejme, Ze aproximace N (h) veli¢iny M
muze byt vyjadiena ve tvaru:

M = N(h) + kih* + O(h*), (7.12)

kde k1 je konstanta. NapiSeme-li tento vztah s h/2 misto s h, dostaneme
h h h
M:N(§)+k1(§)2+0((§)4). (7.13)
Vynésobme rovnici (7.13) ¢tyfmi a ode¢teme od ni rovnici (7.12):
h 4
3M = 4N(§) — N(h)+ O(h?),

odtud

h
+O(h%).
Polozme Ni(h) = N(h) a

_AN(5) = Mi(h)

Na(h) 3

(7.14)
Veli¢ina No(h) je novou aprozimaci veliciny M a 7dd této aproximace je O(h*).
Tento postup lze zobecnit takto: Pfedpokladejme, Ze chyba aproximace N (h) ve-
liciny M muze byt vyjadfena ve tvaru

m—1
M =N(h)+ > kh* + O(h*™),

j=1

kde k1,...,kn—1 jsou konstanty. Aproximace N,(h) fadu O(h%7), j = 2,3,...,m
jsou definovany vztahy

_ATING oy (2) = Ny a(h)
N 4i-1 -1

N;(h) (7.15)
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a vypocet lze usporadat do tabulky:

Ni(h)

Ni(5)  Na(h)

Ni(%) Na(%) Ns(h)

Ni(§) Na(f) Ns(5) Na(h)
Ni({f5) Na(3) Ns(3) Na

Poznamka 5. Uvedeny postup se nazyva Richardsonova extrapolace. Snazime se
totiz ziskat hodnotu pro A — 0, tj. jedna se o extrapolaci z kladnych hodnot h.

Je ziejmé, ze centralni diferen¢ni derivace miize byt vyjddiena ve tvaru (viz

(7.10) a (7.10))

f(wo+h) = flwo —h) 1>

h4
f'(wo) = 5 o 1" (@0) = 1557V (wo) + O(R%) . (7.16)
V tomto pripadé je
_ fwo+h) = flzo—h) _ (o) _ [P(x)
Ny(h) = 57 , k1 i — kg——w. (7.17)

Piiklad 7.3. Uzijte formuli (7.16) a (7.15) pro vypocet druhé derivace funkce
f(z) =z e® v bodé zg = 2 s krokem h = 0,2
Resent: Je

Ni(h) = Ni(0,2) = 5

)

4(f(2, 2) — f(1,8)) = 22,414160

Ni(0,1) = 22,228787
N1(0,05) = 22,182565

Dalsi aproximace jsou uspotradany v tabulce

N1 (0,2) = 22,414160

N1(0,1) = 22,228787 Ny (0,2) = 22OL=N02) — 99 166996

N1(0,05) = 22,182565 No(0,1) = 2MBI"MOD) _ 99 167158

N3(0,2) = 2E220D-N202) _ 99 167168

Pro srovnani — pfesna hodnota f'(z) = e* + xe” v bodé 2o = 2 je 22,167168.
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Poznamka 6. Jak uvidime v kapitole 9, 1ze Richardsonovy extrapolace s vyhodou
pouzit i pro numericky vypocet integralu.

Cviceni ke kapitole 7

1.
2.

Odvodte formuli (7.8), (7.9).

Odvodte pétibodovou formuli ve tvaru
fo= i (foa—8f 48— )+ /), sa<E<a
0= 95 \/-2 -1 1= J2) + 55 ) -2 2.

Uzitim formuli (7.7), (7.8), (7.9) vypoététe derivace funkce v danych bodech

| —03 -0,1 0,1 0,3
fi | —0,20431 —0,08993 0,11007 0,39569

(f/(-0,3) ~ 0,35785, f'(—0,1) =~ 0,78595, f'(0,1) ~ 1,2141, f'(0,3)
~ 61,6422.)

a) Necht f(z) = 2% sinz. Aproximujte hodnotu f’(1,05) uzitim h = 0,05 a
h = 0,01 ve formuli (7.7), jsou-li ddny hodnoty:

i 1,0 1,04 1,06 1,10
Fx:) | 1,6829420 1,7732994 1,8188014 1,9103448

b) Opakujte ¢ast a) pro ptipad, Ze vSechny funkéni hodnoty zaokrouhlite
na ¢tyfi desetinnd mista.
(2,27403, 2,27510.)

Uzitim formule (7.7) najdéte prvni derivaci funkee f(z) = 1/(1+ ) v bodé
x = 0,005. Uzijte a) h = 1,0, b) h = 0,01 a vysledky porovnejte s pfesnou
hodnotou. Vysvétlete!

Pouzijte formule (7.16) a (7.15) k vypoétu hodnoty N3(h) pro nasledujici
funkce a kroky h:

a) f(z) =lnz, 20 =1,0, h=0,4
b) f(z)=x+e€*, 20 =0,0,h=0,4
¢) f(z) =2%sinx, 29 = 1,05, h=10,4

Vysledek porovnejte s pfesnymi hodnotami.

Kontrolni otazky ke kapitole 7
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1. Muze byt prvni krok Richardsonovy extrapolace, tj. vztah (7.14), popsan
pomoci interpolace uréené body (h?, Ny (h)), ((£)2, N1(£))? Jaka je hodnota
prislusného interpola¢niho polynomu v bodé 07

2. Je vyhodné pouzit pro numericky vypocet derivace podle formule (7.2), ve
které jsou jako uzly pouzity koteny Cebysevova polynomu (viz kapitola 6)?
(Navod: |T/(z)| < n? pro z € [—1,1].)

3. Je moZné pouzit hodnot z prikladu 1 pro vypocet f"'(x;), i = —1, 0, 17 Stadi
v tomto pripadé aproximace funkce polynomem druhého stupné?
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Kapitola 8
Ortogonalni polynomy

V této kapitole se budeme zabyvat urcitymi polynomy, které budou velmi uzi-
tecné pri konstrukci formuli numerického integrovani. Zde uvedeme pouze definice
publikace [21].

Necht II; stejné jako dfive zna¢i mnozinu vSech polynomu stupné nejvyse j
a II; mnoZinu vSech normovanych polynomt stupné j, tj. polynomt s koeficientem
rovnym jedné u nejvyssi mocniny.

Necht w je funkce, o které predpokladame, Ze je integrovatelnd a nezdporna na
intervalu [a, b] a w(xz) > 0 skoro v8ude na [a,b]. Takovou funkci budeme nazjvat
vahovou funkct.

Déle definujeme skalarni soucin

b
(fg) = / w(a) f(x)g(x) da

pro vSechny funkce, pro které existuje kone¢ny integral

b
<f,f>:/ w(z) f2(x) dz < +oo.

Jestlize (f, g) = 0, fikdme, Ze funkce f, g jsou ortogondlni na intervalu [a,b] s vahou
w.

Nésledujici véta dokazuje existenci posloupnosti navzajem ortogonalnich poly-
nomu vzhledem k vahové funkci w.

Véta 8.1. Pro danou vahovou funkci w na [a,b] existuji polynomy p; € II;,
7=0,1,2,..., takove, Ze

(pi,pk) =0 pro i #k. (8.1)

Tyto polynomy jsou jednoznacné definovdny vztahy

po(z) =1
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pit1(z) = (¥ — Siy1)pi(x) — ¥Vipi—1(x) pro i >0,
kde p_1(z) =0 a
div1 = (xpi,pi)/(pispi) pro i >0

(xpi, pi) :/ w(x)zp? (z) d

a
2 0 pro =0,
Vi = )
(pispi)/{Pi-1,pi-1) pro i >1.
Dikaz. Polynomy p;, j = 0,1,2,..., Ize sestrojit rekurentné pomoci Gramova-
Schmidtova ortogonalizaéniho procesu ([21]). O

Kazdy polynom p € Il 1ze zifejmé vyjadrit jako lineadrni kombinaci ortogonal-
nich polynomi p; € II;, i < k. Mame tedy:
Dusledek. (p,p,) =0 pro vsechny polynomy p € I,,_1, p, € Il,,.

Véta 8.2. Necht {p;} je systém polynomi ortogondlnich s vahou w na intervalu
[a, b].

Plati: KaZdyj polynom p; md vsechny koteny redin€, rizné a vsechny leZi v in-
tervalu (a,b).

Diikaz lze najit v [21].

Nékteré vahové funkce se vyskytuji v praxi dosti ¢asto, prislusné ortogonalni
polynomy se uvazuji ve standardnim tvaru, v némz je koeficient u x™ obvykle
rizny od jedné. Uvedeme nyni nékteré specialni ortogonalni polynomy.

1. Legendrovy polynomy P, jsou ortogondlni na intervalu [—1,1] s vahou
w(z) = 1.

Vlastnosti:

a) Ortogonalita

/_ P@Pu(o)de =] (8.2)

b) Plati rekurentni vztah

2n+1 n
Pyi(x) = 1 xPp(z) — n+1Pn,1(:E), n=123,
Je
3, 1
Py(z) =1, Pi(z) =z, P2($):§$ o

¢) Polynomy P,, vyhovuji diferencialni rovnici

(1 —2%)y" — 22y’ +n(n+ 1)y =0.
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2. Cebysevovy polynomy T, jsou ortogonalni na intervalu [—1, 1] s vahou w(x)

1/v1 — 22

Vlastnosti:

a) Ortogonalita

) 0 pro n#m,
T,(x)T(x
/71 7( 1_)_ :1:(2 ) dr=4q © pro n=m=0, (8.3)
5 pro n=m#0.

b) Plati rekurentni vztah

Thi1(x) = 22T, (x) — T ().
Je
To(x) =1, Ti(z) =2, To(x)=2x>—-1,...

¢) Polynomy T;, jsou feSenim diferencidlni rovnice
(1 —a?)y" — 2y +n’y =0.

S témito polynomy jsme se jiz setkali, kdyz jsme hledali polynomy
s nejmensi odchylkou od nuly na intervalu [—1, 1].

3. Laguerrovy polynomy L,, jsou ortogonalni na intervalu [0, 00) s vahou w(z) =
% ", a > —1.

Vlastnosti:

a) Ortogonalita

oo B 0 pro n #m,
/ z%e " Ln(x, ) Lin (2, ) dv = MNa+n+1)
0 ————— Dpro n=m,
n!
(8.4)
kde I' je gamma funkce.
b) Plati rekurentni vztah
2 1—
Ln+1(1', OL) = %Ln($, Oé) - Zi?Lnil(z, OL)

Je
Lo(z,a) =1, Li(z,0)=—z+a+1, ...

¢) Polynomy L,, jsou feSenim diferencidlni rovnice

2" + (a—x+ 1)y +ny=0.
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4. Hermitovy polynomy H, jsou ortogonalni na intervalu (—oo, +00) s vahou
w(z) =e
Vlastnosti:

a) Ortogonalita

> 0 ro n#m,
/ == H,y(2) Hyp () d = pro n# (8.5)
-0 2"nly/m pro n=m.

b) Plati rekurentni vztah
Hy,1(x) =2zH,(z) — 2nH,_1(x)

Je
Ho(x) =1, Hi(z)=2x, Hy(x)=42>-2,...

¢) Polynomy H,, jsou feSenim diferencidlni rovnice

Yy’ —2xy’ + 2ny = 0.

Dalsi vlastnosti ortogonalnich polynomi p,, dava nasledujici véta.

Véta 8.3. Necht {p;} je systém polynomi ortogondlnich s vahou w na intervalu
[a,b]. Pak plati:

1. Necht x1 < x3 < ... < m, jsou kofeny polynomu p,, xo = a, Tpi1 = b.
Pak kazdy interval [xg,xr41], K = 0,1,...,n obsahuje prdvé jeden koten

polynomu ppy1.

2. ph(x)pn—1(x) — pl_1(x) pn(z) >0V €R, n > 1.

Dukaz lze najit v [21].

Cviceni ke kapitole 8

1. Ukazte, ze funkce g = 1/v2m, ¢1(x) = (1/\/7)cosz, ..., ¢o(x) =
(1/y/7) cosnzx, ¢pi1(x) = (1/y/7)sinz, ..., ¢pap_1(z) = (1/4/7)sin(n — 1)z

jsou ortogonalni na [—7, 7] s vahou w(z) = 1.

(Navod: uzijte trigonometrickych identit pro cos(mz £ nx), sin(max + nx).)
2. Dokazte vztahy (8.3).
3. Dokazte, ze pro kazda prirozena ¢isla ¢, j plati
Ti(2)T5(2) = 5[Tivj(@) + Tlieyy (2)],

kde T; je Cebyseviv polynom stupné i.
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Obr. 8.1: Legendrovy polynomy P,
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Obr. 8.2: Laguerrovy polynomy Ln, o =1



224 8. ORTOGONALNI POLYNOMY

Obr. 8.3: Cebysevovy polynomy T,

Obr. 8.4: Hermitovy polynomy H,
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Kontrolni otazky ke kapitole 8

1. Necht {¢o,...,dn} je ortogonalni systém funkci na intervalu [a,b] s vahou
w. Je tento systém lineadrné nezavisly?

2. Tvori ortogonalni polynomy py,...,po definované ve vété 8.1 Sturmovu po-
sloupnost?
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Kapitola 9

Numerické integrovani

§ 9.1. Kvadraturni formule, stupen presnosti, chyba

Zabyvejme se pribliznym vypoctem integrilu

b
1(f) = / f() da. (9.1)

Z definice Riemannova integralu a z jeho geometrického vyznamu plyne, ze je
prirozené hledat aproximaci tohoto integralu ve tvaru

n

I(f) = > Aif(x), (9-2)

i=0
kde body x; € [a,b],7i=0,1,...,n, aredlnd ¢isla A;, : =0,1,...,n, nezavisi na f.
Definice 9.1. Vyraz
Qf) =Y Aif(x:) (9.3)
i=0
budeme nazyvat kvadraturni formuli, ¢isla A;, i = 0,1,...,n, koeficienty kvadra-

turni formule a navzajem rzné body x;, 7 = 0,1, ..., n, uzly kvadraturni formule.

Poznamka 1. Méjme integral

I /1 da
) (1+:z:2)\/179:2.

Poditejme tento integral pomoci formule (9.2). V pfipadé, ze body —1, 1 jsou uzly
kvadraturni formule, nemtzeme tuto formuli pouzit, nebot integrand ma singu-
larity v téchto bodech. V tomto pfipadé lze vhodné vyjadrit integrand pomoci
vahové funkce (kap. 8) takto

ot w) B 1
I = /_1 ) dz, w(z) = Wit
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Pro vypocet tohoto integralu uzijeme opét formule tvaru

! w(x) N 2 1
[4u+z%d$N§;%u+x%‘

Singularitu integrandu jsme tedy zahrnuli do vahové funkce, jejiz funkéni hodnoty
nevystupuji explicitné v kvadraturni formuli. Myslenku pouziti vahovych funkci
v integrandu Ize zobecnit a z tohoto divodu se budeme obecné zabyvat problémem
aproximace integralu

b
Hﬁ:/wwﬂwm (9.4)

formuli tvaru (9.3), tj.
b n
/ w(x)f(z) do~ Y Aif(x). (9.5)
@ i=1

Vahovou funkci je rovnéz vhodné zavést v pripadech, kdy pocitame celou fadu
podobnych integralti a do funkce w muizeme zahrnout ¢ast spoleénou vSem in-
tegrandiim. Kvadraturni formule jsou vétsinou odvozeny integraci interpola¢niho
polynomu a z tohoto divodu je vhodné vybrat vahovou funkci tak, aby funkci f
bylo mozné dobie aproximovat interpolacnim polynomem.

Ve formuli (9.5) vystupuji uzly a koeficienty. Vznikd tedy otézka, jak vybrat
tyto parametry. Jaké je kritérium pfesnosti, tj. pro které funkce nastane ve vztahu
(9.2) resp. (9.5) rovnost? Jaka je chyba této aproximace?

Rozdil

b n
R(P) = [ w@)f(@) do -3 4if() (9.6)
@ i=0
budeme nazyvat chybou kvadraturni formule.
Obecny tvar chyby zde nebudeme uvadét, ale u kazdé kvadraturni formule, kte-

rou se budeme zabyvat, uvedeme prislusny tvar chyby. Elegantni diikaz obecného
tvaru chyby podal G. Peano (viz napf [5], [8]).

Definice 9.2. Rekneme, ze kvadraturni formule
n
QU = Aif(x)
i=0
ma stupen presnosti N, jestlize

R(2’)=0, j=0,1,...,N, R(zNT1) £ 0. (9.7)

Poznamka 2. V této definici se jedna o algebraicky stuperi pfesnosti, ne o chybu
kvadraturni formule.
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Pfiklad 9.1. Urcete stupeii pfesnosti kvadraturni formule Q(f) = f(a) + f(—a),
1
0 < a <1 Pro vypodet integralu [ f(z)dz
21

Reseni: Pro funkci f(x) = 2° je

1
/ldzf (1-1)=0.
-1

Je-li f(z) =z, pak

Dale

R(?) = /xde (04 (~a)?) = 2 ~ 207,

Je-li o? # %, pak mé kvadraturni formule stupen pfesnosti roven jedné. Pro a =
V3

3 Je
1
3 3
)= [t (D + - =
3 3
-1
/ Vi, V3
Riat) = [wtde— () + (=D 20
Z1
Pro a = @ je stupen presnosti kvadraturni formule roven tfem.

Veéta 9.1. Kvadraturni formule uZivajici n + 1 uzlid md stupen presnosti nejvyse
2n+1.

Duikaz. Predpokladejme, Ze kvadraturni formule

£ =" Aif(x:)
i=0

pro vypocet integralu (9.4) mé stupeni pfesnosti 2n + 2. Necht x;, i =0,1,...,n,
jsou uzly kvadraturni formule. Polozme w2 (z) = (z — x0)?...(z — )%, w34
je polynom stupné 2n + 2. Poc¢itejme nyni chybu kvadraturni formule pro vypocet

integralu fab w2 4 (z)w(z) da:

b n b
R(W2,,) = / w(r) w21 (1) de — 3 A (32) = / W2y (@)w(z) dr,

=0
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nebot w? 4 (z;) =0, i=0,1,...,n. Jelikoz predpokladame, ze N = 2n + 2, plyne
z tohoto vztahu:

b
R@2) = [ @ a(@uls) do=o.
a
Toto je spor, nebot integrél z nezdporné funkce se nemiZe rovnat nule. Stupen
presnosti kvadraturni formule je tedy nejvyse 2n + 1. O

Poznamka 3. Funkce uvedend v piikladu 9.1 méa pro a = /3 /3 maximalni stupern
presnosti.

Veéta 9.2. Kvadraturni formule ziskand integraci interpolacniho polynomu urce-
ného body (x;, f(x;)), i =0,...,n, md stuperi piesnosti alespori n.

Dukaz. Necht P, € II,, je Lagrangetiv tvar interpola¢niho polynomu funkce f
v bodech z;, ¢ =0,1,...,n:

@) = Pae) + BE) = YL@ + BEGIIE, 6=

Vynasobme tuto identitu vahovou funkci w a integrujme v mezich od a do b:

b n b
[ @@ ae =3 s [ w@iie do+

=0

b
RRCESY / w(w) wna (2)fD () da

PoloZzme

b
Ai:/ w(x)l;(x) dz, i=0,1,...,n.

Z predchoziho vztahu plyne, ze integral

s chybou
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Ve vyjadieni chyby vystupuje (n+1)ni derivace funkce f, tzn. Ze chyba kvadraturni
formule bude rovna nule pro funkce 1, z, ..., z™ a stupen presnosti bude alespon n.
O

Priklad 9.2. Ukézeme, Ze formuli v ptikladé 9.1 lze ziskat integraci interpola¢niho
polynomu:
Necht P; € II; je interpolaéni polynom pro funkci f v uzlech —a, a:

T — « T+ «

Pi(e) = 22 (-a) + S a).

Integraci dostaneme

/lPl(:I:)dx: 5 /l(x—a dz + &/lx—i-a = f(—a) + f(a).

(0%

Véta 9.3. Necht vahovd funkce w je sudd vzhledem ke stiedu s intervalu [a,b]
a necht uzly x;, i = 0,1,...,n, jsou symetricky rozlozeny vzhledem ke stiedu s.
Pak koeficienty kvadraturni formule (ziskané integraci interpolacniho polynomu
v uzlech x;, i =0,...,n) odpovidajici symetrickym uzlim jsou stejné, tj.

Ai:Anfi; i:0,17...,n. (98)

Diikaz lze najit napf. v [1].

Uvazujme takovou ,symetrickou* kvadraturni formuli. Tato formule bude
presnd pro libovolnou funkci f lichou vzhledem ke stiedu s intervalu [a,b]. Pro
takovou funkci je totiz

szmﬂwdzo

a na druhé strané

nebot f(z;) = —f(zpn—i), i =Apn_;,i=0,1,...,n
Necht nyni (n 4 1), tj. poéet uzli této symetrické kvadraturni formule, je ¢islo
liché. Tato formule bude zfejmé presné i pro polynom

a+ b)n-‘rl

Posi(z) = (:E -2

nebot P41 je lichd funkce vzhledem ke stiedu s = (a + b)/2. Podle pfedchozi
véty vime, ze kvadraturni formule odvozend integraci interpola¢niho polynomu ma
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stupen presnosti alespni n. Ukdzeme nyni, Ze tato symetricka kvadraturni formule
mé pro (n + 1) liché stupeil presnosti alespoit n + 1. Je totiz

n

/ Poii(z)w(z) dz = ZAiPn+1($i);

=0

kde Pyi1(z) = (x — $(a+b))" .
Dale

/ab Popr(z)w(z) doe = /ab 2" Mw(z) doe — /ab (zn: dja? | w(z) do =

Jj=0

Stupen presnosti kvadraturni formule je alespon n, a proto

n

b n n
/ Z d;jx? | w(x)de = Z A; Z d;a!
e \j=0 =0

3 7=0
A odtud plyne
b n
/ 2" w(z) de = Z Azt
@ i=0

a to znamena, ze stupen piesnosti kvadraturni formule je alesponi n + 1.

Poznamka 4. Jsou-li ddny uzly kvadraturni formule xg, ..., z,, x; # xp pro
i # k, muzeme vzdy najit koeficienty Ay, ..., A, tak, aby stupen pfesnosti byl
roven n, nebot systém rovnic

ZAixf = /ka(x)da:, k=0,...,n
=0

ma pravé jedno feseni. Pro dané uzly existuje tedy pravé jedna posloupnost ko-
eficientu Ay, ..., A,. Na druhé strané muZeme tyto koeficienty ziskat integraci
interpola¢niho polynomu a chyba kvadraturni formule je v takovém piipadé dana

vztahem
b

/ w(@)wn 1 (2) D (E)dx

a

1
R(f) = ——
(7) (n+1)!
V zavislosti na vlastnostech uzli a vahové funkce 1ze tento integréale dale upravit
(napf. metodou per partes) tak, ze ve vyjadieni chyby bude vystupovat f(N+1(¢),
kde N je stupen presnosti dané formule.
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Zabyvejme se nyni otdzkou vybéru uzli a koeficienti kvadraturni formule.
V praxi jsou ¢asto uzly dany vnéjsSimi okolnostmi nebo se uziva ekvidistantnich
uzli. Ale na volbu uzli a koeficientd se také mtzeme divat z hlediska stupné pres-
nosti. Formulujme nyni nejéastéjsi pozadavky na uzly a koeficienty kvadraturni
formule:

a) nejsou piedem déna z4dnd omezeni ani na uzly ani na koeficienty kvadraturni
formule,

b) jsou pfedepsany vSechny uzly, obvykle ekvidistantni,

c) jsou pfedepsany pouze nékteré uzly, napt. koncové body intervalu nebo body,
v nichz je chovani funkce vyznacné,

d) pozaduje se rovnost vSech koeficient.

§ 9.2. Gaussovy kvadraturni formule

Zabyvejme se nejdiive pripadem, kdy nejsou dana zadné omezeni ani na uzly ani
na koeficienty kvadraturni formule. Je zde tedy problém: miZzeme vybrat uzly
a koeficienty tak, aby bylo dosazeno maximalniho stupné presnosti?

Na tuto otédzku dava odpovéd nasledujici véta:

Véta 9.4. Necht kvadraturni formule

n

Q) =D Aif(z:)

=0

pro vypocet integrdlu (9.4) md stuperi presnosti alespori n. Necht {p,}, pn € I,
n=0,1,... tvofi ortogondlni systém na intervalu [a, b] vzhledem k vahové funkei w.
Pak tato formule ma stuperi presnosti 2n+1 pravé tehdy, kdyz uzly této kvadraturni
formaule jsou koteny polynomu ppy1 € I,yq.

Dukaz. Necht kvadraturni formule Q(f) ma stupeti pfesnosti 2n + 1. Definujme
polynom wy 41 € Il,, 41 vztahem

n

wny1(z) = H(x - i),

i=0
kde z;, i = 0,1,...,n, jsou uzly dané kvadraturni formule. Podle predpokladu
je kvadraturni formule pfesna i pro polynom w,w,t1, kde u, € I, je libovolny
polynom.
Je tedy

b n
/ Wnt1 (@) up (2)w(z) de = Z A; W1 () un ().

=0
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Pravé strana této rovnosti je rovna nule, nebot wy,+1(x;) =0,i=0,1,...,n, a tedy
pro libovolny polynom u,, € II,, plati

b
/ w(x) wpt1(x)uy () dz = 0.

Polynom w,,+; je ortogonalni s vahou w ke vSem polynomtm ze tridy II,,, tzn.
Ze polynom w1 je totozny s polynomem p, 1, ktery nélezi systému polynomi
{pn} ortogonélnich s vahou w na intervalu [a, b], p,, € II,,, (véta 8.1 a jeji disledek).

Uvazujme nyni systém {p,} polynomt ortogonalnich s vahou w na intervalu
[a,b]. Sestrojme kvadraturni formuli, jejiz uzly jsou kofeny ortogonédlniho poly-
nomu pnyi. Z véty 8.2 vime, ze vSechny kofeny tohoto polynomu jsou realné,
navzajem rizné a vSechny lezi v (a, b).

Uvazujme formuli majici stupen pfesnosti alesponi n. Takovou formuli lze
snadno sestrojit integraci interpola¢niho polynomu (viz véta 9.2). Necht Q(f) je
takova formule a ukazeme, Ze ma stupen presnosti 2n + 1.

Necht Pon11 € Ilon41 je libovolny polynom stupné 2n + 1. Ziejmé miiZzeme
tento polynom zapsat ve tvaru

Pont1(2) = pnia (@)un () + 7 (@),

kde wu,, je podil pfi déleni Pa,t1/pni1 a ryn je zbytek pii tomto déleni. Je ziejmé
Ty Up € 1.

Aplikujme nyni na Ps, 41 sestrojenou kvadraturni formuli a vypoc¢téme chybu
aproximace integralu

b n
R(PZnJrl) = / U}(Z')Pszrl(l') dl‘ — Z AiP2n+1($i) =
a =0

b n
— {/ W(x)ty () pry1(z) dz — Z Aiun(l‘i)pn_}’_l(mi)} +

=0
b n
" { [ @ s -y Aﬂ“n@i)} -
a =0

Vyraz v prvni zévorce je roven nule, nebot polynom p,, 11 je ortogonélni s vahou w
k polynomu u,, a navic p,+1(x;) = 0,4 =0,...,n, nebot uzly kvadraturni formule
jsou kofeny polynomu p,11. Vyraz v druhé zavorce je rovnéz roven nule, nebot
stupen pfesnosti kvadraturni formule je alespoii n. Odtud plyne R(Psy,11) = 0 pro
libovolny polynom z II5,11 a tedy stupen presnosti kvadraturni formule je 2n+ 1.

O

Definice 9.3. Kvadraturni formule, jejichz uzly a koeficienty jsou vybrany tak,
aby bylo dosaZeno maximalniho stupné presnosti, se nazyvaji Gaussovy kvadra-
turnt formule.

Uvedena véta uvadi podminky pro uzly kvadraturni formule. Vlastnosti koefi-
cientl této kvadraturni formule jsou obsazeny implicitné v predpokladu, Ze stupen
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presnosti je alespon n. Formule se stupném presnosti n mtzeme snadno sestrojit
integraci interpola¢niho polynomu (véta 9.2). Koeficienty miizeme tedy spocitat
takto (viz pozndmka 4):

b
A = / w@)s(z) dz,  i=0,1,....n, (9.9)
kde x;, i =0,1,...,n, jsou kofeny ortogonalniho polynomu, p,11(z) = wp+1(x),
li(z) = Pni1 (@) , Yz, 1=0,1,...,n,

P (@) (e — @)

jsou pfislusné fundamentalni polynomy v Lagrangeové interpola¢nim polynomu.

Jiny zpusob vypoctu koeficientti vychazi pfimo z definice stupné presnosti.
Pozadujeme-li totiz, aby kvadraturni formule méla stupen presnosti n, pak musi
byt splnény podminky:

b n
/ w(z)z® de = ZAiacf, k=0,1,...,n. (9.10)
a =0

Vime, ze vSechny uzly x;, i = 0,1,...,n, jsou redlné, rizné a vsechny lezi v (a,b).
Odtud plyne, ze determinant soustavy, tzv. Vandermonduv, je rizny od nuly a sou-
stava ma jediné reseni, a tedy Gaussova kvadraturni formule je urcena jedno-
znacne.

Véta 9.5. Pro koeficienty Gaussovy kvadraturni formule plati
n b
a) A; >0, i=0,1,...,n, b) ZAi:/w(x)da:.
i=0 a

Dukaz.

a) Gaussovy kvadraturni formule maji stupei pfesnosti 2n + 1 a jsou pfesné
i pro polynomy 1]2-, 7 =0,1,...,n, coz jsou polynomy stupné 2n:

HOM ( o +1’E$j>1<f)— z;) ) E

Pro vypocet integralu I(13) = f; w(z)l? (z) do tedy plati

n

b
/ w(@)l3(x) do =Y Ail?(w:).

=0

Jelikoz 1;(x;) = &5, 4,5 =0,1,...,n, plyne odtud

b
Ajz/ w(@)lf(x)dz >0, j=0,1,...,n. (9.11)
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Navic porovnanim vztaht (9.9) a (9.11) dostavame zajimavou rovnost
b b
/ w(z)l? dz = / w(zx)l;(x) dz, j=0,1,...,n. (9.12)

b) Aplikaci Gaussovy kvadraturni formule na funkci f(z) = 1, pro kterou je
samoziejmé kvadraturni formule pfesnd, ihned dostaneme

O
Véta 9.6. Necht f € C?"2)[a,b]. Chybu Gaussovy kvadraturni formule lze vy-

jadrit ve tvaru

f(2n+2)
R(f) = (2n + 2(;7')

kde wni1(x) = ppt1(x) ¥V .

b
[w@pa@dn ne@n, o)

Dtkaz. Funkci f vyjadiime pomoci Hermitova interpola¢niho polynomu Py, 11 €
II2,4+1 spliujiciho podminky

P2n+1(1'i) :f(z’b)a 7::0717"'7’”7

P2/n+1(z’i) = f/(:ri)v 7::0717"'7”7

kde x;, i = 0,1,...,n, jsou uzly Gaussovy kvadraturni formule. Podle kapitoly 8
vime, ze funkci f lze pomoci tohoto polynomu vyjadfit ve tvaru

f(z) = Pony1(z) + E(2),
kde
Prpga(x) =Y hi(@)f(a:) + Y hi(e) [ (),
1=0

=0

Bla) = 22 e, ¢ = (o)

Pfipominame, Ze v tomto piipadé wy,11(x) = pr11(x), Pry1 je ortogondlni polynom
(s vahou w na [a, b]).
Uzijeme nyni tohoto vyjadfeni pfi vypoctu chyby kvadraturni formule:

b n
R(P) = [ wlo)f(e) do = 3" 4 () =
a i=0

b n
- {/ Popy1(z)w(z) do — ZAiP2n+1($i)} +

=0

b n
+ { / E(z)w(x) de - AiE(zi)} .
a i=0
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Vyraz v prvni zévorce je roven nule, nebot formule mé stupeli pfesnosti 2n + 1;
déle E(z;) =0,¢=0,1,...,n, nebot p,y1(z;) =0,i=0,1,...,n. Odtud plyne

b w\x 2 x
R = [ H) e g a,

Funkce f € C"*2)[q, b] a funkce wp? , | je nezaporna a integrovatelna v [a, b]. Lze
tedy uzit druhé véty o stfedni hodnoté integralul. Vysledkem je nésledujici tvar
chyby Gaussovy kvadraturni formule:

(2n+2) b
R(f) =g [Cw@nta@an e @)

O

Popisme nyni podrobnéji konstrukci Gaussovych formuli pro pfipad [a,b] =
[-1,1] a w(z) = 1 Vz € [-1,1]. To znamend, ze hleddme Gaussovu formuli pro

vypocet integralu
1
/ f(z) dz.
-1

Polynomy, které jsou ortogonalni na intervalu [—1, 1] s vahou w(z) = 1, se nazyvaji
Legendrovy polynomy (viz kap. 8) a ozna¢ujeme je P,. Z rekurentniho vztahu

2n +1 n

P,_1(x), n=12,...

Py(x) =0, Pi(z) = z, plyne, Ze je-li stupeii polynomu P, ¢islo sudé, obsahuje P,
pouze sudé mocniny x, je-li stupen polynomu ¢islo liché, obsahuje polynom pouze
liché mocniny z. Odtud dale plyne, kofeny polynomu P, jsou symetricky rozlozeny
vzhledem k bodu 0. Uzly x;, ¢ = 0,1,...,n, Gaussovy kvadraturni formule jsou
kofeny Legendreova polynomu P, ;1 a koeficienty lze spoditat takto ([18]):

A; = 0+ 12(Py (1)) 0,1,...,n. (9.14)

Vysledné formule je tvaru

/11f(m)d$:iAif(xi)-f—w/llﬁ(m—mi)de, a € (—1,1). (9.15)

(2n +2)!

Tato formule se nazyva Gaussova-Legendreova kvadraturni formule.

IDruh4 véta o stiedni hodnoté integralu — nékdy se také nazyvi zobecnéni véta o stiedni
hodnoté integralu: Necht ¢ € Cla, b], ¥ integrovatelnd v [a,b] a neméni znaménko v [a, b]. Pak
existuje bod 7 € (a,b), ze

/ " p(apb(a) dz = o(r) / ) d.
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Legendrovy polynomy uvedené v predchozi kapitole spliuji vztah

! 2
/ Pi(z) dr = .
-1 2n+1

Tyto polynomy nemaji koeficient 1 u nejvyssi mocniny. PoloZme nyni

pn(r) = iPn(m)a

Qan

kde a,, je koeficient u ™ v polynomu P,. Pak

9 1 1
:/ P%(z) dz = ai/ P2 (z) da.

2n+1 1 _1
Odtud
L 9
dr=—" .
R e
Lze ukazat [18], [20], Ze
(2n)!
ap = ——-.
27 (n!)?

A z toho plyne, Ze chyba Gaussovy-Legendrovy formule mtze byt vyjadiena ve

tvaru f(2"+2)(04) 2 2n+1((n+ 1)!)2 2
2n+2)! 2(n+1)+1 < (2(n+1))! ) '

Podobnym postupem lze vyjadfit chybu i pro dalsi kvadraturni formule.

R(f) =

Vipodet integrdlu na libovolném intervalu [a,b] lze vhodnou substituci prevést
na vgpodet na intervalu [—1,1] a poté pouzit formule (9.15).

Priklad 9.3. Odvodte Gaussovu-Legendrovu formuli ve tvaru

1

/f(m)dx ~ Ao f(20) + Ar f(21) .

-1
Resent. Legendriiv polynom druhého stupné je tvaru

3 1
PQ(KC):§ZC2—§
Jeho kofeny jsou 29 = —v/3/3, z1 = v/3/3, a to jsou dva uzly kvadraturni formule.

Nejprve spocitame koeficienty kvadraturni formule integraci interpola¢niho po-
lynomu. Uzijeme vzorce (9.9), kde w(z) =1 a

V3
— %= x+
lo(l‘) = 27\/;’ ll(x) = 243

3 3

ot
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Koeficienty

[ 1@ar =1y 5Dy v ). 9.16)

Ag+ A1 =

V3 V3
073 + A 3
Odtud pak ihned plyne, ze Ag = A; = 1.
Priklad 9.4. Ukéazeme jesté jeden zpiuisob konstrukce Gaussovych formuli. Uva-
1
zujme formuli Q(f) = Ao f(zo) + A1 f(z1) pro vypocet integralu [ f(z)dz. Vime,
-1

ze takova kvadraturni formule miize mit nejvySe stupen presnosti 2n + 1, coz je
v nasem ptipadé 3 (viz véta 9.1). Podminky pro dosaZeni tohoto stupné pfresnosti
jsou dany rovnicemi R(z*) =0, k=0, 1, 2, 3, tj.

1
Ao + Al = /1dl’ =2
—1
1
A()IL'O + A1£C1 = /SCdZL' =0
-1
1
2
ong + Alx% = /x2d$ = 3
-1
1
ong + Alx? = /x3dx =0
—1

Uzly x9, z1 jsou kofeny polynomu ws(z) = (z — xo)(z — x1) = 2% + a12 + az. Je
tfeba urcit koeficienty a1, as. Postup je nésledujici:
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Vynéasobime prvni z vyse uvedenych rovnic as, druhou a4 tfeti jednic¢kou a secteme
je. Pak druhou rovnici vynasobime aq, tfeti a1 ¢tvrtou jednickou a opét secteme:

2
0,2(140 + Al) + al(A()SCo + Alscl) + A()SC?) + Al.CC% = 2(12 + g
2
az(Aozo + A1) + a1(Ao$% + Alx%) + ong + Alx? = g‘“ .

Vime, %e 2 + a1x; +az = 0, i = 0, 1, a proto jsou levé strany téchto rovnic rovny
nule:

2 1
0 = 2@2 + 5 = a9 = —5
0 = ap .
Pak polynom wy(z) = z* — %, odtud zg = —@, T = @ Koeficienty Ag, A;

ziskdme z prvnich dvou rovnic: Ag = A; = 1.
Poznamka 5. Vime, Ze chyba Gaussovy kvadraturni formule miiZze byt vyjadiena

ve tvaru
fe 2 (n

b
R(f) (2n+2)!)/ w(z)p? 1 (z) dz.

Veli¢ina f; w(z)p? . (z) dz nezévisi na volbé funkce f. Je tedy pro viechny funkce
stejna. Vypoétéme nyni chybu kvadraturni formule pro funkci f(z) = 22" +2. Tato
chyba je tvaru

b n
R(I2n+2) _ / w(x)z2n+2 de — ZA1$$n+2
@ i=0
Z vyse uvedeného vztahu plyne, ze pro f(z) = x2"*2 je

n+2) [°
R(22"2) = %/ w(@)py 41 () dz

a odtud ,
[ et (o) do = R,

Vyraz pro chybu Gaussovy kvadraturni formule mtzeme zapsat takto:

(2n+2)
R(f) —_ -]22’”‘7—"_2(;7‘)1% l,2n+2)'

Tedy napi. pro Gaussovu-Legendrovu formuli pro n =1 je

9

o R(z%), a € (~1,1)

R(f)
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kde A .
1
R(I‘A‘L):/_lx‘ldz* (?) + (?) :4§5
a odtud )
R() = 370,

Poznamka 6. Nejjednodussi Gaussova-Legendreova formule je tvaru:

/f(:c)dx —25(0) + @ . 9.17)

-1

Zde totiz n = 0, Legendrtiv polynom P;(z) = x m4 kofen 2o = 0 a pak

Ao_/ / _

Vypocet chyby R(f) v tomto pfipadé:
Je R(x?) = 2/3 a odtud

12 1

2fB)=2f"(8), Be(=11).

R(f) =33 3

Jak uz jsme se zminili dfive, obecny tvar chyby kvadraturnich formuli doka-
zal G. Peano. UkaZzeme nyni na prikladé Gaussovy-Legendrovy formule mySlenku
tohoto dikazu.

Mégjme formuli

jﬂ) —f( “>+f<f>+Ru»

-1

Jednd se o Gaussovu-Legendrovu formuli pro n = 1. Vime, zZe stupen pfesnosti
této formule je N = 3. Pfedpoklddejme, ze f € C*[—1,1]. Uvazujme Tayloriiv
rozvoj funkce f v okoli bodu x = —1 ve tvaru
1"
-1
% (a + 1) + ra(a),

f@)=f=D+ (D)@ +1)+

(x + 1) flll:(r )

kde zbytek r3(x) je zapsdn v integralnim tvaru
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Funkci f mizeme nyni zapsat takto
f(x) = P3(x) +r3(x), Psells.

Aplikujeme nyni na takto vyjadfenou funkci danou kvadraturni formuli a poci-

tejme chybu:
R(f) :/f(os)d;z:— <f (?) ny (?)) _

1

(- (o (9)-2(2)
o (9) ()

Vyraz v prvni zavorce je roven nule, nebof stupeil presnosti kvadraturni formule
je N =3, a tedy

1

R() =5 ( FO@) @ — tydt | da—

_3 2
_% / FO@) <_§ —t))?’dt-i- /f(4)(t) (? _t>)3dt

Definujme nyni funkei (x — ¢)% jako funkci proménné ¢ takto:

x—1)3 x>t
TR S
0 r<t.

Na obrézku 9.1 vidime pritbéh funkei (—*%2 — )3 a (%2 — )3, Tyto funkce se
nékdy nazyvaji ,useknuté“ mocniny a zavedli jsme je proto, aby integra¢ni meze
v predchozim vyjadfeni byly konstanty, coz pak umozni dalsi viypocet. Mame tedy
integral

1

RN =g [ | [ 7906 - 0%ar ) ao

-1 1

1 3 1 3
gi./fﬂko<%?t>+dt%/f“Mw<%§t>+&
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1.6

1.4+ —

1.2+ *

° Sl
N o
—V3/3 v3/3

x

Obr. 9.1: Funkce (—‘/Tg -t)3 a (% —t)3.

Integra¢ni meze jsou konstanty a mtizeme zaménit poradi integrace v prvnim in-

tegralu.
1

R(f) = %/f“)(t) /(x—t)idx dt—

—1

_% /f(4)(1f) <_§—t> dt+/f(4)(t) <§—t>+dt =

1 + -1
1 1 3 3
e oo (50 (5 e
-1 —1 + *
Viraz
mmwob=/@—ﬁm%<4§—0 —G§‘>
1 + +

je chyba dané kvadraturni formule pro funkci p(z) = (z — t)4.
Polozme nyni K(t) = 3R.((z — t)}) a chybu kvadraturni formule miizeme
zapsat ve tvaru

R(P) = [ 190K B,

kde K je Peanovo jadro.
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Podivejme se nyni na vlastnosti funkce K:

K(t):% /(m—t)idx— <—§—t> - <§—t>
+

—1

Z vlastnosti funkce (z — t)3 plyne, Ze

1 1 ) 4
—t
/x—t /x—t ( ) .
4
-1 t

Pro funkci K plati:

4 3 3
e (58-89
+

+

Vysetfeme nyni chovani této funkce postupné na intervalech [—1,—+/3/3],

[_\/5/3’ \/5/3]’ [\/5/3’ 1]'
) te[-1,-V33 = K@ = (U524 (18 +0) = (F ) ) = 4

@ te [-VaB.VaE = K0 =3 (452 - (F 1))

(3) te [V3/3,1] = K(t) = L0

Priubéh funkce K je zachycen na obrazku 9.2. Z pfedchoziho plyne, Ze funkce K
je integrovatelna a neméni znaménko. Pro vypocet integralu

1
R(f) = /f<4>(t)K t)dt
-1

lze pouzit druhé véty o stfedni hodnoté integralu:

1

R(f) :f(4)(a)/K(t)dt, ac(-1,1).

-1

Nyni je mozné vypoéitat [ K (t)dt, ale protoze tento integral nezavisi na funkci
f, 1ze pouzit postupu uvedeného v poznamce 5:

1

R(z*) = 4% a soucasné R(z*) = 4! / K(t)dt.
21
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0.01

0.009 - i
0.008 - -
0.007 - i
0.006 - R
0.005 - i
0.004 - B
0.003 [- i
0.002 - -
0.001 - ! ! B

o . ‘ h
-1 —v3/3 o v3/3 1
Obr. 9.2: Pribéh Peanova jadra.
Odtud
1
/K(t)dtf 1s_ 1
4145 135
-1
takze

R(f) = — [D(a).

Piiklad 9.5. Uzitim Gaussovy-Legendrovy formule (pro n = 3) vypocététe integral

/1 dw
1 1422’
(pfesna hodnota je 7).

Reseni.

1
/ de 20651145 20347855 oo

T+ 22 15(0,339981)2 1+ (0,861136)2

V nasledujici tabulce jsou uvedeny uzly, koeficienty a chyba Gaussovy-Legend-
rovy formule pron =1,2,3.
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no| T Ai R(f)

1 | +0,577350 = =2 1 L f(ay)

2 | 0 8 —L_£6)(ay)
+£0,774597 = i@ 5

3 | +0,339981 0651145 | =hee £ (ag)
+0,861136 0,347855

Obrazky 9.3 a 9.4 ilustruji geometricky vyznam Gaussovy-Legendrovy formule.
Graf funkce je znazornén plnou ¢arou a graf polynomu, ktery integrujeme, je zna-
zornén carkované.

0.9 |
0.8
0.7
0.6

0.5 |
0.4

0.3 r
0.2 -, 7

X0 X X2
-1 —0.7746 0 0.7746 1

Obr. 9.3: Gaussova-Legendreova kvadraturni formule, n = 2

Necht vahova funkce w(z) = 1/v/1 — a2, [a,b] = [-1, 1]. Polynomy, které jsou
ortogonalni na tomto intervalu s uvedenou vahovou funkci, jsou Cebysevovy poly-
nomy. Kvadraturni formule pro vypocet integralu [ El 1/v/1 — 22 f(z)dx se nazgva
Gaussova-Cebysevova kvadraturni formule. Tato formule je tvaru

b fa) - 2 \
/,1 ooz = L ATt gy <<t

Nésledujici tabulka udava koeficienty, uzly a chybu této formule pron = 1,2, 3.
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0.9 -
0.8 -
0.7 -
0.6 -

0.5 |
0a L~ N
03 |, N
0.2 - -
0.1 - -

Obr. 9.4: Gaussova-Legendreova kvadraturni formule, n = 3

n T A; R(f)
+2 z 2 (m)
2 0, £33 z w25 (1)
5 +0,92386 o I
+0,38268

Vidime, ze u jednotlivych formuli jsou vSechny koeficienty stejné a rovné
w/(n+1).

Ptiklad 9.6. Uzitim Gaussovy-Cebysevovy kvadraturni formule (n = 2) vypoctéte
integral

/_11 1+ I;)IT/W

(pfesna hodnota je 7//2).
Reseni. Je

@2+ V12?3 1+(\/§)2+1+0+1+(§)2 -

2

/‘1 dz o 1 1 1 5

Laguerrovy polynomy jsou ortogonalni na intervalu [0, c0) s vahou w(z) = e~ *.
Kvadraturni formule pro vypocet integralu fooo e ? f(x) dz se nazyva Gaussova-
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Laguerrova kvadraturni formule. Formule je tedy tvaru

* _ S el (1D oia
/0 e f(x)dx—ZAzf(xl)—i—mf( (y),  0<y<oo.

=0

V nasledujici tabulce jsou uvedeny uzly, koeficienty a chyba této formule pro
n=123:

T A; R(f)
1]0,585786 | 0,853553 | =f™(11)
3,414214 | 0,146447
2 | 0,415775 | 0,711093 | & f(©)(72)
2,294280 | 0,278512

6,289945 | 0,010389
3 0,322548 | 0,603154 | = f®)(y3)
1,745761 | 0,357419

4,536620 | 0,038888
9,395071 | 0,000539

Piiklad 9.7. Uzitim Gaussovy-Laguerrovy kvadraturni formule (n = 1) vypoctéte

o0
/ zte™® dz,
0

(pFesné hodnota je 4!).
Resend.

/ rte™ da ~ 0,853553.(0,585786)% + 0,146447.(3,414214)* ~ 20,00006.
0

Pro vypocet integralu ffooo e’ f(z) da 1ze wzit Gaussovy-Hermitovy kvadra-
turni formule. Tyto formule jsou tvaru

* —x? _ . ﬁ(n+ 1)' (2n+2)
[me f(ﬂf)dx*;/hf(ﬂfi)ﬁme B), —oo<f< oo
Uzly této kvadraturni formule jsou koreny Hermitova polynomu ortogonalniho na
intervalu (—o0o,00) s vahou w(x) = e~ . Nasledujici tabulka uvadi uzly, koefici-
enty a chybu této formule:
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1| +0,707107 | 0,886227 | YZ f(4)(8,)
5 0 1,181636 | X £(6)(3,)

+1,224745 | 0,295409
3 | £0,524648 | 0,804914 2£0f(8)(53)
£1,650680 | 0,081313

Priklad 9.8. Uzitim Gaussovy-Hermitovy kvadraturni formule (n = 3) vypoctéte

integral
o0 2
/ |x| e duz,
— 00

(pFesnéd hodnota je rovna 1).
Reseni.

/ 7| e dz ~ 2(0,524648.0,804914 + 1,650680.0,081313) ~ 1,1130364.

— 00

vvvvvv

toucim poc¢tem uzla konverguje posloupnost Gaussovych formuli k presné hodnoté
integralu. Tuto vlastnost nemaji vSechny kvadraturni formule, obecné totiz neni
splnén predpoklad, ze soucet absolutnich hodnot koeficienti je stejnomérné ohra-
nic¢eny pro vSechna n. Pro Gaussovy formule vSak tento pfedpoklad splnén je —
viz véta 9.5b (podrobnéji viz [18], [20]).

Gaussovy formule tvofi velmi dilezitou tfidu kvadraturnich formuli. K jejich
zhodnoceni a pouziti se vratime v zavéru této kapitoly.

Ukazeme nyni na ptikladech nékteré dalsi zajimavé vlastnosti Gaussovych for-
muli.
Uvazujme integral

= IU}Z‘&x
Jll()ﬂ@+fkwd’ (9.18)

kde vahovéa funkce je suda a funkce f neni licha. Pocitejme tento integral. Substi-
tuce y = —x vede na integral

Odtud

= 1wx¢x lwxﬂx* lwx X
2J[4()ﬂ@+fP@d+[1()ﬂ@+fP@d *[4()d
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J = l/1 w(x) da. (9.19)

Necht nyni w(z) = 1, pak J = 1 a vypoctéme tento integral pomoci Gauss-
ovych-Legendrovych formuli. Polozme

W
PO = s+ 1wy

Je

n

QUF) =Y AiF(z;) =

=0

N
N =

Z Ai(F(z;) + F(—2;)) = ZAi =1,

tj. Q(F) = J. To znamend, %e Gaussova-Legendreova formule dava pfesnou hod-
notu integralu. Zde jsme pouzili skutecnosti, ze uzly x; jsou symetricky rozlozeny
vzhledem k bodu 0 a koeficienty odpovidajici symetrickym uzltim jsou stejné (véta
9.3). A déle, vime, Ze pro koeficienty Gaussovych formuli plati

1

é&:/wmm,

-1

coz znamend v pripadé Gaussovych-Legendrovych formuli

=0

Priklad 9.9.
1 1
d T
a) J:/ 7””:/ — % _de=1,
1 1+672az 1 e +efrc

! dz ! e’ ™
b) J = - de="T.
1 V1—2%2(14 e 2%) —1V1—2a%(e* +e7) 2

§ 9.3. Newtonovy-Cotesovy kvadraturni formule

Nyni se budeme zabyvat kvadraturnimi formulemi, pro které jsou predepsany
vSechny uzly. Podrobné vysetfime pripad ekvidistantnich uzlt.
Necht je tedy dano déleni intervalu [a, b]:

a =r9<x1<...<THp =0,

x; =x9+ih,i=0,1,...,n, h=(b—a)/n.
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Necht nejdiive P, € II, je Lagrangetv interpolaéni polynom pro body

(x4, f(24)), i=0,1,...,n. Stejnym zplisobem jako ve v&té 9.2 dostaneme formuli
b n 1 b
/ w(@)f(x) de =Y Aif(x:) + m/ w(z) wng1 () FOTD(€) dz. (9.20)
@ i=0 nUe
Cisla 4; = f: w(x)l;(x)dx, i =0,1,...,n, se nazyvaji Cotesova ¢isla a jsou tabe-

lovana. Uvedena formule se nazyva Newtonova-Cotesova formule uzavieného typu,
v tomto pripadé integracni meze jsou uzly kvadraturni formule. Zfejmé je stupern
presnosti této formule alespon n. V nékterych pripadech lze vyjadfeni chyby zjed-
nodusit ([1], [8], [18]). Je-li vahova funkce sudd vzhledem ke stfedu s = (a + b)/2
a Cislo n je sudé, a protoze uzly jsou v tomto pfipadé symetricky rozlozeny vzhle-
dem ke stfedu s, je podle poznamky za vétou 9.3 stupen presnosti této kvadraturni
formule n + 1. To znamena4, ze ve vyjadieni chyby bude vystupovat f(**t2). Toho
lze dosdhnout integraci per partes chybového ¢lenu (viz poznamka 4).
Uvedeme nejjednodussi typy téchto formuli (w(z) = 1).

a) Necht n = 1. Funkci f aproximujeme polynomem P; € IIy, tj.

T—a,n x—b (x —a)(x—0)

F@) = =2 0) — T fla) +

f(©).

Integraci

b _a b
|t as =@+ 1) + 5 [ = -ns(© .

Spocitejme nyni chybu

R(P) =5 [ (@ a)e =) da.

Za predpokladu, Ze f” je spojitd na intervalu [a,d], lze uZit druhé véty

o stfedni hodnoté integralu, nebot funkce u(z) = (z — a)(x — b) neméni
znaménko na intervalu [a, b]. Chybu lze nyni vyjad¥it takto:
" b 3
b—
rD =L [w-ae-nar= LD, acn<e

Vysledné formule je tvaru

b _a _ )
[ 1w ="t 0@ o0 - CErw. e

Kvadraturni formule Q(f) = 1(b — a)(f(a) + f(b)) je obsah lichobé&’nika,
a proto se tato formule nazyva lichobéznikové pravidlo.
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b) Necht n = 2. V tomto pfipadé aproximujeme f polynomem P» € I3, neboli
f nahradime parabolou. Vysledna formule je tvaru

/abf(x)da::bTa<f(a)+4f <%”)+f(b)>_$<b2a)5f(4)(7)
(9.22)

Toto pravidlo se nazyva Simpsonovo nebo také parabolické pravidlo. Dikaz
viz cviceni.

Pfiklad 9.10. Uzitim a) lichobé&znikového, b) Simpsonova pravidla vypoctéte in-

tegral
/1<m
0 1 + :L’2

(pfesna hodnota je 7).

o [T l(1]) 3
o 1+a2 7 2 2) 4

1
dx 1 4 1 47
b —— =144+ =) = —
) /0 1+22 6 ( * 5 + 2) 60
Na obrazku 9.5 vidime prubéh integrované funkce a plochy ohranicené ¢arkova-

nou kiivkou, které se pouzivaji k pfibliznému vypoctu integralu lichobéznikovym
a Simpsonovym pravidlem.

1 r 1

1

Obr. 9.5: Lichobé&znikové a Simpsonovo pravidlo pro funkci f(z) = T2

Aproximujme nyni funkci f interpola¢nim polynomem v bodech x4, ..., z,-1,
tj. pouze ve ,vnitinich“ uzlech intervalu [a,b]. Stejnym zptsobem jako d¥ive ob-
drzime formuli

b n—1 1 b
/a Flaute) de = 3 Auf @) + 2y / (@) wnt () FOD ) da,
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kde A;,i=1,...,n, jsou opét Cotesova ¢isla. Tuto kvadraturni formuli nazyvame
Newtonovou-Cotesovou formuli otevieného typu, integracni meze nejsou uzly kva-
draturni formule. Ziejmé je stupen presnosti této formule alespon n — 2. Je-1i opét
vahovéa funkce sudd vzhledem k s = (a+0)/2 a n je ¢islo sudé, je piesnost formule
n— 1.

Odvodime nyni nejjednodussi formuli tohoto typu (w(z) = 1, n = 2). Vahovéa
funkce je v tomto pripadé suda a ukdzeme, Ze presnost této formule je 1.

Funkci f aproximujeme interpola¢nim polynomem P, € IIy v bodé ((a +

b)/2, f((a+0)/2)), tj.
r@ =1 () + (o= 52) @ e=cta
(Po(2) = f((a +b)/2)). Integrujeme:
/abf(x)da::/abf(a;b) dx—i—/ab (:c— “;b) £(6) de =
=(b-a)f <a;b) +/ab (z “;b) £(€) da.
Vypotteme nyni chybu

b
a+b
R = [ (o= "57) £© a
Tento integral budeme pocitat metodou per partes a to takto:
¢ b
we) = [(1-550) ot = i

u’(x):(x—a;b), v'(m):% n € [a, b],

(pro vypocet v’ jsme uzili véty 7.1). Je ziejmé u(x) = (z — a)(x — b)/2 a u(a) =
u(b) =0 a u(x) <0 pro Vz € [a,b]. Pro nas integral mame

Za predpokladu, ze f € C?([a,b]), lze uzit druhé véty o stfedni hodnoté integralu,
nebot funkce u neméni znaménko na tomto intervalu:

"(r b —a)3
ry=-L2 [e-a@-pae= 5w, e @

Vysledna formule

[ rwar=0-a7 () + O3 )
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se nazyva obdélnikové pravidlo, nebot Q(f) = (b—a)f((a+b)/2) je obsah obdélnika
o stranach (b —a) a f((a +0)/2).
1
Piiklad 9.11. Uzitim obdélnikového pravidla vypoététe [1/(1+ x?) dz. (pfesna
0

hodnota je 7/4.)
Reseni.

1
d 1
/ o~ = 4/5.
o 1+a? 1+1/4

Nésledujici tabulky ukazuji prehled nejuzivanéjsich Newtonovych-Cotesovych
kvadraturnich formuli.

Newtonovy-Cotesovy formule uzavieného typu:

b )
L / Fla)dr = "0 (@) + 1) - L2 ), a<ar<b
/ fa

( (a—zi—b)+f(b))_(b;a)sf(‘l;gcm)’ b
a<ag <
s [ ”(f (o557 v
RO

a
)+
> f(4(063) a<az<b
b
4./f( do:ba<7f +32f<a+bT)+12f<a+bTa)+
7
+32f<a+3b—>+7f( )) <b4“) %fﬁ)( ¥,

fla) +4f
)+ 3f

a<oag<b
Formule 3. se také nazyva Newtonovo pravidlo nebo pravidlo 3/8.
Newtonovy-Cotesovy formule otevieného typu:
b 3
b b—
5./f(x)dx:(b—a)f(a—2i_ )—i—( 24a) I (as), a<as<b
b b—a b—a
6./f(x)dx= f G+T +fla+2 3 +
b—a\® f"(«
+(3 )fglfj), a<ag<b

b
7/f( b;a Qf(a—l—T)—f(a-i-b;a)—i—

5
+2f(a+ 1 ))—I—%(b;a) ]‘(4)(a7)7 a<ar<b
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b2_4a (11f(a+b_Ta)+f(a+2b;a)+
+f(a+3b_Ta) +11f(a+4b;a))+

95 (b—a\’
+—( 5@) f(4)(0é3), a<ag<b

8. /abf(x)dxz

144

Priklad 9.12. Na zavér tohoto odstavce uvedeme zajimavy piiklad. Uvazujme
integral

sin? zdz ,

o\..m\a

jehoz pfesnd hodnota je w/4. UkdZeme, ze vSechny Newtonovy-Cotesovy formule

1

0.9 |- -

o.8 - —

0.7 - —

0.6 - —

0.5 —

0.4

0.3

0.2

0.1

o

L
o VA V2

Obr. 9.6: Integrace funkce f(z) = sin? z.

dévaji pfesnou hodnotu 7 /4:

Vime, Ze uzly Newtonovych-Cotesovych formuli jsou ekvidistantni a jsou syme-
tricky rozloZeny vzhledem ke stfedu s intervalu [a,b]. V nasem piipadé s = /4.
Vsechny tyto formule maji stupen pfesnosti n > 1, a tedy zejména pro funkci

f(z) =1 plati

jus
2

/1dm:zn:Ai = zn:Aizg.
5 =0 =0

Na druhé strané z vlastnosti funkce f(z) = sin’z, = € [0,7/2] plyne opét ze
symetrie uzlii vzhledem k bodu s = /4, Ze

f(@i) + f(m/2 —ai) = 1.



256 9. NUMERICKE INTEGROVANI

Ziejmé plati x; = i7/2, xp_j = w/2 — x4, a odtud

ZA]‘:UZ

nebot koeficienty odpovidajici symetrickym uzliim jsou stejné.

Podivejme se jesté na vypocet tohoto integralu pomoci Gaussovy-Legendrovy
formule (9.17). Nejdfive je tfeba uzit substituce tak, abychom dany integrél pte-
vedli na integral s mezemi —1, 1.

2 1
4 1
/Sin2 ZCdl‘ - ‘y = —T — 1’ = E /Sin2 Mdy
s 4
0 1

n

S A(f (i) + f(r/2 = 2)) =

=0 =0

3

Ai:ﬁa
4

l\')l»—\
l\DI»—l

4

Nyni tato formule d4 hodnotu

S

1
1
sin? Mdy = Togin2 T =T
4 4 4
21

Dostali jsme opét pfesnou hodnotu. Gaussova-Legendreova formule je totiz pro
pfipad n = 0 totoZna s obdélnikovym pravidlem pro interval [—1, 1]!
§ 9.4. Lobattova kvadraturni formule

Zminime se strucné o pripadu, kdy jsou pro kvadraturni formuli predepsany pouze
nékteré uzly. Problematiku objasnime pro integral

0= [ s

Nasim tkolem je najit kvadraturni formuli tvaru

n—1
QUf) = Aof(=1) + > Aif(x:) + Anf(1).
i=1
Celkovy pocet neznamych je 2n: uzly z1,...,x,—1 a koeficienty Ag, Aq, ..., A,.

Lze ocekavat, ze presnost takové formule bude 2n — 1, nebot miizeme pozadovat
splnéni nasledujicich podminek:

1 n—1
/ o dr=Ag(—1)" + > Aiwf + A, k=0,1,....2n—1.

-1 i=1

Necht nyni P, € II; je interpolac¢ni polynom pro funkci f v bodech -1, 1; je
ziejmé
1—=x 1+2x

Pi(e) = = (=) +

fQ).
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Dany integral vyjédfirne ve tvaru

kde w(x) = 1 — 2.
Nyni pro vypocet druhého integralu sestrojime Gaussovu kvadraturni formuli
s vahou w(x):

/ flsz dm~§:A 17?@0 (9.24)

Zde A; jsou koeficienty Gaussovy kvadraturni formule pro vahovou funkci w(x)
1—2*axy, ..., z,_1 jsou kofeny ortogonalniho polynomu s vahou w(z) = 1 —
na intervalu [—1, 1].

Pfipominame, Ze z vlastnosti ortogonalnich polynomu plyne, ze x; # +1,
i =1,...,n — 1. Vypo¢teme-li pfimo integrél v (9.23), dostaneme pozadovanou
kvadraturni formuli

2

/f Yda ~ Ao f(— —s—ZAfxl—i—Anf() (9.25)

kde
A
2

11—z

AO:I—ZA o

—1—ZA 17%

Tato formule se nazyva Lobattova kvadraturni formule. Koeficienty a uzly této
formule jsou tabelovany a lze je najit nap¥. v [18]. Lze ovéfit, Ze tato formule ma
pfesnost 2n — 1 a chybu lze vyjadfit ve tvaru ([18]):

@)y (L
R(f) = f(TL;) [1 way () dz, Te(-1,1),

wan(z) = (2 = 1)(xz — 21)%... (¥ — 2,—1)%. (Pro odvozeni tohoto vztahu lze uzit
Hermitova interpola¢niho polynomu.)

Priklad 9.13. Pro n = 3 je Lobattova kvadraturni formule tvaru

[ taae=g (f(l) +5] (?) +51 (?) +f(1)> -

2
—mf(6)(77)7 ne(-11).
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Vypocitdme pomoci této formule integral:

/1—dz LY [ S S S S TS
T2 6|3 ~ rtg| =t
1 )

najdéte formuli ve tvaru

Q(f) = Aof(—1) + A1 f(x1).

Reseni: Lze ocekavat stupeii presnosti N > 2. Z podminek R(2°) = R(z!') =
R(z?) = 0 plyne

Ao+ 4 = 2
Ao(*].) + A1$1 = 0
2
A0(71)2 + A1$% = g .
Polynom w(z) = (z +1)(z — 21) = 22 + a12 + az mé kofeny x¢g = —1, z1. Je tieba

urcit kofen x;. Jako u odvozeni Gaussovy formule vynasobime prvni rovnici as,
druhou aq, tfeti jednickou a se¢teme. Vysledkem je rovnice

2
2@2 + g =0.
Odtud az = —1/3. Polynom w(x) = 22 + a;x — 1/3 mé kofen zp = —1 tedy

1—a; —1/3 =0 odkud a; =2/3 a kofen x; = 1/3.
Koeficienty Ag, A; uréime z prvnich dvou rovnic: 49 = 1/2, Ay = 3/2. Vy-
sledna formule je tvaru

QU = 3 F1+576).

Koeficienty této formule lze rovnéz ziskat integraci interpola¢niho polynomu v bo-
dech o = —1, #; = 1/3. Odtud pak snadno ziskdme vyjadfeni chyby

/”1 CAD@ ) preyqa, ¢ = (a).



§ 9.5. Cebysevova kvadraturni formule 259

§ 9.5. CebySevova kvadraturni formule

Podivejme se nyni na kvadraturni formuli z vypocetniho hlediska. Formule
b n
[ w@) @ x> 4 (@)
@ i=0

pozaduji (n+ 1) ndsobeni a n s¢itani. Jestlize v8ak jsou vSechny koeficienty stejné,
tj. A= A;,1=0,1,...,n, pak je tfeba pouze jedno nasobeni a n s¢itani.
Kvadraturni formule tohoto typu

n

b
/ w(e) f(@) e~ A f(o) (9.26)

=0

se nazyvaji Cebysevovy kvadraturni formule. Tyto formule maji jesté dalsi uzitec-
nou vlastnost, a to:

Jsou-li ddny hodnoty f(z;) s chybami ¢;, pak vyslednd chyba zptisoben4 témito
nepresnostmi bude nejmensi pravé v pripadé, kdy A = A;,i=0,1,...,n.

V uvedené formuli (9.26) méme k dispozici (n + 2) ,volnych“ parametri —
koeficient A a uzly xg,x1,...,T,. Lze oCekadvat, ze presnost formule bude n + 1;
miizeme totiz pozadovat splnéni rovnic

b n
/ ka(m)dm:AZacf, k=0,1,...,n+1. (9.27)

7 prvni rovnice ihned plyne

1 b
A = .
nJrl/aw(x)da:

Ale Tesit soustavu (9.27) neni jednoduché zalezitost. Pro interval [—1,1] a va-
hovou funkci w(z) = 1 fesil tuto tlohu P. L. CebySev a nalezl feseni pro n =
0,1,2,3,4,5,6. Pro n = 7 dokézal, ze uzly z; jsou komplexni ¢isla.

Timto problémem se rovnéz zabyval S. N. Bernstejn a ukazal, ze pro n > 8
nemd tato tloha feSeni ([2]). Tedy pro interval [—1, 1] a vahovou funkci w(z) =1
Ize sestrojit Cebysevovy formule pro n = 0,1,2,3,4,5,6,8 a tyto formule jsou
tvaru

1 2 n
IR L= R

Chybu této formule lze vyjadfit napf. uzitim Peanovy véty ([8], [5]).

I kdyz Cebysevovy formule uvedeného tvaru lze sestrojit pouze pro maly pocet
uzli, je tento pocet dostateény, nebot jak ukdzeme déale, uzivame obvykle kvadra-
turnich formuli nizsich rada.
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Ptiklad 9.15. Odvodte Cebysevovu kvadraturni formuli ve tvaru

1

/ f(@)dz ~ A(f(x0) + f(21) + f(z2))

-1

Reseni: V tomto ptipadé miize byt stupeii piesnosti N > 3. Ze vztahtt R(2°) =
R(z1) = R(2?) = R(23) = 0 dostdvame

A+ 2% +29) = 2
Alwo+z1+22) = 0
(9.28)
Aaf+at+a3) = 3
A3+ 23 +23) = 0.

Z prvni rovnice plyne, ze A = 2/3. Necht nyni ws(z) = (z —xo)(x —21)(z — 22) =
23+ a12% + agx + a3 je neznamy polynom, jehoz kofeny jsou pravé uzly o, 1, Zo.
Dale prvni rovnici vynasobime ags, druhou asq, tfeti ai, ¢tvrtou jednickou a secteme.
Vysledkem je rovnice

2
2a3 4+ -a1 =0.
3t 3m
7Z Newtonovych vztahtt mezi kofeny a koeficienty plynomu plyne:

a1
2o +x1 +22=——, kde ag =1,
aop

takze z druhé rovnice systému (9.28) plyne, ze a; = 0. Tedy také ag = 0. Koeficient
as uréime opét pouzitim Newtonovych vztahi:

a
Tox1 + T1T2 + o2 = a—2 . (929)
0

7 vyse uvedené soustavy rovnic plyne

To+x1+22 = 0

J:g +a3 425 = 1.
Odtud

(o + a1 +22)° — (@ + 27 +23)=-1 =
1
= Tox1 + T1T2 + o2 = 75 .

A 7 (9.29) plyne, 7ze as = —1/2.
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Polynom ws mé koeficienty : ag = 1, a1 = 0, as = —1/2, ag = 0, tedy w3 =
23 — 1/2 a kofeny tohoto polynomu jsou

V2 V2
IL'():*?, $1:0, IQZT.
Vysledna formule je tvaru
2 2 2
Qf) = g(f(*g) +f(0) + f(%)) -

Chybu této kvadraturni formule lze spocitat integraci chyby pfi interpolaci poly-
nomem P, € Il v uzlech —\/5/2, \/5/2:

R() = 5 [ ala® = IO €@ = 557D )

a pouzit podobného postupu jako pfi odvozeni chyby obdélnikového pravidla.
Piiklad 9.16. Uzitim Cebysevovy formule

1
2 V2 V2 1
dz = = - 0 A —f@ -1 1
| fayae=3 lf( : >+f( )+f< : ) + /D), ~1<n <,
vypoctéte integral
/1 da
-1 1 + I27
jehoZ pfesna hodnota je /2.
Resend.
1
d 2 1 1 14 —
/ r ~Z s+ 14— | == =155

41422 3 1+<7§) 1*(“75)2 9

Pro ilustraci uvedeme jesté dalsi formule CebySevova typu

f( \/§> +f<§> -l—Flréf(Al)(a)7 —l<a<l,

nzl:/iﬂ@dx

3
! 1 VB +2 VB2
n=3: /_1f(9:)d9:f2 f 375 +f 55
V5 —2 V5 +2 2 6
+f ﬁ +f 375 +42525f6(041)7

—1l<aop <1.
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Vidime, ze pro n = 1 dostavame formuli totoznou s Gaussovou-Legendrovou
kvadraturni formuli. Tento vysledek bylo mozné o¢ekavat a je disledkem toho, Ze
v této formuli jsou oba koeficienty stejné.

§ 9.6. Slozené kvadraturni formule

s
/ sinz dz,
0

jehoz presna hodnota je 2. Vypocitejme nyni tento integral lichobéZnikovym pra-
vidlem:

Uvazujme integral

Q(f) = g(sinw +sin0) = 0.

Vysvétleni spociva v tom, ze lichobéznik v tomto pfipadé degeneruje v tsecku
[0, 7].

Rozdélme nyni interval [0, 7] na dva subintervaly [0,7/2], [7/2, 7] a na kazdém
z nich aplikujme lichobéznikové pravidlo:

T % T
/ sinzdz:/ sinxder/ sinz dx ~
0 0 z

2

3

NW(. 0+ si 7r)+7r<, 7r+_ )_7r
i sin sm2 1 sm2 sinm =3

Pfi rozdéleni intervalu na ¢tyfi subintervaly délky 7/4 dostaneme

/” . V241
sinx dr ~ .
O 4

Uvedeny postup lze aplikovat i na dalsi typy kvadraturnich formuli. Postupu-
jeme ptritom takto:

Dany interval rozdélime na M subintervalti a na kazdém z téchto subintervalu
aplikujeme kvadraturni formuli Q(f). Tim je déna na intervalu [a,b] novéa kvad-
raturni formule, kterou budeme nazyvat sloZenou kvadraturni formuli a budeme
pséat

QY (f) =Y Q).

Pokud je déleni intervalu [a,b] ekvidistantni s krokem h, budeme rovnéz uzivat
oznaceni Qn(f), h=(b—a)/M.

Nyni se budeme podrobnéji zabyvat sloZzenym lichobéZnikovym pravidlem,
které patii k nejuzivanéjsim formulim tohoto typu.

Necht je dano déleni intervalu [a, b]:

a =rxg<r<...<xp;r =0b,
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pri¢emz x;41—x; = h,i=0,1,..., M —1, h > 0. Na kazdém subintervalu [z;, z;11]
aproximujeme lichobéZznikovym pravidlem integrél

Tit1 3
/ f(x)dz = g(f(xz) + f(wiy1)) — }ll—zf”(ffi% T <& < Tig1.

Pro dany integral dostaneme

M-1

b Tig1 B M1 B3 M1
[ t@ae= 3 [ @ de =5 Y (e + f) - 35 > 1106
1=0 2 1=0 1=0 (930)
Podivejme se nyni na chybu této aproximace. Je
B3 M1
R(f) = T Z f7(&)- (9.31)
i=0

Predpokladejme, ze f” je spojitd v [a,b] a polozme L = max,<z<p [’ (z), | =
min,<z<p f(x). Pak
M-1

MI< Y f"(&) <ML
1=0

Nyni, protoze f” je spojita, musi nabyvat kazdé hodnoty mezi svou maximalni
a minimalni hodnotou na intervalu. Odtud plyne, Ze existuje takové & € [a, b], Ze

1 M-1
1€ =57 > (&)
=0

Kdyz se vratime k vyjadfenim (9.30), (9.31), lze zapsat chybu ve tvaru

(b—a)?®

R(f) = — =20 1(6)

a aproximaci integralu sloZenym lichobéznikovym pravidlem

1) = 5 + 25 + o+ 2 arm) + o))~

b— 3
e (GI I

(9.32)

Tedy
QY(f) = 5 (7o) + 2 (1) + .+ 2 (war1) + floar)).
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Obr. 9.7: Slozené lichobéznikové pravidlo, f(z) = 1/(1 4+ z2), Q(f) = 1,55

Poznamka 8. Z tvaru chyby v (9.32) je vidét, Ze s rostoucim pocétem intervala
konverguji aproximace k presné hodnoté integralu.

Geometricky vyznam slozeného lichobéZnikového pravidla ilustruje obr. 9.7,
kde M = 4. Graf dané funkce je vyznacen plnou ¢arou, odpovidajici lichobézniky
jsou vyznaceny ¢arkovaneé.

P¥i aplikaci slozeného lichobéznikového pravidla je vyhodné polozit M, = 2F,
k =0,1,2,... a po¢itat postupné hodnoty formuli Q*(f), k = 0,1,..., tj. na
kazdém kroku zdvojnasobit pocet subintervali. Vyhodou tohoto postupu je sku-
teCnost, Ze jiz jednou vypoctené hodnoty funkce f se pouziji ve vSech dalSich
krocich. Tuto vlastnost obecné kvadraturni formule nemaji, napf¥. pfi pouziti slo-
zenych Gaussovych formuli, je tfeba vzdy znovu spocitat vsechny funkéni hodnoty.

Pro toto déleni intervalu mutzeme zapsat slozené lichobéznikové pravidlo ve
tvaru, ktery je vhodny zejména pro uziti na pocitaci. Snadno lze totiz ukazat, ze

2i

gk—1
1 b—a —1
QM (N =5 Q" N+ G D/ (a + (b - a)) . (933)
i=0
kde M, =2%, k=0,1,...
Dtikaz tohoto vyjadieni ponechdvame do cviceni.

Rozdélme nyni interval [a,b] na 2M subintervall s délicimi body ¢ = z¢ <
21 < ...<xopy = b, xi —xi_y = h, h = (b—a)/2M. Na kazdém subintervalu
délky 2h aplikujme Simpsonovo pravidlo. Vysledna formule

b h M-1 M
/a f(z)de = 3 f(a)+2 ;1 f(xzj)+4j;f(x2j,1)+f(b) -
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b—a
R - C) b
o M), a<n<b,

se nazyva sloZené Simpsonovo pravidlo.
Vyraz pro chybu se odvodi stejnym zptisobem jako u slozeného lichobézniko-
vého pravidla.

0.1 b

0 -1 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5 0.75
X

(RS

Obr. 9.8: Slozené Simpsonovo pravidlo, f(z) = 1/(1 + z2), Q(f) = 1,5667

Obr. 9.8 ilustruje geometricky vyznam slozeného Simpsonova pravidla pro
M =2 tj. h= %, tj. interval [—1, 1] rozdélime na 4 subintervaly délky h = %
a na 2 subintervalech délky 2h = 1 aplikujeme Simpsonovo pravidlo. Grafy dvou
prislusnych parabol jsou vyznaceny carkovaneé.

Nyni opét uvedeme zajimavy priklad tykajici se aplikace slozeného lichobézni-
kového pravidla.

Méjme integral

e
K= [ e (3:34)

Obdobnym zpusobem jako pfi vypoctu integralu (9.18) lze ukazat, ze K = % Apli-
kujme nyni slozené lichobéznikové pravidlo na vypocet tohoto integralu. Polozme

f(x)
Flz)= ———F———.
f@)+ f(1—x)
Je jasné, ze
Flz)+ F(1—2)=1. (9.35)
Déle vime, Ze uzly déleni jsou ekvidistantni a 25;—; = 1 —x;, h = 1/M. Aplikujme
nyni slozené lichobé&znikové pravidlo na funkci F(z). Je

QY(F) = % (%F(Jﬁo) +F(@) +.. 4 Flopm-1) + %F(l“M)) =
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1 1
+§F(1—1‘0)+F(1—$1)++F(1—$A1_1)+§F(.1‘0))
Vezmeme-li v vahu (9.35), dostaneme
1 1 1 1
MPY= — (24 (M—-1)+=) ==
@) 2M \ 2 +( )+ 2 2

Vidime, Ze slozené lichobéznikové pravidlo dava presnou hodnotu integralu K.

§ 9.7. Adaptivni kvadraturni formule

Jak jsme jiz uvedli, slozené kvadraturni formule obvykle uzivaji ekvidistantniho
déleni intervalu. Ale tento postup neni vhodny v piipadé, kdy integracéni inter-
val obsahuje jak subintervaly, kde funkce znac¢né osciluje, tak také subintervaly,
kde funkéni hodnoty se neméni prili§ rychle. To znamena, Ze v prvnim ptipadé je
vhodny mensi krok déleni, aby pfislusna kvadraturni formule vhodné vystihla cho-
vani funkce, v druhém pripadé krok déleni mtze byt vétsi. Efektivni metody, které
mohou prizpusobit délku kroku variaci funkce, se nazyvaji adaptivni kvadraturni
formule.
V systému MATLAB jsou uvedeny dvé metody tohoto typu:

1) QUAD — adaptivni kvadraturni formule zaloZend na Simpsonové pravidle,
2) QUAD 8 — adaptivni kvadraturni formule zaloZen na pravidle 3/8.

Vysvétlime struc¢né podstatu metody QUAD. Je tfeba aproximovat integral

b
1(f) = / f(z) da

s chybou mensi nez ¢, ¢ > 0. Ozna¢me S(a,b) Simpsonovo pravidlo pro interval

[a, b],
’ S(a,b)g<f(a)+4f<a;rb>+f(b)), h:b;“.

Pak . .
/ (&) dz = S(a,b) — % D), a<r<b. (9.36)

Aplikujme nyni slozené Simpsonovo pravidlo pro dva subintervaly [a, (a 4+ b)/2],
[(a+b)/2,b], tj. krok déleni je hy = h/2 = (b—a)/4. Aproximace integralu je nyni
tvaru

/abf(x)dx: % (f(a)+4f (w%) L 2f(ath)+Af (w%h) +f(b)) -

h\'b—a
B 4z =
(2) 180 ), a<T<b.

(9.37)
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PoloZzme

s(a"3%) =5 (r@+ar (a+§) + flas )
s<“T+b,b> - % <f(a+h)+4f <a+gh) +f(b)>.

Vztah (9.37) miZeme nyni zapsat ve tvaru

b b %
/f )dz = S ( ot )+S(“; ,b)—%%f(“)(%). (9.38)

Piedpokladejme nyni, ze f(4) se p¥ilis neméni v [a, b], tj. pfedpokladejme, ze
f@(1) = £ (F). Za tohoto piedpokladu vztahy (9.36) a (9.38) implikuji

1 5
o) (52) s

h® )
%f (T)

h’ 16 a+b a+b
@ (1) ~ _ _
90f4(7)~15 (S(a,b) S(a, 5 ) S( 5 b))

Uzijeme-li tohoto vyjadfeni ve vztahu (9.38), dostaneme

x)de — S ( G——M) S(a+b,b) ~
2
a+b a+b
15'5((1 b) — S<a, 5 ) S( 5 ,b)'.
Tento vztah znamend, Ze soucet (S(a, (a+b)/2)+ S((a+b)/2,b)) aproximuje dany
integrél 15krat 1épe nez (tentyz soucet) aproximuje hodnotu S(a,b).
To znamena, ze S(a, (a+b)/2)+S((a+b)/2,b) bude aproximovat integral I(f)

s pfesnosti ¢, za predpokladu, ze S(a, (a +b)/2) + S((a + b)/2,b) se lisi od S(a, b)
o méné nez 15¢, tj. je-li

’S(a,b) - S (a, a—;—b) - S (a;b,b)’ < 15¢, (9.40)

Odtud

(9.39)

pak
‘I(f)—S(a,aTM) —S(GTM,Z))’ <e. (9.41)

Je-li tedy splnéna podminka (9.40), je integral aproximovan s dostate¢nou pres-
nosti.

Jaka je tedy zédkladni myslenka programu QUAD? Testujeme, zda je splnéna
podminka (9.40). Je-li splnéna, je integral aproximovan s dostateénou pfesnosti.
Jestlize podminka (9.40) neni splnéna, aplikujeme vySe uvedeny postup na kazdy
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subinterval [a, (a + b)/2], [(a + b)/2,b] zvlast a pozadujeme, aby chyba byla na
kazdém z téchto subintervalti mensi nez /2. Pak je celkova chyba mensi nez e.
Je-li chyba aproximace na nékterém ze subintervalt vétsi nez /2, pak se opét
rozdéli tento subinterval na dva intervaly a pozaduje se, aby chyba aproximace
na kazdém z nich byla mensi nez /4. Postup opakujeme tak dlouho, pokud neni
dosazeno pozadované presnosti.

Obr. 9.9 ilustruje pouziti adaptivni formule QUAD. Na ose = jsou vyznaceny
koncové body intervali, které odpovidaji déleni pfi realizaci procedury QUAD,

100 10
f(.’l?) = —sin )

2 T

tolerance 0,03, Q(f) = —1,413.

40 - 4

o e+ ; ; ; \
—20 | \\‘\/ i

—60 i

3
Obr. 9.9: QUAD pro vypodet integralu [ % sin %da}
1

Program QUAD 8 je konstruovan podobnym zpusobem zaloZenym na pravidle
3/8.

8§ 9.8. Rombergova integrace

Lze ukazat ([5], [18]), Ze slozené lichobé&znikové pravidlo s krokem h muizeme vy-
jadrit ve tvaru

b
Qn(f) = / f(x)dz + e h? + coh® + ...+ cnh®™ + a1 (W)R2™2, (9.42)

kde |am+1(h)| < A1 pro v8echna h = (b—a)/M, M =1,2,...



§ 9.8. Rombergova integrace 269

Na tomto vyjadreni je zalozena velice uzitecna a elegantni Rombergova kvad-
raturni formule. Posledni ¢len ve vyjadreni (9.42) je relativné maly a miZeme jej
tedy zanedbat,

m b
Qh(f)%l(f)+Zcih2i, I(f):/ f(z) dz. (9.43)

Polozme
Po(y) =I(f)+cay+...+ceny™ (9.44)

Je ziejmé P, € I, P,(0) = I(f). Nasim tkolem je najit pfibliZznou hodnotu
P,,(0). Budeme postupovat takto:
Z (9.43) a (9.44) plyne pfiblizny vztah

Pr(h?) = Qn(f)- (9.45)
Uvazujme nyni posloupnost {Ag} déleni intervalu [a,b]; Ag: x; = xo + thy,

i=0,1,....,k, 70 = a, 7, = b, hy = (b—a)/2%, k=0,1,...,m. Necht Qp, (f) je
hodnota lichobé&znikového pravidla odpovidajici kroku hy. Podle (9.45) je

P (h3) ~ Qn,(f), k=0,1,...,m. (9.46)
Pro funkci P, (y) znédme (pfiblizné) hodnoty v (m + 1) riznych bodech yj, = hi =

((b— a)/2%)2. Sestrojime pro tyto hodnoty (y&, Pm(yx)), k = 0,...,m, piislusny
Lagrangetv interpolac¢ni polynom:

Pr(y) = Y @) Pulyr) = Y le(y)Qn, (),
k=0 k=0
kde l, k = 0,...,m, jsou fundamentédlni polynomy (rovnost plyne z jednoznaénosti

interpola¢niho polynomu). Spoéitejme hodnotu P,,(0):
Pr(0) & Y 1(0)Qn,(f) = Y dxQn, (f),
k=0 k=0

kde jsme polozili 15(0) = dg, k = 0,1,...,m. Pro vypocéet daného integralu jsme
nalezli formuli

b m
[ @) de =y din ().
a k=0

kterou nazyvame Rombergovou kvadraturni formuli.
Rombergova formule patii mezi tzv. extrapola¢ni metody, nebot hodnotu
P,,(0) jsme ziskali exztrapolaci (bod 0 lezi vné intervalu [h2,, h]).

Poznamka 9. Vypocet integralu Rombergovou formuli lze velmi efektivné provést
uzitim Nevillova schematu pro iterovanou interpolaci.
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Polozme nejdiive Qp, (f) = Tko, k = 0,...,m. Vypolet lze uspofadat do na-
sledujici tabulky (stejné jako u Nevillova schematu):
h3 Too
h3 Tio Ty
h3 Thg T2 T
h3 T30 Ts51 T2 Ts3

kde (viz Nevillovo schema, kap. 6)
—Yi—)Ti 1) = (Y —yi)Ti—1,5- j =
Tl(y) — (y Y J) »J 1(y) (y Y ) 1,5 1(y) J 1) 27 37

)

Yi — Yi—j i =77+1...

aproy=0ay; = ((b—a)/2")? dostaneme rekurentni vztah

o 4jTi7j_1—T;_17j_1 j = 1,2,...,m

v 47 — 1 ’ i =4.j+1,....m
Kazdy ¢len tabulky 73; predstavuje ve skutecnosti linedrni kvadraturni formuli pro
krok délky h; = (b —a)/27:

Tij=aof(a) +aafla+hy)+...+ a1 f(b—hy) +a; f(b).
Nékteré z téchto formuli, ale ne vSechny, jsou pro ¢ = k formule Newtonova

typu, napf. 711 je Simpsonovo pravidlo:

Ty = 3T — 3T00 = b;a (f(a)+4f(a;b) +f(b))-

(9.47)

Poznamka 10. Lze ukdzat ([4]), Ze pro chybu Rombergovy integrace plati

b b—a)? J+L N ) )
Tir/ f(@) dx(ba)<(22ii) ) ((;;]f;j)ff@]“)(f), a<é<b,

pro funkci f € C%772([a,b]), Bajt2 jsou Bernoulliova ¢isla.

Priklad 9.17. Uzijte Rombergovy kvadraturni formule pro vypocet fow sinzx dzx.
Reseni. Polozme hg = 7, hy = 5y ha=7%, hg= %. Piislusna tabulka hodnot 73;:

h? T; T T; T3

02 0
h% 1,57079630 2,09439511

h3 1,86911890 2,00455976 1,99857073

h% 1,97423160 2,00026917 1,99998313 2,000005
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Lze ukazat, ze posloupnost na diagonale v takové tabulce bude konvergovat
k hodnoté integrélu rychleji neZ posloupnost {Tj0}.

Rombergova metoda mé jesté jednu dilezitou vlastnost: umoziiuje snadno pii-
dat dalsi fadek — znamend to pouze vypocitat dalsi lichobéznikové pravidlo a uzit
vzorce (9.47). Vypodet lze totiz usporadat tak, aby probéhl po fadcich, tj. v po-
tfadi Too, T10, T11, T20, To1, To2,... Jako testu pro zastaveni vypoctu lze napti-
klad pouzit vztahu |Tm — Tr—1,m—1| < €, € > 0 je pfedepsand tolerance, nebo
|Tmm - Tm,m—1| <e.

Rombergova metoda patfi k velmi casto pouzivanym metodam. Je vyhodné
predevsim v téch vypoctech, kde je pozadovana mald chyba aproximace. I kdyz
je tato metoda velmi efektni, neni ji mozné pouzivat univerzalné. Je to vhodna
metoda pro hladké funkce a je vidy tfeba predpokladat existenci dostate¢ného
poctu derivaci funkce f na celém intervalu [a,b]. V opaéném piipadé nepfinasi
Rombergova metoda zadné zrychleni konvergence oproti napt. slozenému lichobéz-
nikovému pravidlu.

Zminime se jeSté struc¢né o kvadraturnich formulich s rychle oscilujicimi vaho-
vymi funkcemi, které se napiiklad vyskytuji pfi vypoctu Fourierovych koeficienti.
Aplikace znamych kvadraturnich formuli na integraly tohoto typu nedava dobré
vysledky. P¥i¢ina selhani téchto metod je v rychlé oscilaci integrandu, o jehoZ pri-
béhu nemaji pouzité metody dostatek informace. Vypoctem takovych integrali se
zabyval J. Miklosko ([14]).

§ 9.9. Metoda polovi¢niho kroku, pouziti kvadraturnich formuli

Budeme se nyni zabyvat otazkou volby kvadraturni formule. Uvedeme pouze fak-
tory, které mohou mit vliv na tuto volbu, ale obecné jenoznac¢na pravidla stanovit
nelze.

V pripadé, Ze funkce je dana tabulkou, tj. jsou znamy jeji hodnoty na ekvi-
distantni mnoziné uzli, je vhodné pouzit Newtonovych-Cotesovych formuli.
Jestlize mtizeme odhadnout derivaci dané funkce, je mozné stanovit z odhadu
chyby kvadraturni formule pocet uzli potifebnych k dosaZeni pozadované pres-
nosti. Tyto hodnoty se vSak v praxi obtizné odhaduji a navic Newtonovy-Cotesovy
formule vysokych ¥ad nekonverguji k pfesné hodnoté integralu (viz [15], [18] a pfi-
klad 9.18). Proto se zpravidla postupuje tak, ze uZijeme slozené kvadraturni for-
mule s niz$im poc¢tem uzlt a postupné zvysujeme pocet intervali tak dlouho, az
se pocet desetinnych mist odpovidajicich zadané presnosti stabilizuje ve dvou po
sobé jdoucich aproximacich.

Runge navrhl ponékud preciznéjsi zpiisob odhadu dosazené presnosti (tzv. me-
todu poloviéniho kroku). PopiSeme nyni tuto metodu. Z Gvah v § 9.6 je vidét, zZe
vypocet pomoci slozeného lichobéznikového resp. Simpsonova pravidla mtze byt
zapsan ve tvaru

I(F) = QY(f) + KN?
resp.

I(f) = QY(f) + Ki?,
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kde K resp. K je sou¢in konstanty a druhé resp. étvrté derivace f v jistych bodech
intervalu [a, b]. D4 se ukazat i obecné ([1]), Ze vypocet pomoci slozené kvadraturni
formule mize byt zapsan ve tvaru
M N b—a
I(f) = QY (f)+ Kh™,  h=—0r,
M

vyraz WV K se nazyva hlavni élen chyby a N — 1 je stupeii presnosti kvadraturni
formule, K zavisi na N-té derivaci funkce f. Vypocet veli¢iny K je zpravidla dosti
obtiZzny. A proto se v praxi postupuje jinym zpusobem. Zdvojnasobime-li pocet
subintervalti, dostaneme aproximaci

h

N
I(f) ~ Q*M + K, <§> .

Pokud se derivace funkce f v intervalu [a,b] pFili§ neméni, lze polozit K ~ K;.
Plati tedy

I(f) = QY(f) + Kh",

1) = QM() + K (S)N

7 téchto dvou vztahdl vypocteme konstantu K:

Q2M(f) _ Q]M(f)
(2h)N — 1N

K ~2%

Nyni pro dalsi aproximaci integralu obdrzime

QMM (f) — @M(f)
N 1

I(f) =~ Q*M(f) +
Veli¢inu - o
QM) - QM(f)
2N —1
Ize uzit pro odhad chyby. Pti vypoctu postupujeme takto: Pocitame slozené kva-
draturni formule QM+, My = 2¥My, My > 0, k = 0,1,2,... a na kazdém kroku
pocitame veli¢inu

z

p o QMerr(f) — QMr(f)
- 2N 1 ’

z

Jestlize pro n&jaké k = [ je |z!| < ¢, € je pozadovana piesnost, pak za novou
aproximaci integralu lze vzit hodnotu

I(f) = QM+ (f) + 2,

pii¢emz chyba této aproximace |z!| < . V podstaté se jedna o aplikaci Richard-
sonovy extrapolace. Pro N = 2 je to pravé ptipad uvedeny v kapitole 7.
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Je-li funkce dana analyticky, je tfeba vzit v tvahu jak Newtonovy-Cotesovy
vzorce, tak i Gaussovu kvadraturni formuli. Gaussovy formule dosahuji vyssi pres-
nosti pfi uziti mensiho pocétu uzlt nez Newtonovy-Cotesovy formule a potiebuji
tedy pocitat méné funkénich hodnot funkce f. Maji rovnéz priznivéjsi chybovy
vyraz. Pozadované presnosti lze dosahnout volbou Gaussova vzorce dostatecné vy-
sokého fadu, nebot posloupnost Gaussovych formuli konverguje k piesné hodnoté
integralu. Toto jsou vyhody Gaussovy formule v piipadé, ze pouzivame jednu for-
muli. Pi pouziti slozenych formuli je vSak aplikace Gaussovych formuli naro¢néjsi
oproti Newtonovym-Cotesovym formulim. Totiz, pfi déleni daného intervalu na
M;, = 2F My, My = ptirozené ¢islo, k = 0,1, 2, ..., intervali lze jiz jednou vypoéte-
nych funkénich hodnot uzit ve vSech dalsich aplikacich Newtonovych-Cotesovych
formuli, ale neni tomu tak u Gaussovych formuli. A proto pouziti slozenych Gaus-
sovych formuli je naro¢néjsi. Pokud jde o sloZena pravidla, 1ze doporucit pro hladké
funkce s vyhodou sloZené lichobéznikové pravidlo a Rombergovu integraci. V pri-
padé, Ze integrand v urcité oblasti daného intervalu znac¢né osciluje, ale v jiné
oblasti ma hladky pribéh, je vhodné pouzit adaptivnich formuli.

Na zavér tohoto odstavce si ukazeme, ze Newtonovy-Cotesovy formule obecné

nekonverguji (viz [18]).

Priklad 9.18. Pocitejme ptibliznou hodnotu integrélu

4
/ 4T arctand = 26516353
14 22
—4

Nasledujici tabulka pfibliznou hodnotu integralu urcenou pomoci Newtonovy-
Cotesovy formule pro dany pocet uzli a pro porovnani je uveden vysledek ziskany
slozenym lichobéznikovym pravidlem.

n | Newtonova-Cotesova formule | slozené lich. pravidlo
3 5,490 4,235

5 2,278 2,918

7 3,329 2,701

9 1,941 2,659

11 3,596 2,6511

13 1,335 2,6505

Pro M; = 27, tj. 129 funkénich hodnot by pomoci slozeného lichobé&znikova pravi-
dla vysel integral pfiblizné 2,651617, zatimco Newtonova-Cotesova formule dava
hodnotu 2.977249 a pro n = 131 hodnotu 1, 556509.

§ 9.10. Integraly se singularitami

V predchozich odstavcich jsme se zabyvali vypoctem integralu

/ab f(z) dz
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a pfedpokladali jsme, ze funkce f mé dostateény pocet derivaci v intervalu [a, b].
Ale v praxi se Casto setkavame s pripady, Ze integral nebo jeho derivace maji
singularity v [a, b]. V tomto odstavci navrhneme nékolik zpiisobi, jak postupovat
v takovych ptipadech.

Omezime se na singularity v krajnich bodech intervalu, nebot rozdélenim in-
tervalu na subintervaly lze ,zvladnout“ i singularity uvnitf intervalu.

Pfi vypoctu takovych integrali se ukazuje velmi vyhodny postup s vahovymi
funkcemi. Dany integrand f lze totiz zapsat ve tvaru

f(@) = w(z)g(x),

kde w je vahova funkce zahrnujici singularitu, g je dostatecné hladka funkce. Pro
standardni vahové funkce lze uzit pfislusnych Gaussovych kvadraturnich formuli.
Jako priklad uvedeme formuli pro vypocet integralu

zde mame singularitu v levém krajnim bodé a vahova funkce je w(z) = 1//x.
Uréime ortogonélni polynomy s vahou 1/+/x na intervalu [0, 1]. Vime, Ze pro Le-
gendrovy polynomy plati:

/1 P (z)Py(x)dx =0 pro m # n.
0

Dale, Legendrtiv polynom sudého stupné obsahuje pouze sudé mocniny x a je tedy
sudou funkci. Pfedchozi vztah pak mtzeme zapsat ve tvaru

0— /11 Po (x) Pon () da = 2/01 Popu(2)Pon(2) dz,  m #n.

Uzijeme-li nyni substituce 22 = g, dostaneme

|
/0 TP D Pan V3 dy = 0

Odtud, polynomy p,(x) = P, (v/z), n =0,1,2,..., jsou ortogonalni s vahou 1//x
na intervalu [0, 1]. Nyni jiz mtZeme sestrojit kvadraturni formuli

1 n
g(x)
——dr = H;g(a;),
|2z > oo
kde

a; = a3, ij=0,...,n,

z; je kladny kofen polynomu Py, 11y (polynom Py, 41y méa kofeny +xo,...,+x,,
x; #0,¥i=0,...,n). Vypocteme nyni koeficienty H;, j =0,...,n:
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Necht A; je koeficient Gaussovy-Legendrovy formule odpovidajici kladnému
kofenu z;, j =0,1,...,n. Je

(2® —x5) .. (v +x5) (@ — 23 y) ... (2° —27)

A
(z? —x3)... (Zz])(xf — x?_H) . (x? —1z2)

J

0t )6 )G e
S@F et ) (2 —ady ). (2F — a2,
R N N R W NECET
2z (23 —xg) ... (2 —aF_ ) (af — a3, ). (27 —a2)

Il
| | |
Lol L
[\~
8 ‘&
<.
|
e
. ()
[
o oN
S— | ~—

Prvni integral je roven nule, nebot integrand je lichd funkce. Pro druhy integral
uZijeme substituci z2 = y:
1
1/2 -2 (y—2f Dy—2j,). - (y—23) dy _
2 : (23 ai )@ =23 ). (2 —22) 2y

A =

'71)(55? - x?+1) EE (m? —x3.) VY B

1
1/ (y—23). (-2 Dy—23,)...(y—23) dy
2/ (a3 3

1

Pro koeficienty H; tedy plati
Hj:2Aj, jZO,...ﬂ’L,

kde A; je koeficient odpovidajici kladnému kofenu x; v Gaussové-Legendrové kva-
draturni formuli.

Obdobné postupujeme v piipadé vahové funkce w(z) = /z, x € [0,1], p¥i
vypoctu integralu

/ ' Vag(a) da.

Integrand ma tentokrat singularitu v derivaci. Polynomy ortogonalni na intervalu
[0,1] s vahou +/z jsou tvaru

1
pn(z) = ﬁPQn-‘rl(\/E)a
kde Psy,41 je opét Legendrav polynom stupné 2n + 1 (podrobnéji viz [18]).
Je-li tfeba vypocitat integral
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zvolime za vahovou funkci w(z) = (z/(1 — z))/2. Polynomy ortogonalni s vahou
(z/(1 — x))}/2 na intervalu [0, 1] jsou uréeny vztahem

pu(z) = %szm

kde Ty, .1 je Cebyseviiv polynom stupné 2n + 1.
Pro vypocet nevlastnich integralt

/Ooof(x)dx, /_O:Of(m)da:

muzeme uzit pfimo Laguerrovy nebo Hermitovy kvadraturni formule.
Nevlastni integral

/Oof(as)dos, a>0,

jestlize existuje, muzeme rovnéz aproximovat uzitim vhodné kvadraturni formule
a to tak, Ze jej substituci t = 27! nejdiivé pfevedeme na integral

| 1
o 1 t

Neékteré dalsi zptsoby vypoc¢tu singuldrnich integrald lze najit napf. v [8], [18].

Cviceni ke kapitole 9

1. Urcete koeficienty Ag, A1, Az tak, aby pfesnost kvadraturni formule

[ @) de=Aof (-3) + 47O + a1 (3) + R(S)

byla alespon 2.
(AO = %7 Al = _%7 A2 =

)

2. Urcete koeficienty Ay, A1 a uzel xg pro formuli

ol

/0 VEf(z) dz = Aof(w0) + ALf(1) + R(}).

(A0:1_757A1:%7$0:%-)

3. Urcete algebraicky neznamé uzly xg, x1 a koeficienty Ag, A; pro formuli

/Owsinxf(a:) dz = Ao f(zo) + A1f(x1) + R(f)

tak, aby bylo dosazeno maximéalniho stupné presnosti.

7T [ 2
(A0=A1=1,3?0,1=§i 1—2)
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10.

Odvodte Newtonovu-Cotesovu formuli otevieného typu pro interval [—2, 3]
S krokem h=1.

([ 1@ a = 171470+ 70) + 117@) + IO,
-2<n<3)

Odvodte Newtonovu-Cotesovu formuli uzavieného typu pro interval [a, b] a
n =3 (tzv. prav1dlo 3/8).

/ fla dxf— <f(a)+3f<a+bT>+3f (H%) +f( )>

b* 5
— 8%( 3a> fBm),a<n<b)

Odvodte Simpsonovo pravidlo.

Necht f € C(®([~1,1]) a nechf P5 € II5 je Hermittv interpolacni polynom
s vlastnostmi P(z;) = f(z;), P'(z;) = f'(z:), z; = —1,0, 1.

a) Ukaite, Ze
1
/_1 P(z) dv = Ff(=1) + $££(0) + F5f(+1) + . £/(=1) — 5./ (+1).

b) Formule v ¢&sti a) pfedstavuje kvadraturni formuli pfesnou pro poly-
nomy stupné nejvyse 5. Ukazte, Ze formule neni pfesnd pro polynomy
stupné 6.

Odvodte formuli Cebysevova typu ve tvaru

[ 1) ar = a0 + S + @) + R
TARU)
(A:%7$0:_§7$1—0 Ty = L R = 360 ,—l<n<1)
Aproximujte integral
/4sinmdm:1—ﬁ
O 2

a) obdélnikovym, b) lichob&Znikovym, c¢) Simpsonovym pravidlem.
(‘a) 0,30055887, b) 0,27768018, ¢) 0,20293264. )

Naésledujici integraly vypoctéte a) lichobéznikovym, b) Simpsonovym pravi-
dlem. Vysledky porovnejte s pfesnymi hodnotami

2 0,1
1./ Inz dx, 2./ 25 da, 3./ (sinz)? dx.
1 0 0

(‘a) 1. 0,34657, 2. 0,023208, 3. 0,39270,
b) 1. 0,38583, 2. 0,032296, 3. 0,30543. )

wl
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Uzijte Newtonovy-Cotesovy formule uzavieného typu pro n = 3 (viz cv. 5)

pro vypocet
3
/ e % du.
1

Uzijte a) slozeného lichobé&znikového, b) slozeného Simpsonova pravidla pro
vypocet integrali:

3
1. /z\/1+z2dx, M =6,
0
1

2. / sinmz dz, M =6,
0

(0,766801.)

2w
3. / rsinz dx, M =8,
0

1
4. / z2e® dx, M =8.
0

Porovnejte ziskané aproximace s pfesnymi hodnotami.
(a)1.10,3122, 2.0,62201, 3. —5,9568, 4. 0,72889,
b) 1. 10,20751, 2. 0,6366357, 3. —6,284027, 4. 0,7182830. )

Uzijte Rombergovy integrace pro vypocet hodnoty T 4 pro nasledujici inte-
graly a vysledky porovnejte s pfesnymi hodnotami.

= £
a) / sinz da b) / cosx dz
0 3

Uzijte Rombergovy metody integrace pro vypocet

2 2
/ z2e™® daz.
0

Cislo m uréete béhem vypoctu tak, aby |Tpm m—1 — Tym.m| < 1076,
(0,4227250.)

Dokazte vztah (9.33).

Uzitim Gaussovy-Legendrovy kvadraturni formule pro n = 2,3,4 aproxi-

mujte integral
3
/ e” sinx dux.
1

(11,141495; 10,948403; 10,950140.)

Opakujte cviceni 10 uzitim Gaussovych-Legendrovych formuli pro n = 1.
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18. Uzitim Gaussovy-Laguerrovy formule pro n = 2,3 aproximujte integral

o0
/ e “sinx dx.
0

(n=2...0,432460, n = 3... 0,496023, pfesna hodnota je 0,5.)
19. Odvodte slozené obdélnikové pravidlo a navrhnéte piislusny algoritmus.

20. Navrhnéte algoritmus pro vypocet

/ab F(z) dz

se zadanou presnosti ¢, ktery vychéazi z pomérné hrubého déleni intervalu
[a, b] a uzivd metody poloviéniho kroku.

21. Pomoci Gaussovy-Cebysevovy formule pro n = 1,2 aproximujte integral

COST
-1V 1-— 3?2
(2,3884; 2,4041; presna hodnota 2,40394.)

dx.

Kontrolni otazky ke kapitole 9

1. Dévaji vsechny Gaussovy-Legendreovy formule pro integral

jus

2
/ sin? zdx
0

stejnou hodnotu 7/4 jako Newtonovy-Cotesovy formule?

2. Budou dévat Newtonovy-Cotesovy formule také pfesnou hodnotu integralu
(9.18)7

3. Jaka je hodnota integralu (9.18), je-li w licha funkce?
4. Jaky tvar mé slozené obdélnikové pravidlo?

5. Souvisi Rombergova integrace s Richardsonovou extrapolaci?
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derivace
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pravé diferencni, 213
derivovani numerické, 207
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diference

obycejné, 173
pomeérné, 165

extrapolace, 175, 269
Richardsonova, 214

formule
kvadraturni, 227
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Gaussova, 234

Gaussova-Hermitova, 248
Gaussova-Laguerrova, 248
Gaussova-Legendreova, 237
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koeficienty, 227
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inverzni, 184
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kvadraticka, 185

polynomiélni, 159

splajnova, 160

trigonometricka, 160
iterace k-ta, 33
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separace, 23
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matice
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ptleni, 23

quasi Newtonova, 53
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sdruzenych gradientti, 120

Seidelova, 66
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zdvojena, 81
multiplikativnost, 16
multiplikatory, 96
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maticova
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vybér
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posloupnost
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pravidlo

lichobéznikové, 251
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obdélnikové, 254
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Simpsonovo, 252
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kubické, 160, 195
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znameénko
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¢isla Cotesova, 251, 253
¢islo podminénosti, 9, 125

uloha
dobfe podminéna, 9
korektni, 8
dobfe podminéné, 9
Spatné podminéné, 9



